Normalni forma fold bifurkace
zpracovala Hana Tuzilova podle Y. Kuznetsov: Elements of Applied Bifurcation Theory

Lemma 1. Systém
7' =a+2*+ 0(z?) (1)

je v okoli pocatku lokdlné topologicky ekvivalentni systému
v =a+ 2’ (2)

Dikaz. Pti dokazovani tohoto tvrzeni vyuzijeme toho, Ze pro skalarni systémy existuje ho-
meomorfismus zobrazujici rovnovazné body jednoho systému na rovnovazné body druhého
systému, ktery zobrazuje také trajektorie, které je spojuji, na odpovidajici trajektorie.
Nejprve ukazeme, Ze systém (1) ma stejny pocet singularnich bodi jako systém (2).
Uvazujme

Y =Fly,a) =a+y* + 19y, a),
kde 9 (y, ) = O(y?) je hladkd funkce proménnych (y, a) v okoli bodu (0,0). Necht

M ={(y,a); F(y, @) = a+y* +¥(y,a) = 0}.

Kiivka M zfejmé prochézi pocatkem, tj. F'(0,0) = 0 a F/(0,0) = 1. Z véty o implicitni
funkci plyne, zZe pro dostateéné malé |y| existuje hladka funkce g takova, ze

M = {(y,a);a=g(y)}.
Navic plati
a=-y" =0y’
Tedy pro libovolné dostateéné malé ov < 0 ma systém (1) v okoli poc¢atku dva rovnovazné
body, y1 () a yo(a), které lezi blizko rovnovaznym bodtm z1(a) = v/—a a x5(a) = —/—a
systému (2).

Nyni zkonstruujeme homeomorfismus vystupujici v definici topologické ekvivalence.
Pro kazdé malé |a| definujeme zobrazeni zévislé na parametru vztahem

ha(2) T proa >0
a\T) =
a(a) + bla)r pro a <0,

kde koeficienty a(«) a b(«r) jsou pro kazdé o uréeny jednoznacné podminkou

ha (zj(a) = yj(a),  j=1,2.

Tedy
+ i
sy DO () ()~ (o)
2 2/ —«
he : R — R je homeomorfismus, ktery v okoli po¢atku zobrazuje trajektorie systému (2)
na trajektorie systému (1) a zachovava jejich orientaci. To je vSak definice topologické

ekvivalence systému zavislych na parametru. O



UkéZeme, Ze systém (2) je topologicky normalni forma generického! (nejbéznéjsiho)
jednodimenzionalniho systému s fold bifurkaci.
Uvazujme systém
¥ = f(z,a), r€R, a €R, (3)

kde f : R? — R je hladké funkce. Nechf m4 tento systém pro a = 0 rovnovazny bod z = 0
s vlastni hodnotou A = f,(0,0) = 0.

Oznac¢ime-li fo(a) = f(0,a), fi(a) = f.(0,a) a fola) = W, pak muzeme tyto pod-
minky zapsat ekvivalentné jako

fo(0) = f(0,0)=0 (podminka pro rovnovazny bod),
f1(0) = £.(0,0) =0 (podminka pro fold bifurkaci).

Funkei f(z, ) rozvineme do Taylorovy fady vzhledem k proménné = v bodé x = 0:
flz,a) = fola) + fila) -x + fo(a) - 2® + O(2?).
Budeme postupovat ve tiech krocich:
e transformace proménné x,
e transformace parametru «,
e s vyuzitim predchoziho lemmatu eliminujeme ¢leny vyssich rada.

Béhem odvozovani budeme muset udélat par dodateénych predpokladi, které rovnéz urdi,
co je myslené ”generickym” jednodimenzionalnim systémem s fold bifurkaci.

Transformace souradnic: Provedeme transformaci proménné x danou vztahem
E=1x+74, (4)
kde § = d(«) je pfedem znamé funkce, kterou uréime pozdéji. Inverzni transformace je
r=&—4. (5)
Dosadime (4) do rovnice (3) a dostaneme
€ = fola) + fula) - (€ = 0) + fal@) - (§=0)" + -
Tedy
¢ = (fola) = fil@) -0+ fa(a) - 0° + O(6%)) +

+ (file) = 2fo(@) - 6+ O(6%)) &+
+ (f2(a) + O(8)) € + O(&Y).

LGenericitou se rozumi to, ze nedochézi k naruseni obecnosti a vzniku jiného typu bifurkace. Genericitu
zarucuje splnéni podminky nedegenerovanosti a transverzality uvedenych ve vété 77.



Linearni ¢len ziejmé zmizi, jestlize
F(a,8) := fi(a) = 2fo(a) - + ¥(a,0) - 6* =0
pro néjakou hladkou funkci . Plati tedy

dF ar

F(0,0) =0, — = —2f5(0) a
dé (0,0) do

= fla(o)'

(0,0)

Predpokladejme nyni, ze funkce

F(0) = 572(0,0) # 0,

Pak z véty o implicitni funkei plyne lokdlné pro vSechna dostateéné mald |«| existence a
jednoznacnost hladké funkce § = 6(«) takové, ze §(0) =0 a F(«,d(«)) = 0. Navic plati

_ floz(o)
) =550

Rozvedeme-li nyni funkce f;(«), i =0, ...,2, do Taylorovy fady a vyuZijeme predpoklady,
rovnice (3) pfejde do tvaru

€' = (foal0) - @+ 0(?)) + (f2(0) + O(a)) - € + O(&)). (6)

Transformace parametru: V této ¢asti dikazu uvedeme novy parametr ;1 = p(«) definovany
vztahem

ca+ 0(a?).

1= fou(0) - a+a?- ¢(a),
kde ¢(«) je hladkd funkce. Pro takto definované p plati

p0)=0 a  pa(0) = foa(0) = fa(0,0).

Predpokladejme nyni navic, ze

fa(0,0) # 0.
Potom nam véta o implicitni funkci zarucuje lokalni existenci a jednoznacnost hladké in-
verzni funkce o = a(p) s a(0) = 0. Dostavame tedy vzdjemné jednozna¢né prifazeni
ptvodniho parametru o a nového parametru p a (6) prejde do tvaru
£ =p+u(p) €+0(E), (7)

kde v(u) je hladka funkce spliujici v(0) = f5(0) # 0.

Zména meéritka: Necht
n=p@l§ a  B=lv(p
Pak rovnice (7) pfejde do tvaru
N =B +an’+ O,
kde a = signv(0).



