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Obsah

Dynamické systémy 4
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Dynamické systémy

Definice: Dynamickým systémem rozumı́me trojici {T, X,ϕt}, kde T je čı́selná množina (čas), X
je metrický prostor, který nazýváme fázovým prostorem, aϕt je parametrický systém evolučnı́ch
operátorů s parametrem t ∈ T definovaných jako zobrazenı́ ϕt : X → X, které zobrazuje
počátečnı́ stav x0 ∈ X na nějaký stav xt = ϕtx0 ∈ X.

V přı́padě, že T = Z mluvı́me o diskrétnı́m dynamickém systému, je-li T = R mluvı́me o
spojitém dynamickém systému.

Poznámka 1. Fakticky může jít o cokoliv měřitelného, co se mění v čase. . . Teplota hrnku kafe, kurz
koruny, počet studentů v daném semestru. . .

Definice: Deterministickým dynamickým systémem rozumı́me systém {T, X,ϕt} splňujı́cı́
podmı́nku

ϕ0 = id,

kde id je identita na X, tj. ∀x ∈ X : idx = x. Tato vlastnost řı́ká, že systém spontánně neměnı́
svůj stav.

Poznámka 2. Touto podmínkou vylučujeme náhodné jevy, např. kurz koruny nebo počet studentů v daném
semestru. . . i když prakticky vše je důsledkem toho, co již bylo. . . anebo tomu tak není? Z hlediska kvantové
mechaniky je zase vše náhodné. Takže jde vlastně o náš přístup k věci.

Definice: Autonomnı́m dynamickým systémem rozumı́me deterministický systém {T, X,ϕt}
splňujı́cı́ podmı́nku

ϕt+s = ϕt ◦ϕs,

tj. ∀x ∈ X : ϕt+sx = ϕt(ϕsx), pokud jsou definovány obě strany rovnice. Tato vlastnost řı́ká, že
se „zákony evoluce“ neměnı́ během času.

Poznámka 3. Autonomní systémy jsou dány předchozími v čase měnícími se stavy, nikoliv samotným
časem. Typickýcm spojitým příkladem je v čase měnící se stav x(t) podle obyčejné diferenciální rovnice
ẋ = f (x). Typickým diskrétním příkladem je v čase skokově měnící se stav x(n + 1) = f (x(n)).

ẋ(t) = x(t) + t nenı́ autonomnı́

ẋ(t) = (x(t) + 1)2 je autonomnı́

x(n + 1) = x(n)
n2 nenı́ autonomnı́

x(n + 1) = x(n)
2 je autonomnı́

Mezi autonomnı́ rovnice se lehce zahrnou i ty, které jsou vyššı́ho řádu, tj. obsahujı́ v přı́padě
diferenciálnı́ch rovnic i derivace vyššı́ho řádu nebo v přı́padě diferenčnı́ch rovnic členy
posloupnosti závisı́ na konečném počtu předchozı́ch členů.
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ẍ(t) + ẋ(t) + 2x(t) = 0

můžeme zapsat jako systém

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = −2x1(t)− x2(t),

kde x = x1 a ẋ = x2. Vektorově je to zápis

(

ẋ1(t)
ẋ2(t)

)

=

(

f1(x1(t), x2(t))
f2(x1(t), x2(t))

)

=

(

x2(t)
−2x1(t)− x2(t)

)

,

tj. ẋ = f(x), kde x =

(

x1(t)
x2(t)

)

a f =

(

f1

f2

)

. Je-li funkce x lineárnı́ (jako v tomto přı́padě), mluvı́me o

lineárnı́ rovnici a lze jej zapsat maticově takto ẋ = Ax. V našem přı́padě je matice A =

(

0 1
−2 −1

)

.

V autonomnı́m lineárnı́m systému jsou prvky matice čı́sla. V obecném lineárnı́m systému to mohou
být funkce času.

x(n + 2) + x(n + 1) + 2x(n) = 0

můžeme zapsat jako systém

x1(n + 1) = x2(n)

x2(n + 1) = −2x1(n)− x2(n),

kde x(n) = x1(n) a x(n + 1) = x2(n). Vektorově je to zápis

(

x1(n + 1)
x2(n + 1)

)

=

(

f1(x1(n), x2(n))
f2(x1(n), x2(n))

)

=

(

x2(n)
−2x1(n)− x2(n)

)

,

tj. x(n + 1) = f(x(n)), kde x =

(

x1(n)
x2(n)

)

a f =

(

f1

f2

)

. Stejně jako ve spojitém přı́padě mluvı́me o

lineárnı́ rovnici, pokud ji můžeme zapsat maticově jako x(n + 1) = Ax(n).
Mezi autonomnı́ systémy můžeme zahrnout i ty ODR, které původně autonomnı́ nejsou:

ẍ(t)− ẋ(t) + etx2(t) = 0

můžeme zapsat pomocı́ substituce x = x1, ẋ = x2, t = x3 jako systém

ẋ1 = x2

ẋ2 = x2 − ex3 x2
1

ẋ3 = 1

nebo vektorově




ẋ1

ẋ2

ẋ3



 =





f1(x1, x2, x3)
f2(x1, x2, x3)
f3(x1, x2, x3)



 =





x2

x2 − ex3 x2
1

1



 ,

tj. ẋ = f(x), kde x =





x1

x2

x3



 a f =





f1

f2

f3



.
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Podobně pro diskrétnı́ systémy:

x(n + 2)− x(n + 1) + nx2(n) = 0

můžeme zapsat pomocı́ substituce x1(n) = x(n), x2(n) = x(n + 1), x3(n) = n jako systém

x1(n + 1) = x2(n)

x2(n + 1) = x2(n)− x3(n)x2
1(n)

x3(n + 1) = x3(n) + 1

nebo vektorově




x1(n + 1)
x2(n + 1)
x3(n + 1)



 =





f1(x1(n), x2(n), x3(n))
f2(x1(n), x2(n), x3(n))
f3(x1(n), x2(n), x3(n))



 ,

tj. x(n + 1) = f(x(n)), kde x(n) =





x1(n)
x2(n)
x3(n)



 a f =





f1

f2

f3



.

Definice: Trajektorie s počátečnı́m bodem x0 ∈ X je uspořádaná podmnožina fázového prostoru
X

{x ∈ X : x = ϕtx0, ∀t ∈ T, pro které je ϕtx0 definováno}
V přı́padě spojitého systému jde o orientované křivky v X, v přı́padě diskrétnı́ho systému jsou
to posloupnosti bodů v X. Fázovým portrétem dynamického systému rozumı́me rozmı́stěnı́
trajektoriı́ ve fázovém prostoru X.

Trajektorie zakreslujeme často také jako funkce (posloupnosti) v T × X. Diskrétnı́ trajektorie
můžeme také zakreslovat pomocı́ tzv. pavučinového diagramu:

f (x)

x

xn

xn+1

Přı́klad. Nakreslete trajektorii ẋ = −x s počátečnı́m bodem (podmı́nkou) x0 = 1. Nakreslete ji v X i
v T × X.

Přı́klad. Nakreslete trajektorii x(n + 1) = 1
2 x(n) s počátečnı́m bodem (podmı́nkou) x(0) = 1.

Nakreslete ji v X i v T × X. Nakreslete také pavučinový diagram (x(n + 1) versus x(n)).
6



Definice: Dynamický systém D1 = {T, R
n,ϕt} se nazývá topologicky ekvivalentnı́ dyna-

mickému systému D2 = {T, R
n,ψt}, jestliže existuje homeomorfismus h : R

n → R
n, které

zobrazuje trajektorie systému D1 na trajektorie systému D2, přičemž zachovává jejich orientaci.

Často v takovém přı́padě mluvı́me také o (topologicky) ekvivalentnı́ch fázových portrétech.

Poznámka 4. Homeomorfismus je invertibilní zobrazení, které je spojité a jehož inverzní zobrazení je také
spojité.

Poznámka 5. Trajektorie systému D1 se tedy dají jednoznačně přiřadit (i s orientací, resp. uspořádáním)
k trajektoriím systému D2 tak, aby si vzájemně odpovídaly „sousední“ body, lokální okolí. Nezajímají nás
geometrické vzdálenosti a vztahy, ale topologické vlastnosti.

Topologicky ekvivalentnı́ spojitá dynamika v rovině:

Topologicky ekvivalentnı́ spojitá dynamika v rovině:

Definice: Bod x0 ∈ X nazýváme singulárnı́m bodem (nebo též rovnovážným, stacionárnı́m,
pevným bodem) dynamického systému, jestliže pro všechna t ∈ T platı́

ϕtx0 = x0.
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Definice: Cyklem rozumı́me periodickou trajektorii L, která nenı́ singulárnı́m bodem, splňujı́cı́
∀x0 ∈ L

ϕt+T0x0 = ϕtx0,

pro nějaké T0 > 0, ∀t ∈ T. Nejmenšı́ takové T0 nazýváme periodou cyklu L.

Poznámka 6. V systému s cyklem vznikají periodické oscilace. Cyklus spojitého systému je uzavřená křivka
v X. Cyklem diskrétního systému je konečná uspořádaná k-tice bodů z X. Limitním cyklem rozumíme cyklus,
v jehož okolí nejsou jiné cykly.

Poznámka 7. U diskrétního systému x(n + 1) = f(x(n)) mluvíme často o cyklu délky k = T0, protože
jde o uspořádanou k-tici

x(0), x(1), x(2), . . . x(k − 1),

pro kterou platí x(1) = f(x(0)), x(2) = f(x(1)), . . . ,
x(k) = x(0) = f(x(k − 1)). Uvědomme si navíc, že

x(0) = f(x(k − 1)) = f(f(x(k − 2))) = · · · = f(k)(x(0))

a tedy x(0) je nutně pevným bodem dynamického systému

x(n + 1) = f(k)(x(n)).

Definice: Invariantnı́ množinou S rozumı́me podmnožinu X splňujı́cı́

x0 ∈ S ⇒ ϕtx0 ∈ S ∀t ∈ T.

Poznámka 8. Singulární bod i cyklus jsou invariantní množiny.

Definice: Invariantnı́ množina S se nazývá stabilnı́, jestliže

• ∀U ⊃ S libovolně malé okolı́ invariantnı́ množiny existuje okolı́ V ⊃ S takové, že ∀x ∈ V
a ∀t > 0 platı́ ϕtx ∈ U (tento typ stability nazýváme Ljapunovskou stabilitou),

• existuje okolı́ U0 ⊃ S takové, žeϕtx → S pro x ∈ U0 a t → ∞ (tento typ stability nazýváme
asymptotickou stabilitou).

8



Lineárnı́ algebra - opakovánı́

Pro vlastnı́ čı́slo (vlastnı́ hodnotu) matice A ∈ R
n×n přı́slušné vlastnı́mu vektoru v ∈ R

n platı́

Av = λv,

tj. vlastnı́ čı́sla hledáme jako kořeny charakteristického polynomu

det(A − λI) = 0.

Matice A má v komplexnı́m oboru n vlastnı́ch hodnot {λ1, . . . , λn} a přı́slušné vlastnı́ vektory
{vλ1

, . . . , vλn} tvořı́ bázi C
n. Matice T tvořená vlastnı́mi vektory (po sloupcı́ch) pak splňuje

A · T = T ·







λ1 · · · 0

0
. . . 0

0 · · · λn






.

V přı́padě násobných vlastnı́ch hodnot může obsahovat bloky tvaru

(

λ 1
0 λ

)

, přičemž sloupce

matice T v tomto přı́padě tvořı́ tzv. zobecněné vlastnı́ vektory. Jde o vektor splňujı́cı́ Av = λv a dalšı́
vektor w, který splňuje Aw = λw + v. Pokud je násobnost vlastnı́ hodnoty vyššı́ než dva, bude se
takto vytvářet kaskáda zobecněných vlastnı́ch vektorů wi+1 splňujı́cı́ Awi+1 = λwi+1 + wi, která
bude spolu s vektorem v tvořit bázi prostoru zobecněných vlastnı́ch vektorů. Lineárnı́ regulárnı́

transformace A 7→ T−1AT převádı́ na komplexnı́ Jordanův kanonický tvar. Reálný tvar s reálným

blokem

(

α β
−β α

)

dostaneme, pokud použijeme mı́sto komplexně sdružených vektorů v a v

reálnou a imaginárnı́ část u a w vektoru v = u + iw.
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Spojité dynamické systémy

Nejprve budeme studovat deterministický autonomnı́ dynamický systém, který je dán systémem
diferenciálnı́ch rovnic:

Definice: Autonomnı́m systémem diferenciálnı́ch rovnic rozumı́me systém

ẋ = f(x), (1)

kde x ∈ X = R
n a vektorová funkce f : R

n → R
n je dostatečně hladká. Symbolem ẋ rozumı́me

derivaci x podle času t ∈ T = R.

Poznámka 9. Singulární body autonomního systému (1) splňují systém rovnic

f(x) = 0.

Lineárnı́ systém - opakovánı́

Uvažujme lineárnı́ autonomnı́ systém
ẋ = Ax, (2)

kde x ∈ X = R
n a A ∈ R

n×n. Necht’λ ∈ C je vlastnı́ čı́slo matice A a v přı́slušný vlastnı́ vektor.

• V přı́padě λ ∈ R je t 7→ eλtv reálným řešenı́m rovnice (2).

• V přı́padě λ ∈ R, které je k-násobným kořenem charakteristického polynomu jsou t 7→

eλt
i

∑
j=1

ti−jvj

(i−j)!
, i = 1, . . . k reálnými řešenı́mi rovnice (2), kde vi je systém k zobecněných vlastnı́ch

vektorů (Av1 = λv1 a Avi = λvi + vi−1 pro i > 1).

• V přı́padě λ = α ± iβ je vlastnı́ vektor v = u ± iw a reálnými řešenı́mi rovnice (2) jsou pak

t 7→ eαt(cos βt · u − sin βt · w), t 7→ eαt(sin βt · u + cos βt · w).

Uvedená řešenı́ jsou lineárně nezávislá a tvořı́ bázi prostoru řešenı́. Jejich lineárnı́ kombinace je také
řešenı́m (2). Maticové zobrazenı́ t 7→ Φ(t) těchto řešenı́ se nazývá fundamentálnı́ matice řešenı́
přı́slušného homogennı́ho lineárnı́ho systému (2).

Singulárnı́m bodem systému (2) je počátek, který je asymptoticky (dokonce exponenciálně) stabilnı́,
pokud majı́ všechny vlastnı́ hodnoty zápornou reálnou část. V přı́padě, že má některá vlastnı́
hodnota kladnou reálnou část, je počátek nutně nestabilnı́. V přı́padě nulové vlastnı́ hodnoty má
systém (2) konstantnı́ nenulová řešenı́ (počátek tedy nemůže být asymptoticky stabilnı́), v přı́padě
ryze imaginárnı́ch vlastnı́ch hodnot existujı́ periodická řešenı́ (a také nemůže být počátek
asymptoticky stabilnı́).
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Lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice bývajı́ často zapsány ve tvaru

0 = amx(m)(t) + am−1x(m−1)(t) + · · ·+ a1 ẋ(t) + a0x(t).

V takovém přı́padě hledáme vlastnı́ čı́sla jako kořeny charakteristického polynomu

p(λ) = amλm + am−1λm−1 + · · ·+ a0.

Poznámka 10. Podkud je levá strana rovnice nenulová, tj. ve tvaru f (t) = . . . (nehomogenní rovnice),
pak obecné řešení nehomogenní rovnice je součtem libovolného partikulárního řešení nehomogenní rovnice
a obecného řešení příslušné lineární homogenní rovnice (s nulovou levou stranou).

Polynom p(λ) je ve skutečnosti charakteristickým polynomem det(A − λI) lineárnı́ho systému

ẋ1(t) = x2(t),

...

ẋm−1(t) = xm(t),

ẋm(t) = − 1
am
(am−1xm(t) + · · ·+ a0x1(t)),

kde x1(t) = x(t)

Přı́klad . Dokažte uvedené tvrzení pro
0 = aẍ + bẋ + cx

tj. ukažte, že kořeny p(λ) jsou vlastní čísla Jacobiho matice jistého dvourozměrného lineárního systému.

Přı́klad . Najděte obecné řešení lineárního systému

ẋ1 = 4x1 + 5x2

ẋ2 = −x1 − 2x2.

Řešenı́:

Matice systému: A =

(

4 5
−1 −2

)

det(A − λI) =

∣

∣

∣

∣

4 − λ 5
−1 −2 − λ

∣

∣

∣

∣

= λ2 − 2λ − 3 = (λ − 3)(λ + 1) = 0

Matice systému má vlastnı́ čı́sla λ1 = 3 a λ2 = −1 a přı́slušné vlastnı́ vektory splňujı́ Av1 = 3v1 a
Av2 = −v2:

λ1 = 3 :

(

1 5
−1 −5

)

v1 =

(

5
−1

)

λ2 = −1 :

(

5 5
−1 −1

)

v2 =

(

1
−1

)

Zaved’me vhodnou lineárnı́ transformaci.

x = Tu ⇒ ẋ = Ax

Tu̇ = ATu

u̇ = T−1ATu
11



Matice systému bude v Jordanově tvaru

(

3 0
0 −1

)

, pokud T = (v1, v2).

(

u̇1

u̇2

)

=

(

3 0
0 −1

)(

u1

u2

)

u̇1 = 3u1

u̇2 = −u2

Systém se tedy rozpadne na dvě samostatné rovnice.

Řešenı́:
u1(t) = c1e3t, u2(t) = c2e−t

Řešenı́ původnı́ho systému tedy dostaneme zpětnou transformacı́:

x = T

(

u1

u2

)

= (v1, v2)

(

c1e3t

c2e−t

)

= c1e3t

(

5
−1

)

+ c2e−t

(

1
−1

)

=

(

5c1e3t + c2e−t

−c1e3t − c2e−t

)

.

Přı́klad . Najděte obecné řešení lineárního systému

ẋ1 = −x1 + 6x2

ẋ2 = 2x1 + 3x2.

Řešenı́:

det(A − λI) =

∣

∣

∣

∣

−1 − λ 6
2 3 − λ

∣

∣

∣

∣

= λ2 − 2λ − 15 = (λ − 5)(λ + 3) = 0.

Najdeme vlastnı́ čı́sla a přı́slušné vlastnı́ vektory.

λ1 = 5 :

(

−6 6
2 −2

)

v1 =

(

1
1

)

λ2 = −3 :

(

2 6
2 6

)

v2 =

(

3
−1

)

Řešenı́ je násobkem matice složené z vlastnı́ch vektorů a vektoru exponenciál:

x =

(

1 3
1 −1

)(

c1e5t

c2e−3t

)

=

(

c1e5t + 3c2e−3t

c1e5t − c2e−3t

)

.

Přı́klad . Najděte obecné řešení lineárního systému

ẋ1 = 3x1 − 2x2

ẋ2 = 2x1 − 1x2.
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Řešenı́:

A =

(

3 −2
2 −1

)

det(A − λI) =

∣

∣

∣

∣

3 − λ −2
2 −1 − λ

∣

∣

∣

∣

= λ2 − 2λ + 1 = (λ − 1)2 = 0

Matice systému má dvojnásobné vlastnı́ čı́slo λ1 = 1.

λ1 = 1 :

(

2 −2
2 −2

)

v1 =

(

1
1

)

Vlastnı́ vektorový prostor je deficientnı́, nemá dimenzi 2, pouze 1, vytvořı́me proto druhý vektor
splňujı́cı́ Av2 = λ1v2 + v1.

Av2 = λ1v2 + v1 :

(

2 −2 1
2 −2 1

)

v2 =

(

1
1
2

)

Vektory {v1, v2} tvořı́ bázi tzv. zobecněného prostoru vlastnı́ch vektorů. Zaved’me vhodnou lineárnı́
transformaci.

x = Tu ⇒ Tu̇ = ATu

u̇ = T−1ATu

Pro T = (v1, v2) bude matice systému v Jordanově tvaru. V přı́padě, že by šlo o nedeficientnı́
prostor vlastnı́ch vektorů a nevytvářeli bychom zobecněný vlastnı́ vektor, byla by v pravém hornı́m
rohu Jordanovy matice nula.

(

u̇1

u̇2

)

=

(

1 1
0 1

)(

u1

u2

)

u̇1 = u1 + u2

u̇2 = u2

Systém se tentokrát nerozpadne na dvě samostatné rovnice, ale lze jej ”zespodu vyřešit”.

Řešenı́:
u2(t) = c2et, dosazenı́m do prvnı́ rovnice máme nehomogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnici 1. řádu.

u̇1 − u1 = c2et.

Můžeme ji řešit např. vynásobenı́m faktorem e−λ1t nebo variacı́ konstanty. Násobenı́ faktorem e−t

bude rychlejšı́.

u̇1e−t − u1e−t = du1e−t

dt = c2.

Odtud u1 = (c1 + c2t)et

Řešenı́ původnı́ho systému dostaneme zpětnou transformacı́.

x = T

(

u1

u2

)

= (v1, v2)

(

(c1 + c2t)et

c2et

)

= (c1 + c2t)et

(

1
1

)

+ c2et

(

1
1
2

)

=

(

(c1 + c2t + c2)e
t

(c1 + c2t + 1
2 c2)e

t

)

.

Přı́klad . Najděte obecné řešení lineárního systému

ẋ1 = x1 − 4x2

ẋ2 = x1 + x2.
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Řešenı́:

A =

(

1 −4
1 1

)

, det(A − λI) =

∣

∣

∣

∣

1 − λ −4
1 1 − λ

∣

∣

∣

∣

= λ2 − 2λ + 5 = 0

λ1,2 =
2 ±

√
4 − 20

2
= 1 ± 2i

Matice systému má komplexně sdružená vlastnı́ čı́sla λ1,2 = 1 ± 2i.
Přı́slušné komplexnı́ vlastnı́ vektory splňujı́ Av1 = (1 + 2i)v1 a Av2 = (1 − 2i)v2, jsou komplexně
sdružené v1 = v2

λ1 = 1 + 2i :

(

−2i −4
1 −2i

)

v1 =

(

2i
1

)

λ2 = 1 − 2i :

(

2i −4
1 2i

)

v2 =

(

−2i
1

)

Řešenı́ v komplexnı́m oboru tedy najdeme již známou metodou vlastnı́ch vektorů, přitom c1, c2 ∈ C.

x =

(

2i −2i
1 1

)

(

c1e(1+2i)t

c2e(1−2i)t

)

.

Označme u = Re v1 a w = Im v1, tedy v1 = u + iw a v2 = u − iw.
Pak platı́

x = (u + iw, u − iw)

(

c1et(cos 2t + i sin 2t)
c2et(cos 2t − i sin 2t)

)

= c1et cos 2tu − c1et sin 2tw + c2et cos 2tu − c2et sin 2tw

+ic1et cos 2tw + ic1et sin 2tu − ic2et cos 2tw − ic2et sin 2tu

= (c1 + c2)e
t cos 2tu − (c1 + c2)e

t sin 2tw

+i(c1 − c2)e
t cos 2tw + i(c1 − c2)e

t sin 2tu

= et(k1 cos 2t + k2 sin 2t)u + et(k2 cos 2t − k1 sin 2t)w

Konstanty k1 = c1 + c2 a k2 = i(c1 − c2) jsou obecně komplexnı́, pokud jsou reálné, dostáváme
reálné řešenı́ x. Maticově lze řešenı́ zapsat jako

x = TR

(

k1et

k2et

)

kde T = (u, w) a R =

(

cos 2t sin 2t
− sin 2t cos 2t

)

je matice rotace o úhel 2t. Řešenı́ se budou po spirále

vzdalovat od počátku. Je zřejmé, že x1(0) = k1, x2(0) = k2.

14



Nelineárnı́ autonomnı́ systém

Nelineárnı́ úlohu (1) se singulárnı́m bodem x0 lze posunutı́m tohoto bodu do počátku převést na
tvar

ẋ = Ax + g(x), (3)

kde A = Df(x0) je Jacobiho matice f v singulárnı́m bodě x0 a g(x) = o(‖ x ‖) pro ‖ x ‖→ 0, což
znamená, že

lim
‖x‖→0

‖ g(x) ‖
‖ x ‖ = 0.

Často dokonce ‖ g(x) ‖≤ k ‖ x ‖2 na ‖ x ‖< a (a > 0, k > 0). Je-li t 7→ Φ(t) fundamentálnı́ matice
řešenı́ přı́slušného homogennı́ho lineárnı́ho systému tvaru (2), pak metodou variace konstanty
dostáváme řešenı́ úlohy (3) s počátečnı́ podmı́nkou x(t0) = ξξξ tvaru

x(t) = Φ(t)Φ−1(t0)ξξξ+ Φ(t)
∫ t

t0

Φ
−1(s)g(x(s)) ds.

V přı́padě, že A má pouze vlastnı́ hodnoty se zápornými reálnými částmi odtud lze (pomocı́
Gronwallova lemmatu) ukázat, že existujı́ a, b, c > 0 takové, že každé řešenı́ (3) s počátečnı́
podmı́nkou x(0) = ξξξ, ‖ ξξξ ‖≤ b splňuje pro t ≥ t0

‖ x(t) ‖≤ c ‖ ξξξ ‖ e−a(t−t0).

Dostáváme tedy následujı́cı́ tvrzenı́:

Věta (Ljapunovova věta): Uvažujme systém (1) a jeho singulárnı́ bod x0. Označme J = Df(x0)
Jacobiho matici v bodě x0. Pak x0 je stabilnı́, jestliže všechna vlastnı́ čı́sla λ1, λ2, . . . , λn matice J
splňujı́ Re λi < 0. (Takový singulárnı́ bod nazýváme atraktorem.)

Poznámka 11. „Obrácením běhu času“, tj. pro t → −∞, můžeme analogicky odvodit Ljapunovovu větu
pro nestabilní „odpuzující“ singulární bod (tzv. repeler). V takovém případě musí všechna vlastní čísla
splňovat Re λi > 0.

Definice: Singulárnı́ bod x0 systému (1) nazveme hyperbolickým singulárnı́m bodem, jestliže
žádná z vlastnı́ch hodnot přı́slušné Jacobiho matice J = Df(x0) neležı́ na imaginárnı́ ose.

Věta (Grobmanova-Hartmanova, věta o linearizaci):
Systém (1) je v okolı́ svého hyperbolického singulárnı́ho bodu x0 lokálně topologicky ekviva-
lentnı́ se svou linearizacı́

ẋ = Df(x0)x.

Důkaz naleznete např. v originálnı́m článku a také v mnoha monografiı́ch.
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Poznámka 12. Systémy tvaru (1) v okolí hyperbolických singulárních bodů x0 a y0 jsou tedy lokálně
topologicky ekvivalení právě tehdy, když tyto singulární body mají stejný počet n− a n+ vlastních hodnot
s Re λ < 0 a Re λ > 0.

Poznámka 13. Fázové portréty v rovině.
Uvažujme dvourozměrný systém

ẋ = f(x), x = (x1, x2)
T ∈ R

2,

kde f je hladká funkce. Předpokládejme, že x = x0 je singulární bod, tj. f(x0) = 0, a J = Df(x0) je
příslušná Jacobiho matice v tomto bodě. Matice J má pak dvě vlastní hodnoty λ1, λ2, které jsou kořeny
charakteristické rovnice

det(J − λI) = λ2 − σλ + ∆ = 0,

kde σ = tr J = λ1 + λ2 je stopa Jacobiho matice a ∆ = det J = λ1λ2 je její determinant.

Věta: Postačujı́cı́mi podmı́nkami asymptotické stability singulárnı́ho bodu spojitého systému
(1) v rovině jsou podmı́nky

∆ = det J > 0 a σ = tr J < 0.

Topologická klasifikace hyperbolického singulárnı́ho bodu v rovině:

stabilńı

(n+, n
−

)

nestabilńı

nestabilńı

(0, 2)

(1, 1)

(2, 0)

Fázový portrét StabilitaVlastńı hodnoty

uzel

ohnisko

uzel

ohnisko

sedlo
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Přı́klad . Najděte vlastní čísla a podle nich klasifikujte systém

ẋ = x + y2

ẏ = −y + x − 2y2

v okolí jeho singulárního bodu.

Řešenı́:
Z nulovosti pravé strany prvnı́ rovnice máme x = −y2, což dává po dosazenı́ do pravé strany druhé

rovnice −y − y2 − 2y2 = −y(1 + 3y) = 0. Singulárnı́ body jsou dva
[

0, 0
]

a
[

−1/9,−1/3
]

.
Jacobiho matice je

J = Df(x, y) =

(

1 2y
1 −1 − 4y

)

,

tj. J(0, 0) =

(

1 0
1 −1

)

.

Vlastnı́ čı́sla splňujı́ det(J − λI) = 0,

det(J − λI) =

∣

∣

∣

∣

1 − λ 0
1 −1 − λ

∣

∣

∣

∣

= −(1 − λ)(1 + λ) = 0,

tj. λ1 = 1 > 0, λ2 = −1 < 0 a
[

0, 0
]

je SEDLO.

J
(

−1

9
,−1

3

)

=







1 −2

3

1
1

3






,

det(J − λI) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 − λ −2

3

1
1

3
− λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (1 − λ)
(1

3
− λ

)

+
2

3
= λ2 − 4

3
λ + 1 = 0,

tj. λ1,2 =
2

3
± i

√
5

3
a
[

−1

9
,−1

3

]

je NESTABILNÍ OHNISKO.

V programu XPPAUT spust’te priklad1.ode

V tomto okamžiku shrňme informace pro spojitý autonomnı́ systém. Na nelineárnı́ systém můžeme
v okolı́ hyperbolických singulárnı́ch bodů hledět jako na mı́rně deformovaný lineárnı́ systém
(mluvı́me o tzv. perturbovaném systému), jehož chovánı́ se od nelineárnı́ho nijak kvalitativně nelišı́.
Pro stabilitu či nestabilitu singulárnı́ho bodu jsou podstatná znaménka reálné části vlastnı́ch hodnot
matice (pouze !!!) prvnı́ch parciálnı́ch derivacı́ funkce f , tzv. Jacobiho matice. Oscilace jsou
způsobeny komplexnı́mi vlastnı́mi hodnotami.

Nic nevı́me o situaci, kdy vlastnı́ hodnoty majı́ v singulárnı́m bodě nulovou reálnou část, tj. v
přı́padě, kdy nejde o hyperbolický singulárnı́ bod.
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Model Michaelis-Mentenové, enzymatická kinetika

Chemické a biochemické reakce je vhodné popisovat pomocı́ diferenciálnı́ch rovnic. Elementárnı́
reakce podléhajı́ kinetické rovnici, která popisuje rychlost, se kterou interagujı́ dvě látky a vytvářejı́
třetı́:

A + B
k→ C

Koncentrace látek se značı́ v hranatých závorkách a uvedenou reakci můžeme popsat rovnicı́

d[C]
dt = k[A][B],

kde derivace koncentrace [C] je okamžitá změna koncentrace [C], tedy rychlost, s jakou je tvořen
produkt reakce. Konstanta k je rychlostnı́ konstanta, která vlastně konstantou nenı́ – závisı́ např. na
teplotě nebo homogenitě směsi. Budeme ale předpokládat, že se teplota neměnı́ a látky jsou dobře
promı́chané.
Většina biochemických reakcı́ probı́há oběma směry:

A + B
k+
⇄

k−
C

Změna koncentrace [A] pak splňuje

d[A]
dt = −k+[A][B] + k−[C].

Ve skutečnosti je většina reakcı́ složitějšı́ a bude tedy popsána systémem diferenciálnı́ch rovnic.
Enzymy E jsou katalyzátory chemických reakcı́, při kterých pomáhajı́ ze substrátu S vytvořit
produkt P, přičemž z reakce vycházejı́ samy v nezměněné formě.

Substrát

Enzym Komplex enzym-substrát

Produkt

E + S
k1

⇄

k−1

C
k2→ E + P

Kinetické rovnice reakcı́ tedy můžeme popsat následujı́cı́mi diferenciálnı́mi rovnicemi:

d[S]
dt = k−1[C]− k1[S][E],

d[E]
dt = (k−1 + k2)[C]− k1[S][E],

d[C]
dt = k1[S][E]− (k2 + k−1)[C],

d[P]
dt = k2[C].

18



Navı́c předpokládáme, že produkt P okamžitě odebı́ráme, aby nešel do zpětné reakce. Je evidentnı́,
že platı́

d[E]
dt + d[C]

dt = 0,

tj. [E] + [C] = e0 je počátečnı́ koncentrace enzymu, [E] tedy můžeme eliminovat. Rovnici produktu
můžeme oddělit a integrovat zvlášt’.

Označme [S] = s a [C] = c. Úpravou tedy dostáváme dvě diferenciálnı́ rovnice:

ṡ = k−1c − k1s(e0 − c),

ċ = k1s(e0 − c)− (k2 + k−1)c

s počátečnı́mi podmı́nkami c(0) = 0 a s(0) = s0 >> e0.

Přı́klad. Dokažte, že počátek je asymptoticky stabilnı́ singulárnı́ bod.

Přı́klad. Nakreslete fázový portrét a graficky analyzujte systém a nakreslete přibližně tvar řešenı́ s
uvedenou počátečnı́ podmı́nkou.

Přı́klad. Prozkoumejte model v programu XPPAUT. Spust’te XPPAUT a otevřte soubor
MichaelisMenten.ode.

Prostudujte článek o modelu diety.

Prozkoumejte model v programu XPPAUT.
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Diskrétnı́ dynamické systémy

Definice: Autonomnı́m systémem diferenčnı́ch rovnic rozumı́me systém

x(n + 1) = f(x(n)), (4)

kde x(n) ∈ X = R
m a vektorová funkce f : R

m → R
m je dostatečně hladká.

Poznámka 14. Pevné body x0 autonomního systému (4) splňují systém rovnic

f(x0) = x0.

Lineárnı́ systém - opakovánı́

Uvažujme lineárnı́ diferenčnı́ autonomnı́ systém

x(n + 1) = Ax(n), (5)

kde x(n) ∈ R
m, A ∈ R

m×m, n ∈ N0 s počátečnı́ podmı́nkou x(0) = x0. Odtud x(n) = Anx0. Necht’
λ ∈ C je vlastnı́ čı́slo matice A a v přı́slušný vlastnı́ vektor.

• V přı́padě λ ∈ R je x(n) = λnv reálným řešenı́m rovnice (5).

• V přı́padě λ ∈ R, které je k-násobným kořenem charakteristického polynomu se zobecněnými

vlastnı́mi vektory vi, i = 1, . . . , k, jsou x(n) =
i

∑
j=1

λn−i+j ni−jvj

(i−j)!
, i = 1, . . . k reálnými řešenı́mi

rovnice (5).

• V přı́padě λ = α ± iβ je vlastnı́ vektor v = u ± iw a reálnými řešenı́mi rovnice (5) jsou pak

x(n) = |λ|n(cos ϕn · u − sin ϕn · w), x(n) = |λ|n(sin ϕn · u + cos ϕn · w),

kde ϕ = arctg
β
α .

Označme vlastnı́ hodnoty sestupně |λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λm|. Protože x0 můžeme zapsat jako
lineárnı́ kombinaci nezávislých vlastnı́ch vektorů {vλ1

, . . . , vλm
} (tvořı́ bázi):

x0 = k1vλ1
+ k2vλ2

+ · · ·+ kmvλm ,

můžeme řešenı́ x(n) zapsat obdobně jako v následujı́cı́m přı́padě různých vlastnı́ch hodnot
vytknutı́m λn

1 takto

x(n) = An(k1vλ1
+ k2vλ2

+ · · ·+ kmvλm)

= k1λn
1 vλ1

+ k2λn
2 vλ2

+ · · ·+ kmλn
mvλm

= λn
1

(

k1vλ1
+ k2

( λ2
λ1

)n
vλ2

+ · · ·+ km

(

λm
λ1

)n
vλm

)
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Pevným bodem systému (5) je počátek, který je asymptoticky (dokonce exponenciálně) stabilnı́,
pokud |λ1| < 1. V přı́padě |λ1| > 1 je počátek nutně nestabilnı́. Je-li |λ1| = 1, nemůže být počátek
asymptoticky stabilnı́.
Lineárnı́ diferenčnı́ rovnice bývajı́ často zapsány ve tvaru

0 = amx(n + m) + am−1x(n + m − 1) + · · ·+ a0x(n).

V takovém přı́padě hledáme vlastnı́ čı́sla jako kořeny charakteristického polynomu

p(λ) = amλm + am−1λm−1 + · · ·+ a0.

Poznámka 15. Podkud je levá strana rovnice nenulová, tj. ve tvaru f (t) = . . . (nehomogenní rovnice),
pak obecné řešení nehomogenní rovnice je součtem libovolného partikulárního řešení nehomogenní rovnice
a obecného řešení příslušné lineární homogenní rovnice (s nulovou levou stranou).

Polynom p(λ) je ve skutečnosti charakteristickým polynomem det(A − λI) lineárnı́ho systému

x1(n + 1) = x2(n),

...

xm−1(n + 1) = xm(n),

xm(n + 1) = − 1
am
(am−1xm(n) + · · ·+ a0x1(n)),

kde x1(n) = x(n).

Přı́klad . Najděte obecné řešení lineárního systému

x1(n + 1) = x1(n) +
1
2 x2(n)

x2(n + 1) = x1(n) +
3
2 x2(n).

Řešenı́:

Matice systému: A =

(

1 1
2

1 3
2

)

det(A − λI) =

∣

∣

∣

∣

1 − λ 1
2

1 3
2 − λ

∣

∣

∣

∣

= λ2 − 5
2 λ + 1 = (λ − 2)(λ − 1

2 ) = 0.

Matice systému má vlastnı́ čı́sla λ1 = 2 a λ2 = 1
2 .

Přı́slušné vlastnı́ vektory splňujı́ Av1 = 2v1 a Av2 = 1
2 v2:

λ1 = 2 :

(

−1 1
2

1 − 1
2

)

v1 =

(

1
2

)

λ2 = 1
2 :

(

1
2

1
2

1 1

)

v2 =

(

1
−1

)

Zaved’me vhodnou lineárnı́ transformaci.

x = Tu ⇒ x(n + 1) = Ax(n)

Tu(n + 1) = ATu(n)

u(n + 1) = T−1ATu(n)
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Matice systému bude v Jordanově tvaru

(

2 0

0 1
2

)

, pokud T = (v1, v2).

(

u1(n + 1)
u2(n + 1)

)

=

(

2 0

0 1
2

)(

u1(n)
u2(n)

)

Systém se tedy rozpadne na dvě samostatné rovnice.

u1(n + 1) = 2u1(n)

u2(n + 1) = 1
2 u2(n).

Řešenı́: u1(n) = c12n, u2(n) = c2

(

1
2

)n

Řešenı́ původnı́ho systému tedy dostaneme zpětnou transformacı́.

x = T

(

u1

u2

)

= (v1, v2)

(

c12n

c2

(

1
2

)n

)

= c12n

(

1
2

)

+ c2

(

1
2

)n
(

1
−1

)

=

(

c12n + c2

(

1
2

)n

c12n+1 − c2

(

1
2

)n

)

.

Přı́klad . Najděte obecné řešení lineárního systému

x1(n + 1) = −4x1(n) + 9x2(n)

x2(n + 1) = −4x1(n) + 8x2(n).

Řešenı́:

Matice systému: A =

(

−4 9
−4 8

)

det(A − λI) =

∣

∣

∣

∣

−4 − λ 9
−4 8 − λ

∣

∣

∣

∣

= λ2 − 4λ + 4 = (λ − 2)2 = 0

Matice systému má dvojnásobné vlastnı́ čı́slo λ1 = 2

λ1 = 2 :

(

−6 9
−4 6

)

v1 =

(

3
2

)

s deficientnı́m vlastnı́m vektorovým prostorem. Vytvořı́me proto druhý vektor splňujı́cı́
Av2 = λ1v2 + v1.

Av2 = λ1v2 + v1 :

(

−6 9 3
−4 6 2

)

v2 =

(

1
1

)

Vektory {v1, v2} tvořı́ bázi zobecněného prostoru vlastnı́ch vektorů.
Zaved’me vhodnou lineárnı́ transformaci.

x = Tu ⇒ Tu(n + 1) = ATu(n)

u(n + 1) = T−1ATu(n)

Pro T = (v1, v2) bude matice systému v Jordanově tvaru. Násobenı́m matic dostáváme:

T−1AT =

(

1 −1
−2 3

)(

−4 9
−4 8

)(

3 1
2 1

)

=

(

0 1
−4 6

)(

3 1
2 1

)

=

(

2 1
0 2

)

.
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V přı́padě, že by šlo o nedeficientnı́ prostor vlastnı́ch vektorů a nevytvářeli bychom zobecněný
vlastnı́ vektor, byla by v pravém hornı́m rohu Jordanovy matice nula.

(

u1(n + 1)
u2(n + 1)

)

=

(

2 1
0 2

)(

u1(n)
u2(n)

)

u1(n + 1) = 2u1(n) + u2(n)

u2(n + 1) = 2u2(n)

Systém se tentokrát nerozpadne na dvě samostatné rovnice, ale lze jej ”zespodu vyřešit”.

Řešenı́: u2(n) = c22n, dosazenı́m do prvnı́ rovnice máme

u1(n + 1)− 2u1(n) = c22n

Jde o nehomogennı́ lineárnı́ diferenčnı́ rovnici 1. řádu. Můžeme ji řešit např. vynásobenı́m faktorem
2−n nebo variacı́ konstanty.

u1(n + 1)2−n − 2u1(n)2
−n = u1(n+1)

2n − u1(n)
2n−1 = c2.

Posloupnost w(n) = u1(n)
2n−1 má konstantnı́ diference, je to lineárnı́ posloupnost s diferencı́ c2, tedy

u1(n)
2n−1 = c1 + c2n, tj.

u1(n) = (c1 + c2n)2n−1

Řešenı́ původnı́ho systému dostaneme zpětnou transformacı́.

x = T

(

u1

u2

)

= (v1, v2)

(

(c1 + c2n)2n−1

c22n

)

= (c1 + c2n)2n−1

(

3
2

)

+ c22n

(

1
1

)

=

=

(

(3c1 + 3c2n + 2c2)2
n−1

(c1 + c2n + c2)2
n

)

.
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Nelineárnı́ autonomnı́ systém

Nelineárnı́ úlohu (4) s pevným bodem x0 lze posunutı́m tohoto bodu do počátku převést na tvar

x(n + 1) = Ax(n) + g(x(n)), (6)

kde A = Df(x0) je Jacobiho matice f v singulárnı́m bodě x0 a g(x) = o(‖ x ‖) pro ‖ x ‖→ 0, často

dokonce ‖ g(x) ‖≤ k ‖ x ‖2 na ‖ x ‖< a (a > 0, k > 0). Podobně jako pro spojitý systém lze pomocı́
diskrétnı́ analogie Gronwallova lemmatu ukázat, že v přı́padě, že A má pouze vlastnı́ hodnoty s
absolutnı́ hodnotou menšı́ než 1, existujı́ 0 < a < 1 a b, c > 0 takové, že každé řešenı́ (6) s počátečnı́
podmı́nkou x(0) = ξξξ, ‖ ξξξ ‖≤ b splňuje pro n ≥ n0

‖ x(n) ‖≤ c ‖ ξξξ ‖ an−n0 .

Dostáváme tedy analogii Ljapunovovy věty pro diskrétnı́ přı́pad, tedy následujı́cı́ tvrzenı́:

Věta (analogie Ljapunovovy věty): Uvažujme systém (4) a jeho pevný bod x0. Označme J =
Df(x0) Jacobiho matici v bodě x0. Pak x0 je stabilnı́, jestliže všechna vlastnı́ čı́sla λ1, λ2, . . . , λn

matice J splňujı́ |λi| < 1. (Takový pevný bod nazýváme atraktorem.)

Definice: Pevný bod x0 systému (4) nazveme hyperbolickým pevným bodem, jestliže žádná z
vlastnı́ch hodnot přı́slušné Jacobiho matice J = Df(x0) nemá jednotkovou velikost.

Věta (analogie Grobmanovy-Hartmanovy věty o linearizaci):
Systém (4) je v okolı́ svého hyperbolického pevného bodu x0 lokálně topologicky ekvivalentnı́
se svou linearizacı́

x(n + 1) = Df(x0)x(n).

Poznámka 16. Fázové portréty dvou systémů tvaru (4) v okolí hyperbolických pevných bodů x0 a y0 jsou
lokálně topologicky ekvivalení právě tehdy, když tyto pevné body mají stejný počet m− a m+ vlastních
hodnot s |λ| < 1 a |λ| > 1.

Poznámka 17. Fázové portréty v rovině.
Uvažujme dvourozměrný systém

x(n + 1) = f(x(n)), x = (x1, x2)
T ∈ R

2,

kde f je hladká funkce. Předpokládejme, že x = x0 je pevný bod zobrazení f , tj. f(x0) = x0, a J = Df(x0)
je příslušná Jacobiho matice. Matice J má pak dvě vlastní hodnoty λ1, λ2, které jsou kořeny charakteristické
rovnice

det(J − λI) = λ2 − σλ + ∆ = 0,

kde σ = tr J = λ1 + λ2 je stopa Jacobiho matice a ∆ = det J = λ1λ2 je její determinant.
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Věta: Postačujı́cı́mi podmı́nkami asymptotické stability pevného bodu diskrétnı́ho systému (4)
v rovině jsou podmı́nky

|∆| = |det J| < 1,

1 − σ + ∆ = 1 − tr J + det J > 0

1 + σ + ∆ = 1 + tr J + det J > 0.

Poznámka 18. Dostali jsme zcela analogické výsledky jako ve spojitém případě. Nelineární systém můžeme
v okolí hyperbolických pevných bodů vnímat jako mírně deformovaný lineární systém, jehož chování se od
nelineárního nijak kvalitativně neliší.

Topologická klasifikace hyperbolického pevného bodu v rovině:

(m+,m−
) vlastńı hodnoty fázový portrét stabilita

(0,2)

(1,1)

(2,0)

uzel

ohnisko

sedlo

uzel

ohnisko

stabilńı

nestabilńı

nestabilńı
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Přı́klad . Najděte vlastní čísla a podle nich klasifikujte systém (zpožděná logistická rovnice)

x(n + 1) = rx(n)(1 − y(n)),

y(n + 1) = x(n)

v okolí jeho pevných bodů pro r ∈ (0, 1).

Řešenı́:

Z druhé rovnice máme y = x, což dává po dosazenı́ do prvnı́ rovnice rx(1 − x) = x.

Pevné body jsou dva
[

0, 0
]

a
[

r−1
r , r−1

r

]

.

Jacobiho matice je J = Df(x, y) =

(

r(1 − y) −rx
1 0

)

,

J(0, 0) =

(

r 0
1 0

)

,

vlastnı́ čı́sla splňujı́ det(J − λI) = 0.

det(J − λI) =

∣

∣

∣

∣

r − λ 0
1 −λ

∣

∣

∣

∣

= −λ(r − λ),

λ1 = 0 < 1, λ2 = r < 1, tedy
[

0, 0
]

je STABILNÍ UZEL.

J
(

r−1
r , r−1

r

)

=

(

1 1 − r
1 0

)

,

det(J − λI) =

∣

∣

∣

∣

1 − λ 1 − r
1 −λ

∣

∣

∣

∣

= λ2 − λ − (1 − r),

λ1,2 =
−1 ±

√

1 + 4(1 − r)

2
, tedy

[

r−1
r , r−1

r

]

je NESTABILNÍ (sedlo nebo uzel).

Poznámka 19. Proč pro spojitý případ je u vlastních hodnot kritickou mezí Re λ = 0 a pro diskrétní
|λ| = 1? Uvažujme nejjednodušší lineární diferenciální rovnici s vlastní hodnotou λ

ẋ = λx.

Jejím řešením je x(t) = ceλt = c(eλ)t. Tato funkce bude konvergovat k počátku, pokud |eλ| < 1, resp.
Re λ < 0. Pro opačné nerovnosti bude divergovat.
Analogická lineární diferenční rovnice s vlastní hodnotou λ je

x(n + 1) = λx(n).

Jejím řešením je x(n) = cλn. Tato posloupnost bude konvergovat k počátku, pokud |λ| < 1 a pro
opačnou nerovnost bude divergovat.

Co se stane s trajektoriemi v okolı́ singulárnı́ho bodu, který nenı́ hyperbolický, je težké řı́ct.
Rozhodně nám na odpověd’ na tuto otázku nestačı́ znát pouze prvnı́ derivace funkcı́ popisujı́cı́ch
dynamiku. Ukazuje se, že je situace ještě daleko složitějšı́, než by se na prvnı́ pohled mohlo zdát.
Nelineárnı́ perturbace mohou v okolı́ singulárnı́ch bodů ovlivňovat nejenom jejich stabilitu, ale
mohou být původci nelineárnı́ch jevů, které jsme zatı́m neviděli.
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Nelineárnı́ dynamika může vysvětlovat vznik limitnı́ch cyklů (v ekonomii modelovat vznik
endogennı́ch hospodářských cyklů, v biologii cykly populacı́ predátora a kořisti), hysterezi a
bistabilnı́ stavy (v enzymatické kinetice modeluje biochemické procesy dělenı́ buňky, v neuroscience
modeluje excitabilitu neuronů, v populačnı́ biologii jevy nenadálých přemnoženı́ apod.), dále např.
vznik chaotického chovánı́ a citlivosti na počátečnı́ podmı́nky (v modelech počası́, populačnı́ch
modelech nebo modelech srdečnı́ho rytmu).
Všechny tyto modely majı́ společné to, že v ”běžné”situaci jsou ustáleny právě do stabilnı́ho stavu,
stabilnı́ho singulárnı́ho bodu a vychýlenı́ z počátečnı́ch podmı́nek nebo malá změna parametrů
systému toto nijak kvalitativně neovlivnı́. V situaci, kdy tyto ”běžné”hodnoty parametrů opustı́me,
může dojı́t (a ve výše uvedených modelech také docházı́) ke kvalitativnı́ změně chovánı́
dynamického systému. Tato změna se nazývá

BIFURKACE DYNAMICKÉHO SYSTÉMU.
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Systémy závislé na parametrech, bifurkace

Uvažujme systém diferenciálnı́ch rovnic s parametrem tvaru

ẋ = f(x, εεε), (7)

kde x ∈ X = R
m je vektor proměnných, εεε ∈ R

k je vektor parametrů a vektorová funkce

f : R
m × R

k → R
m je dostatečně hladká.

Jestliže f(x0, εεε0) = 0, má systém (7) singulárnı́ bod x0 pro parametr εεε = εεε0 a linearizovaný systém v
tomto bodě je

u̇ = Df(x0, εεε0)u,

kde Df(x0, εεε0) značı́ Jacobiho matici v bodě x0 pro parametr εεε = εεε0.
Je-li pro εεε0 singulárnı́ bod x0 hyperbolický, je lineárnı́ transformace Df(x0, εεε0) : R

m → R
m

invertibilnı́ a věta o implicitnı́ funkci zaručuje lokálně existenci a jednoznačnost křivky εεε 7→ βββ(εεε),
která splňuje βββ(εεε0) = x0 a f(βββ(εεε), εεε) ≡ 0, tedy βββ(εεε) odpovı́dá singulárnı́mu bodu pro parametr εεε.

Navı́c, pokud Df(x0, εεε0) má m+ a m− vlastnı́ch hodnot s kladnou resp. zápornou reálnou částı́, bude
mı́t v okolı́ εεε0 Jacobiho matice Df(βββ(εεε), εεε) stejný počet m+ a m− vlastnı́ch hodnot s kladnou resp.
zápornou reálnou částı́.
Uvažujme systém diferenčnı́ch rovnic s parametrem tvaru

x(n + 1) = f(x(n), εεε), (8)

kde x ∈ X = R
m je vektor proměnných, εεε ∈ R

k je vektor parametrů a vektorová funkce

f : R
m × R

k → R
m je dostatečně hladká.

Jestliže f(x0, εεε0) = x0, má systém (8) pevný bod x0 pro parametr εεε = εεε0 a linearizovaný systém v
tomto bodě je

u(n + 1) = Df(x0, εεε0)u(n),

kde Df(x0, εεε0) značı́ Jacobiho matici v bodě x0 pro parametr εεε = εεε0.
Je-li pro εεε0 pevný bod x0 hyperbolický, je lineárnı́ transformace Df(x0, εεε0)− I : R

m → R
m

invertibilnı́ a věta o implicitnı́ funkci zaručuje lokálně existenci a jednoznačnost křivky εεε 7→ βββ(εεε),
která splňuje βββ(εεε0) = x0 a f(βββ(εεε), εεε) ≡ βββ(εεε), tedy βββ(εεε) odpovı́dá pevnému bodu pro parametr εεε.

Navı́c, pokud Df(x0, εεε0) má m+ a m− vlastnı́ch hodnot s velikostı́ většı́ resp. menšı́ než 1, bude mı́t v
okolı́ εεε0 Jacobiho matice Df(βββ(εεε), εεε) stejný počet m+ a m− vlastnı́ch hodnot s velikostı́ většı́ resp.
menšı́ než 1.
Hyperbolický rovnovážný bod bude mı́t tedy pro parametry εεε dostatečně blı́zké εεε0 stejné
kvalitativnı́ vlastnosti (stabilitu, nestabilitu, dimenze stabilnı́ a nestabilnı́ variety). V okolı́
hyperbolického rovnovážného bodu závislého na parametru je tedy tento systém tzv. strukturálně
stabilnı́, tj. perturbovaný systém je s nı́m lokálně topologicky ekvivalentnı́.

V přı́padě, že má Jacobiho matice Df(x0, εεε0) nějakou vlastnı́ hodnotu s nulovou reálnou částı́ ve
spojitém přı́padě nebo s velikostı́ rovnou 1 v diskrétnı́m přı́padě (m0 6= 0), nenı́ zaručena existence
ani jednoznačnost křivky βββ(εεε), tj. při perturbaci může dojı́t k zániku rovnovážného bodu (v každém
okolı́ εεε0), nebo k vzniku nové větve rovnovážných řešenı́ (odtud vznikl název, rozvětvenı́ =
bifurkace) a samozřejmě při přechodu εεε0 může dojı́t ke změně stability, dimenze stabilnı́ a nestabilnı́
variety, tedy obecně k lokálnı́ kvalitativnı́ změně chovánı́ systému.
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Definice: Lokálnı́ bifurkacı́ systému (7) resp. (8) v okolı́ rovnovážného bodu (x0, εεε0) s kritickou
hodnotou parametru εεε = εεε0 rozumı́me výše uvedenou kvalitativnı́ změnu dynamiky v okolı́
kritické hodnoty εεε0, tj. fázové portréty v okolı́ singulárnı́ho bodu x0 při přechodu přes bifurkačnı́
parametr εεε0 nejsou lokálně topologicky ekvivalentnı́.

Poznámka 20. V okolí nehyperbolického singulárního bodu, kde dochází k bifurkaci, je systém strukturálně
nestabilní.

Jednoparametrické bifurkace ve spojitém přı́padě

V následujı́cı́ch kapitolách se zblı́zka podı́váme na situace, kdy se chovánı́ spojitého systému
lokálně kvalitativně měnı́ právě dı́ky nehyperbolicitě singulárnı́ho bodu. Půjde o bifurkace závislé
na změně jednoho parametru, proto mluvı́me o jednoparametrické bifurkaci, někdy o bifurkaci
kodimenze jedna. V prostoru k parametrů je totiž taková bifurkačnı́ hranice oddělujı́cı́ od sebe
strukturálně stabilnı́ oblasti (k − 1)- rozměrnou varietou, má tedy kodimenzi 1.
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Bifurkace sedlo-uzel, fold, limitnı́ bod

Uvažujme diferenciálnı́ rovnice s parametrem tvaru

ẋ = ε − x2, x ∈ R, ε ∈ R. (9)

Singulárnı́ body splňujı́ f (x, ε) := ε − x2 = 0, tj. ležı́ na křivce ε = x2. Pro ε < 0 systém (9) nemá
žádný singulárnı́ bod, pro ε = 0 je singulárnı́ bod x0 = 0 a pro ε > 0 jsou singulárnı́ body dva
x = ±

√
ε. Parametr ε = 0 je tedy bifurkačnı́ hodnotou a při jeho přechodu v okolı́ počátku docházı́ k

lokálnı́ bifurkaci typu fold (ohyb). Bod (x0, ε0) = (0, 0) je tzv. limitnı́m bodem. Všimněte si, že
vlastnı́ hodnota λ = D f (0, 0) = 0.
Bifurkačnı́ diagram bifurkace typu fold:

ε < 0 ε = 0 ε > 0

0 −

√

ε

√

ε

x

LP

x

ε

Křivka odpovı́dajı́cı́ stabilnı́mu singulárnı́mu bodu se zakresluje plnou čarou (plný bod),
nestabilnı́mu bodu pak čárkovaně (prázdný bod).

Věta: Předpokládejme, že jednodimenzionálnı́ jednoparametrický systém (rovnice)

ẋ = f (x, α), x ∈ R, α ∈ R, (10)

kde f je hladká funkce, má pro α = 0 singulárnı́ bod x = 0 a λ = fx(0, 0) = 0. Předpokládejme,
že jsou splněny podmı́nky

fxx(0, 0) 6= 0 podmı́nka nedegenerovanosti,

fα(0, 0) 6= 0 podmı́nka transverzality.

Pak je (10) v okolı́ počátku lokálně topologicky ekvivalentnı́ systému v normálnı́ formě fold
bifurkace

ẏ = ±ε ± y2

Bifurkace tohoto typu (fold) se nazývá také bifurkace sedlo-uzel. Systém (9) je tzv. normálnı́m

tvarem pro bifurkaci sedlo-uzel. Znaménko fxx(0, 0) pak určuje znaménko u x2 v normálnı́m tvaru,
znaménko fα(0, 0) určuje znaménko u ε.

30



Každá jednoparametrická diferenciálnı́ rovnice tvaru (10) splňujı́cı́ podmı́nky věty je lokálně
topologicky ekvivalentnı́ s jejı́m normálnı́m tvarem. Ti, kteřı́ chtějı́ vědět, jak najı́t onen neznámý
homeomorfismus z definice topologické ekvivalence, klikněte ZDE.

Podmı́nka nedegenerovanosti zaručuje, že nejde o jiný typ bifurkace, podmı́nka transverzality
zaručuje, že při přechodu parametru přes kritickou hodnotu skutečně docházı́ ke kvalitativnı́
změně (vzniku či zániku singulárnı́ch bodů).

Ve vı́cerozměrném přı́padě k této bifurkaci docházı́ v přı́padě, že Jacobiho matice J má právě jednu
vlastnı́ hodnotu s nulovou reálnou částı́, a to nulovou, hledáme tedy det J = 0.
Jednoduchým vı́cerozměrným přı́padem je dvourozměrný systém

ẋ = ε − x2,

ẏ = −y,

jehož centrálnı́ varieta je osa x, jejı́ž dynamika je výše popsána, a osa y je stabilnı́ jednorozměrnou
varietou. Při přechodu přes bifurkačnı́ hodnotu parametru ε = 0 tedy docházı́ ke kvalitativnı́ změně
- typu sedlo-uzel. Odtud název bifurkace.

ε < 0 ε = 0 ε > 0

x

y y

Animace.

Model výlovu

Uvažujme konstantně lovenou populaci (např. tuňáků) modelovanou logistickou rovnicı́

ẋ = rx(1 − x
K )− h = f (x, h)

s mı́rou růstu r > 0, výlovem h > 0 a kapacitou prostředı́ K > 0.

Výlov h je parametrem, který ovlivňuje existenci rovnovážného stavu

x∗1,2 = K
2 ±

√

K2

4 − hK
r .

Bifurkace typu fold nastává v přı́padě, že pro singulárnı́ bod v kritické hodnotě parametru platı́

fx(x∗, h∗) = r − 2r
K x∗ = 0,

tj. pokud platı́

x∗ = K
2 ,

31



což je právě splynutı́ singulárnı́ch bodů x1 a x2 v jediný. To nastává pro kritickou hodnotu
parametru h:

h∗ = rK
4 .

Protože fxx = − 2r
K 6= 0 a fh = −1 6= 0, jsou splněny podmı́nky nedegenerovanosti a transverzality

bifurkace typu fold. Pokud výlov překročı́ tuto prahovou hodnotu h∗, populace nutně vymře.

0 K

2

Přı́klad. Analyzujte model v programu Matcont.

Přı́klad . Ukažte, že v parametrickém systému

ẋ = x − y + 1

ẏ = y2 − 2x − ε

dochází k bifurkaci sedlo-uzel, najděte kritickou hodnotu parametru ε a nakreslete bifurkační diagram.

Řešenı́:
Dosazenı́m x = y − 1 do pravé strany druhé rovnice dostáváme podmı́nku, že singulárnı́ bod

splňuje y2 − 2(y − 1)− ε = 0, tj.

y1,2 =
2 ±

√

4 − 4(2− ε)

2
= 1 ±

√
ε − 1

pro ε0 = 1 je singulárnı́ bod [0, 1] limitnı́,
pro ε < 1 singulárnı́ body nejsou,

pro ε > 1 jsou singulárnı́ body dva [±
√

ε − 1, 1 ±
√

ε − 1].

Jacobiho matice má tvar

Df(x, y) =

(

1 −1
−2 2y

)

,

v singulárnı́ch bodech platı́

J = Df(±
√

ε − 1, 1 ±
√

ε − 1) =

(

1 −1

−2 2(1±
√

ε − 1)

)

.

det J = ±2
√

ε − 1 = λ1λ2

tr J = 3 ± 2
√

ε − 1 = λ1 + λ2 > 0 pro ε > 1 v okolı́ 1.

Bod [
√

ε − 1, 1 +
√

ε − 1] je tedy nestabilnı́ uzel

a bod [−
√

ε − 1, 1 −
√

ε − 1] sedlo.

V kritické hodnotě parametru ε0 = 1 docházı́ k bifurkaci typu sedlo-uzel.
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LP

x

ε

nestabilńı uzel

sedlo

10

Pro hledánı́ vhodných ”adeptů”pro jednoparametrickou bifurkaci sedlo-uzel vı́cerozměrného
systému tvaru (7)

ẋ = f(x, εεε)

můžeme použı́t jednoduchý algoritmus. Hledáme řešenı́ soustavy rovnic:

f(x, εεε) = 0,

det Df(x, εεε) = 0

vzhledem k x a jednomu z parametrů.

Zda skutečně docházı́ k bifurkaci sedlo-uzel můžeme ověřit až spočtenı́m vlastnı́ch hodnot Jacobiho
matice Df(x, εεε) v okolı́ kritické hodnoty εεε0 (většinou fixujeme složky až na jednu), přitom Jacobiho
matice je vypočtena v singulárnı́m bodě x = βββ(εεε), který závisı́ na parametru.
Druhá možnost je vhodně transfomovat systém (7) tak, aby se ”vyloupla”jedna diferenciálnı́
rovnice, která bifurkaci způsobuje a zde použı́t větu o jednodimenzionálnı́ jednoparametrické

bifurkaci sedlo-uzel. Řı́ká se tomu redukce systému na centrálnı́ varietu.

Když se nad tı́mto trochu zamyslı́me, zjistı́me, že ani jedno nebude pro složitějšı́ systémy
”ručně”spočitatelné. Proto pro vı́cerozměrné systémy nastupujı́ kontinuačnı́ programy jako je
XPPAUT s AUTO nebo Matcont, v jejichž pozadı́ ovšem jedna z těchto metod běžı́ alespoň
numericky.
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Hystereze a náhlé skoky

Systém s hysterezı́ má pamět’. V deterministickém systému bez hystereze je možné předpovědět
výstup pouze v závislosti na čase, v systému s hysterezı́ to nelze, kromě času musı́me znát i
”cestu”vstupu, tedy trajektorii, kterou vstup prošel, než dosáhl určité hodnoty. Hystereze vykazuje
typicky zpožděnı́ při návratu do původnı́ho stavu. Známá je hystereze u feromagnetických
materiálů, které po vystavenı́ magnetickému poli vykazujı́ nějakou dobu magnetické vlastnosti,
poté dojde k zániku vnitřnı́ho magnetického pole. Tento jev se ale objevuje i v jiných oborech -
biologii, medicı́ně, ekonomii apod.

LP

LP

parametr - śıla vněǰśıho magnetického pole

1. stabilńı stav ferromagnetu - nezmagnetizovaný

2. stabilńı stav ferromagnetu - zmagnetizovaný

Model populace obaleče Choristoneura Occidentalis
Spruce Budworm Model

V roce 1978 byl vytvořen model populace obaleče, který je v Kanadě škůdcem jehličnatých lesů.
Model umožnil pochopit dynamiku populace obaleče a mechanismus vzniku skokových změn, kdy
docházı́ k jeho přemnoženı́. Na základě modelu je možné populaci obaleče kontrolovat.
Populace obaleče bude modelována logistickým modelem růstu

Ṅ = rN

(

1 − N

K

)

,

kde N je populace, r > 0 mı́ra růstu populace a K > 0 kapacita prostředı́ (v přı́padě obaleče je dána
hustotou jehličı́). Singulárnı́ bod N = K je asymptoticky stabilnı́, počátek nestabilnı́, řešenı́ lze
dokonce nalézt v explicitnı́m tvaru.
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V modelu populace obaleče je na pravé straně navı́c funkce predace ptáky p(N) =
BN2

A2 + N2

(analyzujte průběh funkce), která má sigmoidnı́ charakter (A, B > 0), tj.

Ṅ = rB N

(

1 − N

K

)

− BN2

A2 + N2
, (11)

přičemž rB > 0 značı́ nikoliv mı́ru růstu populace (birth - death rate), ale mı́ru přı́růstku nově
vylı́hlé populace, birth rate.
V této rovnici lze zmenšit počet parametrů (změnou měřı́tka populace a času) substitucı́

x =
N

A
, τ =

Bt

A
, r =

ArB

B
, q =

K

A
a dostaneme tak

ẋ = rx

(

1 − x

q

)

− x2

1 + x2
. (12)

Je zřejmé, že x = 0 je nestabilnı́ singulárnı́ bod (proč?). Dalšı́ singulárnı́ body splňujı́ rovnici

r

(

1 − x

q

)

=
x

1 + x2
.

Graficky můžeme singulárnı́ body najı́t jako průsečı́ky přı́mky s nelineárnı́ křivkou:

r

qx1 x2
x3

x1 x2 x3

f (x)

Je zřejmé, že v přı́padě vyznačeném na obrázku jsou nenulové singulárnı́ body tři, vnějšı́ dva
stabilnı́, vnitřnı́ nestabilnı́. Při malé změně parametrů může dojı́t k zániku jednoho z těchto
stabilnı́ch bodů. Při zániku bodu x1 tedy docházı́ i při relativně nı́zké velikosti populace k
prudkému přemnoženı́, které navı́c vykazuje hysterezi.
Varietu odpovı́dajı́cı́ singulárnı́m bodům můžeme zobrazit závisle na obou parametrech - r a q.
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Tento typický ohyb (fold - přeloženı́) se nazývá katastrofa bodu vratu - cusp catastrophe. Jde o
bifurkaci dvouparametrickou. Schéma bifurkačnı́ho diagramu se v takovém přı́padě zakresluje do
prostoru parametrů, který je bifurkačnı́mi hranicemi (odpovı́dajı́ limitnı́m bodům bifurkace
sedlo-uzel) rozdělen na strukturálně stabilnı́ oblasti, tj. oblasti s topologicky ekvivalentnı́mi
fázovými portréty.

1
2

1 singulárńı bod

r

q

cusp

3 singulárńı body

0

Přı́klad. Analyzujte model v programu XPPAUT a vykreslete bifurkačnı́ diagram pomocı́
programu AUTO nebo v programu Matcont.

Zkuste interaktivnı́ aplet
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Model vznı́cenı́

Prostudujte model vznı́cenı́.

Model koroze homogennı́ho kovu

Vytvořte ode soubor podle vědeckého článku.

Přı́klad. Najděte model (v knize, článku), který je popsán diferenciálnı́m systémem, v němž
docházı́ k bifurkaci sedlo-uzel.
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Teorie katastrof

Katastrofa bodu vratu - cusp catastrophe - je jednou z tzv. elementárnı́ch katastrof, které vznikajı́ v
dynamických systémech.

Velmi typické jsou takové systémy, které majı́ pomalou změnu kontrolnı́ch parametrů a rychlou
změnu stavových proměnných, k přechodu do rovnováhy tedy docházı́ téměř okamžitě. Pokud
v takovém přı́padě varieta rovnovážných stavů vykazuje ohyb např. typu cusp, změna parametrů
má za následek v předchozı́ části popsaný jev hysterese a náhlého skoku.

Na druhou stranu, pokud v dynamickém systému pozorujeme jev hysterese, náhlé skoky a
bimodalitu (dva různé stabilnı́ stavy), můžeme se domnı́vat, že bude možné toto chovánı́ vysvětlit
modelem, ve kterém docházı́ ke katastrofě.
Základnı́mi elementárnı́mi katastrofami jsou fold, cusp, swallowtail a butterfly katastrofy, které jsou
jevy na jednorozměrném stavovém prostoru s jednı́m až čtyřmi bifurkačnı́mi parametry. Bifurkaci
typu fold a cusp jsme již vysvětlili, k dvourozměrné bifurkaci typu cusp se ještě vrátı́me.

Donedávna se zdálo, že bychom mohli takto katalogizovat katastrofické chovánı́ dynamických
systémů pro různé dimenze stavových prostorů a kontrolnı́ch parametrů. V roce 1985 ale Arnold,
Gusein-Zade a Varchenko ukázali, že od dimenze 11 je počet takovýchto katastrof nekonečný.

To ale nic neměnı́ na tom, že základnı́ elementárnı́ katastrofy mohou popisovat a vysvětlovat
chovánı́ mnohých dynamických systémů, protože ve strukturálně nestabilnı́ oblasti parametrů bývá
často jen jeden (fold bifurkace) nebo dva parametry (cusp bifurkace), přitom ostatnı́ parametry
dynamického systému sice ovlivňujı́ systém jako celek, ale nikoliv dramatickým způsobem.
Přı́klady takovýchto dynamických jevů najdeme v mnohých oblastech. Ve fyzice to může být
přechod látky z plynného do kapalného stavu a naopak (stavová proměnná je hustota) v závislosti
na teplotě a tlaku (kontrolnı́ bifurkačnı́ parametry). Skoková změna je zde var a kondezace. Při
vysokém tlaku již plyn od kapaliny nerozlišujeme - přešli jsme kritický bod vratu.
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Dalšı́ oblastı́, kde hysterese vysvětluje přı́činu náhlých skoků je biologie (viz model přemnoženı́
obaleče). Ukazuje se ale, že také na biochemické úrovni tento matematický model vysvětluje tzv.
biochemické přepı́nače.

Neuron vyšle signál, buňka se začne dělit, rytmus srdce se změnı́. Jak dojde k této skokové změně?
Vstupnı́ napětı́ u v axonu se neměnı́ skokově, ale postupně, přesto najednou překročı́ kritickou
hranici a axonem projde signál. Dělenı́ buňky ovlivňuje koncentrace cyklinu. Proč dojde k
jednorázovému dělenı́ při překročenı́ určité koncentrace a dále se již buňka nedělı́? A kde
mechanismus havaruje a dojde k nekontorlovanému dělenı́ a vzniku rakoviny? Kde je hranice, která
běžný tep srdce změnı́ na arytmii?

Modernı́ biochemie hledá odpověd’ právě v matematickém modelu s hysteresı́. Za poslednı́ch 20 let
tato disciplı́na prodělala obrovský rozvoj právě dı́ky matematickým modelům.

Stránky matematického biologa Prof. Johna J. Tysona.

Ekonomie je oblastı́, kam vstupuje matematické nelineárnı́ modelovánı́, teorie bifurkacı́ a teorie
katastrof paradoxně pomalu, i když prvnı́ pokusy zasahujı́ již do 70. let minulého stoletı́. Je na vás to
změnit. Náhlé skoky a hysterese jsou přece typickými jevy na finančnı́ch trzı́ch, v dynamice mı́ry
nezaměstnanosti nebo mezd.

Inspiraci můžete čerpat na stránkách ekonomů, kteřı́ nelineárnı́ modely propagujı́:

Stránky Prof. J. Barkley Rossera.
Stránky Prof. Petera Flaschela.
Stránky Prof. Oliviera Bruna.
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Dalšı́ jednoparametrické bifurkace počtu singulárnı́ch bodů

Normálnı́ forma transkritické bifurkace
ẋ = εx − x2 (13)

Normálnı́ forma vidličkové (pitchfork) bifurkace

ẋ = εx − x3 (14)

Přı́klad. Nakreslete jejich bifurkačnı́ diagramy. Nejdřı́ve analyzujte ručně, poté využijte Matcont
nebo XPPAUT a AUTO.

Věta: Předpokládejme, že jednodimenzionálnı́ jednoparametrický systém (rovnice)

ẋ = f (x, α), x ∈ R, α ∈ R, (15)

kde f je hladká funkce tvaru f (x, α) = xg(x, α), má pro α = 0 nehyperbolický singulárnı́ bod
x = 0 (λ = fx(0, 0) = 0). Předpokládejme, že jsou splněny podmı́nky

gx(0, 0) 6= 0 podmı́nka nedegenerovanosti,

gα(0, 0) 6= 0 podmı́nka transverzality.

Pak je (15) v okolı́ počátku lokálně topologicky ekvivalentnı́ systému v normálnı́ formě tran-
skritické bifurkace

ẏ = ±εy ± y2

Věta: Předpokládejme, že jednodimenzionálnı́ jednoparametrický systém (rovnice)

ẋ = f (x, α), x ∈ R, α ∈ R, (16)

kde f je v okolı́ počátku lichá funkce, má pro α = 0 nehyperbolický singulárnı́ bod x = 0
(λ = fx(0, 0) = 0). Předpokládejme, že jsou splněny podmı́nky

fxxx(0, 0) 6= 0 podmı́nka nedegenerovanosti,

fxα(0, 0) 6= 0 podmı́nka transverzality.

Pak je (16) v okolı́ počátku lokálně topologicky ekvivalentnı́ systému v normálnı́ formě vidlič-
kové bifurkace

ẏ = ±εy ± y3

Poznámka 21. Jak v případě fold, tak v případě transkritické bifurkace znaménko u y2 odpovídá znaménku
levé strany podmínky nedegenerovanosti. Podobně u vidličkové bifurkace je znaménko u y3 znaménkem levé
strany podmínky nedegenerovanosti. Znaménko u ε odpovídá znaménku levé strany podmínky transversality.
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Hopfova bifurkace

také Andronovova bifurkace nebo bifurkace vzniku limitnı́ho cyklu.

Uvažujme systém diferenciálnı́ch rovnic s parametrem tvaru

ẋ = µx − y − x(x2 + y2),

ẏ = x + µy − y(x2 + y2),
(17)

kde x, y ∈ R a µ ∈ R je parametr. Singulárnı́m bodem systému je počátek a Jacobiho matice systému

v něm má tvar

(

µ −1
1 µ

)

. Vlastnı́ hodnoty jsou tedy λ1,2 = µ ± i. Pro µ < 0 je tedy počátek

stabilnı́m ohniskem, pro µ > 0 je nestabilnı́m ohniskem. Kritická hodnota parametru µ = 0 je
bifurkačnı́ hodnotou Hopfovy bifurkace, při jejı́m přechodu se měnı́ kvalitativnı́ vlastnost - stabilita
- singulárnı́ho bodu. Systém (17) je normálnı́m tvarem Hopfovy bifurkace.
Zaved’me komplexnı́ proměnnou z = x + iy. Pak

ż = ẋ + iẏ = µ(x + iy) + i(x + iy)− (x + iy)(x2 + y2),

tj.

ż = (µ + i)z − z|z|2.

Eulerův tvar komplexnı́ho čı́sla z = ρeiϕ pak dává polárnı́ tvar systému (17):

ρ̇ = ρ(µ − ρ2), (18)

ϕ̇ = 1. (19)

Rovnice (18) je normálnı́m tvarem vidličkové bifurkace. Pro µ ≤ 0 je tedy počátek jediným stabilnı́m
singulárnı́m bodem rovnice (18). Pro µ > 0 vzniká dalšı́ singulárnı́ bod ρ =

√
µ (zápornou hodnotu

můžeme vynechat, nemá v této reprezentaci smysl, jde o vzdálenost). Počátek je v tomto přı́padě
µ > 0 nestabilnı́, singulárnı́ bod ρ =

√
µ je stabilnı́. Tento odpovı́dá stabilnı́mu limitnı́mu cyklu v

okolı́ počátku.

ρ ρ ρ

x x x

y y y
µ < 0 µ = 0 µ > 0

0 0 0

√

µ
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Věta: Předpokládejme, že dvoudimenzionálnı́ jednoparametrický systém

ẋ = f(x, α), (20)

kde x ∈ R
2, α ∈ R, f = ( f1, f2)

T hladká funkce, má pro α z okolı́ 0 singulárnı́ bod x = 0
a J = Df(0, 0) má vlastnı́ hodnoty λ1,2 = µ(α) ± iω(α), kde µ(0) = 0 a ω(0) = ω0 > 0.
Předpokládejme, že jsou splněny podmı́nky

l1(0) 6= 0 podmı́nka nedegenerovanosti,

µα(0) 6= 0 podmı́nka transverzality.

Pak je (20) v okolı́ počátku lokálně topologicky ekvivalentnı́ systému v normálnı́ formě Hopfovy
bifurkace

u̇ = ±εu − v ± u(u2 + v2),

v̇ = u +±εv ± v(u2 + v2).

Poznámka 22. Číslo l1(0) se nazývá první ljapunovův koeficient nebo první ljapunovovo číslo. Jeho zna-
ménko určuje znaménko u nelineárních členů v normálním tvaru. V případě, že l1(0) < 0, je systém
ekvivalentní námi dříve studovanému se stabilním limitním cyklem, mluvíme o superkritické Hopfově bi-
furkaci. V případě l1(0) > 0 jde o subkritickou Hopfovu bifurkaci s nestabilním limitním cyklem. Pokud je
první ljapunovův koeficient nulový, jde o Bautinovu bifurkaci, kterou je třeba popsat dvěma parametry a při
které dochází např. k vzniku a zániku dvou blízkých limitních cyklů. Výpočet ljapunovova koeficientu je za-
ložen na transformaci původního systému do lokálně topologicky ekvivalentního systému v normální formě.
My si uvedeme pouze ”kuchařku”na jeho výpočet. Znaménko u ε určuje zase podmínka transversality.

Ve vı́cerozměrném přı́padě k této bifurkaci docházı́ v přı́padě, že Jacobiho matice J má právě dvě
ryze imaginárnı́ komplexně sdružené vlastnı́ hodnoty. Ve dvourozměrném přı́padě tedy hledáme
tr J = 0 za předpokladu det J > 0. Perioda cyklu vznikajı́cı́ho v okolı́ počátku je T = 2π

ω , protože

řešenı́ (20) je blı́zké funkci eiωt = cos ωt + i sin ωt.
Matice J = Df(0, 0) má podle předpokladů dvě ryze imaginárnı́ vlastnı́ hodnoty λ1,2 = ±iω0. Jim
přı́slušné (komplexnı́) vlastnı́ vektory v, v jsou také komplexně sdružené. Označme T matici
složenou z reálné a imaginárnı́ části vlastnı́ho vektoru přı́slušného vlastnı́ hodnotě −iω0, tj.

T = (Re v, Im v).

Pak platı́

T−1JT =

(

0 −ω0

ω0 0

)

a transformace
x = Tu

pak převádı́ systém
ẋ = f(x, 0) = Jx + F(x),

na systém

u̇ = T−1JTu + T−1F(Tu). (21)
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Právě nelineárnı́ část

(

P(u1, u2)
Q(u1, u2)

)

= T−1F(Tu) je podstatná pro výpočet prvnı́ho ljapunovova

koeficientu l1(0) a určuje stabilitu nebo nestabilitu limitnı́ho cyklu vznikajı́cı́ho v okolı́ kritické
hodnoty Hopfovy bifurkace.

Označme P111 3. derivaci nelineárnı́ části prvnı́ho řádku podle prvnı́ složky u1 vektoru

u = (u1, u2)
T v nule, tj.

P111 =
∂3P(u1,u2)

∂u3
1

|u1=0,u2=0.

Podobně např. Q12 bude značit 2. derivaci nelineárnı́ části druhého řádku podle prvnı́ a druhé
složky vektoru u v nule, tj.

Q12 =
∂2Q(u1,u2)

∂u1∂u2
|u1=0,u2=0.

Prvnı́ ljapunovův koeficient pak vypočteme podle vzorce

l1(0) = 1
8ω (P111 + P122 + Q112 + Q222)

+ 1
8ω2

0

[P12(P11 + P22)− Q12(Q11 + Q22)− P11Q11 + P22Q22].

Je super, že máme kontinuačnı́ numerické programy jako XPPAUT a nemusı́me to vždy dělat...

Chemický model Bruselátor
Uvažujme chemické reakce

A
k1→ X

B + X
k2→ Y + C

2X + Y
k3→ 3X

X
k4→ D

za předpokladu, že C a D dále do reakcı́ nevstupujı́ a koncentrace [A] a [B] se udržujı́ konstantnı́,
kinetické rovnice reakce popisuje systém

d[X]
dt = k1[A]− k2[B][X] + k3[X]2[Y]− k4[X],

d[Y]
dt = k2[B][X]− k3[X]2[Y].

Označme x = [X]
√

k3
k4

, y = [Y]
√

k3
k4

, a = [A] k1
k4

√

k3
k4

, b = [B] k2
k4

, τ = k4t, pak lze systém zjednodušit
na tvar

ẋ = a − (b + 1)x + x2y,

ẏ = bx − x2y.
(22)

Přı́klad. Ukažte, že pro b = 1 + a2 docházı́ v systému (22) k superkritické Hopfově bifurkaci.
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Selkovův model glykolýzy

Přı́klad. Prostudujte dynamiku modelu glykolýzy, který má (po zmenšenı́ počtu parametrů) tvar

ẋ = −x + ay + x2y,

ẏ = b − ay − x2y.
(23)

Analyzujte pomocı́ XPPAUTu nebo Matcontu.

Původnı́ Selkovův článek.

Animace.

Model neuronu
FitzHugh-Nagumův Model

V roce 1948 provedl Alan Lloyd Hodgkin pokusy, při kterých zaváděl stejnosměrný proud různých
velikostı́ do axonů nervových buněk a sledoval, že některé hodnoty proudu vyvolaly série impulzů
o různých frekvencı́ch, jiné vyvolávaly jen jeden impulz nebo byly bez odezvy. V roce 1952 pak A. L.
Hodgkin a Andrew Fielding Huxley publikovali sérii článků, ve kterých popsali toky elektrických
proudů povrchovou membránou nervového vlákna matematickým modelem, který je dnes známý
jako Hodgkin-Huxleyho model. Sestává ze soustavy 4 nelineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic, které
velmi dobře popisujı́ chovánı́ neuronu. V roce 1961 Richard FitzHugh publikoval zjednodušený
model, který vykazuje obdobné chovánı́, protože je zjednodušenı́m projekce 4-rozměrného
Hodgkin-Huxleyho modelu na jeho tzv. centrálnı́ varietu.

V̇ = V(a − V)(V − 1)− w + I,

ẇ = bV − cw.
(24)

V zastupuje membránové napětı́, I je velikost vstupujı́cı́ho proudu. Ostatnı́ parametry i stavová
proměnná w vycházejı́ z popisu kinetiky chemických reakcı́ na membráně axonu (přenos signálu je
zprostředkován změnami koncetracı́ iontů K+, Na+, Cl− a anionty bı́lkovin). Druhá rovnice je
obnovovacı́, má pomalejšı́ odezvu a umožňuje vznik impulzu, který následně ukončı́. Na paramer a
neklademe zatı́m znaménkové podmı́nky, b, c > 0.

Přı́klad. Najděte podmı́nky pro vznik Hopfovy bifurkace a ukažte, že pokud vzniká, jde o
superkritickou bifurkaci.

Přı́klad. Vytvořte bifurkačnı́ diagram pro vhodné parametry.
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Model šı́řenı́ reklamy

Přı́klad. Na základě vědeckého článku vytvořte ode soubor a pomocı́ XPPAUTu ověřte tvrzenı́ z
kapitoly 2.1 o vzniku superkritické Hopfovy bifurkace.

Přı́klad. Spočtěte kritickou hodnotu parametru α Hopfovy bifurkace a prvnı́ ljapunovův koeficient.

Model dělenı́ buňky

Otevřte webovou stránku modelu.
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Vı́ceparametrické bifurkace

Co se stane, pokud budeme měnit vı́ce než jeden parametr dynamického systému? V okolı́
hyperbolické rovnováhy nic moc, rovnováha v nějakém okolı́ zůstane stále hyperbolická. Pokud ale
budeme sledovat křivku kritického parametru nějaké jednoparametrické bifurkace, může druhý
parametr způsobit

• ještě dalšı́ vlastnı́ hodnoty dosáhnou kritické hodnoty (nulová reálná část v přı́padě spojitého,
jednotková velikost v přı́padě diskrétnı́ho systému)

• nebo narušenı́ některé z podmı́nek zaručujı́cı́ch bifurkaci daného typu - at’už narušenı́m pod-
mı́nky typu vlastnı́ hodnoty nebo narušenı́m podmı́nky nedegenerovanosti.

Spojitým přı́kladem může být

• již zmı́něná bifurkace typu cusp (bod vratu), kdy je narušena podmı́nka nedegenerovanosti
bifurkace typu fold (sedlo-uzel),

• Bogdanov-Takensova bifurkace, kdy ryze komplexnı́ vlastnı́ hodnoty splynou v nule

• nebo fold-Hopf bifurkace, kdy vzniká kromě ryze komplexnı́ho páru vlastnı́ch hodnot ještě
nulová vlastnı́ hodnota.

Uvedeme si pouze některé normálnı́ tvary a nakreslı́me bifurkačnı́ diagramy v okolı́ kritických
hodnot parametrů.

Věta: Předpokládejme, že jednodimenzionálnı́ dvouparametrický systém (rovnice)

ẋ = f (x,α), x ∈ R, α = (α1, α2)
T ∈ R

2,

kde f je hladká funkce, má proα = 0 singulárnı́ bod x = 0 a platı́ λ = fx(0, 0) = 0, fxx(0, 0) = 0.
Předpokládejme, že jsou splněny podmı́nky

fxxx(0, 0) 6= 0 podmı́nka nedegenerovanosti,

( fα1 fxα2 − fα2 fxα1)(0, 0) 6= 0 podmı́nka transverzality.

Pak je uvedený nelineárnı́ systém v okolı́ počátku lokálně topologicky ekvivalentnı́ systému v
normálnı́ formě bifurkace bodu vratu - cusp

ẏ = ε1 + ε2y ± y3

Na přı́kladu této bifurkace bodu vratu si ukážeme, jak vypadá bifurkačnı́ diagram pro dva
parametry.

Singulárnı́ body ležı́ na varietě

M : ε1 + ε2y ± y3 = 0,

přitom nulová prvnı́ derivace, tedy podmı́nka pro bifurkaci typu fold (sedlo-uzel) je splněna na
křivce splňujı́cı́ navı́c

ε2 ± 3y2 = 0.
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Pokud z těchto dvou rovnic vyloučı́me y, dostaneme křivku typického tvaru V

27ε2
1 − 4ε3

2 = 0

s bodem vratu v počátku.

ε1

ε2

y

M

T1

T2

Jednotlivé větve T1, T2 odpovı́dajı́ zánikům dvojice singulárnı́ch bodů v ohybech variety M, tedy
jsou to bifurkačnı́ hranice bifurkace sedlo-uzel. Bifurkace bodu vratu (cusp) implikuje vznik
hystereze.

27ε
2

1
= 4ε

3

2

ε1

ε2

T1 T2

1

2
0

0

T2

2

T1 1
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Oblasti označené 1 a 2 jsou strukturálně stabilnı́ oblasti, ve kterých má systém 3 resp. 1 singulárnı́
bod. T1 a T2 odpovı́dajı́ jednoparametrické bifurkaci typu fold, jsou to hranice kodimenze 1 v
2-rozměrném prostoru parametrů. Jejich průnikem je bod vratu, který má dimenzi 0, tedy
kodimenzi 2 v 2-rozměrném prostoru parametrů.
Obecně v k-rozměrném prostoru parametrů bude mı́t jednoparametrická bifurkace kodimenzi 1,
bude tedy (k − 1)-rozměrnou varietou. Průniky variet přı́slušných jednoparametrické bifurkaci
budou variety přı́slušné vı́ceparametrickým bifurkacı́m vyššı́ kodimenze.

Věta: Předpokládejme, že dvoudimenzionálnı́ dvouparametrický systém

ẋ = f(x,α), x ∈ R
2, α ∈ R

2,

kde f = ( f1, f2)
T je hladká funkce, má proα = 0 singulárnı́ bod x = 0 a J = Df(0, 0) má vlastnı́

hodnoty λ1,2 = µ(α)± iω(α), kde µ(0) = 0, ω(0) = ω0 > 0 a l1(0) = 0. Předpokládejme, že
jsou splněny podmı́nky

l2(0) 6= 0,

α→ (µ(α), l1(α))
T je v α = 0 regulárnı́.

Pak je uvedený nelineárnı́ systém v okolı́ počátku lokálně topologicky ekvivalentnı́ systému v
komplexnı́ normálnı́ formě Bautinovy bifurkace

ż = (ε1 + i)z + ε2z|z|2 + sgn l2(0)z|z|4.

Čı́slo l2(0) je tzv. druhý ljapunovův koeficient a jeho výpočet je založen na podobném principu, jako
výpočet prvnı́ho. Nebudeme jej uvádět, lze jej najı́t v literatuře např. Kuzněcov str. 310.

Bautinova bifurkace způsobuje, že vlivem druhého parametru docházı́ k narušenı́ podmı́nky

nedegenerovanosti u Hopfovy bifurkace. Zavedenı́m polárnı́ch souřadnic z = ρeiϕ dostáváme
normálnı́ formu ve tvaru (přı́pad sgn l2(0) = −1)

ρ̇ = ρ(ε1 + ε2ρ2 − ρ4),

ϕ̇ = 1,

Přitom rovnovážná řešenı́ prvnı́ rovnice odpovı́dajı́ limitnı́m cyklům. Je zřejmé, že ρ = 0
odpovı́dajı́cı́ počátku je vždy singulárnı́m bodem. Kvadratická rovnice ale může mı́t 0 až 2 řešenı́ -
mohou tedy vznikat a zanikat limitnı́ cykly.
Bifurkačnı́ diagram ukazuje hraničnı́ křivku Hopfovy bifurkace H = {(ε1, ε2) : ε1 = 0 } a křivku

zániku dvou limitnı́ch cyklů T = {(ε1, ε2) : ε2
2 + 4ε1 = 0, ε2 > 0} rozdělujı́cı́ parametrickou rovinu

na strukturálně stabilnı́ oblasti spolu s přı́slušnými fázovými portréty.
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ε1

ε2

T

1

2

0

0

3

T
1

H+

H
−

3

2

Věta: Předpokládejme, že dvoudimenzionálnı́ dvouparametrický systém

ẋ = f(x,α), x ∈ R
2, α ∈ R

2, (25)

kde f = ( f1, f2)
T je hladká funkce, má pro α = 0 singulárnı́ bod x = 0 a J = Df(0, 0) 6= 0 má

dvě nulové vlastnı́ hodnoty. Předpokládejme, že jsou splněny podmı́nky

s = sgn(b20(a20 + b11)) 6= 0,

(x,α) → (f(x,α), tr Df(x,α), det Df(x,α)) je v počátku regulárnı́.

Pak je systém (25) v okolı́ počátku lokálně topologicky ekvivalentnı́ systému v normálnı́ formě
Bogdanov-Takensovy bifurkace

ẏ1 = y2

ẏ2 = ε1 + ε2y1 + y2
1 + sy1y2

Čı́sla a20, b11 a b20, z podmı́nky nedegenerovanosti jsou přı́slušné koeficienty Taylorových rozvojů

F1(y1, y2) =
1
2 a20y2

1 + . . .

a
F2(y1, y2) =

1
2 b20y2

1 + b11y1y2 + . . .

transformované pravé strany systému (25) transformacı́ x = Ty na tvar
(

ẏ1

ẏ2

)

=

(

0 1
0 0

)(

y1

y2

)

+

(

F1(y1, y2)
F2(y1, y2)

)

pomocı́ matice T složené z vlastnı́ch vektorů Df(0, 0) (analogický postup jsme použili u výpočtu
prvnı́ho ljapunovova koeficientu).
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Bogdanov-Takensova bifurkace se někdy nazývá také double-zero, protože v kritické hodnotě
parametrů α = 0 má systém dvě nulové vlastnı́ hodnoty. V okolı́ α = 0 mohou tedy vlastnı́
hodnoty měnit znaménko a mohou přecházet i přes imaginárnı́ osu. Docházı́ k degenerovánı́
Hopfovy bifurkace i bifurkace sedlo-uzel (fold), což způsobuje zánik limitnı́ho cyklu na tzv. smyčce
separatrix sedla.

Analýzou systému v normálnı́m tvaru Bogdanov-Takensovy bifurkace pro s = −1 zı́skáme
bifurkačnı́ diagram s hraničnı́ křivkou Hopfovy bifurkace H = {(ε1, ε2) : ε1 = 0, ε2 < 0 } a křivkou

zániku dvou limitnı́ch bodů (bifurkace sedlo-uzel) T = {(ε1, ε2) : 4ε1 − ε2
2 = 0} rozdělujı́cı́

parametrickou rovinu na strukturálně stabilnı́ oblasti spolu s přı́slušnými fázovými portréty. Ve
třetı́m kvadrantu ale navı́c docházı́ k nelokálnı́ bifurkaci zániku smyčky separatrix (jde o tzv.
homoklinickou bifurkaci smyčky separatrix sedla), která má v okolı́ počátku tvar

P = {(ε1, ε2) : ε1 = − 6
25 ε2

2 + o(ε2
2), ε2 < 0}.

ε1

ε2

T
−

1

2

0

0

4

1

T+

H

3

P

4

T+

T
−

3

P

2 , H

Všechny uvedené jedno a dvouparametrické bifurkace spojitých systémů byly lokálnı́mi
bifurkacemi v okolı́ singulárnı́ch bodů. V jejich blı́zkosti ale obecně vznikajı́ také nelokálnı́ bifurkace
(zdvojenı́ limitnı́ho cyklu, smyčka separatrix sedla). Dalšı́ bifurkace mohou vznikat např. v okolı́
homoklinických a heteroklinických trajektoriı́, tedy trajektoriı́ vystupujı́cı́ch z jednoho singulárnı́ho
bodu a navracejı́cı́ch se do něj nebo jiného singulárnı́ho bodu. Toto je ovšem již nad rámec našeho
učiva.

Významnou bifurkacı́ z hlediska dynamiky a aplikacı́ je Šilnikovova bifurkace, která může
vzniknout až pro trojrozměrný systém s homoklinickou trajektoriı́ vycházejı́cı́ ze sedlo-ohniska (dvě
vlastnı́ hodnoty komplexně sdružené se zápornou reálnou částı́ a jedna kladná reálná vlastnı́
hodnota). V jeho okolı́ může dojı́t k „divoké“ dynamice se spočetně mnoha cykly a ke vzniku tzv.
spirálnı́ho atraktoru. Dalšı́ významnou nelokálnı́ bifurkacı́ limitnı́ho cyklu je bifurkace blue-sky.
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Redukce na centrálnı́ varietu

Podrobně jsme prozkoumali systémy v okolı́ hyperbolických singulárnı́ch bodů i rovnice či systémy,
které majı́ vlastnı́ hodnoty s nulovou reálnou částı́. Co se bude dı́t v situaci, kdy některé vlastnı́
hodnoty majı́ nulové a jiné nenulové reálné části řı́ká následujı́cı́ věta.

Věta (Věta o centrálnı́ varietě): Necht’x0 = 0 je singulárnı́ bod systému (1), který nenı́ hyperbo-
lický (tj. n0 6= 0). Pak v okolı́ počátku existuje hladká invariantnı́ varieta Wc(0), která je lokálně
dána grafem funkce ν : R

n0 → R
n− × R

n+ , která splňuje ν(0) = 0 a Dν(0) = 0. Varietu Wc(0)
nazýváme centrálnı́ varietou.

Důkaz této věty je založen na kontrakci v Banachově prostoru. Lze jej nalézt např. v Chicone:
Ordinary Differential Equations with Applications, Springer 1999 str. 286-297.
Uvažujme systém (1) se singulárnı́m bodem x0 a vlastnı́mi hodnotami Df(x0) s nekladnými
reálnými částmi (tj. n0 6= 0, n− 6= 0 a n+ = 0) převedený do tvaru

ẋ = Acx + g1(x, y)

ẏ = Asy + g2(x, y).
(26)

Nulové řešenı́ je v takovém přı́padě stabilnı́ (ne nutně asymptoticky).
Podle věty o centrálnı́ varietě existuje v okolı́ počátku (0, 0) invariantnı́ centrálnı́ varieta daná
grafem funkce ν : R

n0 → R
n− , tj. y = ν(x). Dynamika na centrálnı́ varietě bude v okolı́ počátku

dána rovnicı́
u̇ = Acu + g1(u,ν(u)), u ∈ R

n0 . (27)

Trajektorie systému (26), které neležı́ na centrálnı́ varietě, se k nı́ exponenciálně přibližujı́ pro t → ∞.
Chovánı́ takového systému je tudı́ž možné redukovat na chovánı́ na jeho atraktoru, kterým je
invariantnı́ centrálnı́ varieta.

Definice: Rovnice (27) se nazývá redukcı́ rovnice (26) na centrálnı́ varietu.

Poznámka 23. Je evidentní, že pokud je stabilní počátek redukovaného systému, je stabilní také singulární
bod x0 původního systému (1) s n+ = 0.

Vzhledem k tomu, že centrálnı́ varieta je v okolı́ počátku hladká, bude platit

ẏ = Dν(x)ẋ,

tj. dosazenı́m y = ν(x) a pravých stran rovnic systému (26) dostáváme rovnici pro centrálnı́ varietu

Asν(x) + g2(x,ν(x)) = Dν(x)(Acx + g1(x,ν(x))). (28)

Řešenı́ y = ν(x) můžeme aproximovat Taylorovým polynomem alespoň 2. stupně (pro dostatečně
hladkou f máme lokálně zaručenu dostatečnou hladkost), navı́c nutně ν(0) = 0 a Dν(0) = 0.

Přı́klad . Redukujte systém

ẋ = −xy

ẏ = −y + x2 − y2

na jeho centrální varietu v okolí počátku a popište dynamiku systému v okolí počátku.
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Řešenı́:

Počátek [0, 0] je singulárnı́ bod. Jacobiho matice je D f (x, y) =

(

−y −x
2x −1 − 2y

)

, tj.

D f (0, 0) =

(

0 0
0 −1

)

.

Vlastnı́ hodnoty jsou tedy λ1 = 0, λ2 = −1. Hledáme tedy centrálnı́ varietu jako graf funkce

y = ν(x) =
∞

∑
k=2

akxk v okolı́ počátku, která je řešenı́m

−ν(x) + x2 − ν2(x) = ν′(x)(−xν(x)).

Dosazenı́m Taylorova rozvoje funkce ν(x) dostáváme

−
∞

∑
k=2

akxk + x2 −
(

∞

∑
k=2

akxk
)2

= −x
∞

∑
k=2

akxk
∞

∑
k=2

akkxk−1

Porovnánı́m koeficientů dostaneme

x2 : −a2 + 1 = 0 ⇒ a2 = 1

x3 : −a3 = 0 ⇒ a3 = 0

x4 : −a4 − a2
2 = −a2

2 · 2 ⇒ a4 = 1,

tj.

ν(x) = x2 + x4 +O(x5).

Dynamika na centrálnı́ varietě pak bude dána rovnicı́

ẋ = −xν(x) = −
∞

∑
k=2

akxk+1 = −x3 − x5 + O(x6).

V levém okolı́ počátku je na invariantnı́ varietě ẋ > 0, trajektorie směřujı́ k počátku, v pravém okolı́
je ẋ < 0, trajektorie směřujı́ k počátku. Počátek je tedy asymptoticky stabilnı́.

Program XPPAUT, spust’te priklad2.ode

52



Jednoparametrické bifurkace v diskrétnı́m přı́padě

Po spojitých bifurkacı́ch podobně analyzujme diskrétnı́ jednoparametrické bifurkace. Znovu půjde
o situaci, kdy se chovánı́ systému lokálně kvalitativně měnı́ dı́ky nehyperbolicitě pevného bodu.
Začneme s bifurkacemi závislými na změně jednoho parametru, která způsobı́, že některá z
vlastnı́ch hodnot přecházı́ přes hranici jednotkového kruhu v Gaussově rovině.

Bifurkace typu fold, sedlo-uzel

Uvažujme diferenčnı́ rovnici s parametrem tvaru

x(n + 1) = ε + x(n)− x(n)2, x(n) ∈ R, ε ∈ R. (29)

Pevné body splňujı́ f (x, ε) := ε + x − x2 = x, tj. ležı́ na křivce ε = x2. Pro ε < 0 systém (29) nemá
žádný pevný bod, pro ε = 0 je pevný bod x0 = 0 a pro ε > 0 jsou pevné body dva x = ±

√
ε.

Parametr ε = 0 je tedy bifurkačnı́ hodnotou a při jeho přechodu v okolı́ počátku docházı́ k lokálnı́
bifurkaci typu fold (ohyb). Bod (x0, ε0) = (0, 0) je tzv. limitnı́m bodem. Všimněte si, že vlastnı́
hodnota λ = D f (0, 0) = 1.

Věta: Předpokládejme, že jednodimenzionálnı́ jednoparametrický systém (rovnice)

x(n + 1) = f (x(n), α), x(n) ∈ R, α ∈ R, (30)

kde f je hladká funkce, má pro α = 0 pevný bod x = 0 a λ = fx(0, 0) = 1. Předpokládejme, že
jsou splněny podmı́nky

fxx(0, 0) 6= 0 podmı́nka nedegenerovanosti,

fα(0, 0) 6= 0 podmı́nka transverzality.

Pak je (30) v okolı́ počátku lokálně topologicky ekvivalentnı́ systému v normálnı́ formě

y(n + 1) = ε + y(n)± y(n)2
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x2

x1

f(x(n), α)

x(n)

α < 0 α = 0 α > 0

f(x(n), α)

f(x(n), α)

x(n) x(n)

x(n + 1) x(n + 1) x(n + 1)

Ve vı́cerozměrném přı́padě k této bifurkaci docházı́ v přı́padě, že Jacobiho matice J má právě jednu
vlastnı́ hodnotu λ = 1.

Bifurkace typu flip

Uvažujme diferenčnı́ rovnici s parametrem tvaru

x(n + 1) = −(1 + ε)x(n) + x3(n), x(n) ∈ R, ε ∈ R. (31)

Pevné body splňujı́ f (x, ε) := −(1 + ε)x + x3 = x, tj. ležı́ na křivkách x = 0 a 2 + ε = x2. Systém (31)
má vždy nulový pevný bod, pro ε < 0 je tento bod stabilnı́, pro ε > 0 je nestabilnı́. Systém může mı́t

ještě dalšı́ dva pevné body x = ±
√

2 + ε.

Parametr ε = 0 je bifurkačnı́ hodnotou a při jeho přechodu v okolı́ počátku docházı́ k lokálnı́
bifurkaci, měnı́ se stabilita počátku. Všimněte si, že vlastnı́ hodnota λ = D f (0, 0) = −1.

Pevné body x = ±
√

2 + ε pro malé ε nejsou stabilnı́, protože D f (x, ε) = −1 − ε + 3x2 je pro pevné

body v x = ±
√

2 + ε většı́ než 1. Co se tedy děje s trajektoriemi začı́najı́cı́mi v okolı́ počátku pro
malá kladná ε?

Podı́vejme se blı́že na cykly délky 2. To jsou pevné body zobrazenı́ f (2), tj. platı́

f (2)(x, ε) = −(1 + ε)(−(1 + ε)x + x3) + (−(1 + ε)x + x3)3 = x

Tuto rovnici lze upravit na tvar

x(x4 − x2 − x2ε + 1)(−ε − 2 + x2)(−ε + x2) = 0.

Je zřejmé, že mezi cykly délky 2 budou i pevné body x = 0 a x = ±
√

2 + ε. Navı́c jsou tu ale

x = ±
√

ε, které budou v okolı́ počátku stabilnı́, protože D f (2)(±
√

ε, ε) = 1 − 4ε + 4ε2 ∈ (0, 1) pro
ε ∈ (0, 1).

Vzhledem k vzniku těchto cyklů délky 2 v okolı́ počátku se tato bifurkace nazývá také bifurkace
zdvojenı́ periody.
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Věta: Předpokládejme, že jednodimenzionálnı́ jednoparametrický systém (rovnice)

x(n + 1) = f (x(n), α), x(n) ∈ R, α ∈ R, (32)

kde f je hladká funkce, má pro α = 0 pevný bod x = 0 a λ = fx(0, 0) = −1. Předpokládejme,
že jsou splněny podmı́nky

1
2 ( fxx(0, 0))2 + 1

3 fxxx(0, 0) 6= 0 podmı́nka nedegenerovanosti,

fxα(0, 0) 6= 0 podmı́nka transverzality.

Pak je (32) v okolı́ počátku lokálně topologicky ekvivalentnı́ systému v normálnı́ formě

y(n + 1) = −(1 + ε)y(n)± y3(n).

x2

x1

f(x(n), α)

x(n)

α < 0 α = 0 α > 0

f(x(n), α) f(x(n), α)

x(n) x(n)

x(n + 1) x(n + 1) x(n + 1)
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Zdvojovánı́ periody a univerzalita

Uvažujme logistickou rovnici
x(n + 1) = ax(n)(1 − x(n)), (33)

kde a je kladný parametr.

Přı́klad. Ukažte, že v systému docházı́ k flip bifurkaci. Najděte kritickou hodnotu parametru a, ve
kterém dojde k rozdvojenı́.

Přı́klad. Proved’te analýzu stability cyklu délky 2. Kdy a jak dojde k destabilizaci?

Přı́klad. Prostudujte chovánı́ logistické rovnice v XPPAUTu. Spust’te postupně logistic.ode,
cobweb.ode a logbif.ode. Otevřte i soubory a prostudujte, jak jsou vytvořeny.

Poznámka 24. Zdvojování periody způsobuje vznik cyklů délky 2, 4, 8 atd. pro kritické hodnoty parametru
a2, a4, a8, . . . Tato tzv. Feigenbaumova kaskáda zdvojování periody je obecný fenomén a číslo

µF = lim
k→∞

a2k − a2k−1

a2k+1 − a2k

.
= 4.6692

se nazývá Feigenbaumovo číslo. Nejpřekvapivější je, že tato konstanta je univerzální pro mnoho diferenčních
systémů, ve kterých dochází ke kaskádové flip bifurkaci.

Přı́klad. Rickerova rovnice populačnı́ dynamiky

x(n + 1) = ax(n)e−x(n).

Logistický model růstu populace

Pokud y(n) označuje velikost nebo hustotu populace v čase n a r je mı́ra růstu této populace, bude
rovnice

y(n + 1)− y(n) = r(y(n))y(n)

popisovat diskrétnı́ dynamiku populace. Mı́ra růstu může záviset na mnoha faktorech.
Nejjednoduššı́ model (Malthusův) uvažuje r = const. Nevýhodou takového modelu je ovšem to, že
asymptotické chovánı́ neodpovı́dá realitě, populace bud’ vymře nebo populace nekonečně roste.
Typické biologické a ekologické modely předpokládajı́ jistou kapacitu prostředı́ K, kterou nelze
dlouhodobě překročit, protože prostředı́ by populaci neuživilo. Nejjednoduššı́m a často
použı́vaným modelem je proto logistický model, kde mı́ra růstu r lineárně klesá s velikostı́ populace
k nule, tj.

y(n + 1)− y(n) = r

(

1 − y(n)

K

)

y(n). (34)

Pokud je r 6= 0 (triviálnı́ přı́pad), můžeme provést transformaci y(n) =
1 + r

r
Kx(n), kterou

zmenšı́me počet parametrů a dostáváme logistickou rovnici:

x(n + 1) = ax(n)(1− x(n)), kde a = 1 + r.

Přı́klad. Pouvažujte, jak by vypadal model, kde by mı́ra růstu klesala s velikostı́ populace
exponenciálně. Srovnejte s Rickerovou rovnicı́.
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Deterministický chaos

Co je to chaos? Slovo chaos se odvozuje z řeckého χαoς a znamená nepředvı́datelnost.
Deterministický chaos je neperiodické deterministické chovánı́, které je

• velice citlivé na počátečnı́ podmı́nky,

• topologicky transitivnı́ - což znamená, že libovolný interval transformuje na libovolný dalšı́
interval

• má husté periodické trajektorie

DETERMINISTICKÝ NEZNAMENÁ PŘEDVÍDATELNÝ!!!

Necht’ f : I → I je spojité zobrazenı́ na I = 〈0, 1〉. Uvažujme diskrétnı́ dynamický systém {N, I, f n},
kde n ∈ N. Necht’ J, K ⊂ I jsou uzavřené intervaly.

Definice: Řekneme, že J pokrývá K pod f , zapisujeme J ⇀ K, jestliže existuje uzavřený interval
L ⊂ J tak, že f (L) = K.

0

1

1

L

K

J

Věta (O pevném bodě): Jestliže J ⇀ J pod f , pak má f v J pevný bod.

Důkaz. Necht’ J = 〈a, b〉. Podle definice existuje uzavřený interval L ⊂ J takový, že f (L) = J, tedy
existuje c, d ∈ L splňujı́cı́ f (c) = a ≤ c a f (d) = b ≥ d. Podle věty o střednı́ hodnotě nabývá spojitá
funkce g(x) = f (x)− x nulové hodnoty na L ⊂ J.
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a

a b

b

d c0

1

1

L

J

Uvědomme si nynı́, že pokud I0 ⇀ I1 ⇀ · · · ⇀ In pod f , pak existuje uzavřený interval J ⊂ I0 tak,

že f (k)(J) ⊂ Ik pro všechna k = 0, 1, . . . , n − 1 a f (n)(J) = In. Volbou In = I0 dostáváme s použitı́m
věty o pevném bodě následujı́ tvrzenı́:

Věta: Jestliže I0 ⇀ I1 ⇀ · · · ⇀ In−1 ⇀ I0 pod f , pak má f (n) v I0 pevný bod x, pro který platı́

f (i)(x) ∈ Ii pro i = 0, 1, . . . , n − 1.

Věta (Li-Yorke): Uvažujme spojité zobrazenı́ f : I → I, které má cyklus délky 3. Pak má f také
cykly libovolné délky n ≥ 1.

Důkaz. Uvažujme cyklus délky 3 {p1, p2, p3}, tj.

p2 = f (p1), p3 = f (p2), p1 = f (p3)

Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že p1 < p2 < p3. Označme dva intervaly I1 = 〈p1, p2〉
a I2 = 〈p2, p3〉. Pak I1 pokrývá I2 a I2 pokrývá I1 i I2.
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Perioda 3 implikuje chaos:

0

1

1p1 p2 p3

f (p3)

f (p1)

f (p2)

I1 I2

Pro libovolné n ∈ N má tedy f (n) pevný bod, protože platı́

I1 ⇀ I2 ⇀ · · · ⇀ I2 ⇀ I1,

kde I2 je zde obsaženo (n − 1)-krát. Tento pevný bod nemůže odpovı́dat cyklu délky k < n (kromě

k = 3, který je předpokládán), protože pokud by platilo f (k)(x) = x pro k < n, pak x ∈ I1 ∩ I2 = {p2},
což je jediný cyklus, námi předpokládaný délky 3.

Přı́klad. Ukažte, že pro aF = 1 + 2
√

2 má logistická rovnice (33) cyklus délky 3, přičemž pro tuto
kritickou hodnotu parametru docházı́ k bifurkaci typu fold, přičemž stabilnı́ a nestabilnı́ 3 cykly
vznikajı́ pro a > aF a zaniknou na a = aF.

Bifurkačnı́ diagram logistického zobrazenı́:
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Tent map - stanové zobrazenı́

Tent map je přı́kladem jednoduchého zobrazenı́ 〈0, 1〉 na 〈0, 1〉, které vykazuje chaotické chovánı́.

T(x) =

{

2x x ∈ 〈0, 1
2 〉

2 − 2x x ∈ ( 1
2 , 1〉

0 11

2

1

T (x)

Co vı́c, dynamický systém přı́slušný logistickému zobrazenı́ na 〈0, 1〉 je topologicky ekvivalentnı́
systému {N, 〈0, 1〉, Tn}, a proto vykazuje také chaos. Totéž platı́ pro jakékoliv jiné zobrazenı́ 〈0, 1〉
na 〈0, 1〉, které má jedno maximum. Na jednoduchém stanovém zobrazenı́ si ukážeme proč -
základnı́m mechanismem je ”stretch and fold”, nataženı́ a ohyb.

Čı́slo x ∈ 〈0, 1〉 má binárnı́ zápis

x = 0.ω1ω2ω3 · · · = ω1
2 + ω2

22 + ω3

23 + . . . ,

kde ωk jsou cifry 0 nebo 1. Pokud x ∈ 〈0, 1
2 〉, pak

T(x) = T(0.ω1ω2ω3 . . . ) = 0.ω2ω3 . . .

Pokud x ∈ ( 1
2 , 1〉, pak 1 − x ∈ 〈0, 1

2 ) splňuje

T(1 − x) = T(0.ω1ω2ω3 . . . ) = 0.ω2ω3 . . . .

Přitom ale protože

1 − x = 1
2 − ω0

2 + 1
22 − ω1

22 + 1
23 − ω2

23 + . . . ,

je binárnı́ zápis x a 1 − x komplementárnı́ (na mı́stě nuly stojı́ jednička a naopak). Označı́me-li
komplementy ωk a ωk, platı́

T(x) = T(0.ω1ω2ω3 . . . ) =

{

0.ω2ω3 . . . x ∈ 〈0, 1
2 〉,

0.ω2ω3 . . . x ∈ ( 1
2 , 1〉.
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Trajektorii x, T(x), T(2)(x), . . . stanového zobrazenı́ si proto můžeme představit jako posun
(přı́padně komplenent posunu) v binárnı́m zápise počátečnı́ hodnoty x. Ještě si uvědomme, že
metrika

d(0.a1a2a3 . . . , 0.b1b2b3 . . . ) =
∞

∑
k=1

|ak − bk|
2k

vytvářı́ na 〈0, 1〉 úplný metrický prostor (je analogická běžné metrice decimálnı́). Dostáváme takto
následujı́cı́ vlastnosti.

• Citlivost na počátečnı́ podmı́nky - předpokládejme, že známe počátečnı́ podmı́nku x0 až do
N-tého binárnı́ho mı́sta. Uvažujme (nespočetnou) množinu čı́sel, která majı́ stejný začátek

binárnı́ho zápisu, lišı́ se až od mocniny 2−N a jejich trajektorie. Po N iteracı́ch se tyto blı́zké
trajektorie stávajı́ zcela náhodnými a neexistuje žádný vztah k počátečnı́ podmı́nce.

• Topologická transitivnost (mixovánı́) - uvažujme interval počátečnı́ch hodnot, které se lišı́ po-
prvé na N-tém binárnı́m mı́stě. Po N iteracı́ch dojde k posunu o těchto N mı́st a interval se
rozprostře na celý 〈0, 1〉.

• Má husté periodické trajektorie - binárnı́ zápis každého racionálnı́ho čı́sla je zakončen opakujı́cı́
se skupinou cifer, a proto generuje periodické trajektorie (včetně pevných bodů). Iracionálnı́ čı́sla
majı́ binárnı́ zápis, který se neopakuje. Proto jsou periodické trajektorie husté (jsou libovolně
blı́zko jiné dané trajektorii) v množině chaotických trajektoriı́.

Přı́klad. Ukažte, že h : x ֌ sin2 πx
2 je homeomorfismus na 〈0, 1〉 a platı́ f (h(x)) = h(T(x)) pro

logistické zobrazenı́ f (x) = 4x(1 − x).

Poznámka 25. Mluvíme o topologicky konjugovaných zobrazeních (T = h−1 ◦ f ◦ h) a topologicky ekvi-
valentní dynamice systémů {N, 〈0, 1〉, f n} a {N, 〈0, 1〉, Tn}.

Jak měřit chaos?

Uvažujme trajektorii x(n) splňujı́cı́ počátečnı́ úlohu

x(n + 1) = f (x(n)), x0 = x

Pro tuto trajektorii definujme čı́slo

λ(x) = lim
n→∞

1

n

n

∑
ν=1

ln | f ′(xν)|

Toto čı́slo představuje mı́ru separace infinitesimálně blı́zkých trajektoriı́ od této trajektorie:

dn

ε
=

| f (n)(x + ε)− f (n)(x)|
ε

= eλn, ε → 0

Definice: Čı́slo λ(x) (pokud limita existuje) označujeme jako Ljapunovův exponent trajektorie.
Pokud je x pevným bodem zobrazenı́ f , definujeme λ(x) = −∞.
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Pokud podél trajektorie x(n) docházı́ ke kontrakci, je λ(x) < 0, v přı́padě asymptotické expanze je
λ(x) > 0.
Je-li pro omezenou trajektorii Ljapunovův exponent kladný, je trajektorie nutně chaotická.

Přı́klad. Ukažte, že Ljapunovův exponent stanového zobrazenı́ je ln 2.

Přı́klad. Pro která p jsou trajektorie x(n + 1) = Tp(x(n)) chaotické?

Tp(x) =

{

px x ∈ 〈0, 1
2 〉

p(1− x) x ∈ ( 1
2 , 1〉

Ve vı́ce dimenzı́ch závisı́ mı́ra separace blı́zkých trajektoriı́ na počátečnı́m směru separace, proto se
definuje Ljapunovovo spektrum (n hodnot v bazických směrech, řazené dle velikosti) a maximálnı́
Ljapunovův exponent. Program Xppaut umı́ maximálnı́ Ljapunovův exponent trajektorie
numericky vypočı́tat. Samozřejmě ale nepočı́tá limitu, ale pouze přibližnou konečnou sumu.

Hodnoty Ljapunovových exponentů jsou invariantnı́ vzhledem k širokému spektru transformacı́
souřadnic (ergodická teorie, Osedelec) a limity existujı́ pro skoro všechna x a na x nezávisı́. Pro

invertibilnı́ f : X → X, které má invertibilnı́
∂ f

∂xi
, se Ljapunovovy exponenty neměnı́.

Chaotický atraktor

Často rozlišujeme disipativnı́ a konzervativnı́ systémy.

• V konzervativnı́ch systémech platı́ nějaký zákon zachovánı́, obecně je zachováván objem fázo-
vého prostoru v čase. Systém je uzavřený, trajektorie jsou často cykly.

Ideálnı́ kyvadlo :

• V disipativnı́ch systémech se nějaká energie ztrácı́, systém je otevřený a objem fázoveho prostoru
v čase se zmenšuje. Takový systém v čase spěje k atraktoru - rovnovážnému bodu, limitnı́mu
cyklu nebo jinému atraktoru.
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Tlumené kyvadlo :

V disipativnı́ch systémech mohou existovat také atraktory vykazujı́cı́ chaotické chovánı́ (diskrétnı́ i
spojité). Atraktorem je vlastně jediná nekonečná chaotická trajektorie. Maximálnı́ Ljapunovův
exponent takového atraktoru je kladný a atraktor typicky vykazuje tzv. fraktálnı́ strukturu
(soběpodobnost). Nazývá se chaotickým nebo podivným atraktorem.

Podivné chaotické atraktory v diskrétnı́m 2D systému:

Java applet.

Kontrola chaosu metodou OGY

V roce 1990 Ott, Grebogi a Yorke uvedli praktickou metodu (úspěšnou i v aplikacı́ch) stabilizace
nestabilnı́ch chaotických cyklů. Metoda je založena na faktu, že chaotický atraktor obsahuje
nekonečné husté množstvı́ nestabilnı́ch cyklů. Ty jsou stabilizovány malými perturbacemi
kontrolnı́ho parametru a. Uvažujme zobrazenı́

x(n + 1) = f(x(n), a), (35)

kde a je dostupný parametr, který můžeme změnit v nějakém okolı́ své ”nominálnı́”hodnoty a0.
Označme x∗(a) nestabilnı́ pevný bod zobrazenı́ (35). V malém okolı́ a0 můžeme aproximovat

xn+1 − x∗(a0) = Df(x∗(a0), a0)(xn − x∗(a0)) + c(a − a0), (36)

kde c = ∂f
∂a (x

∗(a0), a0) je sloupcový vektor. Vzhledem k transitivnosti a hustotě chaotické trajektorie
musı́ v nějakém malém okolı́ x∗(a0) pro nějaké x(n) platit

a − a0 = −k · (x(n)− x∗(a0)) (37)
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Substitucı́ (37) do (36) dostaneme

x(n + 1)− x∗(a0) = (Df(x∗(a0), a0)− ck)(x(n)− x∗(a0)).

Volbou k = (k1, . . . , km) můžeme dosáhnout stability regulovaného pevného bodu, tj. najdeme k
tak, aby

|Df(x∗(a0), a0)− ck| < 1.

Kontrola chaosu v Henonově zobrazenı́

Prostudujte vědecký článek.

Kontrola chaosu v logistickém zobrazenı́

Uvažujme logistickou rovnici (33), ve které kontrolujeme chaos neustálými pulzy xi = kxi po p

iteracı́ch. Definujme zobrazenı́ F(x) = k f (p)(x). Pevný bod x∗ regulovaného zobrazenı́ F(x) tedy

bude splňovat k f (p)(x∗) = x∗ a bude stabilnı́, pokud

|kD f (p)(x∗)| < 1.

Označı́me-li Cp(x) =
x

f (p)(x)
D f (p)(x), dostáváme podmı́nku pro oblast kontrolovatelných hodnot:

|Cp(x)| < 1.

Výpočet Cp v Maplu Simulace v Matlabu, spust’te chaoscontrol.m

Neimark-Sackerova bifurkace

Jde o analogii Hopfovy bifurkace pro spojité systémy. Vzniká při přechodu komplexně sdružených
vlastnı́ch hodnot přes hranici jednotkového kruhu a v jejı́ souvislosti se objevuje limitnı́ cyklus.
Uvedeme si pouze normálnı́ formu v maticovém tvaru, kde je velmi dobře viditelná souvislost s
normálnı́ formou spojité Hopfovy bifurkace.

(

x(n + 1)
y(n + 1)

)

= (1 + α)

(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(

x(n)
y(n)

)

+(x2(n) + y2(n))

(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(

a −b
b a

)(

x(n)
y(n)

)

,

kde θ = θ(α), a = a(α), b = b(α) jsou hladké funkce splňujı́cı́ 0 < θ(0) < π a a(0) < 0.
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Tento systém má pevný bod [x, y] = [0, 0] s Jacobiho maticı́

J = (1 + α)

(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

a vlastnı́mi hodnotami λ1,2 = (1 + α)e±iθ. Pro α = 0 jsou hodnoty na jednotkovém kruhu a pevný
bod nenı́ hyperbolický. Podobně jako u Hopfovy bifurkace můžeme transformacı́
z(n) = x(n) + iy(n) převést systém na jednu komplexnı́ rovnici, která má v polárnı́m tvaru

z(n) = ρ(n)eiϕ(n) zápis:

ρ(n + 1) = ρ(n)(1+ α + a(α)ρ2(n)) + ρ4(n)R(ρ(n), α),

ϕ(n + 1) = ϕ(n) + θ(α) + ρ2(n)Q(ρ(n), α),

kde R a Q jsou hladké funkce. Podobně jako v přı́padě Hopfovy bifurkace ρ = 0 je stabilnı́ pevný
bod pro α < 0 a nestabilnı́ pro α > 0. Pro malá α > 0 má navı́c stabilnı́ pevný bod

ρ0(α) =

√

− α

a(α)
+O(α),

který odpovı́dá vzdálenosti od počátku. Vzniká tedy stabilnı́ limitnı́ cyklus, přitom rotace v
přibližné vzdálenosti ρ0(α) je přibližně o úhel θ(α).

Neimark-Sackerova bifurkace:

α < 0 α = 0 α > 0

x x x

y y y

Podobně jako ve spojitém přı́padě, i zde docházı́ bud’k superkritické bifurkaci (vzniku stabilnı́ho
limitnı́ho cyklu) nebo k subkritické bifurkaci (vzniku nestabilnı́ho limitnı́ho cyklu). Větu o
ekvivalenci se systémem v normálnı́m tvaru si uvádět nebudeme, jen podotkneme, že k
podmı́nkám nedegenerovanosti a transversality se objevuje ještě dalšı́ podmı́nka, která vylučuje tzv.
silnou rezonanci. Jako odrazový můstek pro studium N-S bifurkace uved’me stránku

Scholarpedia.
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Poincarého zobrazenı́ a bifurkace cyklů

Uvažujme nynı́ znovu spojitý m-rozměrný systém (1)

ẋ = f(x).

Předpokládejme navı́c, že systém (1) má periodickou trajektorii L. V nějakém bodě x0 ∈ L uvažujme
hladkou m − 1-rozměrnou varietu (např. nadrovinu)

Σ = {g(x) = 0 : g : R
m → R, g(x0) = 0},

která je tzv. transverzálnı́, což znamená, že nenı́ v bodě x0 tečná L, tedy řeže cyklus L. V angličtině
se jı́ proto řı́ká Poincaré cross-section Σ. Podmı́nku transverzality můžeme zapsat pomocı́ gradientu
funkce g (normálového vektoru Σ) takto:

〈∇g(x0), f(x0)〉 6= 0,

tedy normálový vektor Σ nesmı́ být kolmý k trajektorii cyklu L. Je zřejmé, že takovou varietou může
být napřı́klad rovina kolmá k L v x0:

g(x) = 〈f(x0), (x − x0)〉 = 0.

Na této varietě v okolı́ x0 nynı́ definujeme zobrazenı́ P : Σ → Σ, které zobrazuje bod x trajektorie
ϕtx systému (1) na následujı́cı́ průsečı́k této trajektorie s varietou Σ.

Poincarého zobrazenı́:

Σ x0

P (x)
x

L

Zobrazenı́ P se nazývá Poincarého zobrazenı́ přı́slušné cyklu L. Lokálně takto definujeme diskrétnı́
dynamický systém {N, Σ, Pn} s pevným bodem x0 ∈ L. Pokud na m − 1-rozměrné Σ zvolı́me
souřadný systém s počátkem v x0, bude možné v těchto souřadnicı́ch ξξξ = (ξ1, . . . , ξm−1) zapsat
Poincarého zobrazenı́ jako diferenčnı́ systém

ξξξ(n + 1) = P(ξξξ(n))
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s pevným bodem 0 a maticı́ linearizovaného systému DP(0). Cyklus L bude stabilnı́ (atrahujı́cı́),
pokud budou vlastnı́ hodnoty DP(0) v absolutnı́ hodnotě menšı́ jedné (a nestabilnı́ v opačném
přı́padě). Lze ukázat, že vlastnı́ hodnoty matice linearizovaného systému nezávisı́ ani na volbě
bodu x0, ani na volbě Σ a ani na volbě souřadnic. Bifurkace diskrétnı́ch systémů tedy mohou
nastávat i pro spojité systémy.
Bifurkace Poincarého zobrazenı́ typu fold je přı́činou vzniku a zániku dvou cyklů (stabilnı́ho a
nestabilnı́ho - Bautinova bifurkace).

”Ohyb”cyklu, bifurkace typu fold:

stabilńı cyklus

nestabilńı cyklus subkritická Hopf

parametr

stav

zánik dvojice cykl̊u na ohybu

Zdvojenı́ periody Poincarého zobrazenı́ bude znamenat zdvojenı́ limitnı́ho cyklu:

K takové bifurkaci limitnı́ho cyklu může dojı́t až pro spojité trojdimenzionálnı́ systémy (v rovině
nemůže dojı́t k protnutı́ trajektorie) a následné postupné zdvojovánı́ periody vede k existenci
chaosu i ve spojitých systémech.
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Chaos ve spojitých systémech

Chaos ve spojitých autonomnı́ch systémech nemůže nastat v přı́padě jedno a dvoudimenzionálnı́ho
systému. Existujı́ ale velmi jednoduché třı́rozměrné autonomnı́ systémy, které chaos vykazujı́.
Ještě v počátku 19. stoletı́ se předpokládalo, že pokud budeme znát mechanismus přı́rodnı́ho
zákona, budeme moci předpovı́dat budoucı́ chovánı́ přı́rody. Na konci 19. stoletı́ ale Henri Poincaré
předběhl svou dobu a objevil homoklinické trajektorie v dynamickém systému, který je znám jako
problém třı́ těles a byl formulován Isaacem Newtonem v Principiı́ch v druhé polovině 17.stoletı́. Jde
o systém diferenciálnı́ch rovnic popisujı́cı́ gravitačnı́ působenı́ třı́ těles. Původně šlo samozřejmě o
Slunce, Zemi a Měsı́c. Pokud ale nebudeme trvat na hmotnostech a vzdálenostech, které jsou určeny
našı́ Slunečnı́ soustavou, dostáváme obecný systém, který má překvapivě rozmanité dynamické
chovánı́, dokonce i chaotické.

Problém třı́ těles od Miroslava Brože z MFF UK.

Scholarpedia.

V roce 1927 Van der Pol poukázal na ”irregulárnı́ šum”v obvodu rádia (RLC obvod). Až kolem roku
1960 se ukázalo, že i dynamickém systému Van der Polova oscilátoru skutečně vznikajı́
homoklinické trajektorie a chaotické jevy.
Mimochodem podobné chovánı́ vykazuje také nelineárnı́ oscilátor a nelineárnı́ kyvadlo. Kyvadla a
pružinky jsou vůbec pěkné hračky:

Pružina a kyvadlo.

Dvojité kyvadlo.

Virtuálnı́ nelineárnı́ laboratoř

Ve stejné době se pokoušel meteorolog Edward Norton Lorenz porozumnět chybám, které vznikaly
při použitı́ lineárnı́ch technik v predikcı́ch počası́. Použil jeden z prvnı́ch počı́tačů pro simulaci
atmosférické dynamiky a dı́ky chybě v zaokrouhlenı́ objevil chaos a jeho citlivost na počátečnı́
podmı́nky.

V roce 1963 spolu se Saltzmanem publikovali redukovaný systém popisujı́cı́ atmosféru, systém třı́
nelineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic vykazujı́cı́ chaos dnes známý jako model Lorenzova atraktoru.
Lorenz dal později přednášce na toto téma slavný název

Predictability: Does the Flap of a Butterfly’s Wings in Brazil set off a Tornado in Texas?

To způsobilo popularitu spojenı́ ”efekt motýlı́ch křı́del”, který popisuje citlivost na počátečnı́
podmı́nky.
Od té doby je Laplaceův determinismus poražen. Počası́ nikdy nebudeme umět předpovı́dat na rok
dopředu. Hra na burze bude také vždy otázka krátkodobých rychlých transakcı́. Nedokážeme
předpovědět budoucnost, deterministický chaos nás vždy zavede do jiných uliček. Na druhé straně
ale spolu s chaotickým atraktorem lidé objevili skrytý řád náhodného. Vznik pravidelna z
nepravidelna - např. Turingův mechanismus vzniku vzorů v přı́rodě. A krásu fraktálů.

Turingovy vzory v přı́rodě.

Galerie fraktálů.

Fraktály vı́c matematicky.

Mandelbrotova množina a benediktı́nský mnich.
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Model Lorenzova atraktoru

V roce 1963 publikoval Lorenz zjednodušený model vycházejı́cı́ z Rayleigho původnı́ho problému
hydrodynamiky kapaliny o výšce H a rozdı́lem teplot dolnı́ho a hornı́ho povrchu ∆T.

Rovnice popisujı́cı́ prouděnı́ vznikajı́cı́ vedenı́m tepla si uvádět nebudeme (jde o parciálnı́
diferenciálnı́ rovnice), zmı́nı́me se ale o některých aspektech modelu. Dalšı́ parametry, které v
modelu vystupujı́ jsou gravitačnı́ zrychlenı́ g, tepelná roztažnost α, viskozita ν a tepelná vodivost
kapaliny κ.

Jak se zvyšuje rozdı́l teplot povrchů ∆T, vedenı́ tepla se stává nestabilnı́ a vzniká cirkulace kapaliny.
Můžete ho sledovat v hrnku horké kávy jako světlé a tmavé skvrny...

Rayleigh ukázal, že tato periodická řešenı́ vznikajı́, pokud

R ≡ gαH3∆T
νκ > Rc ≡ π4(1+a2)3

a2 .

Čı́slo R se nazývá Rayleigho čı́slo.

Pokud se ∆T bude dál zvyšovat, Reyleigho prouděnı́ se znestabilnı́ a vzniknou aperiodická řešenı́.
Tato prouděnı́ lze napsat pomocı́ jistých funkcı́, která jsou řešenı́m následujı́cı́ho systému (jsou to
pomocné funkce, neodpovı́dajı́ prostorovým souřadnicı́m).

ẋ = −σ(x − y),

ẏ = rx − y − xz,

ż = −bz + xy,

kde σ = ν
κ , r = R

Rc
a b = 4

(1+a2)
.

Přı́klad. Ukažte, že pro r < 1 má systém jedinou stabilnı́ rovnováhu, která fyzikálně odpovı́dá
systému bez prouděnı́ (vyrovnánı́ teplot).

Přı́klad. Ukažte, že pro r > 1 bude počátek nestabilnı́ a dva dalšı́ symetrické body budou stabilnı́
pro r > 1 blı́zká jedné. Fyzikálně odpovı́dajı́ tato řešenı́ stabilnı́mu Rayleigho prouděnı́:
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Charakteristický polynom přı́slušný těmto symetrickým bodům je

λ3 + (σ + b + 1)λ2 + (r + σ)bλ + 2σb(r − 1),

kde pro r > 1 jsou všechny koeficienty kladné a tudı́ž má alespoň jeden záporný kořen. Dalšı́ dva
mohou být i komplexnı́. Docházı́ u těchto dvou vlastnı́ch hodnot k přechodu imaginárnı́ osy, tj. k
destabilizaci rovnováhy a vzniku limitnı́ho cyklu v důsledku Hopfovy bifurkace? Pokusme se najı́t
tuto kritickou hodnotu.
Pro kritickou hodnotu Hopfovy bifurkace ležı́ komplexně sdružená vlastnı́ čı́sla na imaginárnı́ ose,
tj. pro charakteristický polynom a jeho vlastnı́ čı́sla λ1 a ±iω platı́

(λ − λ1)(λ − iω)(λ + iω) = 0,

tj.

λ3 − λ1λ2 + ω2λ − λ1ω2 = 0.

Pro kritickou hodnotu Hopfovy bifurkace tedy platı́ nutná podmı́nka

(σ + b + 1)(r + σ)b = 2σb(r − 1),

tj.

r∗ =
σ(σ + b + 3)

σ − b − 1
.

Protože r > 1, musı́ být navı́c σ > b + 1.

Přı́klad. Vhodně zvolte parametry a vykreslete fázové portréty v některém z vhodných softwarů
tak, aby byl vidět jev Hopfovy bifurkace.

Přı́klad. V programu Matcont nebo Xppaut se pokuste nakreslit bifurkačnı́ diagram pro parametry
blı́zké Hopfově bifurkaci. Všimněte si, že jde o subkritickou Hopfovu bifurkaci se vznikem
nestabilnı́ho limitnı́ho cyklu.

A divné věci začnou se dı́t...
Homoklinická trajektorie sedla
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Fázové portréty pro různá r:

Bifurkačnı́ diagram Lorenzova systému pro Prandtlovo čı́slo σ = 10:
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Literatura, software a applety

• Kontinuačnı́ balı́k Matcont pro Matlab
http://www.matcont.ugent.be/

• Program Xppaut s kontinuačnı́m Auto
http://www.math.pitt.edu/ bard/xpp/xpp.html

• Applety pro ODR a bifurkace
http://techmath.uibk.ac.at/numbau/alex/dynamics/bifurcation

• Nelineárnı́ laboratoř
http://faculty.ifmo.ru/butikov/Nonlinear

• Applety pro chaos a fraktály
http://www.student.math.uwaterloo.ca/˜pmat370/JavaLinks.html
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