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Dynamické systémy

Definice: Dynamickym systémem rozumime trojici { T, X, ¢'}, kde T je ¢iselnd mnozina (¢as), X
je metricky prostor, ktery nazyvame fazovym prostorem, a o' je parametricky systém evolu¢nich
operétorti s parametrem t € T definovanych jako zobrazeni ' : X — X, které zobrazuje
pocétedni stav xg € X na n&jaky stav x; = ¢'xg € X.

V ptipadé, Zze T = Z mluvime o diskrétnim dynamickém systému, je-li T = IR mluvime o
spojitém dynamickém systému.

Poznamka 1. Fakticky mize jit o cokoliv méfitelného, co se méni v Case... Teplota hrnku kafe, kurz
koruny, pocet student(i v daném semestru. ..

Definice: Deterministickym dynamickym systémem rozumime systém {T,X, '} spliiujici
podminku

cpo =id,
kde id je identita na X, tj. Vx € X : idx = x. Tato vlastnost fikd, Ze systém spontdnné nemeéni
sviij stav.

Poznamka 2. Touto podminkou vylu€¢ujeme ndhodné jevy, napf. kurz koruny nebo pocet studentl v daném
semestru.. . i kdyz prakticky vse je dlisledkem toho, co jiz bylo... anebo tomu tak neni? Z hlediska kvantové
mechaniky je zase vSe ndhodné. Takze jde vlastné o nas pristup k véci.

Definice: Autonomnim dynamickym systémem rozumime deterministicky systém {T,X, '}

spliiujici podminku
(Pt—i-s — (pt o (Ps,

tj. Vx € X : ' "x = ¢! (¢°x), pokud jsou definovény obé strany rovnice. Tato vlastnost ¥ka, Ze
se ,zakony evoluce” neméni béhem ¢asu.

Poznamka 3. Autonomni systémy jsou dany predchozimi v ¢ase ménicimi se stavy, nikoliv samotnym
&asem. Typickyem spojitym piikladem je v &ase ménici se stav x(t) podle oby&ejné diferencidlni rovnice
x = f(x). Typickym diskrétnim pfikladem je v ¢ase skokové ménici se stav x(n +1) = f(x(n)).

x(t) =x(t)++t  neni autonomni
x(t) = (x(t)+1)®>  je autonomni
_ x(n) : c
== neni autonomni

)
x(n+1)= @ je autonomni

Mezi autonomni rovnice se lehce zahrnou i ty, které jsou vyssiho ¥adu, tj. obsahuji v pfipadé

diferencialnich rovnic i derivace vyssiho fadu nebo v piipadé diferen¢nich rovnic ¢leny

posloupnosti zavisi na kone¢ném poctu pfedchozich ¢lent.
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#(£) + %(£) +2x(£) = 0

muZeme zapsat jako systém

xo(t)
—2xq (t) — xz(t),

X1(t)
Xo(t)

kde x = x1 a X = x,. Vektorové je to zapis
1)) _ (fla(e),x()) _ X3 (t)
(1) = (G 50) = (2atd L)

tj. X = f(x), kde x = (;1 E:;) af= (?) . Je-li funkce x linedrni (jako v tomto p¥ipadé), mluvime o
2 2

P . . o . « e 1 . 0 1
linearni rovnici a 1ze jej zapsat maticové takto x = Ax. V nasem pripadé je matice A = ) _1> .
V autonomnim linedrnim systému jsou prvky matice ¢isla. V obecném linearnim systému to mohou
byt funkce ¢asu.

x(n+2)+x(n+1)+2x(n) =0
muiiZeme zapsat jako systém

x(n+1) = xa(1)

n+1)= —2x(n) —xz(n),

kde x(n) = x1(n) a x(n+ 1) = x(n). Vektorové je to zapis
x(n+1)\ _ (fi(xa(n),x2(n) _ X3 (1)
(et i1)) = (Rt ai) = (ontn aatm)

§. x(n +1) = f(x(n)), kde x = (EEZ;) af— (g

linearni rovnici, pokud ji mtiZzeme zapsat maticové jako x(n + 1) = Ax(n).
Mezi autonomni systémy mtizeme zahrnout i ty ODR, které ptivodné autonomni nejsou:

> . Stejné jako ve spojitém pripadé mluvime o

£(t) — x(t) +e'x%(t) = 0

miiZeme zapsat pomoci substituce x = x1, ¥ = xp, t = x3 jako systém

X = X2
. _ _ X3 2
X = Xp—€7°X7
X3 = 1

nebo vektorové

bl f1(x1,x2,x3) X
X | = | falx,x,x3) | =[x —e®af |,
X3 f3(x1, X, X3) 1
X1 f1
tj.x=£f(x),kdex=[xx |af=| f2|.
X3 fs



Podobné pro diskrétni systémy:
x(n+2) —x(n+1)+nx(n) =0
muzeme zapsat pomoci substituce x1(1n) = x(n), xa(n) = x(n+1), x3(n) = njako systém

)
)
)

x(n+1) = xa(n
B(nt1) = ) — xEh
x3(n+1) = x3(n) +1
nebo vektorové
x1(n+1) fi(x1(n), x2(n), x3(n))
xo(n+1) | = | falx1(n), x2(n), x3(n)) |,
x3(n+1) fa(x1(n), x2(n), x3(n))
x1(n) fi
. x(n+1) = f(x(n)), kde x(n) = (xz(n)) af= (fz) .
x3(n) f3

Vs

Definice: Trajektorie s pocate¢nimbodem x¢ € Xje uspofddand podmnoZina fadzového prostoru
X
{xeX:x= pixg, V€T, pro které je ¥'xg definovano}

V pripadé spojitého systému jde o orientované kiivky v X, v pfipadé diskrétniho systému jsou
to posloupnosti bodit v X. Fazovym portrétem dynamického systému rozumime rozmisténi
trajektorii ve fdzovém prostoru X.

Trajektorie zakreslujeme ¢asto také jako funkce (posloupnosti) v T x X. Diskrétni trajektorie
miiZzeme také zakreslovat pomoci tzv. pavucinového diagramu:

A

Tn41 x

Priklad. Nakreslete trajektorii ¥ = —x s pocate¢nim bodem (podminkou) xp = 1. Nakresleteji v X i
vTxX.

Ptiklad. Nakreslete trajektorii x(1n + 1) = $x(n) s po¢ateénim bodem (podminkou) x(0) = 1.
Nakreslete ji v Xiv T x X. Nakreslete také pavucinovy diagram (x(n + 1) versus x(n)).



Definice: Dynamicky systém D; = {T,R", '} se nazyva topologicky ekvivalentni dyna-
mickému systému D, = {T,IR", %'}, jestlize existuje homeomorfismus h : R" — R”", které

zobrazuje trajektorie systému D1 na trajektorie systému D5, pficemZ zachovava jejich orientaci.
Casto v takovém pifpadé mluvime také o (topologicky) ekvivalentnich fazovych portrétech.

Poznamka 4. Homeomorfismus je invertibilni zobrazeni, které je spojité a jehoz inverzni zobrazeni je také
spojité.

Poznamka 5. Trajektorie systému Dy se tedy daji jednoznalné pfiradit (i s orientaci, resp. uspofddanim)
k trajektoriim systému D, tak, aby si vzajemné odpovidaly ,,sousedni® body, lokalni okoli. Nezajimaji nas
geometrické vzdalenosti a vztahy, ale topologické vlastnosti.

Topologicky ekvivalentni spojitd dynamika v roviné:

Topologicky ekvivalentni spojitd dynamika v roviné:

Definice: Bod xp € X nazyvame singularnim bodem (nebo téZ rovnovaZznym, stacionarnim,
pevnym bodem) dynamického systému, jestlize pro vSechna t € T plati

t
® Xp = Xp.



http://cs.wikipedia.org/wiki/Homeomorfismus

Definice: Cyklem rozumime periodickou trajektorii L, kterd neni singuldrnim bodem, spliiujici

Vxp € L
t+Tox0

t
= ¥ X,

7
pro néjaké Tp > 0, Vt € T. Nejmensi takové T nazyvame periodou cyklu L.

Poznamka 6. V systému s cyklem vznikaji periodické oscilace. Cyklus spojitého systému je uzavrend kfivka
v X. Cyklem diskrétniho systému je kone¢nd usporddana k-tice bodii z X. Limitnim cyklem rozumime cyklus,
v jehoz okoli nejsou jiné cykly.

Poznamka 7. U diskrétniho systému x(n + 1) = f(x(n)) mluvime &asto o cyklu délky k = Tj, protoze
jde o uspofddanou k-tici
x(0), x(1), x(2), ...x(k—1),

pro kterou plati x(1) = £(x(0)), x(2) = £(x(1)), ...,
x(k) = x(0) = £f(x(k —1)). Uv&domme si navic, Ze

x(0) = f(x(k—1)) = f(f(x(k - 2))) = - -- = £} (x(0))
a tedy x(0) je nutné& pevnym bodem dynamického systému

x(n+1) = £ (x(n)).

Definice: Invariantni mnoZinou S rozumime podmnozinu X spliujici

X0 €S = ¢ixgeS VteT.

Poznamka 8. Singularni bod i cyklus jsou invariantni mnoziny.

-
Definice: Invariantni mnoZina S se nazyva stabilni, jestlize

e VU D S libovolné malé okoli invariantni mnoziny existuje okoli V O S takové, ze Vx € V
a Vt > 0 plati p'x € U (tento typ stability nazyvame Ljapunovskou stabilitou),

e existuje okoli Uy D S takové, Ze p'x — Sprox € Upat — o (tento typ stability nazyvame
asymptotickou stabilitou).




Linearni algebra - opakovani
Pro vlastni &islo (vlastni hodnotu) matice A € R"*" p¥islusné vlastnimu vektoru v € R" plati
Av = Ay,
tj. vlastni ¢isla hledame jako kofeny charakteristického polynomu
det(A — AI) = 0.

Matice A mé v komplexnim oboru n vlastnich hodnot {7, ..., A, } a pfislugné vlastni vektory
{viys--.,vp, } tvoiibazi C". Matice T tvofena vlastnimi vektory (po sloupcich) pak splituje

M oo 0
AT=T-[4 -
0 - Ay

ATy L
0 ) | piitemz sloupce
matice T v tomto pfipadé tvofi tzv. zobecnéné vlastni vektory. Jde o vektor splitujici Av = Av a dalsi
vektor w, ktery spliiuje Aw = Aw + v. Pokud je ndsobnost vlastni hodnoty vyssi nez dva, bude se
takto vytvaret kaskdda zobecnénych vlastnich vektortt w;; spliiujici Aw; 1 = Aw; 1 + w;, kterd
bude spolu s vektorem v tvorit bazi prostoru zobecnénych vlastnich vektorti. Linedrni reguldrni

transformace A +— T~ ! AT ptevadi na komplexni Jordantv kanonicky tvar. Realny tvar s redlnym

V pfipadé nasobnych vlastnich hodnot mtiZe obsahovat bloky tvaru

blokem <_le 'i ) dostaneme, pokud pouZijeme misto komplexné sdruzenych vektorti vav

redlnou a imagindrni ¢4st u a w vektoru v = u + iw.



Spojité dynamické systémy

Nejprve budeme studovat deterministicky autonomni dynamicky systém, ktery je dan systémem
diferencidlnich rovnic:

Definice: Autonomnim systémem diferencidlnich rovnic rozumime systém
x = f(x), 1)

kde x € X = R" a vektorové funkce f : R" — R" je dostate¢né hladka. Symbolem x rozumime
derivaci x podle ¢asut € T = R.

Poznamka 9. Singularni body autonomniho systému (1) spliiuji systém rovnic

f(x) = 0.

Linearni systém - opakovani

Uvazujme linedrni autonomni systém
x = Ax, 2)

kdex € X =R"a A € R"". Necht'A € C je vlastni &islo matice A a v pFislusny vlastni vektor.
e Vpfipadé A € Rje t — My realnym feSenim rovnice (2).

e V pfipadé A € R, které je k-ndsobnym kofenem charakteristického polynomu jsou ¢ +—

P

v R . . p < p

eM Z (i—jv)J' ,i =1,...kredlnymi FeSenimi rovnice (2), kde v; je systém k zobecnénych vlastnich
=1

vektorti (Av; = Avy a Av; = Av; +v;_q proi > 1).

e V piipadé A = a +ip je vlastni vektor v = u £ iw a redlnymi feSenimi rovnice (2) jsou pak

t e (cos Bt - u —sin Bt - w), t — e* (sin Bt - u + cos Bt - w).

Uvedena feSeni jsou linedrné nezavisla a tvofi bazi prostoru fesend. Jejich linearni kombinace je také
feSenim (2). Maticové zobrazeni t — ®(t) téchto feSeni se nazyva fundamentdlni matice FeSeni
piislusného homogenniho linedrniho systému (2).

Singuldrnim bodem systému (2) je pocétek, ktery je asymptoticky (dokonce exponencialné) stabilni,
pokud maji vSechny vlastni hodnoty zapornou realnou ¢ast. V piipad¢, Ze mé néktera vlastni
hodnota kladnou redlnou ¢ést, je pocatek nutné nestabilni. V pfipadé nulové vlastni hodnoty ma
systém (2) konstantni nenulova feseni (pocatek tedy nemtize byt asymptoticky stabilni), v pfipadé
ryze imaginarnich vlastnich hodnot existuji periodicka feseni (a také nemtize byt poc¢atek
asymptoticky stabilni).
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Linearni diferencidlni rovnice byvaji ¢asto zapsany ve tvaru
0 = amx"™ () + a1 x" V() 4+ -+« + ag2(t) + agx(t).
V takovém piipadé hleddme vlastni ¢isla jako kofeny charakteristického polynomu

p(A) = aA™ +au A" 4 g,

Poznamka 10. Podkud je leva strana rovnice nenulova, tj. ve tvaru f(t) = ... (nehomogenni rovnice),
pak obecné feSeni nehomogenni rovnice je souctem libovolného partikuldrniho rfeSeni nehomogenni rovnice
a obecného fedeni pfislusné linedrni homogenni rovnice (s nulovou levou stranou).

Polynom p(A) je ve skute¢nosti charakteristickym polynomem det(A — AI) linearniho systému

Xl(f) = X2(t),
Xm—1(t) = xm(t),
in(t) = —a=(amo1Xm(t) + - - +apx1(t)),

kde x1 () = x(t)

Piiklad . Dokazte uvedené tvrzeni pro
0 =ax+bx+cx

tj. ukaZte, Ze kofeny p(A) jsou vlastni &isla Jacobiho matice jistého dvourozmérného linedrniho systému.

Piiklad . Najdéte obecné feseni linedrniho systému

X1 = 4x1+5x;
Xy = —Xx1— ZXZ.
Resent:
Matice systému: A = 400
-1 -2
det(A — AI) = ’4__1A _25_ A‘ =A-20-3=(A-3)(A+1)=0
Matice systému maé vlastni ¢isla Ay = 3 a Ay = —1 a pfislusné vlastni vektory spliiuji Av; = 3v;j a

Avy, = —vy:

vess (43 ()
e (503) we(2)

Zaved'me vhodnou linedrni transformaci.

x=Tu = x = Ax
Ta ATu
u T 1ATu

11



Matice systému bude v Jordanové tvaru <8 _01> ,pokud T = (vq,vy).

() = 6 %))

u = 3M1
Uy = —Up

Systém se tedy rozpadne na dvé samostatné rovnice.

Reseni:

3t t
7

u1(t) = cqre Uy () = cpe”

Reseni ptivodniho systému tedy dostaneme zpé&tnou transformact:
3t 3t —t
Up ci€ 3t 5 (1 5cie’ + cpe
x=T = (vq,V | =ce e = 4
(“2) (virv2) (Cze t) ' (—1> e (—1> <—01€3t — e

Piiklad . Najdéte obecné feseni linedrniho systému

X1 = —x1+6x
2x1 + 3xp.

X2

—-1-A 6

det(A—AD=|"", " 7,

=A2-21-15=(A—5)(A+3) =0.

2 vz

Najdeme vlastni ¢isla a pfislusné vlastni vektory.

v (29 ()
v (19 »=()

Regent je ndsobkem matice sloZené z vlastnich vektort a vektoru exponencial:
. — 1 3 c1e®t\ _ [c1e +3cpe™
1 —1) \cpe™3 c1e® — et )

Piiklad . Najdéte obecné feseni linedrniho systému

X1 = 3X1—2X2
Xy = 2x1—1x2.

12



3-A -2
2 -1-A

Matice systému ma dvojndsobné vlastni ¢islo A1 = 1.

w6 ()

Vlastni vektorovy prostor je deficientni, nema dimenzi 2, pouze 1, vytvofime proto druhy vektor
spliujici Avy = Aqvp + vy,

2 =21 1
Avy = Avyp 4 vy : <2 Y 1) vy = (l)
2

det(A — AT) =

’:/\2—2/\+1:(/\—1)2:0

Vektory {vy, vy} tvoii bazi tzv. zobecnéného prostoru vlastnich vektorti. Zavedme vhodnou linearni
transformaci.

x=Tu = Tua = ATu
a = T 'ATu

Pro T = (vy,vy) bude matice systému v Jordanové tvaru. V ptipadé, Ze by $lo o nedeficientni
prostor vlastnich vektorti a nevytvéreli bychom zobecnény vlastni vektor, byla by v pravém hornim

rohu Jordanovy matice nula.
111 o 1 1 ui
25 - 01 Uus

Uy = Uy +up
1/'12 = Uy

Systém se tentokrat nerozpadne na dvé samostatné rovnice, ale 1ze jej “zespodu vytesit”.
Reseni:
U (t) = cze!, dosazenim do prvni rovnice mame nehomogenni linearni diferencialni rovnici 1. fadu.

Ul —up = Czet.
MuiZzeme ji Fesit nap¥. vynasobenim faktorem e~*1! nebo variaci konstanty. Nasobenti faktorem e~
bude rychlejsi.

_ _ —t
et —upet = BT — ¢

Odtud  uq = (c1 +cot)e!
Reseni ptivodniho systému dostaneme zpétnou transformaci.

Uy (c1 + cat)e! (1 e (c1 4 cot +cp)et
= T = = t = .
X <u2> (v1,v2) < Gl (c1+ cat)e 1) e % (c1+cat + %cz)et

Piiklad . Najdéte obecné feseni linearniho systému

X = x1—4x
Xo = x1+x.
13



1 —4 1-A -4
A:( >, det(A—/\I):‘ 1 1-2

24++/4-20
2

}:)\2—2A+5:0

Ao = =1+2i

2 vz

Matice systému ma komplexné sdruzend vlastni ¢isla A1, = 1 £ 2i.
Piislugné komplexni vlastni vektory spliiuji Avy = (1 + 2i)vy a Avp = (1 — 2i)v;, jsou komplexné

sdruzené vi =V,
A =142i (‘12’ _‘i.) vi = (21’)

. 2i —4 —2i
/\221—21‘ (1 21.) V2:<1>

Regeni v komplexnim oboru tedy najdeme jiz znasmou metodou vlastnich vektori, pfitom cq, ¢, € C.

2i =27\ (eIt
X= <1 1 > C2€(1_2i)t :
Oznatmeu=Reviaw =Imv, tedyvi =u+iwavy, = u—iw.
Pak plati

. ) cre'(cos2t +isin2t
x = (utiwu—iw) <c;etgcos 2t —isin 2t;>
= ciet cos2tu — ciet sin2tw + cpe cos 2tu — cpel sin 2tw
+icye cos2tw + icie’ sin2tu — icye! cos 2tw — icye! sin 2tu
= (c1+cp)et cos2tu — (c1 + ¢p)e’ sin 2tw
+i(cy — cp)ef cos 2tw +i(cy — cp)e sin2tu
= e(kycos2t + kysin2t)u + ef (ky cos 2t — kq sin 2t)w

Konstanty k1 = ¢1 + ¢z aky = i(c1 — ¢3) jsou obecné komplexni, pokud jsou redlné, dostdvame
realné feSeni x. Maticoveé 1ze feSeni zapsat jako

_ klet
x=TR <kzet)

cosaf - sin2t je matice rotace o tihel 2t. Regeni se budou po spirale

—sin2t cos2t
vzdalovat od pocatku. Je ztejmé, Ze x1(0) = kq, x2(0) = ky.

kdeT = (u,w)aR = (

14



Nelinearni autonomni systém

Nelinearni tilohu (1) se singuldrnim bodem x( 1ze posunutim tohoto bodu do poc¢atku prevést na
tvar
x = Ax+ g(x), 3)

kde A = Df(xg) je Jacobiho matice f v singularnim bodé xg a g(x) = o(|| x ||) pro || x ||— 0, coz
znamena, ze

Lo lseol

Ixi=o [ x|
Casto dokonce || g(x) |[< k|| x |*na || x ||< a (a > 0,k > 0). Je-li t —+ ®(t) fundamentalni matice

feSeni prislusného homogenniho linedrniho systému tvaru (2), pak metodou variace konstanty
dostavéame feseni tlohy (3) s pocatecni podminkou x(ty) = € tvaru

x(t) = (1@ (t)e + @(1) [ ® 1 (s)g(x(s)) ds.

fo

V pfipadé, Ze A ma pouze vlastni hodnoty se zapornymi redlnymi ¢astmi odtud lze (pomoci
Gronwallova lemmatu) ukazat, Ze existuji a, b, c > 0 takové, Ze kazdé feseni (3) s poc¢atecni
podminkou x(0) =&, || £ ||< b spliiuje pro t > tg

Ix(8) IS e[ € et

Dostavame tedy nasledujici tvrzeni:

Véta (Ljapunovova véta): UvaZujme systém (1) a jeho singularni bod xg. Ozna¢me J = Df(xo)
Jacobiho matici v bodé x(. Pak xg je stabilni, jestlize vSechna vlastni ¢isla A1, Ay, ..., A, matice J

spliiuji Re A; < 0. (Takovy singularni bod nazyvame atraktorem.)

Poznamka 11. ,,Obrdcenim béhu asu”, tj. pro t — —oo, miZzeme analogicky odvodit Ljapunovovu vétu
pro nestabilni ,odpuzujici* singuldrni bod (tzv. repeler). V takovém pfipadé musi viechna vlastni Cisla
spliiovat Re A; > 0.

Definice: Singuldrni bod x( systému (1) nazveme hyperbolickym singuldrnim bodem, jestlize
zadna z vlastnich hodnot pfislugné Jacobiho matice J] = Df(x() neleZi na imaginarni ose.

Véta (Grobmanova-Hartmanova, véta o linearizaci):
Systém (1) je v okoli svého hyperbolického singuldrniho bodu xj lokalné topologicky ekviva-
lentni se svou linearizaci

x = Df(xg)x.

Dtikaz naleznete napf. v originalnim ¢ldnku a také v mnoha monografiich.
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Poznamka 12. Systémy tvaru (1) v okoli hyperbolickych singuldrnich bodi xp a yq jsou tedy lokalné
topologicky ekvivaleni pravé tehdy, kdyz tyto singularni body maji stejny pocet n_ a n4 vlastnich hodnot
sReA<0aReA>0.

Poznamka 13. Fizové portréty v roviné.
Uvazujme dvourozmérny systém

x=f(x), x=(x,x)! €R?

kde f je hladka funkce. Ptedpoklddejme, Ze x = x( je singuldrni bod, tj. f(xg) = 0, a J = Df(xq) je
prislusna Jacobiho matice v tomto bodé. Matice ] ma pak dvé vlastni hodnoty A, Ay, které jsou koreny
charakteristické rovnice

det(J—AI) = A2 — oA+ A =0,

kde o = tr] = A1 + Ay je stopa Jacobiho matice a A = det] = A A, je jeji determinant.

Véta: Postacujicimi podminkami asymptotické stability singularniho bodu spojitého systému
(1) v roviné jsou podminky

A=det] >0 a oc=tr] <0.

Topologicka klasifikace hyperbolického singularniho bodu v roviné:

(ny,m_) Vlastn{ hodnoty Fazovy portrét Stabilita
- o | ; 5
uzel
(0,2) N stabilni
o @ ohnisko
[ ]
(1,1) —0{—% \k sedlo nestabilni
_l e o : :
uzel
(2,0) nestabilni
[ ]
] @ ohnisko
[ ]
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P¥iklad . Najdéte vlastni ¢isla a podle nich klasifikujte systém

o= x+y
jo= —ytx-27
v okoli jeho singularniho bodu.
Resent:
Z nulovosti pravé strany prvni rovnice mame x = —y?, co% d4vé po dosazeni do pravé strany druhé

rovnice —y — y* — 2y* = —y(1 + 3y) = 0. Singuldrni body jsou dva [0,0] a [-1/9,—1/3].

Jacobiho matice je
_ — (2
] =Df(x,y) = <1 1 _4y> ,
. 1 0
p0o-(1 %)
Vlastni ¢isla splituji det(J — AI) =0,

det(J — AI) =

1-A 0
1 —-1-A

‘— —(1=A)(1+A) =0,

fj.A1=1>0, Ay = —1 < 0a [0,0] je SEDLO.

2
1 1 1 —
B 3

]( 9’ 3) 1 1 7
3
2
1-4 -3 1 2 1
1 5—)\

2 1 1 )
f.h2=3+ i? a [, —3] je NESTABILNI OHNISKO.

V programu XPPAUT spustte priklad1.ode

V tomto okamziku shriime informace pro spojity autonomni systém. Na nelinedrni systém mutZzeme
v okoli hyperbolickych singuldrnich bodt hledét jako na mirné deformovany linedrn{ systém
(mluvime o tzv. perturbovaném systému), jehoZ chovani se od nelinedrniho nijak kvalitativné nelisi.
Pro stabilitu ¢i nestabilitu singuldrniho bodu jsou podstatnd znaménka redlné ¢asti vlastnich hodnot
matice (pouze !!!) prvnich parcidlnich derivaci funkce f, tzv. Jacobiho matice. Oscilace jsou
zptisobeny komplexnimi vlastnimi hodnotami.

Nic nevime o situaci, kdy vlastni hodnoty maji v singuldrnim bodé nulovou redlnou ¢ast, tj. v
piipadé, kdy nejde o hyperbolicky singuldrni bod.
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Model Michaelis-Mentenové, enzymaticka kinetika

Chemické a biochemické reakce je vhodné popisovat pomoci diferencialnich rovnic. Elementérni
reakce podléhaji kinetické rovnici, ktera popisuje rychlost, se kterou interaguji dvé latky a vytvareji
treti:
k
A+B—=C

Koncentrace latek se znaci v hranatych zavorkach a uvedenou reakci mtiZeme popsat rovnici

A = k(A [B],

kde derivace koncentrace [C]| je okamzita zména koncentrace [C], tedy rychlost, s jakou je tvofen
produkt reakce. Konstanta k je rychlostni konstanta, ktera vlastné konstantou neni — zavisi nap¥. na
teploté nebo homogenité smési. Budeme ale pfedpokladat, Ze se teplota neméni a latky jsou dobfte
promichané.
Vétsina biochemickych reakci probiha obéma sméry:

ky

A+B=
k—

Zména koncentrace [A] pak splituje

A4l — ke, [A][B] + k_[C).

N

Ve skutecnosti je vétsina reakci slozitéjsi a bude tedy popsédna systémem diferencidlnich rovnic.
Enzymy E jsou katalyzatory chemickych reakci, pfi kterych pomahaji ze substratu S vytvofit
produkt P, pfi¢emz z reakce vychézeji samy v nezménéné formé.

/ Substrat Produkt o

Enzym Komplex enzym-substrat

E+S=C3E+P
k4

Kinetické rovnice reakci tedy miizeme popsat nésledujicimi diferencialnimi rovnicemi:

AL = kL[C) - kSE],

B = (kg +k)[C) — Ky [S][E],
A = KIS)E] — (ke +k_1)[C],
(¢
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Navic pfedpokladame, Ze produkt P okamZité odebirame, aby nesel do zpétné reakce. Je evidentni,
Ze plati

d[E d[C
o e

tj. [E] + [C] = ep je pocatecni koncentrace enzymu, [E] tedy mtizeme eliminovat. Rovnici produktu
miizeme oddélit a integrovat zvIast.
Ozna¢me [S] = s a [C] = c. Upravou tedy dostdvame dvé diferencialni rovnice:

§ = k_1c—kis(eg—c),
¢ = kis(eg—c)— (ko +k_q1)c

s pocatetnimi podminkami c(0) = 0a s(0) = sg >> ep.
Priklad. Dokazte, Ze pocatek je asymptoticky stabilni singularni bod.

Priklad. Nakreslete fazovy portrét a graficky analyzujte systém a nakreslete pfibliZzné tvar feSeni s
uvedenou pocéateéni podminkou.

Piiklad. Prozkoumejte model v programu XPPAUT. Spustte XPPAUT a otevite soubor
MichaelisMenten.ode.

Prostudujte ¢lanek o modelu diety.

Prozkoumejte model v programu XPPAUT.
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Diskrétni dynamické systémy

Definice: Autonomnim systémem diferencnich rovnic rozumime systém

x(n+1) = £(x(n),

kde x(n) € X = R™ a vektorova funkce f : R" — R je dostate¢né hladka.

Poznamka 14. Pevné body x¢ autonomniho systému (4) spliuji systém rovnic

f(Xo) = XQ-

Linearni systém - opakovani
Uvazujme linearni diferen¢ni autonomni systém
x(n+1) = Ax(n), ()

kde x(n) € R™, A € R™*"™, n € Ny s pocatetni podminkou x(0) = xo. Odtud x(1n) = A"xy. Necht’
A € Cje vlastni ¢islo matice A a v piislusny vlastni vektor.

e Vpiipadé A € Rje x(n) = A"v redlnym feSenim rovnice (5).

e V piipadé A € R, které je k-ndsobnym kofenem charakteristického polynomu se zobecnénymi
i
vlastnimi vektory vi, i = 1,...,k, jsou x(n) = 2 AT
j=1

i~iy:
oy

(i=pHt’

i =1,...k redlnymi FeSenimi
rovnice (5).
e Vpfipadé A = a +ip je vlastni vektor v = u £ iw a redlnymi feSenimi rovnice (5) jsou pak
x(n) = |A|"(cosgn -u —singn - w), x(n) = |A|"(singn - u+ cos gn - w),

B

e

kde ¢ = arctg

Ozna¢me vlastni hodnoty sestupné |A1| > [A;] > - -+ > |A,;]. Protoze xo miiZeme zapsat jako
linearni kombinaci nezavislych vlastnich vektorti {v,,, ..., vy, } (tvoii bazi):

xo = kivy, +kavp, + -+ kmva,,

muZzeme feSeni x (1) zapsat obdobné jako v nasledujicim p¥ipadé raznych vlastnich hodnot
vytknutim A} takto
X(Vl) = An(klv/\l + sz)\z + -+ kmv/\m)
kl/\alv/\l + kz/\gv/\z + -+ km/\:lnv/\m
= M(kva, + k() "Va, + -+ (52)"va,)
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Pevnym bodem systému (5) je pocétek, ktery je asymptoticky (dokonce exponencidlné) stabilni,
pokud |A1| < 1.V pFipadé [A1] > 1 je potatek nutné nestabilni. Je-li |A1| = 1, nemiiZe byt pocatek
asymptoticky stabilni.

Linearni diferen¢ni rovnice byvaji ¢asto zapsany ve tvaru

O=amx(n+m)+ay_1x(n+m—1)+---+agx(n).

2 vz

V takovém piipadé hleddme vlastni ¢isla jako kofeny charakteristického polynomu

p(A) = aA™ + ay A"V .

Poznamka 15. Podkud je leva strana rovnice nenulova, tj. ve tvaru f(t) = ... (nehomogenni rovnice),
pak obecné feSeni nehomogenni rovnice je souctem libovolného partikuldrniho rfeSeni nehomogenni rovnice
a obecného Feseni pfislusné linedrni homogenni rovnice (s nulovou levou stranou).

Polynom p(A) je ve skute¢nosti charakteristickym polynomem det(A — AI) linearniho systému

x1(n+1) = x(n),
Xp—1(n+1) : Xm (1),
xm(n+1) = —(am_1xm(n) + - +agx1(n)),

kde x1(n) = x(n).

Piiklad . Najdéte obecné feseni linedrniho systému

xi(n+1) = x(n)+ %xz(n)
x(n+1) = x(n)+3x(n).
Resent:
1 1
Matice systému: A = ( 1 %)
2
1—-A % 2 5 1
3 -

Matice systému md vlastni ¢islaA =2a Ay = %

Pfislusné vlastni vektory spliiuji Avy = 2v; a Avy = %V22

-1 1 1

/\1:2: (1 _21> V1:(2>
1 11 ? 1
ek (3 5) wu=()

Zavedme vhodnou linearni transformaci.

x=Tu = x(n+1) = Ax(n)
Tu(n+1) = ATu(n)
u(n+1) = T 'ATu(n)
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Matice systému bude v Jordanové tvaru < ), pokud T = (vq, vp).

Ni— O

0

() = (2 1) ()

Systém se tedy rozpadne na dvé samostatné rovnice.
ur(n+1) = 2u(n)
wn+1) = luy(n).

Reseni: u (n) = ¢12", up(n) = c»(3)"

Reseni ptivodniho systému tedy dostaneme zpé&tnou transformaci.

o uiy\ 12" . At e [ 1) C12H+C2(%
=7 (1) = (i) = () o (1) = (302

Piiklad . Najdéte obecné feseni linedrniho systému

)

x1(n+1) = —4x1(n)+9x(n)
xa(n+1) = —4x1(n)+8xx(n).
Resent:
. oA (49
Matice systému: A = (_ 4 8)
—4-A 9

det(A—/\I):‘ ‘:/\2—4/\+4:(/\—2)2:0

—4 8§—A

Matice systému ma dvojndsobné vlastni ¢islo Ay = 2

wea (42) ()

s deficientnim vlastnim vektorovym prostorem. Vytvofime proto druhy vektor spliiujici

Avy = Aqvy + vy,
-6 9 3 1
Avy = Aqvp + vy @ (_4 6 2) V) = <1>

Vektory {vq, vy} tvoFi bazi zobecnéného prostoru vlastnich vektort.
Zaved'me vhodnou linearni transformaci.

x=Tu = Tu(n+1) = ATu(n)
u(n+1) = T 'ATu(n)

Pro T = (v1,vy) bude matice systému v Jordanové tvaru. Nasobenim matic dostédvame:

ewr= (L NEDE DL DG )-G o)
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V pfipadé, Ze by $lo o nedeficientni prostor vlastnich vektorti a nevytvareli bychom zobecnény
vlastni vektor, byla by v pravém hornim rohu Jordanovy matice nula.

(tn 1) = (0 2) (ai)
u(n+1) = 2uy(n)+ux(n)
uy(n+1) = 2uy(n)

Systém se tentokrat nerozpadne na dvé samostatné rovnice, ale lze jej “zespodu vyfesit”.
ReSeni:  up(n) = 2", dosazenim do prvni rovnice mame

ur(n+1) —2uy(n) = c2"

Jde o nehomogenni linearni diferenéni rovnici 1. fddu. Mtizeme ji fesit nap¥. vyndsobenim faktorem
27" nebo variaci konstanty.

w(n+1)27" = 2m(n)27" = M - g = oy

Posloupnost w(n) = 21”(7"1) ma konstantni diference, je to linedrni posloupnost s diferenci ¢,, tedy

up\n) __ .
—2,1(,3 =c1+on, .

up(n) = (1 +cpn)2" !

Reseni ptivodniho systému dostaneme zpétnou transformaci.
u c1 + con)2" 1 1 (3 1
x=T (u;) = (v1,v2) <( ! szzn) = (c1 4 con)2" ! 2 T 22" 1) =

_ ((Bc1 +3con+ 20,)2" 1
(c1+con +cp)2" ‘
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Nelinearni autonomni systém
Nelinearni tilohu (4) s pevnym bodem x( 1ze posunutim tohoto bodu do poc¢atku pfevést na tvar
x(n+1) = Ax(n) + g(x(n)), ©6)

kde A = Df(xg) je Jacobiho matice f v singularnim bodé xp a g(x) = o(|| x ||) pro || x [|— 0, asto
dokonce || g(x) [[< k|| x||®>na || x ||< a (a > 0, k > 0). Podobné& jako pro spojity systém lze pomoci
diskrétni analogie Gronwallova lemmatu ukézat, Ze v pfipadé, Ze A ma pouze vlastni hodnoty s
absolutni hodnotou mensinez 1, existuji 0 < a < 1ab,c > 0 takové, Ze kazdé feseni (6) s pocatecni
podminkou x(0) =&, || € ||< b splituje pron > ng

Ix(n) [I< e &1 "

Dostavame tedy analogii Ljapunovovy véty pro diskrétni pfipad, tedy nasledujici tvrzeni:

Véta (analogie Ljapunovovy véty): UvaZujme systém (4) a jeho pevny bod xg. Oznaé¢me J =

Df(xp) Jacobiho matici v bodé xg. Pak x je stabilni, jestlize vSechna vlastni &isla Ay, Ay, ..., Ay
matice J spliwji [A;| < 1. (Takovy pevny bod nazyvame atraktorem.)

Definice: Pevny bod x¢ systému (4) nazveme hyperbolickym pevnym bodem, jestlize Zddn4 z
vlastnich hodnot pfislugné Jacobiho matice J = Df(xo) nema jednotkovou velikost.

Véta (analogie Grobmanovy-Hartmanovy véty o linearizaci):
Systém (4) je v okoli svého hyperbolického pevného bodu xj lokalné topologicky ekvivalentni
se svou linearizaci

x(n+1) = Df(xo)x(n).

Poznamka 16. Fazové portréty dvou systémi tvaru (4) v okoli hyperbolickych pevnych bodi xg a yq jsou
lokalné topologicky ekvivaleni pravé tehdy, kdyz tyto pevné body maji stejny pocet m_ a m_ vlastnich
hodnot s |[A| <1 a [A| > 1.

Poznamka 17. Fizové portréty v roviné.
UvaZujme dvourozmérny systém

x(n+1) = f(x(n)), x=(x1,x)" € R?,

kde f je hladka funkce. P¥edpokladejme, Ze x = xq je pevny bod zobrazeni f, tj. f(xg) = xo, a J = Df(xq)
je pfislusnd Jacobiho matice. Matice ] ma pak dvé vlastni hodnoty Aq, Ay, které jsou kofeny charakteristické
rovnice

det(J—AI) = A2 —0A+A =0,
kde 0 = tr] = A + A, je stopa Jacobiho matice a A = det] = A A, je jeji determinant.
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-
Véta: Postacujicimi podminkami asymptotické stability pevného bodu diskrétniho systému (4)

v roviné jsou podminky

Al = |det]]| <1,
1—-c+A = 1—tr]J+det] >0
1+c+A = 1+4+tr]J+det] >0.

Poznamka 18. Dostali jsme zcela analogické vysledky jako ve spojitém pripadé. Nelinedrni systém mazeme
v okoli hyperbolickych pevnych bodil vnimat jako mirné deformovany linearni systém, jehoz chovani se od
nelinedrniho nijak kvalitativné nelisi.

Topologicka klasifikace hyperbolického pevného bodu v roviné:

(my,m_) vlastni hodnoty fdzovy portrét stabilita
[ ]
o\ uzel
Cen
(0,2) L stabilnf
E : } (,) ohnisko
] [ ]

[ ]
L]

[ ]

o

sedlo nestabilni

° :\ uzel

(2,0) nestabilni

w U ohnisko
o oo
[ ]

ISP PR
PP @
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Piiklad . Najdéte vlastni &isla a podle nich klasifikujte systém (zpoZdénd logistickd rovnice)
x(n+1) = rx(n)(1-y(n)),
y(n+1) = x(n)

v okoli jeho pevnych bodii pro r € (0,1).

z

Reseni:
Z druhé rovnice mame y = x, coz davé po dosazeni do prvni rovnice rx(1 — x) = x.
Pevné body jsou dva [0,0] a [ﬂ ﬂ] .

r’or
Jacobiho matice je ] = Df(x,y) = <r(1 1_ 2 _gx)’
r 0

100=(] 9),
vlastni &isla spliuji det(J — AI) =

det(J — AI) = Y

r—A 0‘

A =0<1, A3 =r <1, tedy [0,0] je STABILNI UZEL.
_1 7‘_ 1 1—7r
= (1 1)
det(J — AI) = ’

1-A 1—7

) A =A2—A—(1-7),

—1+£+/1+4(1—
Mo = 2+ ( , tedy [=1, =] je NESTABILNI (sedlo nebo uzel).

Poznamka 19. Pro¢ pro spojity pfipad je u vlastnich hodnot kritickou mezi Re A = 0 a pro diskrétni
|A| = 1?7 UvaZzujme nejjednodussi linedrni diferencidlni rovnici s vlastni hodnotou A

X = Ax.

Jejim Fedenim je x(t) = ce™ = c(e!)*. Tato funkce bude konvergovat k po&atku, pokud |e!| < 1, resp.
Re A < 0. Pro opacné nerovnosti bude divergovat.
Analogickd linearni diferenéni rovnice s vlastni hodnotou A je

x(n+1) = Ax(n).

Jejim FeSenim je x(n) = cA”". Tato posloupnost bude konvergovat k poé¢atku, pokud |A| < 1 a pro
opacnou nerovnost bude divergovat.

2 Nz

Co se stane s trajektoriemi v okoli singuldrniho bodu, ktery neni hyperbolicky, je tezké Fict.
Rozhodné ndm na odpovéd na tuto otdzku nestaci znat pouze prvni derivace funkei popisujicich
dynamiku. Ukazuje se, Ze je situace jesté daleko sloZitéjsi, neZ by se na prvni pohled mohlo zdat.
Nelinedrni perturbace mohou v okoli singuldrnich bodi ovliviiovat nejenom jejich stabilitu, ale
mohou byt ptivodci nelinedrnich jevi, které jsme zatim nevidéli.
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Nelinedrni dynamika mtize vysvétlovat vznik limitnich cyklf (v ekonomii modelovat vznik
endogennich hospodarskych cykld, v biologii cykly populaci predéatora a kofisti), hysterezi a
bistabilni stavy (v enzymatické kinetice modeluje biochemické procesy déleni butiky, v neuroscience
modeluje excitabilitu neuront, v populacni biologii jevy nenadélych pfemnozeni apod.), déle napt.
vznik chaotického chovéni a citlivosti na po¢ate¢ni podminky (v modelech pocasi, populacnich
modelech nebo modelech srde¢niho rytmu).

Vsechny tyto modely maji spolecné to, Ze v "béZzné”situaci jsou ustaleny pravé do stabilniho stavu,
stabilnfho singularniho bodu a vychyleni z poc¢ate¢nich podminek nebo mald zména parametrt
systému toto nijak kvalitativné neovlivni. V situaci, kdy tyto "béZzné”hodnoty parametrti opustime,
miZze dojit (a ve vySe uvedenych modelech také dochdazi) ke kvalitativni zméné chovani
dynamického systému. Tato zména se nazyva

BIFURKACE DYNAMICKEHO SYSTEMU.
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Systémy zavislé na parametrech, bifurkace
Uvazujme systém diferencidlnich rovnic s parametrem tvaru

x = f(x,€), 7)

kde x € X = IR™ je vektor proménnych, € € RF je vektor parametrt a vektorové funkce
f:R" x RF — R™ je dostate¢né hladka.
Jestlize f(xp, &) = 0, ma systém (7) singularni bod x( pro parametr € = g a linearizovany systém v
tomto bodé je

u= Df(XO,{-‘,())u,
kde Df(x,&p) znadi Jacobiho matici v bodé xo pro parametr ¢ = g.
Je-li pro gy singularni bod xo hyperbolicky, je linedrni transformace Df(xg, &) : R" — R"
invertibilni a véta o implicitni funkci zarucuje lokalné existenci a jednoznac¢nost ktivky € — B(e),
ktera spliiuje B(go) = xg a f(B(€),€) = 0, tedy B(e) odpovida singularnimu bodu pro parametr e.

Navic, pokud Df(xg,&9) ma m4 a m_ vlastnich hodnot s kladnou resp. zépornou redlnou ¢asti, bude
mit v okoli & Jacobiho matice Df(B(€),€) stejny pocet m - a m_ vlastnich hodnot s kladnou resp.
zapornou realnou casti.

Uvazujme systém diferen¢nich rovnic s parametrem tvaru

x(n+1) = £f(x(n),g), 8)

kde x € X = IR™ je vektor proménnych, &€ € IRF je vektor parametrt a vektorové funkce
f:R" x RF — R™ je dostate¢né hladka.
JestliZe f(xo,€0) = X9, ma systém (8) pevny bod x( pro parametr € = g a linearizovany systém v
tomto bodé je

u(n+1) = Df(xo,&)u(n),
kde Df(xg,&g) znadi Jacobiho matici v bodé xg pro parametr € = g.
Je-li pro gy pevny bod x hyperbolicky, je linearni transformace Df(xg, &) — I : R" — R"
invertibilni a véta o implicitni funkci zarucuje lokalné existenci a jednoznac¢nost ktivky € — B(e),
ktera spliuje B(eo) = xo a f(B(¢€),€) = B(e), tedy B(g) odpovidd pevnému bodu pro parametr e.

Navic, pokud Df(xg,&9) ma m4 a m_ vlastnich hodnot s velikosti vétsi resp. mensi nez 1, bude mit v
okoli &) Jacobiho matice Df(B(¢), &) stejny pocet m a m_ vlastnich hodnot s velikosti vétsi resp.
mensinez 1.

Hyperbolicky rovnovéazny bod bude mit tedy pro parametry € dostate¢né blizké g; stejné
kvalitativni vlastnosti (stabilitu, nestabilitu, dimenze stabilni a nestabilni variety). V okoli
hyperbolického rovnovéazného bodu zavislého na parametru je tedy tento systém tzv. strukturalné
stabilni, tj. perturbovany systém je s nim lokalné topologicky ekvivalentni.

V piipadé, Ze ma Jacobiho matice Df(xp, &y) néjakou vlastni hodnotu s nulovou redlnou ¢asti ve
spojitém ptipadé nebo s velikosti rovnou 1 v diskrétnim p¥ipadeé (mg # 0), neni zarucena existence
ani jednoznacnost kiivky B(g), tj. pfi perturbaci muze dojit k zaniku rovnovazného bodu (v kazdém
okoli &)), nebo k vzniku nové vétve rovnovaznych feSeni (odtud vznikl ndzev, rozvétveni =
bifurkace) a samozfejmé pti pfechodu £y miize dojit ke zméné stability, dimenze stabilni a nestabilni
variety, tedy obecné k lokélni kvalitativni zméné chovani systému.
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Definice: Lokalni bifurkaci systému (7) resp. (8) v okoli rovnovazného bodu (xo, &) s kritickou
hodnotou parametru ¢ = gy rozumime vyse uvedenou kvalitativni zménu dynamiky v okoli

kritické hodnoty &y, tj. fdzové portréty v okoli singuldrniho bodu xg pfi pfechodu pfes bifurkaéni
parametr £y nejsou lokalné topologicky ekvivalentni.

Poznamka 20. V okoli nehyperbolického singularniho bodu, kde dochazi k bifurkaci, je systém strukturalné
nestabilni.

Jednoparametrické bifurkace ve spojitém piipadé

V nasledujicich kapitolach se zblizka podivame na situace, kdy se chovani spojitého systému
lokalné kvalitativné méni pravé diky nehyperbolicité singuldrniho bodu. Ptjde o bifurkace zévislé
na zméné jednoho parametru, proto mluvime o jednoparametrické bifurkaci, nékdy o bifurkaci
kodimenze jedna. V prostoru k parametrii je totiz takova bifurkaéni hranice oddélujici od sebe
strukturalné stabilni oblasti (k — 1)- rozmérnou varietou, ma tedy kodimenzi 1.
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Bifurkace sedlo-uzel, fold, limitni bod

Uvazujme diferencidlni rovnice s parametrem tvaru

t=¢—x%, xeR e€R. 9)
Singularn{ body splituji f(x, ) := e — x? = 0, j. lei na kiivce e = x%. Pro e < 0 systém (9) nema
zadny singuldrni bod, pro ¢ = 0 je singuldrni bod xy = 0 a pro € > 0 jsou singuldrni body dva
x = 4+/e. Parametr ¢ = 0 je tedy bifurka¢ni hodnotou a pfi jeho prechodu v okoli po¢atku dochazi k
lokélni bifurkaci typu fold (ohyb). Bod (xg,€9) = (0,0) je tzv. limitnim bodem. V§imnéte si, ze
vlastni hodnota A = Df(0,0) = 0.
Bifurka¢ni diagram bifurkace typu fold:

e<0 e=0 e>0

sl
T

Ktivka odpovidajici stabilnimu singuldrnimu bodu se zakresluje plnou ¢arou (plny bod),
nestabilnimu bodu pak ¢arkované (prazdny bod).

Véta: Predpokladejme, Ze jednodimenziondlni jednoparametricky systém (rovnice)
¥=f(x,a), xeR, a€R, (10)

kde f je hladkd funkce, ma pro & = 0 singularni bod x = 0a A = f,(0,0) = 0. Pfedpokladejme,
Ze jsou splnény podminky

fxx(0,0) #0 podminka nedegenerovanosti,
fx(0,0) #0 podminka transverzality.

Pak je (10) v okoli poc¢atku lokalné topologicky ekvivalentni systému v normalni formé fold
bifurkace

y=de+y?

=

Bifurkace tohoto typu (fold) se nazyva také bifurkace sedlo-uzel. Systém (9) je tzv. normalnim

tvarem pro bifurkaci sedlo-uzel. Znaménko fy(0,0) pak uréuje znaménko u x? v normalnim tvaru,
znaménko f,(0,0) uréuje znaménko u «.
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Kazd4 jednoparametricka diferencidlni rovnice tvaru (10) spliiujici podminky véty je lokdlné
topologicky ekvivalentni s jejim normalnim tvarem. Ti, ktefi chtéji védét, jak najit onen nezndmy
homeomorfismus z definice topologické ekvivalence, kliknéte ZDE.

Podminka nedegenerovanosti zarucuje, Ze nejde o jiny typ bifurkace, podminka transverzality
zarucuje, Ze pfi pfechodu parametru pfes kritickou hodnotu skute¢né dochazi ke kvalitativni
zméné (vzniku ¢i zadniku singuldrnich boda).

Ve vicerozmérném piipadé k této bifurkaci dochazi v p¥ipadé, zZe Jacobiho matice J ma praveé jednu
vlastni hodnotu s nulovou redlnou ¢ésti, a to nulovou, hledame tedy det] = 0.

Jednoduchym vicerozmérnym pfipadem je dvourozmérny systém

X = s—xz,

y = -
jehoZ centralni varieta je osa x, jejiZ dynamika je vySe popsana, a osa y je stabilni jednorozmérnou

varietou. P¥i pfechodu pfes bifurkaéni hodnotu parametru ¢ = 0 tedy dochazi ke kvalitativni zméné
- typu sedlo-uzel. Odtud nazev bifurkace.

Y Y
v
- x
«\\?\\\
e<0 e=0 e>0
Animace.

Model vylovu

Uvazujme konstantné lovenou populaci (napf. tutiakil) modelovanou logistickou rovnici
Xx=rx(1—%)—h=f(xh)

s mirou rastu r > 0, vylovem i > 0 a kapacitou prostiedi K > 0.
Vylov h je parametrem, ktery ovliviiuje existenci rovnovazného stavu

x _ K K2 KK
Np=2E\V T -5

Bifurkace typu fold nastdva v p¥ipadé, Ze pro singuldrni bod v kritické hodnoté parametru plati
fe(x*, h*) =r— %x* =0,

tj. pokud plati



coZ je praveé splynuti singuldrnich bodt x; a x; v jediny. To nastavé pro kritickou hodnotu
parametru h:

K
b=
ProtoZe fix = —2 # 0a f; = —1 # 0, jsou splnény podminky nedegenerovanosti a transverzality

bifurkace typu fold. Pokud vylov pfekro&i tuto prahovou hodnotu #*, populace nutné vymfe.

Piiklad. Analyzujte model v programu Matcont.
P¥iklad . UkaZte, ze v parametrickém systému

= x—y+1

y = yz —2x —¢
dochazi k bifurkaci sedlo-uzel, najdéte kritickou hodnotu parametru € a nakreslete bifurkaéni diagram.
Resent:
Dosazenim x = y — 1 do pravé strany druhé rovnice dostdvame podminku, Ze singuldrni bod
spliuje y* — 2(y — 1) — e = 0, 4.

Zj:\/4;4(2—s) C1iviTT

Yip =

pro g9 = 1je singularni bod [0, 1] limitni,
pro & < 1 singuldrni body nejsou,
pro ¢ > 1jsou singularni body dva [+ve— 1,1+ Ve —1].

Jacobiho matice ma tvar

Dt = (1 3)

v singularnich bodech plati
1 -1
J=Df(£Ve—11+Vve—-1) = (_2 214 \/e——l)) .
det] = £2vVe—1 = AAp
tr] =3£2ve—1=A; 4+ A, >0proe > 1vokolil.

Bod [vVe—1,1+ Ve — 1] je tedy nestabilni uzel
abod [—\/S —1,1—ve— 1] sedlo.

V kritické hodnoté parametru ¢y = 1 dochdazi k bifurkaci typu sedlo-uzel.
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nestabilni uzel __.

Pro hledani vhodnych “adeptt”pro jednoparametrickou bifurkaci sedlo-uzel vicerozmérného
systému tvaru (7)
x = f(x,€)

miiZzeme pouZit jednoduchy algoritmus. Hleddme FeSeni soustavy rovnic:

f(x,e) = 0,
detDf(x,e) = 0

vzhledem k x a jednomu z parametri.

Zda skute¢né dochazi k bifurkaci sedlo-uzel mtiZeme ovéfit az spoctenim vlastnich hodnot Jacobiho
matice Df(x, €) v okoli kritické hodnoty &y (vétsinou fixujeme slozky aZ na jednu), pfitom Jacobiho
matice je vypoctena v singuldrnim bodé x = B(e), ktery zavisi na parametru.

Druhé moznost je vhodné transfomovat systém (7) tak, aby se “vyloupla”jedna diferencialni
rovnice, kterd bifurkaci zptisobuje a zde pouzit vétu o jednodimenzionalni jednoparametrické
bifurkaci sedlo-uzel. Riké se tomu redukce systému na centrdlni varietu.

NS

KdyZ se nad timto trochu zamyslime, zjistime, Ze ani jedno nebude pro sloZitéjsi systémy
“ruéné”spocitatelné. Proto pro vicerozmérné systémy nastupuji kontinua¢ni programy jako je
XPPAUT s AUTO nebo Matcont, v jejichZ pozadi ovSem jedna z téchto metod bézi alespon

numericky.
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Hystereze a nahlé skoky

Systém s hysterezi mé& pamét’. V deterministickém systému bez hystereze je mozné predpovédét
vystup pouze v zavislosti na ¢ase, v systému s hysterezi to nelze, kromé ¢asu musime znat i
“cestu”vstupu, tedy trajektorii, kterou vstup prosel, nez dosahl urcité hodnoty. Hystereze vykazuje
typicky zpozdéni pfi ndvratu do ptivodniho stavu. Znama4 je hystereze u feromagnetickych
materialti, které po vystaveni magnetickému poli vykazuji néjakou dobu magnetické vlastnosti,
poté dojde k zéniku vnitfniho magnetického pole. Tento jev se ale objevuje i v jinych oborech -
biologii, mediciné, ekonomii apod.

2. stabilni stav ferromagnetu - zmagnetizovany

LP

LP

1. stabilni stav ferromagnetu - nezmagnetizovany

»

parametr - sila vnéjsiho magnetického pole

Model populace obalece Choristoneura Occidentalis
Spruce Budworm Model

V roce 1978 byl vytvoren model populace obalece, ktery je v Kanadé sktidcem jehli¢natych lesti.
Model umoZnil pochopit dynamiku populace obalece a mechanismus vzniku skokovych zmén, kdy
dochézi k jeho pfemnoZeni. Na zdkladé modelu je moZzné populaci obalece kontrolovat.

Populace obale¢e bude modelovéna logistickym modelem rtistu

= 1——
N rN( K)'

kde N je populace, r > 0 mira rtistu populace a K > 0 kapacita prostiedi (v pfipadé obalece je dana
hustotou jehli¢i). Singularni bod N = K je asymptoticky stabilni, pocatek nestabilni, feSeni 1ze
dokonce nalézt v explicitnim tvaru.
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BN?2
V modelu populace obalece je na pravé strané navic funkce predace ptaky p(N) N

T AT+ N?
(analyzujte pribéh funkce), ktera md sigmoidni charakter (4, B > 0), .
. N BN?
N = VBN <1 - ?) - m, (11)

pficemz rg > 0 znadi nikoliv miru rtistu populace (birth - death rate), ale miru pfirtistku nové
vylihlé populace, birth rate.

V této rovnici Ize zmensit pocet parametrti (zménou méfitka populace a ¢asu) substituci

N Bt A K
X=—,T=—,1r= ﬁ, q= Zadostanemetak

A AT B
2
8 X X

Je zitejmé, Ze x = 0 je nestabilni singularni bod (pro¢?). Dalsi singularni body spliuji rovnici

By I
q)  1+x%

Graficky mtizeme singularni body najit jako priaseciky pfimky s nelinearni k¥ivkou:

Je ziejmé, Ze v pfipadé vyznaceném na obrdzku jsou nenulové singuldrni body tfi, vnéjsi dva
stabilni, vnitfni nestabilni. Pfi malé zméné parametrt miize dojit k zaniku jednoho z téchto
stabilnich bod. Pfi zaniku bodu x; tedy dochazi i pfi relativné nizké velikosti populace k
prudkému pfemnozeni, které navic vykazuje hysterezi.

Varietu odpovidajici singuldrnim bodiim mtiZeme zobrazit zavisle na obou parametrech - r a 4.
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Tento typicky ohyb (fold - pfeloZeni) se nazyva katastrofa bodu vratu - cusp catastrophe. Jde o
bifurkaci dvouparametrickou. Schéma bifurka¢niho diagramu se v takovém ptipadé zakresluje do
prostoru parametrd, ktery je bifurka¢nimi hranicemi (odpovidaji limitnim bodtim bifurkace
sedlo-uzel) rozdélen na strukturalné stabilni oblasti, tj. oblasti s topologicky ekvivalentnimi
fazovymi portréty.

r

1 singularni bod

DO |

Piiklad. Analyzujte model v programu XPPAUT a vykreslete bifurka¢ni diagram pomoci
programu AUTO nebo v programu Matcont.

Zkuste interaktivni aplet
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http://www.aw-bc.com/ide/idefiles/media/JavaTools/wormhyst.html

Model vzniceni

Prostudujte model vzniceni.

Model koroze homogenniho kovu

Vytvoite ode soubor podle védeckého ¢lanku.

Priklad. Najdéte model (v knize, ¢ldnku), ktery je popsan diferencidlnim systémem, v némz
dochazi k bifurkaci sedlo-uzel.
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http://people.maths.ox.ac.uk/~fowler/courses/tech/hyst.pdf
http://85.122.26.3/old/ANALE/Anale_1997_1998/An_Univ_Iasi_1997_1998_24.pdf

Teorie katastrof

Katastrofa bodu vratu - cusp catastrophe - je jednou z tzv. elementarnich katastrof, které vznikaji v
dynamickych systémech.

Velmi typické jsou takové systémy, které maji pomalou zménu kontrolnich parametrt a rychlou
zménu stavovych proménnych, k pfechodu do rovnovéhy tedy dochédzi témét okamZité. Pokud

v takovém p¥ipadé varieta rovnovaznych stavti vykazuje ohyb napt. typu cusp, zména parametrti
ma za nésledek v pfedchozi ¢asti popsany jev hysterese a ndhlého skoku.

Na druhou stranu, pokud v dynamickém systému pozorujeme jev hysterese, ndhlé skoky a
bimodalitu (dva rizné stabilni stavy), mtizeme se domnivat, Ze bude mozné toto chovani vysvétlit
modelem, ve kterém dochéazi ke katastrofé.

Zakladnimi elementarnimi katastrofami jsou fold, cusp, swallowtail a butterfly katastrofy, které jsou
jevy na jednorozmérném stavovém prostoru s jednim az ¢tyfmi bifurkaénimi parametry. Bifurkaci
typu fold a cusp jsme jiz vysvétlili, k dvourozmérné bifurkaci typu cusp se jesté vratime.

Donedévna se zdalo, Ze bychom mohli takto katalogizovat katastrofické chovani dynamickych
systémt pro rtizné dimenze stavovych prostorti a kontrolnich parametr@i. V roce 1985 ale Arnold,
Gusein-Zade a Varchenko ukézali, Ze od dimenze 11 je pocet takovychto katastrof nekone¢ny.

To ale nic neméni na tom, Ze zédkladni elementarni katastrofy mohou popisovat a vysvétlovat
chovani mnohych dynamickych systémi, protoze ve strukturdIné nestabilni oblasti parametrti byva
Casto jen jeden (fold bifurkace) nebo dva parametry (cusp bifurkace), pfitom ostatni parametry
dynamického systému sice ovliviiuji systém jako celek, ale nikoliv dramatickym zptisobem.
Priklady takovychto dynamickych jev(i najdeme v mnohych oblastech. Ve fyzice to mtzZe byt
prechod latky z plynného do kapalného stavu a naopak (stavova proménna je hustota) v zavislosti
na teploté a tlaku (kontrolni bifurkaéni parametry). Skokova zména je zde var a kondezace. Pti
vysokém tlaku jiZz plyn od kapaliny nerozliSujeme - pesli jsme kriticky bod vratu.

e
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YoxMe

Dalsi oblasti, kde hysterese vysvétluje pfi¢inu nahlych skok je biologie (viz model pfemnozeni
obalece). Ukazuje se ale, Ze také na biochemické trovni tento matematicky model vysvétluje tzv.
biochemické prepinace.

Neuron vysle signél, burika se za¢ne délit, rytmus srdce se zméni. Jak dojde k této skokové zméné?
Vstupni napéti u v axonu se neméni skokové, ale postupné, pfesto najednou prekroci kritickou
hranici a axonem projde signal. Déleni buriky ovliviiuje koncentrace cyklinu. Pro¢ dojde k
jednorazovému déleni pii pfekroceni urcité koncentrace a dale se jiz burika nedéli? A kde
mechanismus havaruje a dojde k nekontorlovanému déleni a vzniku rakoviny? Kde je hranice, ktera
bézny tep srdce zméni na arytmii?

Moderni biochemie hleda odpovéd’ pravé v matematickém modelu s hysteresi. Za poslednich 20 let
tato disciplina prodélala obrovsky rozvoj pravé diky matematickym modeltim.

Stranky matematického biologa Prof. Johna J. Tysona.

Ekonomie je oblasti, kam vstupuje matematické nelinedrni modelovani, teorie bifurkaci a teorie
katastrof paradoxné pomalu, i kdyZz prvni pokusy zasahuji jiz do 70. let minulého stoleti. Je na véas to
zménit. Nahlé skoky a hysterese jsou prece typickymi jevy na finan¢nich trzich, v dynamice miry
nezameéstnanosti nebo mezd.

Inspiraci mtiZete Cerpat na strankach ekonomt, ktefi nelinedrni modely propaguij:

Stranky Prof. ]. Barkley Rossera.
Stranky Prof. Petera Flaschela.
Stranky Prof. Oliviera Bruna.
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http://www.faculty.biol.vt.edu/tyson/
http://cob.jmu.edu/rosserjb/
http://www.wiwi.uni-bielefeld.de/im-ruhestand/vwlth3.html
http://hp.gredeg.cnrs.fr/Olivier_Bruno/

Dalsi jednoparametrické bifurkace poc¢tu singuldarnich bodt

Normalni forma transkritické bifurkace

X =ex — x2 (13)
Normalni forma vidlickové (pitchfork) bifurkace
X =ex —x° (14)

Piiklad. Nakreslete jejich bifurka¢ni diagramy. Nejdfive analyzujte ru¢né, poté vyuzijte Matcont
nebo XPPAUT a AUTO.

Véta: Predpokladejme, Ze jednodimenziondlni jednoparametricky systém (rovnice)
¥=f(x,a), xeR, a€R, (15)

kde f je hladka funkce tvaru f(x,a) = xg(x,a), md pro @ = 0 nehyperbolicky singuldrni bod
x =0 (A = fx(0,0) = 0). Pfedpokladejme, Ze jsou splnény podminky

gx(0,0) #0 podminka nedegenerovanosti,

2+(0,0) #0 podminka transverzality.

Pak je (15) v okoli poc¢atku lokalné topologicky ekvivalentni systému v normalni formé tran-
skritické bifurkace

y=Feyy

Véta: Predpokladejme, Ze jednodimenziondlni jednoparametricky systém (rovnice)
¥=f(x,a), xeR, a€R, (16)

kde f je v okoli pocatku lichd funkce, ma pro a = 0 nehyperbolicky singularni bod x = 0
(A = fx(0,0) = 0). Pfedpokladejme, Ze jsou splnény podminky
fxxx(0,0) # 0 podminka nedegenerovanosti,
fxa(0,0) #0 podminka transverzality.

Pak je (16) v okoli poc¢atku lokélné topologicky ekvivalentni systému v normalni formeé vidlic-
kové bifurkace

y=Fey£y

=

Poznamka 21. Jak v pfipadé fold, tak v pfipadé transkritické bifurkace znaménko u y2 odpovida znaménku
levé strany podminky nedegenerovanosti. Podobné u vidlickové bifurkace je znaménko u y3 znaménkem levé
strany podminky nedegenerovanosti. Znaménko u € odpovida znaménku levé strany podminky transversality.
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Hopfova bifurkace

také Andronovova bifurkace nebo bifurkace vzniku limitniho cyklu.

Uvazujme systém diferencialnich rovnic s parametrem tvaru

x= ux—y—x(x*+v%),

(17)
y= x+puy—y(x*+y?),

kde x,y € Ra p € R je parametr. Singularnim bodem systému je pocatek a Jacobiho matice systému
H
1
stabilnim ohniskem, pro p > 0 je nestabilnim ohniskem. Kritick4d hodnota parametru y = 0 je
bifurka¢ni hodnotou Hopfovy bifurkace, p¥i jejim pfechodu se méni kvalitativni vlastnost - stabilita
- singuldrniho bodu. Systém (17) je normélnim tvarem Hopfovy bifurkace.

Zavedme komplexni proménnou z = x + iy. Pak

v ném ma tvar _Vl) . Vlastni hodnoty jsou tedy A1, = p i. Pro u < 0 je tedy pocatek

z=x+iy = p(x+iy) +ilx+iy) — (x +iy) (¥ + y2),

= (u+i)z—zlz|%

Eulertiv tvar komplexniho &isla z = pe’? pak dava polarni tvar systému (17):

o= plp—p?), (18)
¢ = 1 (19)

Rovnice (18) je normalnim tvarem vidlickové bifurkace. Pro u < 0 je tedy pocatek jedinym stabilnim
singularnim bodem rovnice (18). Pro p > 0 vznika dalsi singularni bod p = /i (zdpornou hodnotu
miiZeme vynechat, nemé v této reprezentaci smysl, jde o vzdélenost). Pocatek je v tomto piipadé

# > 0 nestabilni, singularni bod p = /j je stabilni. Tento odpovida stabilnimu limitnimu cyklu v
okoli pocatku.

0 0 VI
e~ p
p<0 >0

y Y

/
; 2R
1/ N
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4 Véta: Pfedpokladejme, Ze dvoudimenzionalni jednoparametricky systém
x = f(x,«), (20)
kde x € R?>, « € R, f = (f1, f»)T hladka funkce, ma pro a z okoli 0 singularni bod x = 0

aJ = Df(0,0) ma vlastni hodnoty A1, = p(a) + iw(a), kde p(0) = 0 a w(0) = wp > 0.
Predpokladejme, Ze jsou splnény podminky

11(0) #0 podminka nedegenerovanosti,
ua(0) # 0 podminka transverzality.
Pak je (20) v okoli po¢éatku lokalné topologicky ekvivalentni systému v normalni formé Hopfovy
bifurkace
i = +eu—v+u(u®+0?),
u 4 +ev + o(u® 4+ 0%).

Poznamka 22. Cislo [;(0) se nazyva prvni ljapunoviv koeficient nebo prvni ljapunovovo ¢&islo. Jeho zna-
ménko uréuje znaménko u nelinedrnich &lend v normélnim tvaru. V pfipadé, Ze 11(0) < 0, je systém
ekvivalentni nami dfive studovanému se stabilnim limitnim cyklem, mluvime o superkritické Hopfové bi-
furkaci. V pfipadé [1(0) > 0 jde o subkritickou Hopfovu bifurkaci s nestabilnim limitnim cyklem. Pokud je
prvni ljapunoviiv koeficient nulovy, jde o Bautinovu bifurkaci, kterou je tfeba popsat dvéma parametry a pfi
které dochazi napt. k vzniku a zaniku dvou blizkych limitnich cykld. Vypocet ljapunovova koeficientu je za-
loZzen na transformaci plvodniho systému do lokalné topologicky ekvivalentniho systému v normalni formé.
My si uvedeme pouze "kucharku” na jeho vypocet. Znaménko u ¢ urcuje zase podminka transversality.

Ve vicerozmérném piipadé k této bifurkaci dochazi v p¥ipadé, ze Jacobiho matice J ma praveé dvé
ryze imaginarni komplexné sdruzené vlastni hodnoty. Ve dvourozmérném piipadé tedy hleddme

trJ = 0 za predpokladu detJ > 0. Perioda cyklu vznikajiciho v okoli pocatku je T = 2Z, protoze

w
fesen{ (20) je blizké funkci et = cos wt + i sin wt.
Matice J = D£(0,0) ma podle pfedpokladii dvé ryze imaginarni vlastni hodnoty A1, = +iwyp. Jim
piislusné (komplexni) vlastni vektory v, V jsou také komplexné sdruzené. Ozna¢me T matici
slozenou z redlné a imaginarni ¢asti vlastniho vektoru pfislusného vlastni hodnoté —iwy, tj.

T = (Rev,Imv).

-1 . 0 —wy
o (9

x=Tu

Pak plati

a transformace

pak pfevadi systém
x = f(x,0) = Jx + F(x),
na systém
=T JTu+ T 'F(Tu). (21)
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P(uy, uz)
Q(ur, uz)
koeficientu /4 (0) a uréuje stabilitu nebo nestabilitu limitniho cyklu vznikajiciho v okoli kritické
hodnoty Hopfovy bifurkace.

Prévé nelinearni ¢ast ( ) = T~ 'F(Tu) je podstatné pro vypocet prvniho ljapunovova

Oznacéme Pj11 3. derivaci nelinedrni ¢asti prvniho fadku podle prvni slozky u; vektoru
u = (u1,uz)" v nule, 4.
_ PP(urup)
P11 = T\ulzo,@:o-
Podobné napt. Q1, bude znacdit 2. derivaci nelinedrni ¢4sti druhého fadku podle prvni a druhé
slozky vektoru u v nule, j.
— azQ(ul/uz
Qu=—Ziam"

)
U101y ‘ulzoluzzo'

Prvni ljapunoviiv koeficient pak vypocteme podle vzorce

11(0) = g=(Pi11+ Pioo+ Quia + Qo)
+8%J5 [P12(P11 + P2p) — Q12(Q11 + Q) — P11Q11 + P Qo).

Je super, Ze mdme kontinua¢ni numerické programy jako XPPAUT a nemusime to vzdy délat...

Chemicky model Bruseldtor
UvaZujme chemické reakce

A b ox
B+X B v4c
2X+y 8 3x
x % p
za pfedpokladu, ze C a D déle do reakci nevstupuji a koncentrace [A] a [B] se udrZuji konstantni,
kinetické rovnice reakce popisuje systém
G = kAl - kB k[XPY) - k[X],
= XP[y].

|
~
N
=
>
|
o~
(e8]

Ozna¢me x = [X] %, y=[N/ga= [A}% % b= [B]%, T = kyt, pak 1ze systém zjednodusit

4 7
na tvar
¥= a—(b+1)x+x%,
(b+1) R )
y= bx — x%y.
Pfiklad. UkaZte, Ze pro b = 1+ a* dochézi v systému (22) k superkritické Hopfové bifurkaci.
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Selkoviv model glykolyzy

Piiklad. Prostudujte dynamiku modelu glykolyzy, ktery ma (po zmensSeni poc¢tu parametrti) tvar

X = —x+ay+x2y,

23
y= b—ay—xzy. @)

Analyzujte pomoci XPPAUTu nebo Matcontu.
Pavodni Selkovav ¢lanek.

Animace.

Model neuronu
FitzHugh-Nagumiiv Model

V roce 1948 provedl Alan Lloyd Hodgkin pokusy, pfi kterych zavadél stejnosmérny proud rtiznych
velikosti do axonti nervovych bunék a sledoval, Ze nékteré hodnoty proudu vyvolaly série impulz
o rtiznych frekvencich, jiné vyvolavaly jen jeden impulz nebo byly bez odezvy. V roce 1952 pak A. L.
Hodgkin a Andrew Fielding Huxley publikovali sérii ¢lankd, ve kterych popsali toky elektrickych
proudi povrchovou membranou nervového vldkna matematickym modelem, ktery je dnes zndmy
jako Hodgkin-Huxleyho model. Sestava ze soustavy 4 nelinearnich diferencialnich rovnic, které
velmi dobfe popisuji chovéani neuronu. V roce 1961 Richard FitzHugh publikoval zjednoduseny
model, ktery vykazuje obdobné chovani, protoze je zjednodusenim projekce 4-rozmérného
Hodgkin-Huxleyho modelu na jeho tzv. centralni varietu.

Y— Va-V)(V-1)—w+]1, (24)
W= bV —cw.

V zastupuje membranové napéti, I je velikost vstupujiciho proudu. Ostatni parametry i stavova

proménnd w vychézeji z popisu kinetiky chemickych reakci na membréné axonu (pfenos signalu je

zprostfedkovan zménami koncetraci ionttt K, Na™, CI~ a anionty bilkovin). Druhd rovnice je

obnovovaci, ma pomalejsi odezvu a umoziuje vznik impulzu, ktery nasledné ukon¢i. Na paramer a

neklademe zatim znaménkové podminky, b, ¢ > 0.

Priklad. Najdéte podminky pro vznik Hopfovy bifurkace a ukaZte, Ze pokud vznik4, jde o
superkritickou bifurkaci.

Priklad. Vytvofte bifurka¢ni diagram pro vhodné parametry.
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http://www.medicine.mcgill.ca/physio/mackeylab/courses_mackey/pdf_files/selkov-68.pdf

Y v

Model sifeni reklamy

Piiklad. Na zdkladé védeckého clanku vytvorte ode soubor a pomoci XPPAUTu ovéfte tvrzeni z
kapitoly 2.1 o vzniku superkritické Hopfovy bifurkace.

Priklad. Spoctéte kritickou hodnotu parametru @ Hopfovy bifurkace a prvni ljapunovtv koeficient.

Model déleni buriky

Otevite webovou stranku modelu.
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Viceparametrické bifurkace

Co se stane, pokud budeme ménit vice nez jeden parametr dynamického systému? V okoli
hyperbolické rovnovahy nic moc, rovnovaha v néjakém okoli ztistane stile hyperbolicka. Pokud ale
budeme sledovat kiivku kritického parametru néjaké jednoparametrické bifurkace, mtize druhy
parametr zptisobit

e jesté dalsi vlastni hodnoty dosdhnou kritické hodnoty (nulova redlna ¢ast v pfipadé spojitého,
jednotkova velikost v pfipadé diskrétniho systému)

e nebo naruseni nékteré z podminek zarucujicich bifurkaci daného typu - at'uz narusenim pod-
minky typu vlastni hodnoty nebo narusenim podminky nedegenerovanosti.

Spojitym prikladem mizZe byt

e jiz zminénd bifurkace typu cusp (bod vratu), kdy je narusena podminka nedegenerovanosti
bifurkace typu fold (sedlo-uzel),

e Bogdanov-Takensova bifurkace, kdy ryze komplexni vlastni hodnoty splynou v nule

e nebo fold-Hopf bifurkace, kdy vznika kromé ryze komplexnfho péaru vlastnich hodnot jesté
nulova vlastni hodnota.

Uvedeme si pouze nékteré normalni tvary a nakreslime bifurka¢ni diagramy v okoli kritickych
hodnot parametrt.

(

Véta: Pfedpokladejme, Ze jednodimenzionalni dvouparametricky systém (rovnice)
¥=f(x,a), x€R, a=(u,a)" €R?

kde f je hladka funkce, ma pro a = 0 singularnibod x = 0aplatiA = £,(0,0) = 0, fx(0,0) = 0.
Predpokladejme, Ze jsou splnény podminky

fxxx(0,0) # 0 podminka nedegenerovanosti,
(fayfray — fanfray)(0,0) #0 podminka transverzality.

Pak je uvedeny nelinearni systém v okoli pocatku lokalné topologicky ekvivalentni systému v
normdlni formé bifurkace bodu vratu - cusp

y=¢ +eyty

Na ptikladu této bifurkace bodu vratu si ukdZeme, jak vypadd bifurka¢ni diagram pro dva
parametry.

Singularni body leZi na varieté
M: e +ey+y’=0,
pfitom nulova prvni derivace, tedy podminka pro bifurkaci typu fold (sedlo-uzel) je splnéna na
kiivce spliujici navic
e2 3y = 0.
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Pokud z téchto dvou rovnic vylou¢ime y, dostaneme kiivku typického tvaru V

27¢ —4e5 =0

s bodem vratu v pocatku.

Jednotlivé vétve Ty, T, odpovidaji zaniktim dvojice singuldrnich bod v ohybech variety M, tedy
jsou to bifurka¢ni hranice bifurkace sedlo-uzel. Bifurkace bodu vratu (cusp) implikuje vznik

hystereze.
0

€2

@

27e? = 4¢3

€1 @

T

o
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Oblasti oznacené 1 a 2 jsou strukturalné stabilni oblasti, ve kterych méa systém 3 resp. 1 singularni
bod. T; a T, odpovidaji jednoparametrické bifurkaci typu fold, jsou to hranice kodimenze 1 v
2-rozmérném prostoru parametrti. Jejich prinikem je bod vratu, ktery méa dimenzi 0, tedy
kodimenzi 2 v 2-rozmérném prostoru parametrt.

Obecné v k-rozmérném prostoru parametrii bude mit jednoparametricka bifurkace kodimenzi 1,
bude tedy (k — 1)-rozmérnou varietou. Priiniky variet pfislusnych jednoparametrické bifurkaci

s

budou variety pfislusné viceparametrickym bifurkacim vyssi kodimenze.

/

Véta: Predpokladejme, Ze dvoudimenziondlni dvouparametricky systém
x=f(x,a), x€ R?, a € R?,

kde f = (fi, f2)T je hladka funkce, mé pro a = 0 singularni bod x = 0 aJ = Df(0,0) ma vlastni
hodnoty A1, = p(a) tiw(ar), kde u(0) = 0, w(0) = wy > 0al1(0) = 0. Predpokladejme, Ze
jsou splnény podminky

1>(0) #0,

a— (u(a), () jeva=0regularni.

Pak je uvedeny nelinearni systém v okoli pocatku lokalné topologicky ekvivalentni systému v
komplexni normaln{ formé Bautinovy bifurkace

2 = (e +1)z+ez|z|® +sgnly(0)z]z[*.

Cislo I5(0) je tzv. druhy ljapunoviiv koeficient a jeho vypocet je zaloZzen na podobném principu, jako
vypocet prvniho. Nebudeme jej uvadét, 1ze jej najit v literatufe napt. Kuznécov str. 310.

Bautinova bifurkace zptisobuje, Ze vlivem druhého parametru dochazi k naruseni podminky
nedegenerovanosti u Hopfovy bifurkace. Zavedenim poldrnich soufadnic z = pe'¥ dostdvame
normdlni formu ve tvaru (pfipad sgnl,(0) = —1)

p = pler+ep0”—pY),
¢ =1,

Pfitom rovnovazna feseni prvni rovnice odpovidaji limitnim cykltm. Je ztejmé, Ze p = 0
odpovidajici poc¢atku je vzdy singuldrnim bodem. Kvadraticka rovnice ale mtize mit 0 az 2 feSeni -
mohou tedy vznikat a zanikat limitni cykly.

Bifurkaé¢ni diagram ukazuje hrani¢ni k¥ivku Hopfovy bifurkace H = {(e1,¢2) : €1 = 0 } a kfivku
zaniku dvou limitnich cyklt T = {(e1, e2) : €3 + 4e; = 0,5 > 0} rozdélujici parametrickou rovinu
na strukturalné stabilni oblasti spolu s p¥islusnymi fdzovymi portréty.
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Véta: Predpokladejme, Ze dvoudimenziondlni dvouparametricky systém
x=f(x,a), x€R% ackR? (25)

kde f = (f1, f»)7 je hladké funkce, ma pro a = 0 singuldrni bod x = 0 a J = Df(0,0) # 0 ma
dvé nulové vlastni hodnoty. Pfedpokladejme, Ze jsou splnény podminky

s = sgn(byo(az+b11)) #0,
(x, ) — (f(x,a),tr Df(x, ), det Df(x, ¢)) je v pocatku reguldrni.

Pak je systém (25) v okoli poc¢atku lokalné topologicky ekvivalentni systému v normdlni formé
Bogdanov-Takensovy bifurkace

1= Y2
Yo = e1+eyy+ y% + sy1y2

Cisla ay, by a by, z podminky nedegenerovanosti jsou ptislugné koeficienty Taylorovych rozvojt

Fi(y1,y2) = 3a20y7 + - .-

Ex(y1,y2) = 3boovi + brayaya + -
transformované pravé strany systému (25) transformaci x = Ty na tvar

()= o) (1) + (Ri)

pomoci matice T sloZené z vlastnich vektortt D£(0,0) (analogicky postup jsme pouzili u vypoctu

prvniho ljapunovova koeficientu).
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Bogdanov-Takensova bifurkace se nékdy nazyva také double-zero, protoze v kritické hodnoté
parametrii o = 0 mé systém dvé nulové vlastni hodnoty. V okoli & = 0 mohou tedy vlastni
hodnoty ménit znaménko a mohou pfechazet i pfes imaginarni osu. Dochazi k degenerovani
Hopfovy bifurkace i bifurkace sedlo-uzel (fold), coz zptisobuje zanik limitniho cyklu na tzv. smy¢ce
separatrix sedla.

Analyzou systému v normélnim tvaru Bogdanov-Takensovy bifurkace pro s = —1 ziskdme
bifurkaé¢ni diagram s hrani¢ni kiivkou Hopfovy bifurkace H = {(e1,€) : €1 = 0, €5 < 0 } a kiivkou
zaniku dvou limitnich bod (bifurkace sedlo-uzel) T = {(e1, 5) : 41 — €3 = 0} rozd@&lujici
parametrickou rovinu na strukturalné stabilni oblasti spolu s p¥islusnymi fazovymi portréty. Ve
tfetim kvadrantu ale navic dochézi k nelokalni bifurkaci zaniku smycky separatrix (jde o tzv.
homoklinickou bifurkaci smycky separatrix sedla), kterd ma v okoli pocatku tvar

P={(e,€2) 161 = — €3 +0(e3), e < O}.

P | @ D ®<(
@< 0 €1 T;/Q\
® /B~

D
X

Vsechny uvedené jedno a dvouparametrické bifurkace spojitych systémt byly lokalnimi
bifurkacemi v okoli singularnich boda. V jejich blizkosti ale obecné vznikaji také nelokalni bifurkace
(zdvojeni limitniho cyklu, smycka separatrix sedla). Dalsi bifurkace mohou vznikat napt. v okoli
homoklinickych a heteroklinickych trajektorii, tedy trajektorii vystupujicich z jednoho singuldrniho
bodu a navracejicich se do néj nebo jiného singularniho bodu. Toto je ovSem jiz nad radmec naseho
udiva.

Vyznamnou bifurkaci z hlediska dynamiky a aplikaci je Silnikovova bifurkace, ktera mtize
vzniknout aZ pro trojrozmérny systém s homoklinickou trajektorii vychdazejici ze sedlo-ohniska (dvé
vlastni hodnoty komplexné sdruzené se zadpornou redlnou ¢asti a jedna kladna redlna vlastni
hodnota). V jeho okoli mize dojit k ,,divoké” dynamice se spocetné mnoha cykly a ke vzniku tzv.
spiralniho atraktoru. Dal$i vyznamnou nelokalni bifurkaci limitniho cyklu je bifurkace blue-sky.
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Redukce na centrdlni varietu

Podrobné jsme prozkoumali systémy v okoli hyperbolickych singuldrnich bodti i rovnice &i systémy;,
které maji vlastni hodnoty s nulovou redlnou ¢asti. Co se bude dit v situaci, kdy nékteré vlastni
hodnoty maji nulové a jiné nenulové realné ¢asti rika nasledujici véta.

Véta (Véta o centralni varieté): Necht’xy = 0 je singuldrni bod systému (1), ktery neni hyperbo-
licky (4. ng # 0). Pak v okoli po¢atku existuje hladka invariantni varieta W(0), kter4 je lok4lné

déna grafem funkce v : R" — R"~ x R"*, ktera spltiuje »(0) = 0 a Dv(0) = 0. Varietu W(0)
nazyvame centralni varietou.

Dtikaz této véty je zaloZen na kontrakci v Banachové prostoru. Lze jej nalézt napt. v Chicone:
Ordinary Differential Equations with Applications, Springer 1999 str. 286-297.

UvaZzujme systém (1) se singuldrnim bodem xy a vlastnimi hodnotami Df(x() s nekladnymi
redlnymi ¢astmi (4. ng # 0, n— # 0 a ny = 0) pievedeny do tvaru

) (26)
y= Asy+g(xy)

Nulové feSeni je v takovém p¥ipadé stabilni (ne nutné asymptoticky).
Podle véty o centrdlni varieté existuje v okoli po¢atku (0, 0) invariantni centralni varieta dana
grafem funkce v : R — R"~, §j. y = v(x). Dynamika na centralni varieté bude v okoli po¢atku
déna rovnici

u=Amu+gi(urv(u)), uecRM. (27)

Trajektorie systému (26), které nelezi na centrélni varieté, se k ni exponencialné pfiblizuji pro t — co.
Chovani takového systému je tudiZ mozné redukovat na chovani na jeho atraktoru, kterym je
invariantni centralni varieta.

Definice: Rovnice (27) se nazyva redukci rovnice (26) na centralni varietu.

Poznamka 23. Je evidentni, ze pokud je stabilni po¢atek redukovaného systému, je stabilni také singularni
bod x¢ ptvodniho systému (1) s ny = 0.

Vzhledem k tomu, Ze centralni varieta je v okoli poc¢atku hladka, bude platit
y = Dv(x)x,
tj. dosazenim y = v(x) a pravych stran rovnic systému (26) dostdvdme rovnici pro centralni varietu
Asv(x) + go(x, v(x)) = Dv(x)(Acx + g1(x, v(x))). (28)

Regeni y = v(x) miizeme aproximovat Taylorovym polynomem alespoti 2. stupné (pro dostatetné
hladkou f mame lokélné zarucenu dostate¢nou hladkost), navic nutné v(0) = 0 a Dv(0) = 0.

P¥iklad . Redukujte systém
X = —xy
jyo= —y+aioy’

na jeho centrélni varietu v okoli po¢atku a popiste dynamiku systému v okoli pocatku.
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ReSeni:

Pocatek [0, 0] je singularni bod. Jacobiho matice je Df(x,y) = (;;/ _1—_x Zy) , 4.
0 0

Df(0,0) = (0 o

Vlastni hodnoty jsou tedy A1 = 0, A, = —1. Hleddme tedy centralni varietu jako graf funkce

y=v(x) = Z axx* v okoli pocatku, kterd je feSenim
k=2

—v(x) + 1% — v (x) = v/ (x) (—xv(x)).

Dosazenim Taylorova rozvoje funkce v(x) dostdvame
o0 o0 ) o0 o0
-y aexk 4 x% — () ax)” = —x Y agxk Y agkx 1
k=2 k=2 k=2 k=2

Porovndnim koeficientti dostaneme

¥ —ap+1=0 = @m=1
x3 —a3=0 = a3=0
gy —d =22 = =1,

v(x) =22+ x4+ 0(x°).

Dynamika na centralni varieté pak bude dana rovnici
o0
= —xv(x) =— Y g = - — x5+ 0(x0).
k=2

V levém okoli pocatku je na invariantni varieté x > 0, trajektorie sméfuji k poc¢atku, v pravém okoli
je X < 0, trajektorie sméfuji k pocatku. Pocétek je tedy asymptoticky stabilni.

Program XPPAUT, spustte priklad2.ode
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Jednoparametrické bifurkace v diskrétnim p¥ipadé

Po spojitych bifurkacich podobné analyzujme diskréini jednoparametrické bifurkace. Znovu ptjde
o situaci, kdy se chovani systému lokdIné kvalitativné méni diky nehyperbolicité pevného bodu.
Zacneme s bifurkacemi zavislymi na zméné jednoho parametru, kterd zptisobi, Ze néktera z
vlastnich hodnot pfechazi pfes hranici jednotkového kruhu v Gaussové roviné.

Bifurkace typu fold, sedlo-uzel
Uvazujme diferencni rovnici s parametrem tvaru

x(n+1) =e+x(n) —x(n)?, x(n) €R, ecR. (29)
Pevné body spliuji f(x,e) := e+ x — x2 = x, tj. leZ{ na k¥ivce ¢ = x%. Pro & < 0 systém (29) nema
zadny pevny bod, pro ¢ = 0 je pevny bod xg = 0 a pro ¢ > 0 jsou pevné body dva x = £+/e.
Parametr ¢ = 0 je tedy bifurka¢ni hodnotou a pfti jeho pfechodu v okoli poc¢atku dochazi k lokalni
bifurkaci typu fold (ohyb). Bod (xg, €9) = (0,0) je tzv. limitnim bodem. V&imnéte si, Ze vlastni
hodnota A = Df(0,0) = 1.

/

Véta: Predpokladejme, Ze jednodimenziondlni jednoparametricky systém (rovnice)
x(n+1)= f(x(n),a), x(n)eR, a €R, (30)

kde f je hladka funkce, ma pro « = 0 pevny bod x = 0a A = f(0,0) = 1. Pfedpokladejme, Ze
jsou splnény podminky

fxx(0,0) #0 podminka nedegenerovanosti,
fx(0,0) #0 podminka transverzality.

Pak je (30) v okoli poc¢atku lokalné topologicky ekvivalentni systému v normélni formé

y(n+1) =e+y(n) y(n)?
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r(n+ 1) f(z(n), a)

a<0 a=10 a >0

Ve vicerozmérném piipadé k této bifurkaci dochazi v p¥ipadé, Ze Jacobiho matice J ma pravé jednu
vlastni hodnotu A = 1.

Bifurkace typu flip
Uvazujme diferencni rovnici s parametrem tvaru
x(n4+1) = —(1+¢e)x(n) +x3(n), x(n) €R,ecR. (31)

Pevné body spliiji f(x,¢) := —(1+¢)x + x> = x, . leZi na k¥ivkach x = 0 a 2 + & = x%. Systém (31)
ma vzdy nulovy pevny bod, pro e < 0 je tento bod stabilni, pro € > 0 je nestabilni. Systém mitiZe mit
jesté dalsi dva pevné body x = £=v2 +«.

Parametr ¢ = 0 je bifurka¢ni hodnotou a pf#i jeho pfechodu v okoli po¢atku dochazi k lokalni
bifurkaci, méni se stabilita po¢atku. V§imnéte si, Ze vlastni hodnota A = Df(0,0) = —1.

Pevné body x = 41/2 + ¢ pro malé e nejsou stabilni, protoze Df(x,e) = —1 — & + 3x? je pro pevné
body v x = £v/2 4 e véts§inez 1. Co se tedy déje s trajektoriemi zac¢inajicimi v okoli poc¢atku pro
mala kladna e?

Podivejme se blize na cykly délky 2. To jsou pevné body zobrazeni f @), tj. plati
A (x,e) = —(1+e)(—1+e)x+ )+ (—(14+e)x+x°)° =x
Tuto rovnici 1ze upravit na tvar
x(xt —x? —x%e+1)(—e—2+x%)(—e+x?) = 0.

Je zfejmé, Ze mezi cykly délky 2 budou i pevné body x = 0 a x = £+v/2 4 . Navic jsou tu ale
x = 4+/¢, které budou v okoli pocatku stabilni, protoze D f?)(£1/g,¢) = 1 — 4¢ + 46> € (0,1) pro
e€(0,1).

Vzhledem k vzniku téchto cyklt délky 2 v okoli pocétku se tato bifurkace nazyva také bifurkace
zdvojeni periody.
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Véta: Pfedpokladejme, Ze jednodimenzionalni jednoparametricky systém (rovnice)
x(n+1) = f(x(n),a), x(n)eR, a €R, (32)

kde f je hladka funkce, mé pro @ = 0 pevny bod x = 0a A = f,(0,0) = —1. Pfedpokladejme,
Ze jsou splnény podminky

3(fxx(0, 0))2+ 1fuxx(0,0)#0  podminka nedegenerovanosti,
fxa(0,0) #0 podminka transverzality.

Pak je (32) v okoli poc¢atku lokalné topologicky ekvivalentni systému v normalni formé

y(n+1) = =(L+e)y(n) £ y°(n).

Al
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Zdvojovani periody a univerzalita

Uvazujme logistickou rovnici
x(n+1) =ax(n)(1—x(n)), (33)
kde a je kladny parametr.

Piiklad. UkaZte, Ze v systému dochdazi k flip bifurkaci. Najdéte kritickou hodnotu parametru a, ve
kterém dojde k rozdvojeni.

Pfiklad. Provedte analyzu stability cyklu délky 2. Kdy a jak dojde k destabilizaci?

Piiklad. Prostudujte chovéani logistické rovnice v XPPAUTu. Spustte postupné logistic.ode,
cobweb.ode a logbif.ode. Otevite i soubory a prostuduijte, jak jsou vytvoreny.

Poznamka 24. Zdvojovani periody zptsobuje vznik cykli délky 2, 4, 8 atd. pro kritické hodnoty parametru
ap, a4, ag, ... Tato tzv. Feigenbaumova kaskada zdvojovani periody je obecny fenomén a Cislo

Aok — Aok

pur = lim S

k—o0 Aok+1 — Aok

= 4.6692

se nazyva Feigenbaumovo Cislo. Nejprekvapivéjsi je, ze tato konstanta je univerzalni pro mnoho diferenénich
systémi, ve kterych dochazi ke kaskadové flip bifurkaci.

Piiklad. Rickerova rovnice populaéni dynamiky
x(n+1) = ax(n)e ¥,
Logisticky model ristu populace

Pokud y(n) oznacuje velikost nebo hustotu populace v ¢ase 1 a  je mira ristu této populace, bude
rovnice

y(n+1) —y(n) =r(y(n))y(n)
popisovat diskrétni dynamiku populace. Mira rtistu mtiZe zaviset na mnoha faktorech.
Nejjednodussi model (Malthustiv) uvazuje r = const. Nevyhodou takového modelu je ovSem to, Ze
asymptotické chovani neodpovida realité, populace bud’ vymfe nebo populace nekoneéné roste.
Typické biologické a ekologické modely predpoklddaji jistou kapacitu prosttedi K, kterou nelze
dlouhodobé pfekrotit, protoze prostfedi by populaci neuZivilo. Nejjednodussim a ¢asto
pouzivanym modelem je proto logisticky model, kde mira rtistu r linedrné klesa s velikosti populace
k nule, tj.

v+ 1) = y(m) = (1= L2 )y, 64

1+7r

Pokud je r # 0 (trividlni p¥ipad), miizeme provést transformaci y(n) = .

Kx(n), kterou

zmens$ime pocet parametri a dostdvame logistickou rovnici:

x(n+1)=ax(n)(1—x(n)), kdea=1+r.

Piiklad. PouvaZuijte, jak by vypadal model, kde by mira rtistu klesala s velikosti populace
exponencidlné. Srovnejte s Rickerovou rovnici.
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Deterministicky chaos

Co je to chaos? Slovo chaos se odvozuje z feckého yaog a znamena nepfedvidatelnost.
Deterministicky chaos je neperiodické deterministické chovéani, které je

o velice citlivé na pocate¢ni podminky,

e topologicky transitivni - coZ znamend, Ze libovolny interval transformuje na libovolny dalsi
interval

e md husté periodické trajektorie

DETERMINISTICKY NEZNAMENA PREDVIDATELNY!!! l

Necht'f : I — I je spojité zobrazenina I = (0,1). Uvazujme diskrétni dynamicky systém {IN, I, "},
kde n € IN. Necht'], K C I jsou uzaviené intervaly.

Definice: Rekneme, Ze | pokryva K pod f, zapisujeme | — K, jestliZe existuje uzavieny interval
L C Jtak, ze f(L) = K.

Véta (O pevném bodé): Jestlize ] — | pod f, pak ma f v | pevny bod.

Diikaz. Necht'] = (a,b). Podle definice existuje uzavfeny interval L C | takovy, ze f(L) = ], tedy
existuje ¢, d € L splityjici f(c) =a < ca f(d) = b > d. Podle véty o stfedni hodnoté nabyva spojita
funkce g(x) = f(x) — x nulové hodnoty na L C . O
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0 a d c b 1
Uvédomme si nyni, Ze pokud Iy — I} — -+ — I, pod f, pak existuje uzavieny interval | C Ij tak,
ze f(k)(]) C Iy provsechnak=0,1,...,n—1a f(”)(]) = I,. Volbou I, = Iy dostdvame s pouZitim
véty o pevném bodé nésleduji tvrzeni:

Véta: Jestlize Iy — I; — -+~ — I,_1 — Iy pod f, pak ma f(") v Iy pevny bod x, pro ktery plati
F(x) € Lproi=0,1,...,n—1.

cykly libovolné délky n > 1.

Véta (Li-Yorke): Uvazujme spojité zobrazeni f : I — I, které mé cyklus délky 3. Pak mé f také

Diikaz. Uvazujme cyklus délky 3 {p1, p2, p3}, §.

p2 = f(p1), ps = f(p2), p1= f(p3)

Bez jmy na obecnosti mtizeme predpokladat, ze p; < pp < p3. Oznaéme dva intervaly I = (py, p2)
alp = (py, p3). Pak I pokryva I, a I pokryvé I i I,.
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Pro libovolné n € IN ma tedy f (n) pevny bod, protoze plati

f (pQ)

f(p1)

f (p3)

Perioda 3 implikuje chaos:

I

I,

0

D1

114124...

D2

D3 1

—L—1,

kde I, je zde obsazeno (n — 1)-krat. Tento pevny bod nemitize odpovidat cyklu délky k < n (kromé&
k = 3, ktery je predpokladan), protoze pokud by platilo f*)(x) = x prok < n, pakx € [N = {p,},
coz je jediny cyklus, ndmi pfedpokladany délky 3.

O

Priklad. Ukazte, Ze pro ar = 1 + 2v/2 ma logisticka rovnice (33) cyklus délky 3, pfi¢emz pro tuto
kritickou hodnotu parametru dochdazi k bifurkaci typu fold, pfi¢emz stabilni a nestabilni 3 cykly
vznikaji pro a > ar a zaniknouna a = ar.

1.0

0.8

0.0

Bifurka¢ni diagram logistického zobrazeni:
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Tent map - stanové zobrazeni ]

Tent map je pfikladem jednoduchého zobrazeni (0,1) na (0, 1), které vykazuje chaotické chovani.

_2x x€(0,%)
T( )_{Z—Zx xe(%,i}
I ‘
'\ T
0 1

Co vic, dynamicky systém piislusny logistickému zobrazeni na (0, 1) je topologicky ekvivalentni
systému {IN, (0,1), T"}, a proto vykazuje také chaos. Totéz plati pro jakékoliv jiné zobrazeni (0, 1)
na (0, 1), které md jedno maximum. Na jednoduchém stanovém zobrazeni si ukdZeme proc -
zékladnim mechanismem je “stretch and fold”, nataZzeni a ohyb.

Cislo x € (0,1) mé binarni zapis

sz.wlwzaJ3~~~=%+%+%+..

kde wy jsou cifry 0 nebo 1. Pokud x € (0, 3), pak
T(x) = T(0.wwows...) = 0.wws . ..
Pokud x € (3,1), pak 1 — x € (0, }) splituje
T(1—x)=T(0.wwiws...) =0.wrws....

Pfitom ale protoZe

TP G SR RO N S

2
je bindrni zapis x a 1 — x komplementédrni (na misté nuly stoji jednic¢ka a naopak). Oznacime-li
komplementy wy a @y, plati

T(x) = T(0.wiwaws...) = {O'WZ“JS ... x€{0,
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Trajektorii x, T(x), T?)(x),... stanového zobrazeni si proto miizeme pfedstavit jako posun
(pripadné komplenent posunu) v binarnim zépise pocate¢ni hodnoty x. Jesté si uvédomme, ze
metrika

o |ax — by
d(O.a1a2a3 .. .,O.blbzbg, ce ) = Z T
vytvétina (0, 1) uplny metricky prostor (je analogickd bézné metrice decimalni). Dostdvame takto
nésledujici vlastnosti.

e Citlivost na pocatecni podminky - pfedpoklddejme, Ze zname pocatecni podminku xy aZ do
N-tého binarniho mista. UvaZujme (nespocetnou) mnoZinu cisel, kterd maji stejny zacatek
binarniho zépisu, li&i se az od mocniny 2N a jejich trajektorie. Po N iteracich se tyto blizké
trajektorie stavaji zcela nahodnymi a neexistuje Zadny vztah k poc¢ate¢ni podmince.

e Topologicka transitivnost (mixovani) - uvaZzujme interval pocate¢nich hodnot, které se lisi po-
prvé na N-tém bindrnim misté. Po N iteracich dojde k posunu o téchto N mist a interval se
rozprostfe na cely (0,1).

e Ma husté periodické trajektorie - bindrni z4pis kazdého raciondlniho ¢isla je zakon¢en opakujici
se skupinou cifer, a proto generuje periodické trajektorie (véetné pevnych bodt). Iraciondlni ¢isla
maji bindrni zapis, ktery se neopakuje. Proto jsou periodické trajektorie husté (jsou libovolné
blizko jiné dané trajektorii) v mnoZiné chaotickych trajektorii.

Ptiklad. Ukazte, ze i : x — sin? Z&* je homeomorfismus na (0,1) a plati f((x)) = h(T(x)) pro
logistické zobrazeni f(x) = 4x(1 — x).

Poznamka 25. Mluvime o topologicky konjugovanych zobrazenich (T = ! o foh) a topologicky ekvi-
valentni dynamice systémd {IN, (0,1), "} a {IN, (0,1), T"}.

Jak méfit chaos? ]

UvaZzujme trajektorii x(n) spliiujici pocate¢ni alohu

x(n+1) = f(x(n)), xo=x

Pro tuto trajektorii definujme ¢islo

Alx) = lim — Zln|f xy)

n—oo 1
Toto ¢islo pfedstavuje miru separace infinitesimalné blizkych trajektorii od této trajektorie:

dy YOG+ S,
€ € !

Definice: Cislo A(x) (pokud limita existuje) oznac¢ujeme jako Ljapunovtiv exponent trajektorie.

Pokud je x pevnym bodem zobrazeni f, definujeme A(x) = —oo.




Pokud podél trajektorie x(n) dochdzi ke kontrakci, je A(x) < 0, v ptipadé asymptotické expanze je
A(x) > 0.
Je-li pro omezenou trajektorii Ljapunoviiv exponent kladny, je trajektorie nutné chaoticka.

Priklad. Ukazte, Ze Ljapunoviiv exponent stanového zobrazeni je In 2.

Ptiklad. Pro ktera p jsou trajektorie x(n 4+ 1) = T,(x(n)) chaotické?

_ Jpx x € (0,
T”<x)‘{p<1—x> ve(}

Ve vice dimenzich zavisi mira separace blizkych trajektorii na po¢ate¢nim sméru separace, proto se
definuje Ljapunovovo spektrum (n hodnot v bazickych smérech, fazené dle velikosti) a maximalni
Ljapunoviiv exponent. Program Xppaut umi maximdlni Ljapunovtiv exponent trajektorie
numericky vypocitat. Samoziejmé ale nepocita limitu, ale pouze pfibliznou kone¢nou sumu.

Hodnoty Ljapunovovych exponentt jsou invariantni vzhledem k Sirokému spektru transformaci
soufadnic (ergodicka teorie, Osedelec) a limity existuji pro skoro vSechna x a na x nezévisi. Pro

invertibilni f : X — X, které ma invertibilni 5 5€ Ljapunovovy exponenty neméni.
i

Chaoticky atraktor ]‘

Casto rozliSujeme disipativni a konzervativni systémy.

e V konzervativnich systémech plati néjaky zakon zachovéni, obecné je zachovavan objem fazo-
vého prostoru v ¢ase. Systém je uzavieny, trajektorie jsou ¢asto cykly.

Idealni kyvadlo :

e Vdisipativnich systémech se néjaka energie ztraci, systém je otevfeny a objem fdzoveho prostoru
v Case se zmenSuje. Takovy systém v Case spéje k atraktoru - rovnovaznému bodu, limitnimu
cyklu nebo jinému atraktoru.
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Tlumené kyvadlo :

V disipativnich systémech mohou existovat také atraktory vykazujici chaotické chovani (diskrétni i
spojité). Atraktorem je vlastné jedind nekonec¢na chaoticka trajektorie. Maximalni Ljapunoviv
exponent takového atraktoru je kladny a atraktor typicky vykazuje tzv. fraktalni strukturu
(sobépodobnost). Nazyva se chaotickym nebo podivnym atraktorem.

Podivné chaotické atraktory v diskrétnim 2D systému:

JTQJIDICEJKYSTXENU F=15 L=8.17

Java applet.

Kontrola chaosu metodou OGY ]

V roce 1990 Ott, Grebogi a Yorke uvedli praktickou metodu (Gspésnou i v aplikacich) stabilizace
nestabilnich chaotickych cyklt. Metoda je zaloZena na faktu, Ze chaoticky atraktor obsahuje
nekonecné husté mnoZstvi nestabilnich cykld. Ty jsou stabilizovany malymi perturbacemi
kontrolniho parametru a. UvaZujme zobrazeni

x(n+1) =£(x(n),a), (35)

kde a je dostupny parametr, ktery miiZeme zménit v néjakém okoli své “nominalni”hodnoty ag.
Ozna¢me x*(a) nestabilni pevny bod zobrazeni (35). V malém okoli 49 mtiZzeme aproximovat

Xp1 — X" (ag) = Df(x*(ag), ag) (xn — x*(ap)) + c(a — ap), (36)

kde ¢ = % (x*(ag), a9) je sloupcovy vektor. Vzhledem k transitivnosti a hustoté chaotické trajektorie
musi v n&jakém malém okoli x* (ag) pro néjaké x(n) platit

a—ayg=—k-(x(n) —x*(ag)) 37)
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Substituci (37) do (36) dostaneme
x(n+1) — x*(ag) = (DE(x*(ag), a9) — ck)(x(n) —x*(ag)).

Volbou k = (kj, ..., ky) mizeme dosdhnout stability regulovaného pevného bodu, tj. najdeme k
tak, aby
|Df(x*(ag),a9) — ck| < 1.

Kontrola chaosu v Henonové zobrazeni l

Prostudujte védecky ¢lanek.

Kontrola chaosu v logistickém zobrazeni m

Uvazujme logistickou rovnici (33), ve které kontrolujeme chaos neustalymi pulzy x; = kx; po p
iteracich. Definujme zobrazeni F(x) = kf(?)(x). Pevny bod x* regulovaného zobrazeni F(x) tedy
bude splitovat kf(P) (x*) = x* a bude stabilni, pokud

kD fP)(x*)] < 1.

Oznagime-li CP (x) = 7 (py)c( ) DfP)(x), dostavame podminku pro oblast kontrolovatelnych hodnot:
X
|ICP(x)] < 1.
Vypocet C? v Maplu Simulace v Matlabu, spustte chaoscontrol.m

Neimark-Sackerova bifurkace
Jde o analogii Hopfovy bifurkace pro spojité systémy. Vznika pfi pfechodu komplexné sdruzenych
vlastnich hodnot pfes hranici jednotkového kruhu a v jeji souvislosti se objevuje limitni cyklus.

Uvedeme si pouze normélni formu v maticovém tvaru, kde je velmi dobfe viditelnd souvislost s
normdlni formou spojité Hopfovy bifurkace.

(i) =ova(me o) ()
++ro (G5 wesw) (6 ) ()

kde 6 = 0(«),a = a(a), b = b(a) jsou hladké funkce spliujici 0 < 6(0) < raa(0) < 0.
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Tento systém méd pevny bod [x,y]| = [0,0] s Jacobiho matici

J=(1+4) (COSG —sin9)

sinf  cosf

a vlastnimi hodnotami A1, = (14 a)e*™. Pro a = 0 jsou hodnoty na jednotkovém kruhu a pevny
bod neni hyperbolicky. Podobné jako u Hopfovy bifurkace mizeme transformaci
z(n) = x(n) + iy(n) ptrevést systém na jednu komplexni rovnici, kterd ma v polarnim tvaru
z(n) = p(n)e'?") zapis:
p(n+1) = p(n)(1+a+a(a)p*(n)+p*(n)R(p(n),a),
p(n+1) = g(n)+6(a)+p*(n)Q(p(n),a),

kde R a Q jsou hladké funkce. Podobné jako v piipadé Hopfovy bifurkace p = 0 je stabilni pevny
bod pro & < 0 a nestabilni pro « > 0. Pro mald « > 0 ma navic stabilni pevny bod

po(a) = Tala) +0O(a),

ktery odpovida vzdélenosti od pocatku. Vzniké tedy stabilni limitni cyklus, pfitom rotace v
pEiblizné vzdalenosti pg () je pFiblizné o thel 6(«).

Neimark-Sackerova bifurkace:

a <0 a>0

Podobné jako ve spojitém ptipadé, i zde dochazi bud’ k superkritické bifurkaci (vzniku stabilniho
limitniho cyklu) nebo k subkritické bifurkaci (vzniku nestabilniho limitniho cyklu). Vétu o
ekvivalenci se systémem v normalnim tvaru si uvadét nebudeme, jen podotkneme, ze k
podminkdam nedegenerovanosti a transversality se objevuje jesté dalsi podminka, ktera vylucuje tzv.
silnou rezonanci. Jako odrazovy miistek pro studium N-S bifurkace uvedme stranku

Scholarpedia.
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Poincarého zobrazeni a bifurkace cyklt
Uvazujme nyni znovu spojity m-rozmérny systém (1)
x = £(x).

Predpokladejme navic, Ze systém (1) ma periodickou trajektorii L. V néjakém bodé xo € L uvaZujme
hladkou m — 1-rozmérnou varietu (napf. nadrovinu)

L={g(x)=0:9:R" = R, g(xg) =0},

které je tzv. transverzalni, coZ znamend, Ze neni v bodé xg te¢na L, tedy feZe cyklus L. V angli¢tiné
se ji proto ¥ik& Poincaré cross-section . Podminku transverzality mtiZzeme zapsat pomoci gradientu
funkce g (normalového vektoru X) takto:

(V&(x0), f(x0)) #0,

tedy normalovy vektor X nesmi byt kolmy k trajektorii cyklu L. Je zfejmé, Ze takovou varietou mtize
byt napfiklad rovina kolméa k L v xq:

g(x) = (f(xo), (x —x¢)) = 0.

Na této varieté v okoli xg nyni definujeme zobrazeni P : ¥ — X, které zobrazuje bod x trajektorie
o'x systému (1) na nasledujici prise¢ik této trajektorie s varietou Z.

Poincarého zobrazeni:

Zobrazeni P se nazyva Poincarého zobrazeni piislusné cyklu L. Lokéalné takto definujeme diskrétni
dynamicky systém {IN, Z, P"} s pevnym bodem x( € L. Pokud na m — 1-rozmérné X zvolime
soufadny systém s pocatkem v xg, bude mozné v téchto soufadnicich € = (&y,...,¢,,_1) zapsat
Poincarého zobrazeni jako diferen¢ni systém

§(n+1) = P(¢(n))
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s pevnym bodem 0 a matici linearizovaného systému DP(0). Cyklus L bude stabilni (atrahujici),
pokud budou vlastni hodnoty DP(0) v absolutni hodnoté mensi jedné (a nestabilni v opaéném
piipadé). Lze ukazat, Ze vlastni hodnoty matice linearizovaného systému nezavisi ani na volbé
bodu xg, ani na volbé L a ani na volbé soufadnic. Bifurkace diskrétnich systémt tedy mohou
nastavat i pro spojité systémy.

Bifurkace Poincarého zobrazeni typu fold je pfi¢inou vzniku a zédniku dvou cykl (stabilniho a
nestabilniho - Bautinova bifurkace).

”Ohyb” cyklu, bifurkace typu fold:

stav stabilni cyklus

_\.

nestabilni

—

L !

»
>

I
zanik dvojice cyk%aJ ohybu parametr

Zdvojeni periody Poincarého zobrazeni bude znamenat zdvojeni limitniho cyklu:

U

K takové bifurkaci limitniho cyklu mtize dojit aZ pro spojité trojdimenzionalni systémy (v roviné
nemtuize dojit k protnuti trajektorie) a ndsledné postupné zdvojovani periody vede k existenci
chaosu i ve spojitych systémech.
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Chaos ve spojitych systémech

Chaos ve spojitych autonomnich systémech nemtize nastat v pfipadé jedno a dvoudimenzionalniho
systému. Existuji ale velmi jednoduché tfirozmérné autonomni systémy, které chaos vykazuji.

Jesté v pocéatku 19. stoleti se predpokladalo, Ze pokud budeme znat mechanismus pi¥irodniho
zékona, budeme moci pfedpovidat budouci chovani pfirody. Na konci 19. stoleti ale Henri Poincaré
pfedbéhl svou dobu a objevil homoklinické trajektorie v dynamickém systému, ktery je znam jako
problém tfi téles a byl formulovan Isaacem Newtonem v Principiich v druhé poloviné 17 stoleti. Jde
o systém diferencidlnich rovnic popisujici gravitacni ptisobent tfi t€les. Ptivodné slo samozfejmé o
Slunce, Zemi a Mésic. Pokud ale nebudeme trvat na hmotnostech a vzdélenostech, které jsou urceny
nasi Slunec¢ni soustavou, dostdvame obecny systém, ktery ma prekvapivé rozmanité dynamické
chovéani, dokonce i chaotické.

Problém tfi téles od Miroslava Broze z MFF UK.
Scholarpedia.

V roce 1927 Van der Pol poukézal na ”irregularni Sum”v obvodu rddia (RLC obvod). AZ kolem roku
1960 se ukézalo, Ze i dynamickém systému Van der Polova oscilatoru skutecné vznikaji
homoklinické trajektorie a chaotické jevy.

Mimochodem podobné chovani vykazuje také nelinedrni oscildtor a nelinearni kyvadlo. Kyvadla a
pruzinky jsou viibec pékné hracky:

Pruzina a kyvadlo.
Dvojité kyvadlo.
Virtualni nelinearni laboratot

Ve stejné dobé se pokousel meteorolog Edward Norton Lorenz porozumnét chybam, které vznikaly
pfi pouziti linedrnich technik v predikcich poc¢asi. PouZil jeden z prvnich poéitact pro simulaci
atmosférické dynamiky a diky chybé v zaokrouhleni objevil chaos a jeho citlivost na pocate¢ni
podminky.

V roce 1963 spolu se Saltzmanem publikovali redukovany systém popisujici atmosféru, systém ti
nelinedrnich diferencidlnich rovnic vykazujici chaos dnes zndmy jako model Lorenzova atraktoru.
Lorenz dal pozdéji pfednasce na toto téma slavny nazev

Predictability: Does the Flap of a Butterfly’s Wings in Brazil set off a Tornado in Texas?

2

To zptisobilo popularitu spojeni “efekt motylich kiidel”, ktery popisuje citlivost na pocate¢ni
podminky.
Od té doby je Laplacetiv determinismus porazZen. Pocasi nikdy nebudeme umét predpovidat na rok
dopfedu. Hra na burze bude také vzdy otdzka kratkodobych rychlych transakci. NedokdZeme
pfedpovédét budoucnost, deterministicky chaos nés vzdy zavede do jinych uli¢ek. Na druhé strané
ale spolu s chaotickym atraktorem lidé objevili skryty ¥f4d ndhodného. Vznik pravidelna z
nepravidelna - napf. Turingtiv mechanismus vzniku vzort v pfirodé. A krasu fraktald.
Turingovy vzory v piirodé.
Galerie fraktala.
Fraktaly vic matematicky.

Mandelbrotova mnoZina a benediktinsky mnich.
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http://sirrah.troja.mff.cuni.cz/~mira/astrofyzika_pro_fyziky/3_problem_2_teles/problem_3_teles_preview.pdf
http://www.scholarpedia.org/article/Three_body_problem
http://mathsci.ucd.ie/~plynch/SwingingSpring/SS_Home_Page.html
http://www.youtube.com/watch?feature=player_detailpage&v=U39RMUzCjiU
http://faculty.ifmo.ru/butikov/Nonlinear/index.html
http://www.wired.com/wiredscience/2011/02/turing-patterns/?pid=978&viewall=true
http://fractals.hauner.cz/
http://sprott.physics.wisc.edu/fractals.htm
http://classes.yale.edu/fractals/mandelset/mandelmonk/mandelmonk.html

Model Lorenzova atraktoru

V roce 1963 publikoval Lorenz zjednoduseny model vychazejici z Rayleigho ptivodniho problému
hydrodynamiky kapaliny o vysce H a rozdilem teplot doIniho a hornitho povrchu AT.

Rovnice popisujici proudéni vznikajici vedenim tepla si uvadét nebudeme (jde o parcidlni
diferencialni rovnice), zminime se ale o nékterych aspektech modelu. Dalsi parametry, které v
modelu vystupuji jsou gravita¢ni zrychleni g, tepelnd roztaznost «, viskozita v a tepelna vodivost
kapaliny «.

Jak se zvysuje rozdil teplot povrchit AT, vedenti tepla se stiva nestabilni a vznika cirkulace kapaliny.
Mizete ho sledovat v hrnku horké kavy jako svétlé a tmavé skvrny...

Rayleigh ukézal, Ze tato periodicka feSeni vznikaji, pokud

_ quH3AT _ m*(1+42)3
R:g—>RC:%

VK

Cislo R se nazyva Rayleigho &islo.

Pokud se AT bude dél zvysovat, Reyleigho proudéni se znestabilni a vzniknou aperiodickd feSeni.
Tato proudéni 1ze napsat pomoci jistych funkci, kterd jsou fesenim nasledujictho systému (jsou to
pomocné funkce, neodpovidaji prostorovym soufadnicim).

—o(x—y),
X —Yy — Xz,

z = —bz+uy,

kdeaz%,r:%ab:ﬁz—).

c

Priklad. UkaZte, Ze pro r < 1 mé systém jedinou stabilni rovnovahu, ktera fyzikalné odpovida
systému bez proudéni (vyrovnani teplot).

Priklad. UkaZte, Ze pro r > 1 bude pocatek nestabilni a dva dalsi symetrické body budou stabilni
pro r > 1 blizk4 jedné. Fyzikalné odpovidaji tato feSeni stabilnimu Rayleigho proudéni:
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Charakteristicky polynom pfislusny témto symetrickym boddm je
A+ (c+b+1)A% 4+ (r+0)bA +20b(r — 1),

kde pro r > 1 jsou vSechny koeficienty kladné a tudiZ ma alespoii jeden zaporny kofen. Dalsi dva
mohou byt i komplexni. Dochazi u téchto dvou vlastnich hodnot k pfechodu imaginarni osy, tj. k
destabilizaci rovnovéhy a vzniku limitniho cyklu v dasledku Hopfovy bifurkace? Pokusme se najit
tuto kritickou hodnotu.

Pro kritickou hodnotu Hopfovy bifurkace lezi komplexné sdruZena vlastni ¢isla na imaginarni ose,
tj. pro charakteristicky polynom a jeho vlastni ¢isla A| a iw plati

(A= A1) (A —iw)(A +iw) =0,

A3 — MA? + WA — \w? = 0.
Pro kritickou hodnotu Hopfovy bifurkace tedy plati nutnd podminka

(c+b+1)(r+0)b=20b(r—1),

o~ c(c+b+3)
c—b—-1 "~
Protoze r > 1, musi byt navico > b+ 1.

Ptiklad. Vhodné zvolte parametry a vykreslete fdzové portréty v nékterém z vhodnych softwart
tak, aby byl vidét jev Hopfovy bifurkace.

Priklad. V programu Matcont nebo Xppaut se pokuste nakreslit bifurka¢ni diagram pro parametry
blizké Hopfoveé bifurkaci. VSimnéte si, Ze jde o subkritickou Hopfovu bifurkaci se vznikem
nestabilniho limitniho cyklu.

A divné véci za¢nou se dit...
Homoklinicka trajektorie sedla
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http://wn.com/homoclinic_orbit

Fazové portréty pro rtizné r:
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Literatura, software a applety

Kontinuaéni balik Matcont pro Matlab
http:/ /www.matcont.ugent.be/

Program Xppaut s kontinua¢nim Auto
http:/ /www.math.pitt.edu/ bard /xpp/xpp.html

Applety pro ODR a bifurkace
http:/ /techmath.uibk.ac.at/numbau/alex/dynamics/bifurcation

Nelinearni laborator
http:/ /faculty.ifmo.ru/butikov/Nonlinear

Applety pro chaos a fraktély
http:/ /www.student.math.uwaterloo.ca/“pmat370/JavaLinks.html
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http://www.matcont.ugent.be/
http://www.math.pitt.edu/~bard/xpp/xpp.html
http://techmath.uibk.ac.at/numbau/alex/dynamics/bifurcation/index.html
http://faculty.ifmo.ru/butikov/Nonlinear/
http://www.student.math.uwaterloo.ca/~pmat370/JavaLinks.html
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