Model vzniceni
zpracovala Hana Tuzilovd podle Andrew Fowlera

0.1 Model vzniceni

Asi kazdy z nas uz nékdy zapaloval zapalku. Proc¢ se ale zapalka pii skrtnuti o krabicku
vzniti? Odpovéd na tuto otdzku budeme hledat pomoci vhodného modelu.

K tomu, aby se zapalka vznitila, je potieba dodat urcitou aktivacni energii . Poté se
rozbéhne exotermicka chemicka reakce (reakce, béhem které se uvoliiuje teplo). MnozZstvi
uvolnéného tepla je timérné rychlosti reakce a rychlost samotné reakce vzrista s rostouci
teplotou (kdyz zapalime dfevo v ohnisti, zpoc¢atku ohen hoii pomalu a teprve postupné se
jeho intenzita zvétsuje). Teplo uvoliiované béhem hofeni je popsano Arrheniovym vztahem

Aexp{—%},

kde E > 0 je aktivac¢ni energie, R > 0 univerzalni plynova konstanta, T teplota zapalky
v kelvinech a A > 0 konstanta (frekvencni faktor, ve skutecnosti zavisly na koncentraci
reaktantii).

Soucasné dochazi k tepelné vyméné mezi zapalkou a okolim. Je-li teplota okoli Tj, potom
podle Newtonova zakona ochlazovani je tato vyména popsana vztahem

—k(T" = Tp)

s koeficientem ochlazovani k > 0.
Jednoduchy model vyvoje teploty zapalky potom vypada nésledovné

dr E

kde ¢ je odpovidajici mérné tepelné kapacita (mnozstvi tepla potfebné k ohtati 1 kg latky
o1lK).

Diferencialni rovnici (1) neumime Fesit analyticky, jeji feSeni bychom mohli najit pfiblizné
prostfedky numerickych metod. Pro nas vsak konkrétni feseni této rovnice neni stézejni.
Na problém se budeme divat graficky a model prozkoumame prostiednictvim nastroju
kvalitativni teorie diferencialnich rovnic.

Rovnovazné body jsou feSeni rovnice

E

k(T—To):Aexp{—ﬁ}. 2)

Funkce na pravé, resp. levé, strané maji obvykle pritbéh znazornény na obrazku® 1. Vidime,

!Protoze u nas teplotu méiime ve °C, pro rychlejsi zorientovani ¢tenate je teplota ve viech zobrazenych
grafech uvedena ve °C.
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Obrazek 1: Funkce k(T — 1Tp) Obrazek 2: Kfivka rtiznych rovnovaznych
a Aexp{—FE/R(T+1T,)} pro hod-  bodi pro A v zavislosti na 7. Parame-
noty A = 1, E = 20000, R = 83,k = try jsou stejné jako u obrazku 1, jen E =
107%, Ty = 15°C, T,, = 273. 35000.

Ze rovnice mé ve zobrazeném piipadé tii rovnovazné body: dva stabilni (horni a spodni)
a jeden nestabilni. Dolni rovnovaha odpovida klidovému stavu (zapalka lezi v krabicce)
a horni rovnovéha tomu, kdyz zapalka hofi. pro jinou volbu parametrti mize samoziejmé
nastat situace, kdy bude existovat jen horni (napf. pro velké hodnoty 7j) nebo jen dolni
rovnovéha (pro malé hodnoty 7Tp).

Oznacime-li A := T — Ty, rovnici (2) mizeme psat jako

f(ATy) := —kA + Aexp {—ﬁ} = 0. (3)

Pfedmétem naseho zadjmu bude vyvoj rozdilu teploty zapalky a okoli A pri zméné okolni
teploty Ty. Reseni rovnice (3) vzhledem k nezndmé A neumime vyjadfit explicitng, je viak
zajimavé pozorovat, jak se bude feseni chovat, budeme-li jej hledat numericky. Pro nu-
mericky vypocet feseni (3) si zvolime vhodné hodnoty parametri A, F, R, k (napt. A =
1, E = 35000, R = 8.3, k = 0.001), a vybereme si néjaky vypocetni program — zde uve-
deme, jak by se takovy vypocet provedl v programu MATLAB.

Nejdfive si vytvoiime m-soubor s funkci f

function f=zadani(Delta,TO,E,A,R,k)
f=-k*Delta+A*exp(-E/R/(Delta+T0+273));

a budeme pro zastupce hodnot F, A, R, k hledat jeji feseni pro rtznéa Ty. Pro numerické
feSeni je tfeba specifikovat néjaky odhad hodnoty, kterou hledame. My pro prvni vypocet
pocatecni odhad ”stfelime od pasu” a poté jiz budeme za pocatecni odhad brat vzdy pred-
chozi stav. Kvili nazornosti si nechame vykreslit feseni jak pro rostouci, tak pro klesajici
teplotu Tj.



>> E=35000; A=1; R=8.3; k=0.0001;

>> so0l1(1)=fzero(@(Delta) zadani(Delta,1,E,A,R,k),4000);
>> for T0=2:1000
s011(T0)=fzero(@(Delta) zadani(Delta,TO,E,A,R,k),s0l1(T0-1)); end;
>> x=1:1000;
>> plot(x,soll,’.r’)

>> 5012(1000)=fzero(@(Delta) zadani(Delta,1000,E,A,R,k),4000);
>> for T0=999:-1:1

s012(T0)=fzero(@(Delta) zadani(Delta,TO,E,A,R,k),s0l2(T0+1)); end;
>> plot(x,so0l2,’.r’)

Vystup, zobrazeny na obréazcich 3 a 4, mizeme interpretovat nasledovné. Reknéme, ze
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Obrazek 3: ReSeni rovnice f(A,T;) = 0  Obrazek 4: Reseni rovnice f(A,Ty) = 0
pro rostouci teplotu 7j. pro klesajici teplotu 7.

bychom dali velmi dlouhou zapalku do studené trouby a zvolna zvysovali jeji teplotu 7.
Teplota zapalky pak nejprve pomalu nartista, az se pfi teploté, kterou oznac¢ime jako 7',
zapalka vzniti a dojde k teplotnimu skoku. Naopak budeme-li teplotu 7j postupné od vyso-
kych hodnot snizovat, bude teplota zapalky pomalu klesat, az pti urcité teploté, oznacme
ji T, zapalka zhasne a dojde opét k teplotnimu skoku.

K¥ivka vSech rovnovaznych bodt (i téch nestabilnich) — FeSeni rovnice (3) — ovSem vypada
jako na obrazku 2. Snadno se o tom mizeme presvédcit. Z rovnice (3) vyjadiime Tj jako

funkci A
E

o kA
a pri vykreslovani vysledku pfehodime vstupni a vystupni hodnoty, tzn. nebudeme vykres-

lovat Tj jako funkci A, ale A v zavislosti na Ty. V MATLABu pak staci zadat sekvenci
prikazi

To(A) = - A (4)



>> y=1:0.01:5000;
>> x=-E/R./log(kxy/A)-y;
>> plot(x-273,y,’r.”)

Nabizi se jisté moznost podrobné vysettit pribéh funkce T5(A) pomoci prvnich a druhych
derivaci, to nicméné vede k dalsim rovnicim, které nelze fesit jinak nez numericky.
Urceme jesté, pti jakych hodnotach vlastné dochéazi ke vzniceni a ke zhasnuti zapalky.
Jedna se o body, ve kterych je derivace (4) rovna nule, podrobnéji hleddme A spliujici

E 1

RA 12 (%)

—1=0. (5)

Opét pomoci MATLABu bychom pro zde zvolené parametry dostali vysledek A, ~~ 418°C
a A_ =~ 3136°C, odkud jiz snadno spocitame, ze T =~ 637°C a T_ ~ 227°C.

Z obrazku 2 je patrné, ze se v tomto modelu projevuje jev hystereze ve smyslu nepievra-
titelnosti; cesta neni oblouk, ale uzaviena kiivka.

Vratme se k ptivodni otézce — pro¢ zapalka zacne hotet? Kdyz Skrtneme zapalkou, hlavicka
zapalky se tfenim zahfeje z pokojové teploty na teplotu takovou, ze A =T — T bude vétsi
nebo rovno A, (hodnota A piislusnd 7', ), zapalka se vzniti a A vzroste az na hodnotu
v hornim stabilnim rovnovazném bodé. Trenim tedy dodavame aktivac¢ni energii potiebnou
pro rozbéhnuti reakce.

Obréazek 2 rovnéz vysvétluje, pro¢ je tak obtizné zapalit mokrou zapalku (mokra zapalka
ma vyssi mérnou tepelnou kapacitu, coz se projevi mensi zménou teploty zapalky 1" pri
dodani stejného mnozstvi energie; pro zapaleni mokré zapalky je tedy tieba dodat veétsi
energii) a proc¢ se zapalka sama vzniti, pokud ji ddme dostatecné blizko k hofici svicce.



