
1 Hry v normálńı formě

Hra v normálńı formě je trojice G = (N, (Xi)i∈N , (ui)) sestávaj́ıćı z

• množiny hráč̊u N = {1, 2, . . . , n}, n ≥ 2,

• neprázdných množin strategíı Xi,

• výherńıch funkćı ui :
∏

i∈N Xi → R.

Prvky množiny
∏

i∈N Xi nazýváme situace. Každá situace je tedy určena
volbou jedné strategie každým z hráč̊u. Předpokládáme, že hráči vyb́ıraj́ı
strategie současně či bez znalosti volby ostatńıch hráč̊u. Dále předpokládáme
úplnou informaci o hře, tj. všem hráč̊um jsou známy všechny výherńı funkce
ui. Ćılem každého hráče i je maximalizovat ui. Neprázdnou podmnožinu S ⊆
N nazýváme koalice.

Konvence: Je-li x = (x1, . . . , xn) situace, n−1-tici (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)
vzniklou vynecháńım i-té složky označ́ıme jako x−i. Dvojićı (x̄i, x−i) ro-
zumı́me situaci, kde do x−i vlož́ıme x̄i na i-tou pozici. Jedná se tedy o situaci
vzniklou z x nahrazeńım xi za x̄i. Označme dále

XS =
∏
i∈S

Xi,

př́ıpadně X−i = XN−{i}.

Strategie x ∈ Xi dominuje strategii x̄ ∈ Xi, pokud

(∀y ∈ X−j) ui(x, y) ≥ ui(x̄, y)

a alespoň pro jedno y je nerovnost ostrá. U striktńıho dominováńı jsou
všechny nerovnosti ostré.

Hra s konstantńım součtem:

(∃c ∈ R)(∀x ∈ XN , j ∈ N)
∑
i∈N

ui(x) = c.

Hra s nulovým součtem je hra s konstantńım součtem, kde c = 0.
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Konvence: Ve hře dvou hráč̊u x1, x2, u1, u2 zapisujeme jako x, y, u, v.

Necht’ n = 2.

Symetrická hra: X = Y a

(∀x, y ∈ X)u(x, y) = v(y, x).

(Výměna roĺı dává stejnou hru.)

Antagonistická hra:

(∀x, x̄ ∈ X, y, ȳ ∈ Y )(u(x, y) ≤ u(x̄, ȳ) ⇔ v(x, y) ≥ v(x̄, ȳ)).

(Co je lepš́ı pro jednoho, je horš́ı pro druhého.)

Bimaticová hra: X, Y jsou konečné.

Maticová hra: Bimaticová s nulovým součtem.

Situace x dominuje (podle Pareta) situaci x̄, pokud

(∀i ∈ N)ui(x) ≥ ui(x̄i)

a alespoň pro jedno i je nerovnost ostrá. (Žádný z hráč̊u si nepohorš́ı a aspoň
jeden si polepš́ı.)

Situace x se nazývá Nashova rovnováha, pokud

(∀i ∈ N, x̄i ∈ Xi)ui(x̄i, x−i) ≤ ui(x).

(Žádný hráč si změnou své strategie nepolepš́ı.)

Strategíı xi si hráč i zaručuje výhru infy∈X−i
u(x, y). Dolńı hodno-

tou rozumı́me č́ıslo supx∈X infy∈X−i
u(x, y) (supremum hodnot, které si hráč

zaručuje svými strategiemi). Horńı hodnotou nazýváme č́ıslo infy∈X−i
supx∈X u(x, y).

Nejlepš́ı protihra pro y ∈ X−i je strategie x ∈ Xi, v ńıž nabývá u(x, y)
svého maxima.
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1.1 Pravděpodobnostńı rozš́ı̌reńı

Uvažujme Xi jako Hamelovy báze vektorových prostor̊u a necht’ X∗i zde
označuj́ı konvexńı obaly Xi. Tzn. každý prvek xi ∈ X∗i lze jednoznačně psát
jako

xi = αi1xi1 + . . .+ αikixiki

pro xij ∈ Xi, αij ≥ 0, αi1 + . . .+ αiki = 1. Položme pak

u∗i (x) =
∑

1≤j1≤k1,...,1≤jn≤kn

α1j1 · . . . · αnjnu(x1j1 , . . . , xnjn).

HruG∗ = (N, (X∗i )i∈N , (u
∗
i )i∈N) nazýváme pravděpodobnostńım rozš́ı̌reńım

hry G = (N, (Xi)i∈N , (ui)i∈N). Strategie z X∗i nazýváme smı́̌sené, p̊uvodńı
strategie čisté (extremálńı body v Xi).

Konvence: Jelikož ui jsou zúžeńımi u∗i , nevad́ı když u∗i budeme psát jako
ui.

Daľśı možnosti: Spočetné kombinace (Schauderovy báze v Banachových
prostorech), atd. Budeme se zabývat pravděpodobnostńım rozš́ı̌reńım jen u
konečných her, tak je to jedno.

1.2 Bimaticové hry

Výherńı funkce se realizuj́ı pomoćı matic A,B typu X×Y , přičemž u(x, y) =
Axy, v(x, y) = Bxy.

• Strategie 1. hráče jsou řádky, strategie 2. hráče sloupce.

• Pareto optimálńı situace: maximálńı dvojice (x, y) v součinovém kva-
ziuspořádáńı X × Y , kde X uspořádáváme podle u a Y podle v

• Nashova rovnováha: V A sloupcové maximum, v B řádkové maximum.

• Dolńı hodnota: Maximum z řádkových minim.

• Horńı hodnota: Minimum ze sloupcových maxim.
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Konvence: X = {1, . . . , k}, Y = {1, . . . l}.

V pravděpodobnostńım rozš́ı̌reńı lze strategie ztotožnit s vektory pravděpodobnost́ı
x = (α1, . . . , αk), y = (β1, . . . , βl). Pak lze psát u(x, y) = xAyT , v(x, y) =
xByT .

Př́ıklady ...

Věta 1. (von Neumann) Pravděpodobnostńı rozš́ıřeńı každé maticové hry má
rovnovážnou situaci.

D̊ukaz. ...
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