
MULTIVARI�ATNA ANAL�YZA 2

1. Kvadratick�e formy

De�n��cia 1.1. Nech X1;X2; :::;Xn s�u nez�avisl�e, N(0; 1) rozdelen�e n�ahodn�e veli�ci-
ny. Potom

Y = X2
1 +X2

2 + :::+X2
n

m�a rozdelenie �2
n
(centr�alne ch�� kvadr�at rozdelenie s n stup�nami vol'nosti).

Veta 1.2. Nech Y � �2
n
. Y m�a hustotu

fn(y) =

8<:
1

2
n

2 �
�
n

2

�e� y

2 y
n

2
�1 pre y > 0;

0 inde:

Dôkaz. Pozri [And�el, str. 79].

Pozn�amka. �2
n
rozdelenie je �speci�alny pr��pad gama rozdelenia s parametrami a; p

(a > 0; p > 0), ktor�e m�a hustotu

f(x) =

8<:
ap

�(p)
e�axxp�1 pre x > 0;

0 inde:

Ozna�cujeme ho �(a; p). Plat��, �ze �2
n
je rozdelenie �

�
1
2
; n
2

�
.

( �(p) =
R1
0
e�ttp�1dt; p > 0.)

De�n��cia 1.3. Nech X1;X2; :::;Xn s�u nez�avisl�e, Xi � N(�i; 1); i = 1; 2; :::; n.
Nech � =

P
n

i=1 �
2
i
6= 0. N�ahodn�a veli�cina

Y = X2
1 +X2

2 + :::+X2
n

m�a necentr�alne �2 rozdelenie s n stup�nami vol'nosti a oe�cientom necentrality �.

Ozna�cujeme ho �2
n;�

.

Veta 1.4. Nech X1;X2; :::;Xn s�u nez�avisl�e, Xi � N(�i; 1); i = 1; 2; :::; n. Rozde-
lenie pravdepodobnosti n�ahodnej veli�ciny Y =

P
n

i=1
X2
i
, (teda �2

n;�
, kde � =P

n

i=1 �
2
i
) z�avis�� len od n a � (nez�avis�� od jednotliv�ych �1; :::; �n).

Dôkaz. Pozri [And�el, str. 80].
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Lema 1.5. Nech X � N(�; 1). N�ahodn�a veli�cina X2 m�a hustotu

fX2(t) =

8><>:
e�

t+�2

2

p
2�
p
t

�
1 +

�2t

2!
+

(�2t)2

4!
+ :::

�
t > 0;

0 t 5 0:

Dôkaz. X2 m�a distribu�cn�u funkciu pre t > 0

FX2(t) = PfX2 < tg = Pf�
p
t < X <

p
tg =

Z p
t

�
p
t

1
p
2�
e�

(x��)2

2 dx:

Preto je hl'adan�a hustota pre t > 0

fX2(t) =
dFX2(t)

dt
=

1

2
p
t

1p
2�
e�

(
p
t��)2

2 +
1

2
p
t

1p
2�
e�

(�
p
t��)2

2 =

=
e�

t+�2

2

2
p
t
p
2�

�
e�
p
t + e��

p
t

�
=

=
e�

t+�2

2

p
2�
p
t

�
1 +

�2t

2!
+

(�2t)2

4!
+ :::

�
:

Samozrejme pre t 5 0 je fX2(t) = 0: �

Pozn�amka. Pou�zili sme vzorec

d

dy

Z
�(y)

�(y)

f(x; y)dx =

Z
�(y)

�(y)

@f(x; y)

@y
dx + �0(y)f [�(y); y] � �0(y)f [�(y); y]:

Po�c��tajme teraz charakteristick�u funkciu n�ahodnej veli�ciny � = X2.

 �(t) = E(eit� ) =
Z 1

0

eitxf�(x)dx =

=

Z 1

0

eitx
e�

x+�2

2

p
2�
p
x

�
1 +

�2x

2!
+

(�2x)2

4!
+ :::

�
dx:

Postupne pre prv�y �clen

1p
2�

Z 1

0

eitxe�
x+�2

2 x�
1
2 dx =

e�
�
2

2

p
2�

Z 1

0

e�x(
1
2
�it)x�

1
2 dx =

(substit�ucia x(1
2
� it) = w)

=
e�

�
2

2

p
2�

Z 1

0

e�w
w

1
2
�1q

1
2
� it

dw =
1

p
2�
q

1
2
� it

e�
�
2

2 �(1
2
):
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Pre druh�y �clen

1p
2�

Z 1

0

eitxe�
x+�2

2 x�
1
2
�2x

2!
dx =

�2e�
�
2

2

2!
p
2�

Z 1

0

e�x(
1
2
�it)x

3
2
�1dx =

(substit�ucia x(1
2
� it) = w)

=
�2e�

�
2

2

2!
p
2�

Z 1

0

e�w
w

3
2
�1q

(1
2
� it)3

dw =
�2

2!
p
2�
q
(1
2
� it)3

e�
�
2

2 �(3
2
):

Pre tret�� �clen

1p
2�

Z 1

0

eitxe�
x+�2

2 x�
1
2
(�2)2x2

4!
dx =

(�2)2e�
�
2

2

4!
p
2�

Z 1

0

e�x(
1
2
�it)x

5
2
�1dx =

(substit�ucia x(1
2
� it) = w)

=
(�2)2e�

�
2

2

4!
p
2�

Z 1

0

e�w
w

5
2
�1q

(1
2
� it)5

dw =
(�2)2

4!
p
2�
q
(1
2
� it)5

e�
�
2

2 �(5
2
);

atd'.
Dost�avame

 �(t) =
e�

�
2

2

p
2�

24 �
�
1
2

�
(�2)0

0!
�
1
2
� it

� 1
2

+
�
�
3
2

�
(�2)1

2!
�
1
2
� it

� 3
2

+
�
�
5
2

�
(�2)2

4!
�
1
2
� it

� 5
2

+ :::

35 =

=
e�

�
2

2

p
�
p
1� 2it

" p
�(�2)0

0!
�
1
2
� it

�0 +

p
� 1
2
(�2)1

2:1!
�
1
2
� it

�1 + p
� 3
2
1
2
(�2)2

4:3:2!
�
1
2
� it

�2+
+

p
� 5
2
3
2
1
2
(�2)3

6:5:4:3!
�
1
2
� it

�3 +

p
� 7
2
5
2
3
2
1
2
(�2)4

8:7:6:5:4!
�
1
2
� it

�4 + :::

#
=

=
e�

�
2

2

p
1� 2it

"
(�2)0

0!40
�
1
2
� it

�0 + (�2)1

1!41
�
1
2
� it

�1 + (�2)2

2!42
�
1
2
� it

�2 + :::

#
=

(1.1) =
e�

�
2

2 e
�
2

2(1�2it)

p
1� 2it

=
e

it�
2

1�2it

p
1� 2it

:

Ak m�ame X1;X2; :::;Xk nez�avisl�e, Xi � N(�i; 1), tak charakteristick�a funkcia

(1.2)  X2
i

(t) =
e

it�
2
i

1�2it

p
1� 2it

a charakteristick�a funkcia n�ahodnej veli�ciny Y = X2
1 +X2

2 + :::+X2
k
je

(1.3)  Y (t) =  X2
1
(t) X2

2
(t)::: X2

k

(t) =
e

it

1�2it
P

k

j=1 �
2
j

(1� 2it)
k

2

=
e

it�

1�2it

(1� 2it)
k

2

;

kde � =
P

k

j=1 �
2
j
.
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Veta 1.6. Nech n�ahodn�e premenn�eX1;X2; :::;Xn s�u nez�avisl�e, Xi � N(�i; 1); i =
1; 2; :::; n. Potom

T =

nX
i=1


iX
2
i
+ 2

nX
i=1

biXi + c

m�a �2
k;�

rozdelenie pr�ave vtedy ak

(i) 
i = 0 alebo 1 pre i = 1; 2; :::; n,
(ii) ak 
i = 0 ) bi = 0 pre i = 1; 2; :::; n,
(iii) c =

P
n

i=1
b2
i
.

Ak s�u podmienky (i),(ii) a (iii) splnen�e, tak k =
P

n

i=1 
i a � =
P

n

i=1 
i(bi + �i)2.

Dôkaz. Porovn�ame charakteristick�e funkcie  T (:) a  Y (:), kde Y � �2
k;�

. Plat��

 T (t) = E
�
eitT

�
= E

0BB@eit
2
4Pn

j=1

j 6=0


jX
2
j
+2
P
n

j=1

j 6=0

bjXj+c+2
P
n

j=1

j=0

bjXj

3
5
1CCA =

= E

0BB@eit
2
4Pn

j=1

j 6=0


j(Xj+
bj


j
)2+c�

Pn

j=1

j 6=0

b
2
j


j
+2
Pn

j=1

j=0

bjXj

3
5
1CCA =

= e

it

2
4c�Pn

j=1

j 6=0

b
2
j


j

3
5
E

 
e

it2
Pn

j=1

j=0

bjXj

!
nY

j=1

j 6=0

E
�
e
it
j

�
Xj+

bj


j

�2�
=

= e

it

2
4c�Pn

j=1

j 6=0

b
2
j


j

3
5 nY

j=1

j=0

 �j (2bj t)
nY

j=1

j 6=0

 �2
j

(
j t);

kde �i � N
�
�i +

bi


i
; 1
�
ak 
i 6= 0 a �i � N (�i; 1) ak 
i = 0. Podl'a (1.2) je

(1.4)  T (t) = e

it

0
@c�

Pn

j=1

j 6=0

b
2
j



j

1
A
e

i2t
Pn

j=1

j=0

�jbj�2t2
Pn

j=1

j=0

b
2
j

�

1Q
n

j=1

j 6=0

p
1� 2it
j

e

it
Pn

j=1

j 6=0


j

�
�j+

b
j


j

�2
1�2it


j

:

Podl'a (1.3) pre charakteristick�u funkciu Y � �2
k;�

plat��

(1.5)  Y (t) =
1Q

k

j=1

p
1� 2it

e
it�

1�2it :
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Porovnan��m (1.4) a (1.5) mus�� platit' pre ka�zd�e t 2 R

nY
j=1

j 6=0

p
1� 2it
j =

kY
l=1

p
1� 2it

a s�u�casne

e

it

0
@c�

P
n

j=1

j 6=0

b
2
j



j

1
A
e

i2t
Pn

j=1

j=0

�jbj�2t2
Pn

j=1

j=0

b
2
j

e

it
P
n

j=1

j 6=0



j

�
�
j
+
bj


j

�2
1�2it


j

= e
it�

1�2it ;

z �coho je jasne vidiet', ako dokon�c��me dôkaz. �

Veta 1.7. Nech � � Nn(�; I); An;n je symetrick�a, b 2 Rn a c 2 R. N�ahodn�a

premenn�a T = �0A� + 2b0� + c m�a �2
k;�

rozdelenie pr�ave vtedy ak

(i) A2 = A,

(ii) b 2 �(A),
(iii) c = b0b.

Ak s�u podmienky (i),(ii) a (iii) splnen�e, tak k = h(A); � = (b+ �)0A(b + �).

Dôkaz. Pre A existuje ortogon�alna matica P, �ze plat�� P0AP = � (diagon�alna
matica), P0P = PP0 = I (pozri napr. Rao, str. 62). Potom � = P0� � N(P0�; I)
a � = P�. Preto

T = �0A� + 2b0� + c = �0P0AP� + 2b0P� + c = �0�� + 2b0P� + c:

Podl'a vety 1.6 m�a T rozdelenie �2
k;�

pr�ave vtedy ak

(i) f�gii = 0 alebo 1 pre i = 1; 2; :::; n , �2 = � , P0APP0AP =
P0A2P = P0AP , A2 = A,

(ii) f�gii = 0) fP0bgi = 0, �co je ekvivalentn�e s t�ym, �ze P0b 2 �(�) ,
PP0b = b 2 �(PP0AP) = �(AP) = �(A),

(iii) c = (b0P)P0b = b0b.
Ak s�u podmienky (i),(ii) a (iii) splnen�e, potom podl'a vety 1.6 k =

P
n

i=1f�gii =
tr� = h(�) = h(P�P0) = h(A) a � =

P
n

i=1f�gii(fP0bgi + fP0�gi)2 = (b0P +
�0P)�(P0b+P0�) = (b +�)0P�P0(b +�) = (b+ �)0A(b + �): �

Veta 1.8. Nech � � Nn(�;�); An;n je symetrick�a, b 2 Rn a c 2 R. N�ahodn�a

premenn�a T = �0A� + 2b0� + c m�a �2
k;�

rozdelenie pr�ave vtedy ak

(i) �A�A� = �A� , (�A)3 = (�A)2,
(ii) �(A� + b) 2 �(�A�),
(iii) (A� + b)0�(A� + b) = �0A� + 2b0�+ c.

Ak s�u podmienky (i),(ii) a (iii) splnen�e, tak k = tr(A�) a � = (b+A�)0�A�(b+
A�).

Dôkaz. Faktorizujeme maticu � = JJ0, kde J je typu n � h(�) (pozri And�el, str.
64). Vieme, �ze Pf� = �+ J�g = 1, kde � � Nh(�)(0; I) (And�el, str. 76). Teda

T = �0A� + 2b0� + c = (�+ J�)0A(� + J�) + 2b0(� + J�) + c =
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= �0J0AJ� + 2(� + J�)0J� + �A�+ 2b0�+ c:

Podl'a vety 1.7 m�a T rozdelenie �2
k;�

pr�ave vtedy ak

(1) J0AJJ0AJ = J0AJ,
(2) J0(A� + b) 2 �(J0AJ),
(3) (A� + b)0JJ0(A� + b) = �0A� + 2b0� + c.

�Dalej plat��
J0AJJ0AJ = J0AJ) JJ0AJJ0AJJ0 = JJ0AJJ0;

�ci�ze
�A�A� = �A�;

a tie�z naopak

�A�A� = �A� ) JJ0AJJ0AJJ0 = JJ0AJJ0 )

(J0J)�1J0:JJ0AJJ0AJJ0:J(J0J)�1 = (J0J)�1J0:JJ0AJJ0:J(J0J)�1;

�ci�ze
J0AJJ0AJ = J0AJ;

�co dokazuje prv�u �cast' (i).
Ekvivalencia

�A�A� = �A� , (�A)3 = (�A)2

je jedn�ym smerom ()) zrejm�a. Ku opaku potrebujeme nasledovn�e tvrdenie

(1.6) 9 Dn;n : �A� = �A�AD:

Tvrdenie (1.6) dok�a�zeme takto:

h(�A�) = h(JJ0AJJ0) = h((J0J)�1J0:JJ0AJJ0:J(J0J)�1) = h(J0AJ):

Podl'a And�el, str. 62 je

(1.7) h(J0AJ) = h(J0AJJ0AJ) = h(JJ0AJJ0AJ) = h(�A�AJ);

ale
h(�A�AJ) = h(JJ0AJJ0AJ) = h((J0J)�1J0:JJ0AJJ0AJ) =

(1.8) = h(J0AJJ0AJ) = h(J0AJ);

a preto z (1.7) a (1.8)

h(�A�) = h(�A�AJ) 5 h(�A�A) 5 h(�A�);

teda
h(�A�A) = h(�A�):
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Preto�ze zrejme �(�A�A) � �(�A�) a hodnosti mat��c vytv�araj�ucich tieto pod-
priestory sa rovnaj�u, plat��

�(�A�A) = �(�A�)

a dost�avame vzt'ah (1.6).
Z predpokladu (�A)3 = (�A)2 pomocou (1.6) dost�avame

�A�A�AD = �A�AD) �A�A� = �A�;

�c��m sme (i) �uplne dok�azali.
Pod'me teraz dok�azat' (ii), �ci�ze dok�azat', �ze

J0(A� + b) 2 �(J0AJ), �(A� + b) 2 �(�A�):

Ak J0(A� + b) 2 �(J0AJ), tak JJ0(A� + b) 2 �(JJ0AJ) = �(�AJ) =
= �(�AJJ0A�) = �(�A�A�) = �(�A�) (podl'a (i)).

Naopak ak �(A�+b) 2 �(�A�), tak (J0J)�1J0:JJ0(A�+b) = J0(A�+b) 2
�((J0J)�1J0:JJ0AJJ0) = �(J0AJJ0) � �(J0AJ), �c��m sme dok�azali (ii). Samozrejme
(iii) u�z m�ame dok�azan�e (je ekvivalentn�e (1)). Dôkaz vety u�z dokon�c��me jednodu-
cho. Podl'a vety 1.7 je toti�z k = h(JJ0A) = tr(�A) = tr(A�) a � = ([J0(A� +
b)]0J0AJ[J0(A� + b)]) = (A� + b)0�A�(A� + b): �

Uvedieme bez dôkazu vety o nez�avislosti kvadratick�ych foriem. Podrobnej�sie
pozri [Rao, Mitra, kapitola 9].

Veta 1.9. Nech Y � Np(�;�) a Q1 = Y0AY; Q2 = Y0BY dve kvadratick�e formy.

Nutn�e a posta�cuj�uce podmienky nez�avislosti Q1 a Q2 s�u

(a) �A�B� = 0;�A�B� = 0;�B�A� = 0 a �0A�B� = 0, ak

A a B s�u symetrick�e, nemusia byt' pozit��vne semide�nitn�e, pri�com � nemus�� byt'
regul�arna.

(b) A�B� = 0;A�B� = 0, ak A je pozit��vne semide�nitn�a.

(c) A�B = 0, ak A aj B s�u pozit��vne semide�nitn�e.

(d) A�B = 0, ak � je regul�arna, A a B s�u symetrick�e, nemusia byt'
pozit��vne semide�nitn�e.

Veta 1.10. NechY � Np(�;�) a Q1 = Y0AY+2a0Y+�; Q2 = Y0BY+2b0Y+�
dve line�arne-kvadratick�e formy. Nutn�e a posta�cuj�uce podmienky nez�avislosti Q1 a

Q2 s�u

(a) �A�B� = 0;�A�b = 0;�B�a = 0 a a0�b = 0, ak � = 0, pri�com

� nemus�� byt' regul�arna.

(b) A�B = 0;B�a = 0;A�b = 0 a a0�b = 0, ak� je regul�arna, pri�com

� mô�ze byt' aj nenulov�y vektor.

2. Wishartovo rozdelenie

2.1. �Uvodn�e pozn�amky a defin��cia

Majme Ui � Np(�i;�); i = 1; 2; :::; k, ktor�e s�u nez�avisl�e, � je pozit��vne
de�nitn�a matica. Ozna�cme Ui = (U1i; U2i; :::; Upi)0, Yj = (Uj1; Uj2; :::; Ujk)0; j =
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1; 2; :::; p a 0BB@
U11 U12 U13 : : : U1k
U21 U22 U23 : : : U2k
...
Up1 Up2 Up3 : : : Upk

1CCA = U 0
p;k
:

Teda

U 0 = (U1

...U1

... : : :
...Uk) =

0BB@
Y0

1

Y0
2

...
Y0
p

1CCA :

�Dalej ozna�cme

M0
p;k

=

0BB@
�11 �12 �13 : : : �1k
�21 �22 �23 : : : �2k
...
�p1 �p2 �p3 : : : �pk

1CCA = (�1

...�2

... : : :
...�k):

Pre pevn�y vektor l 2 Rp s�u n�ahodn�e veli�ciny

l0Ui � N(l0�i; l
0�l = �2

l
); i = 1; 2; :::; k

nez�avisl�e (leboUi s�u nez�avisl�e). N�ahodn�y vektor U l = lYk;1 je line�arna kombin�acia
norm�alne rozdelen�ych nez�avisl�ych n�ahodn�ych vektorov, pri�com

(2.1) lY � Nk(Ml; �2
l
Ik;k):

Ak b = (b1; b2; :::; bk)0 je vektor kon�st�ant, tak

(2.2) U 0b = b1U1 + :::+ bkUk � Np(M
0b;b0b�):

Pozn�amka. Nech

Am;n =

0BB@
a11 : : : a1n
a21 : : : a2n
...

am1 : : : amn

1CCA ;Br;s =

0BB@
b11 : : : b1s
b21 : : : b2s
...
br1 : : : brs

1CCA :

Kroneckerov s�u�cin mat��c A a B je

A 
B =

0BB@
a11B a12B : : : a1nB

a21B a22B : : : a2nB
...

am1B am2B : : : amnB

1CCA
mr;ns

:

Vlastnosti kroneckerovho s�u�cinu mat��c pozri napr. v [Rao].
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Ak nap���seme \pod seba\ st�lpce matice K, povieme, �ze sme vykonali na matici
oper�aciu vec. Teda

vecU 0 =Ukp;1 =

0BB@
U1

U2

...
Uk

1CCA :

Uk�a�zte, �ze

(2.3) vecU 0 = U � Nkp(vecM
0; Ik;k 
�p;p)

a (2.2) sa d�a zap��sat' ako
(2.4)
U 0b = (b0 
 Ik;k)vecU 0 � Np((b

0 
 Ip;p)vecM0; (b0 
 Ip;p)(Ip;p 
�p;p)(b 
 Ip;p)):

Pozn�amka. Nech b1 6= b2; b1;b2 2 Rk. Plat��

cov(U 0b1;U 0b2) = (b01 
 Ip;p)(I 
�)(b1 
 Ip;p) = b01b2 
� = b01b2�:

Ak b01b2 = 0, t.j. ak b1 a b2 s�u ortogon�alne, tak U 0b1 a U 0b2 s�u neskorelovan�e,
t.j. v tomto pr��pade nez�avisl�e.

Podl'a predch�adzaj�ucej pozn�amky l'ahko dok�a�zeme nasleduj�ucu lemu

Lema 2.1. Ak b1;b2; :::;br; r 5 k tvor�� ortonorm�alny syst�em v Rk, tak

V1 = U 0b1; :::;Vr = U 0br
s�u navz�ajom nez�avisl�e a maj�u norm�alne rozdelenie, pri�com Vi � Np(M0bi;�).

L'ahko dostaneme aj nasleduj�uci dôsledok

Dôsledok 2.2. Ak Bk;k je ortogon�alna matica (BB0 = B0B = I), tak Vi =

(U1

...:::
...Uk)fBg:i = U 0fBg:i � Np(M0fBg:i;�); i = 1; 2; :::; k a cov(Vi;Vj) =

(fBg0
:i

 Ip;p)(I 
�)fBg:j 
 I) = fBg0

:i
fBg:j 
� = 0 pre i 6= j, teda V1; :::;Vk

s�u nez�avisl�e.

De�n��cia 2.3. Zdru�zen�e rozdelenie prvkov matice Sp;p =
P

k

i=1UiU
0
i
= U 0U sa

naz�yva Wishartovo rozdelenie s k stup�nami vol'nosti a zna�c�� Wp(k;�;M). Ak

M = 0, jedn�a sa o centr�alne rozdelenie, ozna�cujeme ho Wp(k;�).

Pozn�amka.

(i) fSgij =
nP

k

l=1
UlU

0
l

o
ij

=
P

k

l=1
UilUjl = Y0

i
Yj = fU 0Ugij , lebo

Sp;p =

0BBB@
P

k

l=1
U2
1l

P
k

l=1
U1lU2l : : :

P
k

l=1
U1lUplP

k

l=1
U2lU1l

P
k

l=1
U2
2l : : :

P
k

l=1
U2lUpl

...P
k

l=1UplU1l
P

k

l=1UplU2l : : :
P

k

l=1U
2
pl

1CCCA :

(ii) Pre p = 1 a �11 = �12 = ::: = �1k = 0 s�u Ui = U1i � N(0; �2); i = 1; 2; :::; k

nez�avisl�e, U 0U =
P

k

i=1U
2
1i �W1(k; �2). Preto�ze

U1i

�
� N(0; 1), m�a

P
k

i=1

U
2
1i

�2
� �2

k

rozdelenie a U 0U � �2�2
k
rozdelenie.

(iii) Pre k = p existuje hustota Wp(k;�;M) rozdelenia, in�a�c nie. Dôkaz je
nazna�cen�y v [Rao, str. 641].
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2.2. Niektor�e vlastnosti Wishartovho rozdelenia

Lema 2.4. Nech S � Wp(k;�) a l 2 Rp je vektor kon�st�ant. Potom l0Sl � �2
l
�2
k

(�2
l
= l0�l).

Dôkaz. S =
P

k

i=1UiU
0
i
, preto l0Sl =

P
k

i=1 l
0UiU

0
i
l =

P
k

i=1(l
0Ui)2 = lY

0
lY �

�2
l
�2
k;�

, kde � = l0M0Ml, lebo lY � Nk(Ml; �2
l
Ik;k). Ak M = 0, tak � = 0: �

Lema 2.5. Nech Ui � Np(0;�); i = 1; 2; :::; k s�u nez�avisl�e, Ak;k re�alna syme-

trick�a matica. U 0AU �Wp(r;�) pr�ave vtedy ak 8 l 2 Rp
lY

0A lY � �2
l
�2
r
; (�2

l
=

l0�l; lY = U l). V tomto pr��pade r = h(A) = tr(A).

Dôkaz. Z lemy 2.4 vypl�yva, �ze ak U 0AU �Wp(r;�), tak 8 l 2 Rp
lY

0A lY � �2
l
�2
r
.

Samozrejme z (2.1) lY � Nk(0; �2l Ik;k), �ci�ze
lY

�l

� Nk(0; Ik;k). Teda podl'a vety 1.8�
lY

�l

�0
A lY

�l

� �2
r
, A2 = A a v tom pr��pade r = h(A) = tr(A).

Naopak ak 8 l 2 Rp
lY

0A lY = l0U 0AU l � �2
l
�2
r
, �co je podl'a vety 1.8 ekviva-

lentn�e tomu, �ze A2 = A, pri�com v tom pr��pade h(A) = tr(A). A je re�alna symet-
rick�a matica, idempotentn�a a h(A) = r. Teda A je pozit��vne semide�nitn�a a preto
existuje ortonorm�alny syst�em vektorov b1; :::;bk 2 Rk, �ze A =

P
r

j=1 �jbjb
0
j
; I =P

k

j=1 bjb
0
j
(re�alne �c��sla �1 = �2 = ::: = �r > 0 s�u vlastn�e �cisla maticeA a b1; :::;br

im prisl�uchaj�uce charakteristick�e vektory). Z rovnosti A2 = A dost�avame
rX

j=1

�jbjb
0
j

rX
s=1

�sbsb
0
s
=

rX
t=1

�tbtb
0
t
;

�ci�ze
�21b1b

0
1 + �22b2b

0
2 + :::�2

r
brb

0
r
= �1b1b

0
1 + �2b2b

0
2 + :::�rbrb

0
r
;

z �coho vypl�yva, �ze �2
i
= �i; i = 1; 2; :::; r, �ci�ze �1 = �2 = ::: = �r = 1 (lebo �i > 0).

Mô�zeme p��sat' A =
P

r

j=1 bjb
0
j
a tie�z U 0AU =

P
r

j=1 U
0bjb

0
j
U =

P
r

j=1VjV
0
j
,

pri�com podl'a lemy 2.1 Vi � Np(0;�) a V1; V2; :::; Vr s�u nez�avisl�e. Z de�n��cie preto
U 0AU �Wp(r;�): �

Veta 2.6. Nech S �Wp(k;�) a Bp;q matica kon�st�ant. Potom B0SB �Wq(k;
B0�B).

Dôkaz. B0SB = B0U 0UB, kde

UB =

0BB@
U0

1

U0
2

...
U0

k

1CCA
k;p

B =

0BB@
V0

1

V0
2

...
V0
k

1CCA ;

Ui � Np(0;�) s�u nez�avisl�e. Preto0BB@
V0

1

V0
2

...
V0
k

1CCA =

0BB@
U0

1B

U0
2B
...

U0
k
B

1CCA
m�a riadky nez�avisl�e, cov(B0Ui;B

0Uj) = B0cov(Ui;Uj)B = 0 a B0Ui � Nq(0;

B0�B). Plat�� B0SB =
P

k

i=1ViV
0
i
�Wq(k;B0�B) (priamo z de�n��cie). �
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Dôsledok 2.7.

(a) Diagon�alne submatice matice S maj�u tie�z Wishartovo rozdelenie, lebo ak

S =

�
S11 S12
S21 S22

�
;

kde S11 je rozmeru l � l, tak�
Il;l 0

0 0

�
S

�
Il;l 0

0 0

�
=

�
S11 0

0 0

�
:

(b) Ak S �Wp(k; I) a ak pre Bp;q plat�� B0B = I, potom B0SB �Wq(k; I).

Veta 2.8. Nech S � Wp(k;�) a a 2 Rp je tak�y vektor kon�st�ant, �ze a0�a 6= 0.

Potom
a0Sa

a0�a
� �2

k
.

Dôkaz. Podl'a vety 2.6 plat��, �ze a0Sa �W1(k;a0�a), �co znamen�a podl'a pozn�amky

(ii) pod de�n��ciou 2.3, �ze
a0Sa

a0�a
� �2

k
. �

Veta 2.9. Nech U1; :::;Un je n�ahodn�y v�yber z Np(0;�) (teda U 0U � Wp(n;�)),
Cn;n je symetrick�a matica. Plat��

U 0CU �Wp(r;�), C2 = C:

V takomto pr��pade r = tr(C).

Dôkaz. Podl'a lemy 2.5 je U 0CU �Wp(r;�) , 8 l 2 Rp
lY

0C lY � �2
l
�2
r
; (�2

l
=

l0�l; lY = U l). V tomto pr��pade r = h(C) = tr(C). Preto�ze podl'a (2.1) je
lY

l0�l
�

Np(0; I), je podl'a vety 1.7 lY
0C lY � �2

l
�2
r
, lY

0

l0�l
C

lY

l0�l
� �2

r
, C2 = C. V

tomto pr��pade r = h(C): �

Lema 2.10. Nech S1 �Wp(n1;�), S2 �Wp(n2;�). S1 a S2 s�u nez�avisl�e. Potom

S1 + S2 �Wp(n1 + n2;�).

Dôkaz. S1 = U 01U1; S2 = U 02U2, kde U 01 = (U1

...:::
...Un1

); U 02 = (Un1+1

...:::
...Un1+n2)

a Ui � Np(0;�); i = 1; 2; :::; n1 + n2 s�u nez�avisl�e. Preto ak ozna�c��me U 0 =

(U 01
...U 02)p;n1+n2, tak S1 + S2 = (U 01U1 + U 02U2) = U 0U �Wp(n1 + n2;�): �

Veta 2.11. Nech Cn;n = C0 je matica kon�st�ant, Ui � Np(0;�); i = 1; 2; :::; n

nez�avisl�e. Plat��, �ze U 0
p;n
CU �

P
n

i=1 �iW
(i)
p (1;�), kde �1; :::; �n s�u vlastn�e �c��sla

matice C a W
(1)
p (1;�); :::;W

(n)
p (1;�) s�u nez�avisl�e.

Dôkaz. Mô�zeme p��sat' C =
P

n

i=1 �ipip
0
i
; I =

P
n

i=1
pip

0
i
, pri�com �1 = ::: =

�n s�u vlastn�e �c��sla matice C a p1; :::pn ortonorm�alne vektory. Teda U 0CU =P
n

i=1 �iU 0pip0iU =
P

n

i=1 �iViV
0
i
, kde Vi � Np(0;�) a s�u nez�avisl�e (lema 2.1). Z

lemy 2.9 vieme, �ze U 0pip0iU = ViV
0
i
�W

(i)
p (1;�): �
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Lema 2.12. Pre matice pr��slu�sn�ych rozmerov plat��

(2.5) vecABC = (C0 
A)vecB;

trAB = (vecB0)0vecA:

Dôkaz. Lemu dok�a�zte ako cvi�cenie.

Veta 2.13. Nech Ui � Np(�;�); i = 1; 2; :::; n; U1;U2; :::;Un s�u nez�avisl�e,

C1;C2 symetrick�e a idempotentn�e. U 0C1U a U 0C2U s�u nez�avisl�e, ak C1C2 = 0.

Dôkaz. Ak U 0C1 a U 0C2 s�u nez�avisl�e, tak s�u nez�avisl�e aj U 0C1U a U 0C2U : U 0C1 a
U 0C2 s�u nez�avisl�e pr�ave vtedy ak s�u nez�avisl�e IU 0C1 a IU 0C2 a to je pr�ave vtedy ak
s�u nez�avisl�e vec(IU 0C1) a vec(IU 0C2), �ci�ze podl'a lemy 2.12 ak s�u nez�avisl�e vektory
(C0

1 
 I)vecU 0 a (C0
2 
 I)vecU 0, ktor�e s�u podl'a (2.3) norm�alne rozdelen�e, pri�com

vecU 0 � Nnp(0; In;n 
�p;p). Preto�ze (C0
1 
 I)(I
�)(C2 
 I) = (C0

1C2 
�) = 0,
s�u U 0C1 a U 0C2 nez�avisl�e. Teraz u�z l'ahko dokon�c��me dôkaz. �

Veta 2.14. Nech S �Wp(k;�); � je regul�arna, k = p� 1. Plat��:

(a)
f��1gpp
fS�1gpp

� �2
k�(p�1) a nez�avis�� od fSgi;j i = 1; 2; :::; p�1; j = 1; 2; :::; p�1.

(b) Pre ka�zd�y l 2 Rp je
l0��1l

l0S�1l
� �2

k�(p�1).

Dôkaz. S =
P

k

i=1UiU
0
i
; Ui � Np(0;�); Ui nez�avisl�e,

Ui =

0BBBB@
U1i
U2i
...

Up�1;i
Upi

1CCCCA =

�
U�

i

Upi

�
; i = 1; 2; :::; k; U�

i
� Np�1(0;�11), kde

� =

�
�11 �12

�21 �22

�
; h(�11) = p� 1. �Dalej ozna�cme

Uk;1 =

0BB@
Up1
Up2
...
Upk

1CCA � Nk(0; f�gppIk;k); ui =

0BB@
u1i
u2i
...

up�1;i

1CCA ; i = 1; 2; :::; k;

S =

�P
k

i=1U
�
i
(U�

i
)0

P
k

i=1U
�
i
UpiP

k

i=1
Upi(U�

i
)0

P
k

i=1
U2
pi

�
:

Podl'a lemy 4, And�el, str. 121, Pf
P

k

i=1
U�

i
(U�

i
)0 je pozit��vne de�nitn�ag = 1, ak

k = p� 1, teda Pfh(
P

k

i=1
U�

i
(U�

i
)0) = p� 1g = 1. Pre maticu

X =

0BB@
u11 u21 : : : up�1;1
u12 u22 : : : up�1;2
...
u1k u2k : : : up�1;k

1CCA
plat��

kX
i=1

uiu
0
i
= X0X;

kX
i=1

Upiu
0
i
=U0X a

kX
i=1

uiUpi = X0U:
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(a)

fS�1gpp = f
kX
i=1

U2
pi
�

kX
i=1

(U�
i
)0Upi(

kX
i=1

U�
i
(U�

i
)0)�1

kX
i=1

UpiU
�
i
g�1 =

= fU0U �
kX
i=1

(U�
i
)0Upi(

kX
i=1

U�
i
(U�

i
)0)�1

kX
i=1

UpiU
�
i
g�1

(pozri And�el, str. 66). Podmienen�e rozdelenie Up1=U�
1 = u1; :::;U

�
k
= uk je to

ist�e ako Up1=U�
1 = u1 (lebo Up1 nez�avis�� od U�

2; :::;U
�
k
) a teda Up1=U�

1 = u1 �
N(0 +�21�

�1
11 u1;�22 ��21�

�1
11 �12), �co je N(�21�

�1
11 u1; f��1g�1

pp
). Analogicky

Upi=U
�
i
= ui � N(�21�

�1
11 ui; f��1g�1

pp
); i = 2; 3; :::; k (pri�com Upi; Upj pre i 6= j

s�u nez�avisl�e). Preto

� =

0BB@
�1
�2
...
�k

1CCA = U=U�
1 = u1; :::;U

�
k
= uk � N(

0BBB@
�21�

�1
11 u1

�21�
�1
11 u2
...

�21�
�1
11 uk

1CCCA ; f��1g�1
pp
I);

pri�com podstatn�e je aj to, �ze

(2.6)

0BBB@
�21�

�1
11 u1

�21�
�1
11 u2
...

�21�
�1
11 uk

1CCCA =

0BBB@
u01�

�1
11 �12

u02�
�1
11 �12

...
u0
k
��1
11 �12

1CCCA = X
:

Dost�avame, �ze rozdelenie
1

fS�1gpp
=U�

1 = u1; :::;U
�
k
= uk je rozdelenie

�0� �
kX
i=1

u0
i
�i(

kX
j=1

uju
0
j
)�1

kX
i=1

ui�i = �0(I�X(X0X)�1X0)�:

Podl'a vety 1.8 m�a kvadratick�a forma �0(I�X(X0X)�1X0)� rozdelenie
f��1g�1

pp
�2
k�(p�1), ktor�e vd'aka (2.6) nez�avis�� od podmienky (teda od fSgij ; i; j 2

f1; 2; :::; p� 1g) a je preto aj nepodmienen�ym rozdelen��m. Dost�avame, �ze

f��1gpp
fS�1gpp

� �2
k�(p�1):

Preto�ze dôkaz sme �uplne analogicky mohli urobit' pre rU = (Ur1; Ur2; :::; Urk)
0; r 2

f1; 2; :::; pg plat��,
f��1grr
fS�1grr

� �2
k�(p�1); r 2 f1; 2; :::; pg:

(b) Vezmime ortogon�alnu maticu B, ktor�a m�a prv�y riadok
1

k l k
l0. Podl'a vety 2.6

plat�� BSB0 �Wp(k;B�B0). Preto�ze

(BSB0)�1 = BS�1B0; (B�B0)�1 = B��1B;
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dost�avame z (a)

fB��1Bg11
fBS�1Bg11

=

1
klk l

0��1l

1
klk l

0S�1l
� �2

k�(p�1)

(ortogon�alnou transform�aciou sa pr��slu�sn�e hodnosti v dôkaze (a) nemenia). �

K dôkazu vety 2.16 potrebujeme nasleduj�uce tvrdenie:

Lema 2.15. Nech X � �2
m

a Y � �2
n
s�u nez�avisl�e. Potom X

X+Y
� B

�
m

2
; n
2

�
.

Dôkaz. Pozri Rao, vzt'ah (3b.1.12), dok�a�zte ako cvi�cenie.
(n�a�crt dôkazu: U � �2

m
; V � �2

n
, tak fU (u) = 1

2
m

2 �(m2 )
e�

u

2 u
m

2
�1 pre u > 0,

fV (u) =
1

2
n

2 �(n2 )
e�

v

2 v
n

2
�1 pre v > 0,

t :

�
u

v

�
!
�

u

u+v

u+ v

�
=

�
y

z

�
� :

�
y

z

�
!
�

zy

z(1� y)

�
D� (y; z) = det(

�
z y

�z 1� y

�
) = z

fU;V (u; v) = fU (u)fV (v); ft(U;V )(y; z) =
�
2
m

2 �
�
m

2

���1
e�

zy

2 (zy)
m

2
�1��

2
n

2 �
�
n

2

���1
e
�z+zy

2 [z(1� y)]
n

2
�1z

f(y) =
R�1
0

f(y; z)dz = 1

B(m2 ;
n

2 )
y
m

2
�1(1� y)

n

2
�1

Veta 2.16. Nech S1 � Wp(k1;�); S2 � Wp(k2;�) s�u nez�avisl�e, � je regul�arna.

Ak k1 = p� 1, tak jS1j
jS1+S2j

m�a rozdelenie ako s�u�cin �1:::�p nez�avisl�ych n�ahodn�ych

veli�c��n, �i � B
�
k1�p+i

2
; k2
2

�
a nez�avis�� od fS1 + S2gij ; i; j 2 f1; 2; :::; p� 1g.

Dôkaz. Ozna�cme S1 =
P

k1

i=1UiU
0
i
; S2 =

P
k1+k2
i=k1+1

UiU
0
i
kde Ui � Np(0;�); i =

1; 2; :::; k1 + k2 a nez�avisl�e.

Ui =

0BBBB@
U1i
U2i
...

Up�1;i
Upi

1CCCCA =

�
U�

i

Upi

�
; i = 1; 2; :::; k1 + k2; U�

i
� Np�1(0;�11), kde

� =

�
�11 �12

�21 �22

�
; h(�11) = p� 1.

�Dalej ozna�cme

Uk1+k2;1 =

0BB@
Up1
Up2
...

Up;k1+k2

1CCA =

�
(1)Uk1;1

(2)Uk2;1

�
� Nk1+k2(0; f�gppI);

ui =

0BB@
u1i
u2i
...

up�1;i

1CCA ; i = 1; 2; :::; k1 + k2;
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S1 =

�P
k1

i=1U
�
i
(U�

i
)0

P
k1

i=1U
�
i
UpiP

k1

i=1Upi(U
�
i
)0

P
k1

i=1U
2
pi

�
=

�
S11 S12
S21 S22

�
;

S1 + S2 =

�P
k1+k2
i=1

U�
i
(U�

i
)0

P
k1+k2
i=1

U�
i
UpiP

k1+k2
i=1 Upi(U�

i
)0

P
k1+k2
i=1 U2

pi

�
=

�
(S1 + S2)11 (S1 + S2)12
(S1 + S2)21 (S1 + S2)22

�
:

Podl'a lemy 4, And�el, str. 121, Pf
P

k1

i=1U
�
i
(U�

i
)0 je pozit��vne de�nitn�ag = 1,

(preto�ze k1 = p � 1), teda Pfh(
P

k1

i=1U
�
i
(U�

i
)0) = p � 1g = 1. (Samozrejme aj

Pfh(
P

k1+k2
i=1 U�

i
(U�

i
)0) = p� 1g = 1. �Dalej ozna�cme

X1=

0BB@
u11 u21 : : : up�1;1
u12 u22 : : : up�1;2
...

u1k1 u2k1 : : : up�1;k1

1CCA;X2=

0BB@
u1;k1+1 u2;k1+1 : : : up�1;k1+1
u1;k1+2 u2;k1+2 : : : up�1;k1+2

...
u1;k1+k2 u2;k1+k2 : : : up�1;k1+k2

1CCA;

X =

�
X1

X2

�
:

�Uplne analogicky ako vo vete 2.14 (a jej dôkaze) dost�avame

k1X
i=1

uiu
0
i
= X0

1X1;

k1X
i=1

Upiu
0
i
= (1)U0X1;

k1X
i=1

uiUpi = X0
1
(1)U

a

k1+k2X
i=k1+1

uiu
0
i
= X0

2X2;

k1+k2X
i=k1

Upiu
0
i
= (2)U0X2;

k1+k2X
i=k1

uiUpi = X0
2
(2)U:

Kone�cne

fS�11 gpp = f (1)U0 (1)U�
k1X
i=1

(U�
i
)0Upi(

k1X
i=1

U�
i
(U�

i
)0)�1

k1X
i=1

UpiU
�
i
g�1;

f(S1 + S2)
�1gpp = f( (1)U0... (2)U0)

�
(1)U
(2)U

�
�

�
k1+k2X
i=1

(U�
i
)0Upi(

k1+k2X
i=1

U�
i
(U�

i
)0)�1

k1+k2X
i=1

UpiU
�
i
g�1:

Preto�ze plat�� (And�el, str. 66)

f��1gpp = (�22 ��21�
�1
11 �12)

�1 = j�22 ��21�
�1
11 �12j�1;

�ci�ze

f��1gpp =
j�11j

j�11jj�22 ��21�
�1
11 �12j

=
j�11j
j�j

;
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dost�avame

(2.7) fS�11 g�1
pp

=
jS1j
jS11j

= (1)U0 (1)U�
k1X
i=1

(U�
i
)0Upi(

k1X
i=1

U�
i
(U�

i
)0)�1

k1X
i=1

UpiU
�
i
;

(2.8) f(S1 + S2)
�1g�1

pp
=

jS1 + S2j
j(S1 + S2)11j

= ( (1)U0... (2)U0)

�
(1)U
(2)U

�
�

�
k1+k2X
i=1

(U�
i
)0Upi(

k1+k2X
i=1

U�
i
(U�

i
)0)�1

k1+k2X
i=1

UpiU
�
i
:

Zhodne ako vo vete 2.14 sa uk�a�ze, �ze

� =

�
�1
�2

�
=U=U�

1 = u1; :::;U
�
k1+k2

= uk1+k2 �

� Nk1+k2(

0BBB@
�21�

�1
11 u1

�21�
�1
11 u2
...

�21�
�1
11 uk1+k2

1CCCA = X
; f��1gppI);

pri�com �1 je k1 rozmern�y a �2 je k2 rozmern�y n�ahodn�y vektor. Preto podmienen�e
rozdelenie

f(S1 + S2)
�1g�1

pp
=U�

1 = u1; :::;U
�
k1+k2

= uk1+k2

je rozdelenie kvadratickej formy

�0� � �0X(X0X)�1X0� � f��1g�1
pp
�2
k1+k2�p+1;

pri�com nez�ale�z�� na podmienke a preto je toto�zn�e s nepodmienen�ym rozdelen��m a je
nez�avisl�e od rozdelenia

fS�11 g�1
pp
=U�

1 = u1; :::;U
�
k1+k2

= uk1+k2 ;

ktor�e je rozdelen��m kvadratickej formy

�01�1 � �01X1(X
0
1X1)

�1X0
1�1 =

= (�01
...�02)

��
I 0

0 0

�
�
�
X1

0

�
(X0

1X1)
�1(X0

1

...0)

��
�1
�2

�
= �0A� �

� f��1g�1
pp
�2
k1�p+1;

nez�avis�� na podmienke a je preto toto�zn�e s nepodmienen�ym rozdelen��m. Podl'a vety
1.8 je

f(S1 + S2)
�1g�1

pp
� fS�11 g�1

pp
=U�

1 = u1; :::;U
�
k1+k2

= uk1+k2 =
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�0
��

0 0

0 Ik2;k2

�
�
�
X1[(X0

1X1 +X0
2X2)�1 � (X0

1X1)�1]X1

X2(X0
1X1 +X0

2X2)�1X0
1

X1(X0
1X1 +X0

2X2)�1X0
2

X2(X0
1X1 +X0

2X2)�1X0
2

��
� =

= �0B� � f��1g�1
pp
�2
k2
;

nez�ale�z�� od podmienky a je preto op�at' toto�zn�e s nepodmienen�ym rozdelen��m. Mimo
toho l'ahko sa uk�a�ze, �ze

f(S1 + S2)
�1g�1

pp
� fS�11 g�1

pp
=U�

1 = u1; :::;U
�
k1+k2

= uk1+k2

nez�avis�� od
fS�11 g�1

pp
=U�

1 = u1; :::;U
�
k1+k2

= uk1+k2

(lebo AB = 0). Preto

fS�11 g�1
pp

f(S1 + S2)�1g�1pp � fS�11 g�1pp + fS�11 g�1pp

�
U�

1 = u1; :::;U
�
k1+k2

= uk1+k2

je rozdelen�e ako

(2.9)
�2
k1�p+1

�2
k1�p+1 + �2

k2

;

pri�com �2
k2

a �2
k1�p+1 v (2.9) s�u nez�avisl�e. Podl'a lemy 2.15 m�a preto

fS�11 g�1
pp

f(S1+S2)�1g�1pp
rozdelenie B

�
k1�p+1

2
; k2
2

�
a nez�avis�� od fS1 + S2gij ; i; j 2 f1; 2; :::;

p� 1g.

Ozna�cme hlavn�y determinant r�adu r matice Cp;p, teda det

0@ c11 c12 ::: c1r

c21 c22 ::: c2r

...
cr1 cr2 ::: crr

1A ako

jCjr; r 2 f1; 2; :::; pg. Vyu�zij�uc (2.7) a (2.8) dost�avame, �ze rozdelenie

jS1j
jS1 + S2j

�
U�

1 = u1; :::;U
�
k1+k2

= uk1+k2 =

=

jS1jp
jS1jp�1
jS1 + S2jp
jS1 + S2jp�1

jS1jp�1
jS1jp�2

jS1 + S2jp�1
jS1 + S2jp�2

:::
jS1j1

jS1 + S2j1

�
U�

1 = u1; :::;U
�
k1+k2

= uk1+k2 ;

pri�com

=

jS1jp
jS1jp�1
jS1 + S2jp
jS1 + S2jp�1

�
U�

1 = u1; :::;U
�
k1+k2

= uk1+k2 � B

�
k1 � p+ 1

2
;
k2

2

�
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a nez�avis�� od
jS1jp�1
jS1jp�2

jS1 + S2jp�1
jS1 + S2jp�2

�
U�

1 = u1; :::;U
�
k1+k2

= uk1+k2;

ktor�e m�a B
�
k1�p+1

2
; k2
2

�
rozdelenie nez�avisl�e od podmienky, atd'. Teda jS1j

jS1+S2j

m�a rozdelenie ako s�u�cin �1:::�p navz�ajom nez�avisl�ych n�ahodn�ych veli�c��n, pri�com

�i � B
�
k1�p+i

2
; k2
2

�
: �

Veta 2.17. Ak U1; :::;Un s�u nez�avisl�e, Np(�;�) rozdelen�e, S = 1
n

P
n

i=1(Ui �
U)(Ui �U)0, kde U = 1

n

P
n

i=1Ui, tak nS �Wp(n� 1;�).

Dôkaz. nS =
P

n

i=1
(Ui �U)(Ui �U)0 =

P
n

i=1
UiU

0
i
� nU U

0
= U 0U�

1
n
U 01n;1101;nU = U 0(I� 1

n
110)U = U 0AU = ~U 0A ~U , kde ~U 0 = (U1 � �; :::;Un � �),

lebo (�; :::;�)A = 0. Podl'a lemy 2.5 ~U 0A ~U � Wp(r;�) , 8l 2 Rp l0 ~U 0A ~U l �
(l0�l)�2

r
, pri�com v tomto pr��pade r = h(A) = tr(A). Preto�ze

~U l =

0BB@
(U1 � �)0l
(U2 � �)0l

...
(Un � �)0l

1CCA = l
~Y � Nn(0; (l

0�l)I)

(pozri (2.1)), m�a l0 ~U 0A ~U l rozdelenie �2
r
(podl'a vety 1.8) pr�ave vtedy ak A2 = A.

V tomto pr��pade r = h(A) = tr(A). Je zrejm�e, �ze v na�som pr��pade A2 = A a
r = h(A) = tr(A) = n� 1, preto nS �Wp(n � 1;�): �

Veta 2.18. Ak U1; :::;Uk s�u nez�avisl�e, Np(�;�) rozdelen�e, tak U = 1
k

P
k

i=1Ui a

kS =
P

k

i=1
UiU

0
i
� kU U

0
s�u nez�avisl�e, pri�com U � Np(�;

1
k
�) a kS � Wp(k �

1;�).

Dôkaz. Nech Ck;k je ortogon�alna matica tak�a, �ze jej k�ty st�lpec je ( 1p
k
; :::; 1p

k
)0.

Ozna�cme

(U1

...:::
...Uk)C = (V1

...:::
...Vk):

Potom Vk =
1p
k
(U1 + :::+Uk) =

p
k U resp. U = 1p

k
Vk,

kS =
kX
i=1

UiU
0
i
� kU U

0
= (U1

...:::
...Uk)

0BB@
U0

1

U0
2

...
U0

k

1CCA� k 1p
k
Vk

1p
k
V0
k
=

= (V1

...:::
...Vk)C

0C

0BB@
V0

1

V0
2

...
V0
k

1CCA�VkV
0
k
=

kX
i=1

ViV
0
i
�VkV

0
k
=

k�1X
i=1

ViV
0
i
:

Preto�ze V1; :::;Vk s�u nez�avisl�e, dost�avame tvrdenie lemy (pomocou vety 2.17). �
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3. Hotellingovo T 2
rozdelenie

Nech Sp;p je matica n�ahodn�ych veli�c��n (n�ahodn�a matica) dp;1 nahodn�y vektor
nez�avisl�y na S; S � Wp(k;�); d � Np(�; c�1�). Hotellingova zov�seobecnen�a
�statistika T 2 je de�novan�a ako

T 2 = ckd0S�1d =
kd0S�1d

d0��1d
cd0��1d:

V nasleduj�ucom budeme uva�zovat' � = 0; c = 1; � = I, teda S � Wp(k; I); d �
Np(0; I). Hotellingovo T 2(p; k) rozdelenie je

T 2 = kd0S�1d

a p���seme kd0S�1d � T 2(p; k).

Veta 3.1. Nech X � Np(�;�) a S �Wp(k;�) s�u navz�ajom nez�avisl�e, � regul�ar-

na. Potom

k(X� �)0S�1(X � �) � T 2(p; k):

Dôkaz. � = U�U0; I = UU0;� = diagf�1; :::; �pg; �1 = �2 = ::: = �p >

0; �� 1
2 = Udiagf��

1
2

1 ; :::; �
�1
2

p gU0; �
1
2 = Udiagf�

1
2

1 ; :::; �
1
2
p gU0. Polo�z��me d� =

�� 1
2 (X � �); S� = �� 1

2S�� 1
2 , teda (S�)�1 = �

1
2S�1�

1
2 . Zrejme d� � Np(0; I),

S� � Wp(k; I) a preto podl'a de�n��cie k(d�)0(S�)�1d� = k(X � �)0S�1(X � �) �
T 2(p; k): �

Dôsledok 3.2. Majme U1; :::;Un nez�avisl�e, Ui � Np(�;�); � regul�arna, U =
1
n

P
n

i=1Ui; S = 1
n

P
n

i=1(Ui �U)(Ui �U)0; S� =
1

n�1

P
n

i=1(Ui �U)(Ui �U)0.
Potom

(n� 1)(U � �)0S�1(U� �) = n(U� �)0S�1� (U ��) � T 2(p; n� 1):

Dôkaz. U � Np(�;
1
n
�), teda

p
nU � Np(

p
n�;�); S� =

n

n�1S, �ci�ze (n�1)S
�1 =

nS�1� , d'alej nS � Wp(n � 1;�) (pozri vetu 2.17), U a S s�u nez�avisl�e (veta 2.18),
teda

(n� 1)
p
n(U� �)0(nS)�1

p
n(U� �) = (n � 1)(U � �)0S�1(U� �) =

= n(U� �)0S�1�
p
n(U � �) � T 2(p; n � 1): �

Veta 3.3.

T 2(p;m) =
mp

m� p+ 1
Fp;m�p+1:

Dôkaz. Podl'a de�n��cie m�a T 2(p;m) rozdelenie n�ahodn�a veli�cina md0S�1d, kde
d � Np(0; I); S �Wp(m; I). Teda n�ahodn�a veli�cina

(3.1)
md0S�1d

d0d
d0d = m

d0d

d0d

d0S�1d

:
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Podl'a vety 2.14 (b) menovatel' v (3.1) nez�ale�z�� od d a m�a �2
m�p+1 rozdelenie (pre

l'ubovol'n�u realiz�aciu n�ahodn�eho vektora d m�a �2
m�p+1 rozdelenie), �citatel' v (3.1)

m�a podl'a vety 1.7 �2
p
rozdelenie. Preto (3.1) je podiel dvoch nez�avisl�ych n�ahodn�ych

veli�c��n, s �2 rozdelen��m, a s��ce rozdelenie (3.1) je

T 2(p;m) =
m�2

p

�2
m�p+1

=

mp
�2
p

p

(m� p+ 1)
�2
m�p+1

m� p + 1

=
mp

m� p+ 1
Fp;m�p+1: �

Lema 3.4. S�u�cin k navz�ajom nez�avisl�ych n�ahodn�ych veli�c��n s rozdelen��mB(
i; �i);
i = 1; 2; :::; k tak�ych, �ze 
i = 
i+1+ �i+1; i = 1; 2; :::; k�1 m�a rozdelenie B(
k; �1+
:::+ �k).

Dôkaz. Pozri viac v Rao, 3a.3.

Lema 3.5. Nech d � Np(0; I) a S � Wp(m; I) s�u nez�avisl�e, teda md0S�1d �
T 2(p;m); m = p� 1. Plat���

1 +
T 2(p;m)

m

��1
=

jSj
jS+ dd0j

� B

�
m� p+ 1

2
;
p

2

�
:

Dôkaz. Podl'a And�el, str. 63 pre determinant �stvorcovej matice

�
S d

d0 �1

�
plat��

���� S d

d0 �1

���� = �jS+ dd0j = �jSj(1 + d0S�1d);

teda �
1 +

T 2(p;m)

m

��1
= (1 + d0S�1d)�1 =

jSj
jS+ dd0j

;

pri�com S �Wp(m; I); dd0 �Wp(1; I), (nez�avis�� od S) a podl'a lemy 2.10 S+dd0 �

Wp(m + 1; I). Preto podl'a vety 2.16 m�a
jSj

jS+ dd0j
rozdelenie ako s�u�cin navz�ajom

nez�avisl�ych n�ahodn�ych veli�c��n s rozdelen��m beta a parametrami�
m� p+ 1

2
;
1

2

�
;

�
m� p+ 2

2
;
1

2

�
; :::;

�
m

2
;
1

2

�
:

Podl'a lemy 3.4 m�a tento s�u�cin B

�
m� p+ 1

2
;
p

2

�
rozdelenie. �

Dôsledok 3.6. Nech X a S je aritmetick�y priemer a v�yberov�a kovarian�cn�a matica

z v�yberu rozsahu n z rozdelenia Np(�;�). Potom

n� p

p
(X � �)0S�1(X � �) � Fp;n�p:
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Dôkaz. Podl'a dôsledku 3.2 m�a (n�1)(X��)0S�1(X��) � T 2(p; n�1) rozdelenie,
�ci�ze podl'a vety 3.3 m�a

n� p
p

(X � �)0S�1(X � �) �
n� p

p(n� 1)
T 2(p; n � 1) =

=
n� p

p(n � 1)

p(n� 1)

n� 1� p + 1
Fp;n�1�p+1 = Fp;n�p

rozdelenie. �

4. In�e rozdelenia vyskytuj�uce sa pri

multivari�atnych �statistick�ych anal�yzach

De�n��cia 4.1. Nech A �Wp(m; I); B �Wp(n; I) s�u nez�avisl�e, m = p�1. Potom
hovor��me, �ze n�ahodn�a veli�cina

� =
jAj

jA+Bj
= jI+A�1Bj�1

m�a Wilksovo lambda-rozdelenie s parametrami p;m; n. Ozna�cujeme ho �(p;m; n)

Veta 4.2. Wilksovo �(p;m; n) rozdelenie, m = p � 1, je toto�zn�e s rozdelen��m

s�u�cinu �1:::�p nez�avisl�ych n�ahodn�ych veli�c��n, pri�com �i � B

�
m� p + i

2
;
n

2

�
.

Dôkaz. Ak A �Wp(m; I); B �Wp(n; I) s�u nez�avisl�e, tak podl'a vety 2.16 m�a

� =
jAj

jA+Bj
= jI+A�1Bj�1

rovnak�e rozdelenie ako s�u�cin �1:::�p nez�avisl�ych n�ahodn�ych veli�c��n, pri�com �i �

B

�
m� p+ i

2
;
n

2

�
: �

Pozn�amka. Ak S1 �Wp(k1; I); S2 �Wp(k2; I) s�u nez�avisl�e, k1 = p� 1, tak

� =
jS1j

jS1 + S2j

m�a rozdelenie rovnak�e ako s�u�cin �1:::�p nez�avisl�ych n�ahodn�ych veli�c��n, pri�com �i �

B

�
k1 � p + i

2
;
k2

2

�
, �co je podl'a vety 2.16 to ist�e ako rozdelenie

jG1j
jG1 +G2j

;

kde G1 � Wp(k1;�); G2 � Wp(k2;�) s�u nez�avisl�e, � je regul�arna a k1 = p � 1.
Teda � nez�ale�zi od � a mô�zeme ju zade�novat' ako

� =
jG1j

jG1 +G2j
;
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kde G1 �Wp(k1;�); G2 �Wp(k2;�) s�u nez�avisl�e, � je regul�arna a k1 = p� 1.

Pozn�amka. Ak S �Wp(n�1;�); d � Np(0;�) s�u nez�avisl�e, tak Wilksovo lambda-
rozdelenie s parametrami p; n � 1; 1 je to ist�e ako rozdelenie n�ahodnej veli�ciny

jSj
jS+ dd0j

, teda (podl'a lemy 3.5) B

�
n� p

2
;
p

2

�
.

Zo vzt'ahov medzi beta rozdelen��m a F rozdelen��m mo�zno odvodit' vzt'ahy medzi
� a F rozdelen��m:

(a)
1� �(p;m; 1)

�(p;m; 1)
�

p

m� p+ 1
Fp;m�p+1

(b)
1��(1;m; n)

�(1;m; n)
�

n

m
Fn;m

(c)
1�

p
�(p;m; 2)p

�(p;m; 2)
� p

m� p+ 1
F2p;2(m�p+1)

(d)
1�

p
�(2;m; n)p

�(2;m; n)
� n

m� 1
F2n;2(m�1):

Pre ostatn�e hodnoty n a p za podmienky, �ze m je vel'k�e, mo�zno pou�zit' Bartlettovu
asymptotick�u aproxim�aciu

�
�
m�

1

2
(p� n+ 1)

�
ln�(p;m; n) � �2

np
:

Pri hl'adan�� simult�annych intervalov spol'ahlivosti parametrov multivari�atnych line-
�arnych modelov sa pou�z��va nasledovn�e rozdelenie.

De�n��cia 4.3. Nech A � Wp(m;�); B � Wp(n;�) s�u nez�avisl�e, m = p; � je

pozit��vne de�nitn�a. Rozdelenie najv�a�c�sej vlastnej hodnoty � matice (A +B)�1B
ozna�cujeme �(p;m; n).

Podl'a Rao, str. 588 toto rozdelenie nez�avis�� od �. Poznamen�avame tie�z, �ze �
mô�zeme de�novat' ako najv�a�c�s�� kore�n rovnice

jB� �(A +B)j = 0:

Ak � je vlastn�a hodnota A�1B, tak
�

1 + �
je vlastn�a hodnota (A+B)�1B. Ked'�ze

ide o monot�onnu funkciu premennej �, � je dan�e vzt'ahom

� =
�1

1 + �1
;

kde �1 zna�c�� najv�a�c�siu vlastn�u hodnotu matice A�1B. Preto�ze �1 > 0, plat��
0 < � < 1. Vzt'ahy medzi rozdeleniami �;� a F s�u:

(a) �(p;m; n) a �(n;m + n� p; p) maj�u rovnak�e rozdelenie;

(b)
�(1;m; n)

1� �(1;m; n)
=

1� �(1;m; n)

�(1;m; n)
�

n

m
Fn;m;

(c)
�(p;m; 1)

1� �(p;m; 1)
=

1� �(p;m; 1)

�(p;m; 1)
�

p

m� p+ 1
Fp;m�p+1:
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5. Met�oda maxim�alnej vierohodnosti a test pomerom vierohodnosti

Zdru�zen�u funkciu hustoty rozdelenia n�ahodn�eho v�yberu Xnp;1 = (X0
1; :::;X

0
n
)0

uva�zovan�u pri danom x (realiz�acia X 2 Rp) ako funkciu vektorov�eho parametra
� 2 Rr naz�yvame funkciou vierohodnosti

L(x;�) =
nY
i=1

f(xi;�);

resp. jej logaritmus, teda

l(x;�) = l(x1;x2; :::;xn;�) = lnL(x;�) =
nX
i=1

ln f(xi;�):

Vierohodnostn�ymi rovnicami rozumieme syst�em

nX
i=1

@ ln f(xi;�)

@�k
= 0; k = 1; 2; :::; r:

Majme n�ahodn�y v�yber X = (X0
1;X

0
2; :::;X

0
n
)0, kde Xi � Np(�;�); � je regul�arna.

Potom

L(x;�;�) = j2��j�
n

2 e
� 1

2

P
n

i=1(xi � �)0��1(xi � �)
;

�ci�ze

l(x;�;�) = lnL(x;�;�) = �n
2
ln j2��j � 1

2

nX
i=1

(xi � �)0��1(xi � �):

Plat��

(xi � �)0��1(xi � �) = (xi � x + x� �)0��1(xi � x+ x ��) =

= (xi � x)0��1(xi � x) + (x� �)0��1(x� �)+

+2(xi � x)0��1(x� �);

�ci�ze

nX
i=1

(xi � �)0��1(xi � �) =
nX
i=1

(xi � x)0��1(xi � x) + n(x� �)0��1(x � �)+

+2
nX
i=1

(xi �x)0��1(x��) = tr

nX
i=1

(xi �x)0��1(xi �x) +n(x��)0��1(x��) =

= tr

"
��1

(
nX
i=1

(xi � x)(xi � x)0
)#

+ n(x ��)0��1(x ��)+

= ntr
n
��1S(real)

o
+ n(x� �)0��1(x� �);
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lebo

S(real) =
1

n

nX
i=1

(xi � x)(xi � x)0 a 2
nX
i=1

(xi � x)0��1(x ��) =

= 2

(
n
1

n

nX
i=1

x0
i
��1(x ��) � nx0��1(x ��)

)
= 0:

Dost�avame

l(x;�;�) = �n
2
ln j2��j � n

2
tr
n
��1S(real)

o
� n

2
tr
�
��1(x � �)(x � �)0

	
:

Ak n = p+ 1, tak odhady met�odou maxim�alnej vierohodnosti s�u

�̂ = X; �̂ = S

(pozri Rao, str. 575,576).

De�n��cia 5.1. X = (X0
1;X

0
2; :::;X

0
n
)0 je n�ahodn�y v�yber z rozdelenia z�avisl�eho od

parametra �. Testujeme H0 : � 2 
0 >< H1 : � 2 
1 (
1 je oblast' v Rq ; 
0 je

podoblast' v 
1 hodnosti s). Test pomerom vierohodnosti hypot�ezy H0 oproti H1

m�a testovaciu �statistiku (LR-�statistiku t.j. likelihood ratio statistiku, presnej�sie jej

realiz�aciu)

�(x) =
L0

L
=

max�2
0
L(�)

max�2
 L(�)
:

Jeho kritick�a oblast' na hladine v�yznamnosti � je R = fx : �(x) < cg, kde c je

ur�cen�e tak, aby sup
�2
0

Pfx 2 Rg = �.

Veta 5.2. Nech � je testovacia �statistika pre test pomerom vierohodnosti H0 :
� 2 
0 >< H1 : � 2 
1 � 
0 (
1 je oblast' v Rq). Za ur�cit�ych podmienok

regul�arnosti pre ka�zd�y � 2 
0 m�a �2 ln� asymptoticky (pre n ! 1) rozdelenie

�2
q�s, ked' 
0 je podoblast' 
1 hodnosti s; (q > s); ( q � s mo�zno ch�apat' ako po�cet

re�strikci�� na parametre �1; :::; �r).

Ilustr�acia:

(a) NechX = (X0
1;X

0
2; :::;X

0
n
)0 je n�ahodn�y v�yber zNp(�;�); � je zn�ama pozit��vne

de�nitn�a matica.
H0 : � = �0 >< H1 : � 6= �0:

Potom

L(x;�;�) = j2��j�
n

2 e�
1
2

P
n

i=1(xi � �)0��1(xi � �) =

= j2��j�
n

2 e
n

2
tr
�
��1S(real)

	
e�

n

2
(x� �)��1(x � �)0 :

Ak plat�� H0, tak � = �0 a

max
�=�0

L(x;�;�) = L(x;�0;�) =

= j2��j�
n

2 e�
n

2
tr[��1S(real)]e�

n

2
(x � �0)0��1(x � �0)
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(je to jedin�e �c��slo). Ak � \nie je ohrani�cen�a\, q = p, teda max�2Rp L(x;�;�) sa
dosahuje pre � = �̂ = x a preto

max
�2Rp

L(x;�;�) = L(x; �̂(real);�) =

= j2��j�
n

2 e�
n

2
tr[��1S(real)]e�

n

2
(x� �̂(real))0��1(x � �̂(real)) =

= j2��j�
n

2 e�
n

2
tr[��1S(real)]:

Preto testovacia �statistika (vlastne jej realiz�acia) je

�2 ln�(x) = �2 ln
j2��j�

n

2 e�
n

2
tr[��1S(real)]e�

n

2
(x � �0)0��1(x� �0)

j2��j�
n

2 e�
n

2
tr[��1S(real)]

=

= n(x � �0)
0��1(x � �0):

Je to realiz�acia �statistiky n(X��0)0��1(X��0), ktor�a m�a za platnosti H0 podl'a
vety 1.8 �2

p
rozdelenie. (Poznamen�avame len, �ze h(
0) = s = 0, teda aj podl'a

tvrdenia vety 5.2 sed�� pre asymptotiku, �ze q � s = p� 0 = p.)

(b) (Hotellingov jednov�yberov�y T 2�test.) Majme n�ahodn�y v�yber X =
(X0

1;X
0
2; :::;X

0
n
)0 z Np(�;�); � je nezn�ama pozit��vne de�nitn�a matica.

H0 : � = �0 >< H1 : � 6= �0:

� sa mus�� odhadn�ut' vzhl'adom na H0 ako aj \bez ohrani�cenia\. D�a sa uk�azat', �ze
odhady z��skan�e met�odou maxim�alnej vierohodnosti (ich realiz�acie) s�u

za platnosti H0 : �̂(real) = �0; �̂
(real) = S(real) + dd0, kde d = x� �0,

\bez ohrani�cenia\: �̂(real) = x; �̂(real) = S(real).
Dost�avame, �ze za platnosti H0

max
�=�0

L(x;�;�) = L(x;�0;S
(real) + dd0) =

=
1

(2�)
np

2 jS(real)+ dd0jn2
e�

n

2
ftr(S(real)+ dd0)�1S(real) + d0(S(real) + dd0)�1dg=

=
1

(2�)
np

2 jS(real) + dd0jn2
e�

n

2
tr(S(real) + dd0)�1(S(real) + dd0) =

=
1

(2�)
np

2 jS(real) + dd0jn2
e�

np

2 :

�Dalej
max
�2Rp

L(x;�;�) = L(x;x;S(real)) =

=
1

(2�)
np

2 jS(real)jn2
e�

n

2
tr(S(real))�1S(real))� (x � x)0(S(real))�1(x � x) =
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=
1

(2�)
np

2 jS(real)jn2
e�

np

2 ;

teda testovacia �statistika (LR - �statistika) je

�2 ln�(X) = �2 ln
�

jSj
jS+ (X� �0)(X � �0)0j

�n

2

=

(5.1) = �n ln
�

jSj
jS+ (X � �0)(X � �0)0j

�
:

Za platnosti H0 je
p
n(X � �0) � Np(0;�); podl'a vety 2.18 nS � Np(n � 1;�),

pri�com
p
n(X� �0) a nS s�u nez�avisl�e. Preto podl'a pozn�amky za vetou 4.2

jnSj
jnS+ n(X� �0)(X � �0)0j

=
jSj

jS+ (X � �0)(X ��0)0j

m�a �(p; n � 1; 1) rozdelenie. Podl'a lemy 3.5 je to toto�zn�e s rozdelen��m (1 +
T
2(p;n�1)
n�1 )�1, �co je rozdelenie n�ahodnej veli�ciny (1 + (X � �0)0S�1(X � �0))�1

(pozri dôkaz lemy 3.5) a podl'a pozn�amky za vetou 4.2 to je B

�
n� p

2
;
p

2

�
rozde-

lenie.
Asymptoticky m�a teda podl'a vety 5.2

�2 ln�(X) = �n ln
�

jSj
jS+ (X � �0)(X ��0)0j

�
= n ln(1+(X��0)

0S�1(X��0))

�2
p
rozdelenie.
Ak chceme pou�zit' neasymptotick�y test, tak za platnosti H0 m�a n�ahodn�a veli�cina

(1 + (X� �0)
0S�1(X � �0))

�1

B

�
n� p

2
;
p

2

�
rozdelenie, alebo podl'a dôsledku 3.6 m�a za platnosti H0 �statistika

n� p
p

(X � �0)
0S�1(X � �0)

Fp;n�p rozdelenie.

(c) Hypot�ezu
H0 : � = �0 >< H1 : � 6= �0

( � nepozn�ame), pri�com m�ame v�yber z Np(�;�) rozdelenia o rozsahu n testujeme
tak, �ze z��skame odhady met�odou maxim�alnej vierohodnosti.

Za platnosti H0 : �̂(real) = x; � = �0,
\bez ohrani�cenia\: �̂(real) = x; �̂(real) = S(real).
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Preto za platnosti H0 je

max
�=�0

l(x;�;�) = l(x;x;�0) = �
np

2
ln 2� �

n

2
ln j�0j �

n

2
tr(��1

0 S(real))

a \bez ohrani�cenia\ je

max
�

l(x;�;�) = l(x;x;S(real)) = �np
2

ln2� � n

2
ln jS(real)j � np

2
:

Teda testovacia LR - �statistika je

�2 ln�(X) = ntr(��1
0 S) � ln jS��1

0 j � np:

T�ato n�ahodn�a veli�cina m�a zlo�zit�e rozdelenie, ale asymptoticky m�a �2
m

rozdelenie,
kde m = 1

2
p(p+ 1).

(d) Hypot�ezu
H0 : �12 = 0

( � nepozn�ame), pri�com m�ame v�yber z Np(�;�) rozdelenia o rozsahu n testujeme
tak, �ze norm�alne rozdelen�y n�ahodn�y vektor rozdel��me na podvektory s p1 a p2
zlo�zkami, p1 + p2 = p. Predpokladajme rovnak�e delenie kovarian�cnej matice � =�
�11 �12

�21 �22

�
: D�a sa uk�azat', �ze odhady met�odou maxim�alnej vierohodnosti za

platnosti H0 s�u: �̂ = X; �̂ =

�
S11 0

0 S22

�
(S11 a S22 s�u pr��slu�sn�e submatice

matice S). Test pomerom vierohodnosti m�a testovaciu �statistiku

�2 ln�(X) = 2
n
�
np

2
ln 2� �

n

2
ln jSj �

n

2
tr(S�1S) +

np

2
ln2�+

+
n

2
ln jS11jjS22j+

n

2
tr

�
S�111 0

0 S�122

��
S11 S12
S21 S22

��
= n ln

jS11jjS22j
jSj

=

= �n ln
jSj

jS11jjS22j
= �n ln

jS11jjS22 � S21S�111 S12j
jS11jjS22j

= �n ln jI� S�122 S21S
�1
11 S12j:

Tato �statistika m�a asymptoticky �2 rozdelenie s p1p2 stup�nami vol'nosti (p1p2 =
q; r = 0).

(d) Hypot�eza
H0 : � = diag (�speci�alny pr��pad (c))

( � nepozn�ame), pri�com m�ame v�yber z Np(�;�) rozdelenia o rozsahu n je t�a ist�a
ako hypot�eza

H0 : R = I

(R je korela�cn�a matica). Tvrd��, �ze zlo�zky vektora X s�u nez�avisl�e. Test pomerom
vierohodnosti m�a testovaciu �statistiku (jej realiz�aciu)

�2 ln� = �n ln jRX;Xj

(RX;X je v�yberov�a korela�cn�a matica). T�ato �statistika m�a asymptoticky �2 rozde-

lenie s 1
2
p(p � 1) stup�nami vol'nosti (q = p(p+1)

2
; r = p).
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6. Line�arny model a met�oda najmen�s��ch �stvorcov

6.1. �Uvod

Majme line�arny regresn�y model (LRM)

(6.1) Yn;1 = Xn;p�p;1 + "n;1;

E(") = 0; cov(") = �2I.

Veta 6.1.
P

n

i=1 "
2
i
= "0" = (Y �X�)0(Y �X�) nadob�uda minimum (vzhl'adom

na �) pre �̂, ktor�e je (l'ubovol'n�ym) rie�sen��m norm�alnych rovn��c

(6.2) X0X� = X0Y:

Toto minimum je rovnak�e pre v�setky rie�senia rovn��c (6.2).

Dôkaz. �(X0) = �(X0X) =) X0Y 2 �(X0X) =) (6.2) s�u v�zdy rie�sitel'n�e. Ich

l'ubovol'n�e rie�senie ozna�cme �̂. Plat��

(Y �X�)0(Y �X�) = (Y �X�̂ +X�̂ �X�)0(Y �X�̂ +X�̂ �X�) =

(Y �X�̂)0(Y �X�̂) + (�̂ � �)0X0X(�̂ � �) = (Y �X�̂)0(Y �X�̂):

Teraz u�z dôkaz l'ahko dokon�c��me. �

Ozna�cme e�ste
Ŷ = X�̂

a
R2
0 = (Y �X�̂)0(Y �X�̂) = Y0(I�X(X0X)�X0)Y:

6.2. Matica pl�anu X m�a pln�u hodnost'

Nech h(Xn;p) = p 5 n.

Veta 6.2. Majme LRM (6.1), pri�com h(X) = p. Plat��

(a) �̂ = (X0X)�1X0Y; E(�̂) = �

(b) cov�̂ = �2(X0X)�1.

Dôkaz. Pozri And�el.

Veta 6.3. Pre l'ubovol'n�e p 2 Rp m�a odhad dp0� = p0�̂ minim�alnu disperziu zo

v�setk�ych line�arnych nevych�ylen�ych odhadov funkcie p0�.

Dôkaz. Pozri And�el.

Veta 6.4.

E
�

R2
0

n� p

�
= �2:

Dôkaz.

E
�

R2
0

n� p

�
=

1

n� p
E(Y0(I�X(X0X)�1X0)Y) =

=
1

n� p

�
[�0X0(I�X(X0X)�1X0)X� + tr[(I�X(X0X)�1X0)�2I]

	
= �2: �
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Veta 6.5. V LRM (6.1) nech Y � Nn(X�; �2I); h(X) = p 5 n Plat��

(a) �̂ � Nn(�; �2(X0X)�1),

(b)
R2
0

�2
� �2

n�p,

(c) �̂ a R2
0 s�u nez�avisl�e,

(d) (�̂ � �)0X0X(�̂ � �) � �2�2
p
a nez�avis�� od R2

0.

Dôkaz.

(a) zrejm�e;

(b)
R2
0

�2
= Y0 I�X(X0X)�1X0

�2
Y = (Y �X�)0

I�X(X0X)�1X0

�2
(Y �X�) m�a

�2
h(I�X(X0X)�1X0)

rozdelenie podl'a vety 1.8;

(c) (X0X)�1X0Y aY0 I�X(X0X)�1X0

�2
Y s�u nez�avisl�e, lebo

I�X(X0X)�1X0

�2
je

pozit��vne semide�nitn�a matica a (X0X)�1X0�2I
I�X(X0X)�1X0

�2
= 0, teda podl'a

And�el, str. 81 (alebo podl'a vety 1.10) s�u �̂ a R2
0 nez�avisl�e;

(d) (�̂��)0
X0X

�2
(�̂��) = (Y�X�)0

X(X0X)�1X0

�2
(Y�X�) m�a podl'a vety 1.8

�2
p
rozdelenie; R2

0 = (Y�X�̂)0(Y�X�̂) = (Y�X�)0(I�X(X0X)�1X0)(Y�X�)
a podl'a vety 1.9 s�u (�̂ � �)0X0X(�̂ � �) a R2

0 nez�avisl�e. �

Pozn�amka. Hypot�ezu

H0 : � = �0 >< H1 : � 6= �0

testujeme �statistikou

(�̂ � �0)0X0X(�̂ � �0)

R2
0

n� p

p
;

ktor�a m�a za platnosti H0 rozdelenie Fp;n�p.

Zade�nujme
R2
H
= min

�: A�=c
(Y �X�)0(Y �X�):

Veta 6.6. Nech Aq;p m�a hodnost' h(A) = q; c 2 Rq. Plat�� (za predpokladu

normality rozdelenia Y)

(a) R2
H
�R2

0 = (A�̂ � c)0(A(X0X)�1A0)�1(A�̂ � c),
(b) E(R2

H
�R2

0) = �2q + (A� � c)0(A(X0X)�1A0)�1(A� � c),

(c) ak plat�� A� = c, tak F =
n� p

q

R2
H
�R2

0

R2
0

m�a Fq;n�p rozdelenie.

Dôkaz. Plat��

(Y �X�)0(Y �X�) = (Y �X�̂)0(Y �X�̂) + (�̂ � �)0X0X(�̂ � �)

(pozri aj v dôkaze vety 6.1).

R2
H
= min

�: A�=c
(Y �X�)0(Y �X�) =
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min
�: A�=c

h
(Y �X�̂)0(Y �X�̂) + (�̂ � �)0X0X(�̂ � �)

i
=

(Y �X�̂)0(Y �X�̂) + min
�: A�=c

(�̂ � �)0X0X(�̂ � �):

Hl'adajme teda
min

�: A�=c
(�̂ � �)0X0X(�̂ � �);

�ci�ze
min

�: A�=c

h
�̂0X0X�̂ � 2�̂0X0X� + �0X0X�

i
:

Met�odou neur�cit�ych Lagrangeov�ych multiplik�atorov dost�avame

�(�;�) = �̂0X0X�̂ � 2�̂0X0X� + �0X0X� + 2�0(A� � c)

@�

@�
= �2X0X�̂ + 2X0X� + 2A0� = 0

@�

@�
= 2(A� � c) = 0

(lebo
@M0x

@x
=M;

@x0Mx

@x
= 2Mx, pozri Rao, str.98).

Dost�avame rovnice
X0X� +A0� = X0X�̂

A� = c;

ktor�ych rie�senie �̂H n�as zauj��ma. Plat�� postupne

�̂H = �(X0X)�1A0� + �̂

A�̂ � c = A(X0X)�1A0�

(A(X0X)�1A0)�1(A�̂ � c) = �;

teda
�̂H = �̂ � (X0X)�1A0(A(X0X)�1A0)�1(A�̂ � c):

Preto

R2
H
�R2

0 = min
�: A�=c

(Y �X�)0(Y �X�) � (Y �X�̂)0(Y �X�̂) =

min
�: A�=c

(�̂ � �)0X0X(�̂ � �) = (�̂ � �̂H)
0X0X(�̂ � �̂H) =

= (A�̂ � c)0(A(X0X)�1A0)�1(A�̂ � c):

(b) Zrejme A�̂ � c � Nq(A� � c; �2A(X0X)�1A0). Preto

E(R2
H
�R2

0) = (A� � c)0(A(X0X)�1A0)�1(A� � c)+
+ tr[(A(X0X)�1A0)�1�2A(X0X)�1A0] =
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= �2q + (A� � c)0(A(X0X)�1A0)�1(A� � c):

(c) Ak plat�� H : A� = c, tak A�̂ � c � Nq(0; �2A(X0X)�1A0) a

(A�̂ � c)0
(A(X0X)�1A0)�1

�2
(A�̂ � c) =

= (A�̂ � c)0
(A(X0X)�1A0)�

1
2 I[(A(X0X)�1A0)�

1
2 ]0

�2
(A�̂ � c) =

=
R2
H
�R2

0

�2
� �2

q

(podl'a vety 1.8). Vo vete 6.5 sme dok�azali, �ze
R2
0

�2
� �2

n�p. �Dalej m�ame

R2
0 = Y0(I �X(X0X)�1X0)0(I�X(X0X)�1X0)Y:

Preto�ze

cov((A(X0X)�1A0)�
1
2 (A�̂ � c); (I �X(X0X)�1X0)Y) = 0;

s�u R2
H
�R2

0 a R2
0 nez�avisl�e. Za platnosti H : A� = c m�a

(6.3) F =

R2
H
�R2

0

�2q

R2
0

�2(n� p)

=
n� p
q

R2
H
�R2

0

R2
0

Fq;n�p rozdelenie. �

Pozn�amka. Hypot�ezu
H : Aq;p� = cq;1

testujeme pomocou �statistiky (6.3).

Pr��klad. Testovanie hypot�ezy

H0 : a0
i
� = ci >< H1 : a0

i
� 6= ci:

Testovacia �statistika je

ti =
a0
i
�̂ � a0

i
�

s
p
a0
i
(X0X)�1ai

=
a0
i
�̂ � ci

s
p
a0
i
(X0X)�1ai

� tn�p;

kde s2 =
R2
0

n� p
. Vskutku R2

0 � �2�2
n�p (podl'a vety 6.5 (b)). Za platnosti H0 je

a0
i
�̂ � N(a0

i
� = ci; �

2a0
i
(X0X)�1ai) (pomocou vety 6.5 (a)), R2

0 a �̂ su nezavisl�e
(podl'a vety 6.5 (c)), teda

a0
i
�̂ � ci

�
p
a0
i
(X0X)�1ais
R2
0

�2(n � p)

=
a0
i
�̂ � ci

s
p
a0
i
(X0X)�1ai

� tn�p:
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100(1� �)%�n�y interval spol'ahlivosti pre a0
i
� je�

a0
i
�̂ � tn�p(1 � �

2
)s
q
a0
i
(X0X)�1ai;a

0
i
�̂ + tn�p(1 � �

2
)s
q
a0
i
(X0X)�1ai

�
:

Ak chceme testovat', �ci s�u�casne plat��

H0 : a0
i
� = ci i =; 2; :::; k >< H1 : 9i 2 f1; 2; :::; kg a0

i
� 6= ci:

potom s�u tu mo�znosti:
(a) Bonferroniho met�oda je zalo�zen�a na trv. Bonferroniho nerovnosti, ktor�a

tvrd��, �ze ak E1; E2; :::; Ek s�u n�ahodn�e udalosti, tak

P

 
k\
i=1

Ei

!
= 1�

kX
i=1

P (EC

i
) = 1�

kX
i=1

(1� P (Ei)):

Dôkaz tejto nerovnosti sa zaklad�a na rovnosti (
T
r

i=1Ei)
C

=
S
k

i=1E
C

i
, z ktorej

vypl�yva, �ze

P

 
k\
i=1

Ei

!
= 1� P

24 k\
i=1

Ei

!C
35 = 1� P

 
k[
i=1

EC

i

!
= 1�

kX
i=1

(1 � P (Ei));

�co vypl�yva zo subadit��vnosti pravdepodobnostnej miery P , a s��ce P
�S

k

i=1E
C

i

�
5P

k

i=1
P (EC

i
). Pomocou Bonferroniho nerovnosti dost�avame

P

 
k\
i=1

�
a0
i
� 2

�
a0
i
�̂ � tn�p(1 � �

2k
)s
q
a0
i
(X0X)�1ai

��!
= 1� k

�

k
= 1� �:

(b) Met�oda maxim�alneho modulu.

Nech a01�̂; :::;a
0
k
�̂ s�u nez�avisl�e, t.j. a0

i
(X0X)�1a0

j
= 0 pre i 6= j,

ti =
a0
i
�̂ � ci

s
p
a0
i
(X0X)�1ai

� tn�p; i = 1; 2; :::; k, nech d'alej v(k; n�p; �) je ��kritick�a

hodnota rozdelenia max15i5k jtij, teda

1� � = P

�
max
15i5k

jtij 5 v(k; n� p; �)

�
= P fjtij 5 v(k; n� p; �) 8 ig :

Pravdepodobnost', �ze k intervalov

a0
i
�̂ � v(k; n� p; �)s

q
a0
i
(X0X)�1ai; i = 1; 2; :::; k

s�u�casne pokryje v�setk�ych k line�arnych kombin�aci�� a0
i
� je 1 � �. Hodnoty v(k; n �

p; �) s�u napr. v Lamo�s, Potock�y, tab. VII. Ak s�u a0
i
�̂ line�arne z�avisl�e, treba v

nahradit' inou hodnotou, pozri napr. Hahn, Hendrickson, Biometrika 58, 1971.
Intervaly v tomto pr��pade zostan�u rovnak�e.

(c) Sche�eho met�oda.
Je zalo�zen�a na vete 6.8, ktor�a zase vych�adza z nasleduj�ucej lemy
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Lema 6.7. Nech Mt;t je pozit��vne de�nitn�a matica. Pre l'ubovol'n�y x 2 Rt plat��

x0Mx 5 1() (h0x)2 5 h0M�1h 8 h 2 Rt:

Dôkaz. pozri And�el, str. 147.

Veta 6.8. Nech line�arny priestor B � Rp je generovan�y vektormi a1; :::;ak, �ci�ze

B = �(a1
...:::

...ak)p;k a nech h(a1
...:::

...ak) = k. Potom

P

�
ja0�̂ � a0�j 5 s

q
kFk;n�p(1� �)a0(X0X)�1a 8 a 2 B

�
= 1� �:

Dôkaz. Ozna�cme A0 = (a1
...:::

...ak), teda A =

0B@ a01
...
a0
k

1CA
k;p

, pri�com k(A) = k. Podl'a

vety 6.6 (c) m�a

(n� p)(A�̂ �A�)0(A(X0X)�1A0)�1(A�̂ �A�)
k(n� p)s2

=

=
(A�̂ �A�)0(A(X0X)�1A0)�1(A�̂ �A�)

ks2
� Fk;n�p

rozdelenie. Teda

P

�
(A�̂ �A�)0

(A(X0X)�1A0)�1

ks2Fk;n�p(1� �)
(A�̂ �A�) 5 1

�
= 1� �

a podl'a lemy 6.7 je

P

�h
h0(A�̂ �A�)

i2
5 [ks2Fk;n�p(1 � �)]h0A(X0X)�1A0h 8h 2 Rk

�
= 1� �;

�ci�ze

P

�h
(A0h)0(�̂ � �)

i2
5 ks2Fk;n�p(1� �)(A0h)0(X0X)�1A0h 8h 2 Rk

�
= 1��;

�co je to ist�e ako

P
n
(a0�̂ � a0�)2 5 ks2Fk;n�p(1 � �)a0(X0X)�1a 8a 2 �(A0) = B

o
= 1��: �
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6.3. Matica pl�anu X nem�a pln�u hodnost'

Nech h(Xn;p) = r < p 5 n.

Norm�alne rovnice maj�u vel'a rôznych rie�sen��, pri�com jedno rie�senie �̂ nemô�zeme
pova�zovat' za odhad �. Treba odstr�anit' nejednozna�cnost'. Rob�� sa to nasleduj�ucim
spôsobom. Uva�zujme maticu Bp�r;p, ktorej riadky s�u nez�avisl�e, t.j. h(B) = p � r,

pri�com tieto riadky nez�avisia od riadkov matice pl�anuX. Preto h

�
X

B

�
n+p�r;p

= p

(matica plnej hodnosti v st�lpcoch). Pre maticu

�
Xn;p

Bp�r;p

�
= Fn+p�r;p plat��, �ze

h(F) = p. Preto p � p matica F0F = (X0 B0)

�
X

B

�
= X0X + B0B je regul�arna

(�(F0F) = �(F0), �ci�ze aj h(F0F) = h(F0) = h(F) = p). K norm�alnym rovniciam
X0X� = X0Y prid�ame rovnice B� = 0 a dost�avame

X0X� +B0B� = F0F� = X0Y;

ktor�ych rie�senie
�̂ = (F0F)�1X0Y

je jedin�e. Pre toto �̂ plat��

E(�̂) = (F0F)�1X0X� = (F0F)�1(X0X+B0B)� = �:

Dost�avame teda \z�u�zenie\ syst�emu norm�alnych rovn��c, ktor�y m�a takto jedin�e rie-
�senie (postup pri anal�yze rozptylu).

De�n��cia 6.9. a0� je line�arne nevych�ylene odhadnutel'n�a ak existuje pre �nu line-

�arny nevych�ylen�y odhad, t.j. ak existuje l 2 Rn, �ze E�(l0Y) = a0� 8� 2 Rp.

Lema 6.10. a0� je line�arne nevych�ylene odhadnutel'n�a pr�ave vtedy ak a 2 �(X0).

Dôkaz. n�ajdete v And�el.

Veta 6.11. Nech a0� je line�arne nevych�ylene odhadnutel'n�a, �̂ je l'ubovol'n�e rie�senie

norm�alnych rovn��c, t.j. X0X�̂ = X0Y. Potom

(a) a0�̂ je jednozna�cn�y,

(b) a0�̂ je NNLO (najlep�s�� nevychylen�y line�arny odhad) a0�, t.j. pre ka�zd�y in�y

line�arny nevych�ylen�y odhad ga0� funkcie a0� pla�ti D(ga0�)�D(a0�̂) = 0.

Dôkaz. N�ajdete v And�el.

Skôr ako uk�a�zeme test hypot�ezy H : A� = 0, dok�a�zeme si dve lemy.

Lema 6.12. Nech Am;k;Bn;k s�u l'ubovol'n�e pevn�e matice, h(B) = r 5 minfn; kg.
Plat��

(6.4) h

�
A

B

�
= h[A(I�B0(BB0)�B] + h(B):

Dôkaz. Matica (B0...I � B0(BB0)�B)k;n+k m�a hodnost' k, lebo ka�zd�y st�lpec mati-

ce B0, teda B0ei je kolm�y na v�setky st�lpce matice I � B0(BB0)�B, teda na (I �
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B0(BB0)�B)ej ; j = 1; 2; :::; k. lebo e0
i
B(I �B0(BB0)�B)ej = 0; j = 1; 2; :::; k.

Teda B0 m�a r line�arne nez�avisl�ych st�lpcov, I � B0(BB0)�B m�a k � r line�arne

nez�avisl�ych st�lpcov (lebo h(I � B0(BB0)�B) = k � r). Tie�z B0ei je kolm�e na

(I�B0(BB0)�B)ej ; j 2 f1; 2; :::; kg, teda (B0...I�B0(BB0)�B)k;n+k m�a k line�arne

nez�avisl�ych st�lpcov, teda h(B0
...I � B0(BB0)�B) = k (pln�a hodnost' v riadkoch).

Teraz

h

�
A

B

�
= h

�
A

B

�
(B0...I�B0(BB0)�B) = h

�
AB0 A(I �B0(BB0)�B)
BB0 0

�
=

= h

��
I �AB0(BB0)�

0 I

��
AB0 A(I�B0(BB0)�B)
BB0 0

��
=

= h

�
0 A(I �B0(BB0)�B)
BB0 0

�
= h(B) + h[A(I�B0(BB0)�B)]: �

Lema 6.13. Ak h(Xn;p) = r < p 5 n; Aq;p m�a hodnost'h(A) = q; h

�
X

A

�
= r+q

(riadky A s�u line�arne nez�avisl�e s riadkami X), tak l'ubovol'n�e � 2 �(X) sa d�a p��sat'
ako X�, kde A� = 0.

Dôkaz. Zrejme �(X) � �(X(I�A0(AA0)�A)). Ale podl'a (6.4) je hodnost'h(X(I�

A0(AA0)�A)) = h

�
X

A

�
� h(A) = r + q � q = r = h(X), teda �(X) = �(X(I �

A0(AA0)�A)) t.j. ka�zd�e � 2 �(X) sa d�a p��sat' ako X�, kde A� = 0: �

Ak chceme testovat' H : A� = 0 ked' h(X) = r < p; h(Aq;p) = q, pri�com

h

�
X

A

�
= r + q, tak podl'a lemy 6.13

R2
H
= min

�: A�=0
(Y �X�)0(Y �X�) = min




(Y �X
)0(Y �X
)0 = R2
0

a H0 nevieme testovat' (podl'a vety 6.6).

De�n��cia 6.14. Hypot�eza H0 : A� = 0 je testovatel'n�a, ak riadky matice A s�u

line�arne kombin�acie riadkov matice X, t.j. ak existuje matica Mq;n, �ze A =MX.

Pozn�amka. Hypot�eza H0 : A� = 0 je testovatel'n�a, ak ka�zd�a line�arna kombin�acia
a0
i
� = fAgi:� je line�arne nevych�ylene odhadnutel'n�a.

Pozn�amka. Ak m�ame H0 : A� = c, tak vezmime �0�l'ubovol'n�e rie�senie syst�emu
A� = c a vytvorme � = � � �0. Model Y = X� + " prep���seme na model
Y�X�0 = X(��X�0)+", �ci�ze (pri ozna�cen�� observa�cn�eho vektoraY� = Y�X�0)
dost�avame model Y� = X� + ". V tomto modeli testujeme hypot�ezu A� = 0.
Pôvodn�a hypot�eza H0 : A� = c je teda testovatel'n�a pr�ave vtedy ak hypot�eza
A� = 0 je testovatel'n�a v \novom\ modeli, teda ak A =MX.
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Veta 6.15. Nech H0 : A� = c, kde Aq;p m�a hodnost' h(A) = q 5 r, je testova-

tel'n�a, t.j. A =MX (Y je norm�alne rozdelen�y). Nech

R2
0 = min

�

(Y �X�)0(Y �X�);

R2
H
= min

�: A�=c
(Y �X�)0(Y �X�):

Ak H0 plat��, tak

(a) R2
H
�R2

0 = (A�̂� c)0(A(X0X)�A0)�1(A�̂ � c), kde �̂ je l'ubovol'n�e rie�senie

norm�alnych rovn��c X0X� = X0Y,

(b)
n� r

q

R2
H
�R2

0

R2
0

� Fq;n�r.

Dôkaz. pozri And�el.

7. Viacrozmern�a regresn�a anal�yza

7.1. �Uvod

Na ka�zdom z n objektov rob��me p meran��. V�ysledky meran�� na i�tom objekte
s�u realiz�acie n�ahodn�eho vektora

Y0
i
= (Yi1Yi2:::Yip) = (xi1xi2:::xiq)

0BB@
�11 �12 ::: �1p
�21 �22 ::: �2p
...
�q1 �q2 ::: �qp

1CCA+ "0
i
;

pri�com Yil je meranie l�t�eho znaku na i�tom objekte. V�setky merania d�avaj�u
maticu Yn;p n�ahodn�ych veli�c��n (jej i�ty riadok zna�c�� p meran�� na i�tom objekte),
teda

Y=

0BB@
Y11 Y12 ::: Y1p
Y21 Y22 ::: Y2p
...
Yn1 Yn2 ::: Ynp

1CCA=
0BB@
x11 x12 ::: x1q
x21 x22 ::: x2q
...
xn1 xn2 ::: xnq

1CCA
0BB@
�11 �12 ::: �1p
�21 �22 ::: �2p
...
�q1 �q2 ::: �qp

1CCA+
0BB@
"01
"02
...
"0
n

1CCA
�ci�ze

(7.1) Yn;p = Xn;qBq;p + "n;p:

V modeli (7.1) jeXn;q dan�a pevn�a zn�ama matica,Bmatica nezn�amych parametrov,
"i = ("i1"i2:::"ip)0 je chybov�y vektor na i�tom objekte a

"n;p =

0BB@
"11 "12 : : : "1p
"11 "12 : : : "1p
...
"n1 "n2 : : : "np

1CCA
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je matica n�ahodn�ych ch�yb. Plat�� "i � Np(0;�); "1; "2; :::; "n s�u navz�ajom nez�a-
visl�e, Bq;p = (�1; :::;�p). Vektor meran�� i�teho znaku je (Y1iY2i:::Yni)0 = Zi 2
Rn; i = 1; 2; :::; p. Teda

E(Zj ) = Xn;q�j ; �j =

0BB@
�1j
�2j
...
�qj

1CCA 2 Rq;

cov(Zj) = �jjI; j = 1; 2; :::; p;

�jj = f�gjj

cov(Zi;Zj) =

0BB@
cov(Y1i; Y1j) cov(Y1i; Y2j) ::: cov(Y1i; Ynj)
cov(Y2i; Y1j) cov(Y2i; Y2j) ::: cov(Y2i; Ynj)

...
cov(Yni; Y1j) cov(Yni; Y2j) ::: cov(Yni; Ynj)

1CCA =

=

0BB@
�ij 0 : : : 0
0 �ij 0
...
0 0 : : : �ij

1CCA = �ijIn;n = f�gijIn;n:

In�e vyjadrenie modelu je

vecY = Znp;1 =

0BB@
Z1

Z2

...
Zp

1CCA =

0BB@
X 0 : : : 0

0 X : : : 0
...
0 0 : : : X

1CCA
0BB@
�1
�2
...
�p

1CCA
pq;1

+ vec";

�ci�ze
vecY = (Ip;p 
Xn;q)vecB+ vec";

cov(vecY) = �p;p 
 In;n:

Ak h(X) = q 5 n, tak najlep�s�� line�arny nevych�ylen�y odhad �i je

�̂i = (X0X)�1X0Zi

a nevych�ylen�y odhad �ii je

Z0
i
(I �X(X0X)�1X0)Zi

n� q
=
R2
0(i; i)

n� q
= �̂ii:

Teda NNLO parametrov B je

B̂ = (X0X)�1X0Y:

Ozna�cme
R2
0(i; j) = (Zi �X�̂i)0(Zj �X�̂j):
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Pre vektor Zi +Zj plat��

E(Zi + Zj) = X(�i + �j); cov(Zi + Zj) = (�ii + 2�ij + �jj )I:

NNLO �i + �j je

(X0X)�1X0(Zi + Zj) = �̂i + �̂j :

Nevych�ylen�ym odhadom

\�ii + 2�ij + �jj =
(Zi +Zj)

0(I�X(X0X)�1X0)(Zi +Zj)

n� q
=

=
R2
0(i; i)

n� q
+
R2
0(j; j)

n� q
+ 2

R2
0(i; j)

n� q
;

teda nevych�ylen�ym odhadom �ij je

�̂ij =
R2
0(i; j)

n� q
:

Matica

R0 =

0BB@
R2
0(1; 1) R2

0(1; 2) : : : R2
0(1; p)

R2
0(2; 1) R2

0(2; 2) : : : R2
0(2; p)

...
R2
0(p; 1) R2

0(p; 2) : : : R2
0(p; p)

1CCA
je zvy�skovou maticou s�u�ctov �stvorcov a s�u�cinov. Nevych�ylen�ym odhadom matice
� je teda

�̂ =
1

n� q
R0:

D�a sa p��sat'
R0 = Y0(I�X(X0X)�1X0)Y = Y0PY:

Ak s�u merania na jednotliv�ych objektoch nez�avisl�e a maj�u mnohorozmern�e nor-
m�alne rozdelenie s tou istou kovarian�cnou maticou �, potom mô�zeme pova�zovat'
"1; "2; :::; "n za n�ahodn�y v�yber z Np(0;�). V takom pr��pade m�a vec" rozdelenie
Nnp(0;�p;p
 In;n) (vypl�yva z de�n��cie mnohorozmern�eho norm�alneho rozdelenia).
Preto v takom pr��pade vecY � Nnp((Ip;p 
X)vecB;�p;p 
 In;n). Plat�� veta

Veta 7.1. Nech v modeli (7.1) je "1; "2; :::; "n n�ahodn�y v�yber z Np(0;�). Potom

(a) B̂ m�a norm�alne rozdelenie (rozumie sa t�ym, �ze vecB̂ m�a mnohorozmern�e

norm�alne rozdelenie).

(b) Y0PY �Wp(n� q;�)

(c) B̂ a �̂ s�u nez�avisl�e (rozumie sa t�ym, �ze vecB̂ a vec�̂ s�u nez�avisl�e).

Dôkaz.

(a) Preto�ze B̂ = (X0X)�1X0Y, je vecB̂ = vec(X0X)�1X0Y = vec(X0X)�1X0YI

= (I
 (X0X)�1X0)vecY, z �coho je tvrdenie (a) evidentn�e.
(b) Y0PY = Y0P0PY = (PY)0P(XB + ") = "0P" � Wp(w;�) () P2 = P,

(pozri vetu 2.9), �co je splnen�e. V tomto pr��pade w = trP = n� q
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(c) vecB̂ = (I 
 (X0X)�1X0)vecY a vec�̂ =
1

n� q
vecR0 =

1

n� q
vec(Y0(I �

X(X0X)�1X0)Y) =
1

n� q
vec(Y0(I � X(X0X)�1X0)0(I � X(X0X)�1X0)Y). Sta�c��

ak uk�a�zeme, �ze (I 
 (X0X)�1X0)vecY a vec(I � X(X0X)�1X0)Y = (I 
 (I �
X(X0X)�1X0))vecY s�u nez�avisl�e. Preto�ze

(I
 (X0X)�1X0)[cov(vecY)](I 
 (I�X(X0X)�1X0)) =

= (I 
 (X0X)�1X0)(� 
 I)(I 
 (I �X(X0X)�1X0)) = 0;

dost�avame aj tretie tvrdenie vety. �

7.2. Testovanie hypot�ez

V modeli
Yn;p = Xn;qBq;p + "n;p;

kde h(X) = q(5 n); " =

0BB@
"01
"02
...
"0
n

1CCA, pri�com "1; "2; :::; "n je n�ahodn�y v�yber z Np(0;�),

testujeme hypot�ezu
H0 : C1B =D;

C1 je zn�ama g � q matica, h(C1) = g; D je zn�ama g � p matica.

Veta 7.2. V modeli (7.1) nech h(X) = q; n � q = p � 1; � je regul�arna, B0

je l'ubovol'n�e rie�senie rovn��c C1B = D. Ozna�cme Y+ = Y � XB0. Za platnosti

H0 : C1B = D; (h(C1) = g) m�a

� =
jY0PYj

jY0PY +Y0
+P2Y+j

Wilksovo �(p; n� q; g) rozdelenie, pri�com P = I�X(X0X)�1X0,

P2 = X(X0X)�1C0
1(C1(X0X)�1C0

1)
�1C1(X0X)�1X0.

Dôkaz.

Y0PY = (XB+ ")0P(XB+ ") = "0P":

Podl'a vety 2.9 m�a Y0PY rozdelenie Wp(r;�) pr�ave vtedy ak P2P, pri�com v
takomto pr��pade r = trP. L'ahko sa vid��, �ze naozaj P2P a r = trP = n � q,
teda Y0PY �Wp(n� q;�). Tie�z plat��

Y0
+P2Y+ = (Y�XB0)

0X(X0X)�1C0
1(C1(X

0X)�1C0
1)
�1C1(X

0X)�1X0(Y�XB0)

a za platnosti H0 je
Y0

+P2Y+ =

=(X(B�B0)+")
0X(X0X)�1C0

1(C1(X
0X)�1C0

1)
�1C1(X

0X)�1X0(X(B�B0)+")=

= "0X(X0X)�1C0
1(C1(X

0X)�1C0
1)
�1C1(X

0X)�1X0":
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Podl'a vety 2.9 m�a Y0
+P2Y+ rozdelenie Wp(g;�). Podl'a vety 2.13 s�u Y0PY a

Y0
+P2Y+ nez�avisl�e, lebo

(I�X(X0X)�1X0)X(X0X)�1C0
1(C1(X

0X)�1C0
1)
�1C1(X

0X)�1X0 = 0:

Podl'a pozn�amky pod vetou 4.2 m�a

jY0PYj
jY0PY +Y0

+P2Y+j

Wilksovo �(p; n� q; g) rozdelenie. �

Hypot�ezu H0 : C1B = D teda testujeme pomocou �(p; n � q; g) rozdelenia.
Zamietame ju pre mal�e hodnoty �.

Pozn�amka. Podobne v modeli (7.1), kde h(X) = q; � je regul�arna, mô�zeme testo-
vat' v�seobecnej�siu hypot�ezu

H0 : C1BM1 = D;

kde M1 je zn�ama p� r matica s h(M1) = r. Z modelu (7.1) toti�z vypl�yva model

(7.2) Yn;pM1 = Xn;qBq;pM1 + "n;pM1;

v ktorom je matica observ�aci��YM1, matica pl�anuX a matica \nezn�amych paramet-
rov\BM1, pri�com "0"�Wp(n;�) a podl'a vety 2.6 m�aM0

1"
0"M1�Wp(r;M0

1�M1)
rozdelenie. ("M1)0 je preto n�ahodn�y v�yber z Np(0;M0

1�M1) rozdelenia. Teraz u�z
�uplne analogicky ako vo vete 7.2 dost�avame, �ze za platnosti H0 : C1BM1 = D

m�a
jEj

jH+Ej

�(r; n� q; g) rozdelenie, pri�com E = (YM1)0P(YM1) a H = [(Y �XB0)M1]0P2

[(Y �XB0)M1].

7.3. Intervaly spol'ahlivosti pre parametre modelu

Pomocou kapitoly 7.2 n�ajdeme intervaly spol'ahlivosti pre line�arne kombin�acie
b0C1Ba (alebo b0C1BM1a) v pr��padoch, �ze a;b s�u pevne dan�e; a je pevne dan�e
a pre ka�zd�e b; pre ka�zd�e a;b.

Nech B s�u skuto�cn�e parametre (ich skuto�cn�a hodnota). Polo�z��me tentokr�at
Y+ = Y �XB. Nech a 2 Rp; b 2 Rg s�u pevne dan�e. Podl'a lemy 2.12

b0C1(X
0X)�1X0Y+a = vec(b0C1(X

0X)�1X0Y+a) =

= vec(b0C1(X
0X)�1X0"a) = (a0 
 b0C1(X

0X)�1X0)vec";

pri�com cov(vec") = cov(vecY) = �p;p 
 In;n (pozri kapitolu 7.1). Preto

D(b0C1(X
0X)�1X0Y+a) = D((a0 
 b0C1(X

0X)�1X0)vec") =
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= (a0
b0C1(X
0X)�1X0)(�
I)(a
X(X0X)�1C0

1b) = (a0�a)(b0C1(X
0X)�1C0

1b):

U�z v kapitole 7.2 sme uk�azali, �ze Y0PY = Y0(I�X(X0X)�1X0)Y �Wp(n� q;�)
a teda pre a 6= 0 je podl'a vety 2.8

a0Y0PYa

a0�a
� �2

n�q:

Samozrejme
a0Y0PYa

a0�a
� �2

n�q =
a0"0P"a

a0�a
=

("a)0P"a

a0�a
a

b0C1(X
0X)�1X0Y+a = b0C1(X

0X)�1X0"a;

pri�com "a =

0BB@
"01a

"02a
...

"0
n
a

1CCA � Nn(0; (a�a)In;n). Podl'a vety 1.10 s�u

a0Y0PYa

a0�a
a b0C1(X

0X)�1X0Y+a

nez�avisl�e, lebo
P

a0�a
(a0�a)I

1

2
X(X0X)�1C0

1b = 0:

Preto�ze b0C1(X
0X)�1X0Y+a = b0C1(X

0X)�1X0"a m�a

N1(0; (a0�a)(b0C1(X0X)�1C0
1b)) rozdelenie, m�a

(b0C1(X0X)�1X0Y+a)2

(b0C1(X0X)�1C0
1b)(a

0�a)
roz-

delenie �21 a je nez�avisl�e od
a0Y0PYa

a0�a
, ktor�e m�a �2

n�q rozdelenie. Dost�avame,

�ze
(b0C1(X0X)�1X0Y+a)2

(b0C1(X0X)�1C0
1b)(a

0Y0PYa)
�

1

n� q
F1;n�q:

Pre pevn�e a 2 Rp;b 2 Rg

P

�
(b0C1(X0X)�1X0Ya � b0C1(X0X)�1X0XBa)2

(b0C1(X0X)�1C0
1b)(a

0Y0PYa)
5

1

n� q
F1;n�q(1 � �)

�
=1��;

�ci�ze

P

�
(b0C1(X

0X)�1X0Ya � b0C1Ba)
2 5

5
1

n� q
F1;n�q(1 � �)b0C1(X

0X)�1C0
1ba

0Y0PYa

�
= 1� �;

�co je to ist�e ako

(7.3) P

�
b0C1Ba 2

�
b0C1(X

0X)�1X0Ya�

�
r

1

n� q
F1;n�q(1� �)b0C1(X0X)�1C0

1ba
0Y0PYa; b0C1(X

0X)�1X0Ya+

+

r
1

n� q
F1;n�q(1� �)b0C1(X0X)�1C0

1ba
0Y0PYa

��
= 1� �:
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Pozn�amka. Tento v�ysledok dostaneme aj ked' uva�zujeme regresn�y model Ya =
XBa + "a, kde observa�cn�y vektor je Ya, vektor parametrov je Ba a chybov�y
vektor "a (pozri pr��klad za vzt'ahom (6.3)).

Hl'adajme teraz intervaly spol'ahlivosti, ktor�e s�u�casne pokr�yvaj�u v�setkyb0C1Ba,
kde a 2 Rp je pevn�e, ale b sa men�� a mô�ze byt' l'ubovol'n�e z Rg. Budeme potrebovat'
nasleduj�ucu lemu.

Lema 7.3. Nech At;t;Nt;t s�u symetrick�e matice, pri�com N je pozit��vne de�nitn�a.

Potom

a.) pre l'ubovol'n�e c 2 Rt; c 6= 0

(7.4) max
x2Rt

x6=0

(c0x)2

x0Nx
= c0N�1c;

pri�com maximum sa dosahuje pre x =N�1c;

b.)

(7.5) max
x2Rt

x 6=0

x0Ax

x0Nx
= �1;

kde �1 je najv�a�c�sia vlastn�a hodnota matice AN�1.

Dôkaz. Schwarzova nerovnost tvrd��, �ze pre l'ubovol'n�e dva vektory x;y 2 Rt plat��
(x0y)2 5 x0x y0y. Maticu N mô�zeme p��sat' ako N

1
2N

1
2 , maticu N�1 mô�zeme p��sat'

akoN� 1
2N� 1

2 (pozri And�el, str. 64). Preto pre vektory u = N
1
2 x; v = N� 1

2y (x;y
l'ubovol'n�e z Rt) plat��

(u0v)2 = (x0N
1
2N� 1

2y)2 = (x0y)2 5 u0u v0v = x0Nx y0N�1y;

�ci�ze pre l'ubovol'n�e x;y 2 Rt

(7.6) (x0y)2 5 x0Nx y0N�1y:

a.) Vezmime l'ubovol'n�e c 2 Rt; c 6= 0. Pre ka�zd�e x 2 Rt plat�� zo (7.6)

(c0x)2 5 x0Nx c0N�1c;

�ci�ze pre ka�zd�e x 2 Rt; x 6= 0 plat��

(c0x)2

x0Nx
5 c0N�1c;

teda

max
x2Rt

x6=0

(c0x)2

x0Nx
5 c0N�1c;

pri�com je l'ahko vidiet', �ze maximum sa dosahuje pre x = N�1c.
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b.) Ozna�cme �1 = �2 = ::: = �t korene rovnice jA� �Nj = 0. Preto�ze

jA� �Nj = 0() jAN�1 � �IjjNj = 0() jAN�1 � �Ij = 0;

s�u �1; :::; �t aj pr�ave v�setky vlastn�e hodnoty matice AN�1. Podl'a Rao, 1c.3 (II)
existuje matica R, ktor�a je regul�arna a plat��

(7.7) A = R�10�R�1; N = R�10R�1;

kde

� =

0BB@
�1 0 : : : 0
0 �2
...
0 �t

1CCA :

Preto�ze ka�zd�y vektor x 2 Rt mô�zeme p��sat' ako R�1u; u 2 Rt (�ci�ze Rt =
fR�1u; u 2 Rtg), plat�� zo (7.7)

max
u2Rt

u6=0

u0Au

u0Nu
= max

u2Rt

u6=0

u0R�10�R�1u

u0R�10R�1u
= max

x2Rt

x6=0

x0�x

x0x
= �1;

lebo
x0�x

x0x
=

P
t

i=1 �ix
2
iP

x2
i

5 �1

P
x2
iP
x2
i

= �1

a rovnost' sa dosahuje napr. pre x = (1; 0; :::; 0)0: �

Podl'a (7.4) sa maximum v�yrazu

(7.8)
(b0C1(X0X)�1X0Y+a)2

(b0C1(X0X)�1C0
1b)(a

0Y0PYa)

dosahuje vzhl'adom na b (a je pevn�e, teda C1(X0X)�1X0Y+a je \�xn�e\) ak

b = (C1(X
0X)�1C0

1)
�1C1(X

0X)�1X0Y+a

a toto maximum je

a0Y0
+[X(X0X)�1C0

1(C1(X0X)�1C0
1)
�1C1(X0X)�1X0]Y+a

a0Y0PYa
=

(7.9) =
a0[Y0

+P2Y+]a

a0Ea
=
a0Ha

a0Ea
:

L'ahko sa uk�a�ze (pozri vetu 7.2 a vetu 2.9), �zeH = Y0
+P2Y+ �Wp(g;�) (tentokr�at

Y+ = Y �XB), E = Y0PY � Wp(n � q;�), pri�com H a E s�u nez�avisl�e (podl'a
vety 2.13). Preto podl'a vety 2.8 m�a

a0Ha

a0�a
� �2

g
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a
a0Ea

a0�a
� �2

n�q

a posledn�e dve n�ahodn�e veli�ciny s�u nez�avisl�e. Dost�avame, �ze

(7.10)
n� q

g

a0Ha

a0Ea
� Fg;n�q :

Zo vzt'ahov (7.8) a (7.10) dost�avame, �ze pre pevn�e a 2 Rp

P

�
(b0C1(X0X)�1X0Y+a)2

(b0C1(X0X)�1C0
1b)(a

0Y0PYa)
5

5
g

n� q
Fg;n�q(1� �) pre ka�zd�e b 2 Rg

�
= 1� �;

�ci�ze

P

�
(b0C1(X

0X)�1X0Ya � b0C1Ba)
2 5

5
g

n� q
Fg;n�q(1� �)b0C1(X

0X)�1C0
1ba

0Y0PYa pre ka�zd�e b 2 Rg

�
=

= 1� �:

Teda intervaly spol'ahlivosti, ktor�e s�u�casne pokr�yvaj�u v�setky kombin�acie b0C1Ba

(a pevn�e, b 2 Rg sa men��) s pravdepodobnost'ou 1� � s�u

(7.11) b0C1(X
0X)�1X0Ya�

r
g

n� q
Fg;n�q(1� �)b0C1(X0X)�1C0

1ba
0Y0PYa:

Pozn�amka. Tento v�ysledok sa zhoduje s vetou 6.8 (Sche�eho met�oda), ak uva�zuje-
me regresn�y model Ya = XBa+ "a.

Teraz preberme pr��pad, ked' \sa menia\ vektory a aj b (a 2 Rp; b 2 Rg). Podl'a
(7.5) je

max
a2Rp

a6=0

a0Ha

a0Ea
= �1;

kde �1 je najv�a�c�sia vlastn�a hodnota matice HE�1. Poznamen�avame len, �ze E �
Wp(n � q;�) a preto E =

P
n�q
i=1 �i�

0
i
, kde �1; �2; :::; �n�q s�u nez�avisl�e Np(0;�)

rozdelen�e a podl'a And�el, str.121 plat�� pre n� q = p, �ze PfE je pozit��vne de�nitn�a
matica g = 1. Podl'a Kub�a�cek, Kub�a�ckov�a, Volaufov�a, str. 445 je H+E pozit��vne
de�nitn�a matica (H je pozit��vne semide�nitn�a a E je pozit��vne de�nitn�a matica).
Preto � = �1 nemô�ze byt' vlastn�ym �c��slom matice HE�1. Ak by toti�z �1 bola
vlastn�ym �c��slommaticeHE�1, tak jHE�1+Ij = 0, ale jHE�1+Ij = j(H+E)E�1j =
jH+EjjE�1j 6= 0. �Dalej m�ame, �ze � (6= �1) je vlastn�ym �c��slom maticeHE�1 pr�ave
vtedy ak

jHE�1 � �Ij = 0()
�

1
1+�

�p
jHE�1 � �IjjEj = 0()
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()
�

1
1+�

�p
jH� �Ej = 0() jH 1

1+�
� �

1+�
Ej = 0()

() jH
�
1� 1

1+�

�
� �

1+�
Ej = 0() jH� �

1+�
(H +E)j = 0()

() j(H+E)�1H� �

1+�
Ij = 0;

�ci�ze pr�ave vtedy ak
�

1 + �
je vlastn�e �c��slo matice (H + E)�1H. Funkcia

�

1 + �
je

rast�uca pre � 2 (�1;1), preto ak �1 je najv�a�c�sia vlastn�a hodnota matice HE�1,

tak
�1

1 + �1
je najv�a�c�sia vlastn�a hodnota matice (H + E)�1H. Nasleduj�uce ekvi-

valencie n�am dokazuj�u, �ze � je vlastn�a hodnota E�1H pr�ave vtedy ak je vlastnou
hodnotou HE�1:

(7.12) jHE�1 � �Ij = 0() jHE�
1
2 � �E

1
2 jjE�

1
2 j = 0()

() jE
1
2 jjE�

1
2HE�

1
2 � �IjjE�

1
2 j = 0() jE�

1
2 jjE�

1
2HE�

1
2 � �IjjE

1
2 j = 0()

() jE�1H� �Ij = 0:

Ak � je vlastn�a hodnota matice E�1H (teda pr�ave aj matice HE�1), tak zo (7.12)

je � = 0. Preto � =
�1

1 + �1
{ najv�a�c�sia vlastn�a hodnota matice (H+E)�1H mus��

byt' v intervale< 0; 1). Ked' � pova�zujeme za n�ahodn�u premenn�u (najv�a�c�siu vlastn�u
hodnotu n�ahodnej matice (H+E)�1H), tak � m�a podl'a de�n��cie 4.3 �(p; n � q; g)
rozdelenie. Plat�� tie�z pre ��kritick�u hodnotu rozdelenia �, t.j. pre tak�e ��, �ze
Pf� > ��g = �, �ze

Pf� 5 ��g = 1� �;

�ci�ze

P
n

�1

1+�1
= � 5 ��

o
= 1� �;

Pf�1 5 (1 + �1)��g = 1� �;

Pf�1(1 � ��) 5 ��g = 1� �;

(7.13) Pf�1 5 ��

1���
g = 1� �

(preto�ze �1 = 0, je � 2< 0; 1)). Vr�at'me sa teraz k (7.9). Ak a 2 Rp; a 6= 0 (pevn�e),
tak

max
b2Rg

b6=0

(b0C1(X0X)�1X0Y+a)2

(b0C1(X0X)�1C0
1b)(a

0Y0PYa)
=
a0Ha

a0Ea
:

(pozri (7.10)). Podl'a (7.5) je zase

max
a2Rp

a6=0

a0Ha

a0Ea
= �1;
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kde �1 je najv�a�c�sia vlastn�a hodnota matice E�1H. Podl'a (7.13) Pf�1 5
��

1� ��
g =

1� �. Preto

P

�
(b0C1(X

0X)�1X0Ya � b0C1Ba)
2 5

5
��

1� ��
b0C1(X

0X)�1C0
1ba

0Y0PYa pre ka�zd�e a 2 Rp a ka�zd�e b 2 Rg

�
=

= 1� �;

�ci�ze intervaly spol'ahlivosti, ktor�e s�u�casne pokr�yvaj�u v�setky line�arne kombin�acie
b0C1Ba s pravdepodobnost'ou 1� � s�u
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Ak chceme vediet' intervaly spol'ahlivosti pre line�arne kombin�acie b0C1BM1a, kde
M1 je matica p� r s hodnost'ou h(M) = r, postupujeme tak, �ze vytvor��me model
(7.2) a v �nom postupujeme �uplne analogicky ako v tejto kapitole.

Pr��klad (Lamo�s, Potock�y, str.246). V tabul'ke s�u uveden�e hmotnost' p�senice Yi a
hmotnost' slamy Zi z i�teho pozemku, i = 1; 2; :::; 7. x1i = 1; i = 1; 2; :::; 7 a
x2i znamen�a mno�zstvo hnojiva pou�zit�eho na i�tom pozemku. Za predpokladu,
�ze z�avislost' Yi a Zi od x1i a x2i je line�arna, n�ajdite regresn�e koe�cienty. Potom
testujte hypot�ezu o tom, �ci z�avislost' je v�yznamn�a, t.j. overte, �ci �2 = 
2 = 0.
Hladina v�yznamnosti � = 0:05.

pozemok 1 2 3 4 5 6 7
Y 30 35 31 18 28 18 29
Z 35 38 30 20 30 22 28
x2 15 21 18 9 14 9 12

Rie�sene. Model je
Yi = �1x1i + �2x2i

Zi = 
1x1i + 
2x2i


