MULTIVARIATNA ANALYZA 2

1. KVADRATICKE FORMY

Definicia 1.1. Nech X;, X5, ..., X, st nezavislé, N(0,1) rozdelené nahodné velici-
ny. Potom

YV =X7+ X7+ ...+ X
mé rozdelenie x? (centrdlne chi kvadrat rozdelenie s n stupriami volnosti).

Veta 1.2. Nech Y ~ \%. Y ma4 hustotu

1 n
— ¢35y 1 prey >0,

inde.

Dékaz. Pozri [Andél, str. 79].

Pozndmka. Y2 rozdelenie je $pecidlny pripad gama rozdelenia s parametrami a, p
(a > 0,p > 0), ktoré ma hustotu
a? 1

e—(ll’xp—

pre x > 0,
0 inde.

Oznaéujeme ho T'(a, p). Plati, ze y? je rozdelenie T (%, %)
(T(p) = fooo e tP1dt, p > 0.)
Definicia 1.3. Nech X1, Xs,...,X,, sd nezavislé, X; ~ N(p;,1), 1 = 1,2,....n.
Nech A\ =Y, u? # 0. Ndhodna veli¢ina

V=X7+X]+..+X;
ma necentralne y? rozdelenie s n stupriami volnosti a oeficientom necentrality ).
Oznacujeme ho X721,>\‘

Veta 1.4. Nech X1, X5, ..., X, st nezavislé, X; ~ N(u;,1), 1 =1,2,...,n. Rozde-
lenie pravdepodobnosti ndhodnej veliciny ¥ = Y. X7, (teda X%)\; kde N =
Yo p?) zévisi len od n a A (nezdvisi od jednotlivych iy, ..., tin ).

Dékaz. Pozri [Andél, str. 80].



Z
Lema 1.5. Nech X ~ N(u,1). Néhodna veli¢ina X? ma hustotu
t+u
t ’t)?
<1+/’L—+(” ) +> t>0,

Fx2(t) = \/ﬂ\/ 4!
0 t<0.

Dékaz. X? mé distribuént funkeiu pre ¢t > 0

Vit
1 v—p)?
Fx»(t) = P{X”? <t}:P{—\/E<X<\/¥}:/ e F e,
Vi V2w
Preto je hl'adand hustota pre ¢t > 0
dFx=(t) 1 1 r=w? 1 1 (=view?
2(t) = — e 2 _|_ J— e 2 —
fxe(t) dt NN NN
e_t+u2
_ ¢ 2 (. wh —u\/f> _
= + =
NGVer: CoX
tp? 12 24)2
2 t o (p't) >
I+ —+ + ... ).
\/277\/_ ( 4!

Samozrejme pre t < 0 je fx2(¢)=0. O

Poznamka. Pouzili sme vzorec

d B(y) B(y) 8f(
4 f(x,y)d:l: - /
dy Ju(y) oly) Oy

Poéitajme teraz charakteristickt funkeiu ndhodnej veli¢iny ¢ = X2,

O1Y) o () FIB(). ) — o' () Floy). ).

ve(t) = g(eitg) = /Ooo eimfg(:li)dx =

( ’”Lz—x PG ) d.

4!

[T

Postupne pre prvy c¢len

g [ e e =

substittcia z(L — it) = w
2




Pre druhy ¢len

2 2 2 —ﬁ oo
ztx - —%ﬂ _ pe 2 —z(3—it) 2-1 _
\/ﬂ/ x 51 T = N e x dr =
(substitiicia :1;(5 — zt) =w)
3_1 2 2
w?e 1% KD 3
= dw e 2 T(g)
2'v27f % it)? 22y /(L — it)?
Pre treti ¢len
/ ztx — 21,—% (M2)2$2 de = / Zt)]}? ldl' _
27 4! 41/ 27 0
(substitiicia :1;(5 —it) = w)
2\2 — 1 oo 5
R L L ST(3),
427 Jo (% —it)® 4!@ %
atd.
Dostidvame
e | T W)  TE W) | TE) ) _
ve(t) = T+ 7 + gt | =
VI -t et (o)
T VAW V)t Vet
VIVI=2it ot (3 —at)? 210 (E—ait)' 4320 (L —ir)’
N
5.4.30(L—it)’  87.6.54! (5 —at)"
_ T (1?)° (1?)! (U S
VI=2it {040 (2 —it)” 14t (L —in)' 212 (L —it)”
o= 5 o 3= 0T

1.1 = — .
(1-1) V1— 2t V1 — 2t
Ak mame Xy, Xo, ..., X nezavislé, X; ~ N(p;, 1), tak charakteristickd funkcia
itp?
eT—3it

(1.2) pxz(t) = T

a charakteristicka funkcia ndahodnej veliciny YV = X2 + X2 + ...+ Xk je

k it A
el—2it 2 5=1 “j eT—2it

(1-2it)5  (1—2it)%

(1.3) by (t) = ¥x2(t)dxz(t).¥x2(t) =

Y

kde/\—E] 1/,L]



Veta 1.6. Nech nahodné premenné X1, X5, ..., X, s nezavislé, X; ~ N(p;,1), 1 =

1,2,...,n. Potom
TZZ’WX? ‘|‘QZbiXi‘|‘C
i=1 i=1

ma X%,& rozdelenie prave vtedy ak
(i) ~v; =0 alebo 1 prei =1,2,....n,
(ii) ak~v;, =0 = b;=0prei1=1,2,...
(iii) c=3 b
Ak sd podmienky (i),(ii) a (iii) splnené, tak k = >  viad =Y o vi(bi + pi)*.
Dékaz. Porovname charakteristické funkcie ¢7(.) a ¢y (.), kde Y ~ X%,&- Plati

7n7

it

bp(t) =E (") =€ | e

27}:1 ’Yij-i'? 27}:1 bj Xj+c+2 27}:1 ijj]
v #0 v #0 v =0 —

’t[Z] 1’YJ(X+J)+C ] 17J+2Z j j]
v #0 v 70 'YJ—O =

b2
it [c— n ,
j
= € ’YJ ¢0

H @/)ﬁj (2b;1) H @/’52 5t)

'YJ —0 ’YJ ?50

kde & NN(/M—F ) ak v; # 0 a & ~ N (p1;,1) ak v; = 0. Podla (1.2) je

2
zt(c 7; 1 %) iZtZ —1 Kb —2¢? Z
(1.4) @/)T(t) =e€ ~; 70 € 'YJ—O ’YJ—O X
b 2
2
ity i (“J )

taw‘]
e Vi Z0

1

[I=1 /1 —2ity;
v #0

Podla (1.3) pre charakteristicka funkeciu YV ~ X%,& plati

1 itd
1.5 t) = eT—2t |
. A VT




Porovnanim (1.4) a (1.5) musi platit pre kazdé t € R

1—2@

||:»

ﬁ 1— 2zt’y]
:;é

a stcasne

b 2
. n b.]2 . b2 n 1 (MJ‘I—Vj)
it e=3"oy 55 | 200 oy wbi =20 T b it
e e

'7j¢0 'YJ =0 v;=0 e 'Yj#o — el—2t ,

z ¢oho je jasne vidiet, ako dokonéime dokaz. [

Veta 1.7. Nech & ~ N,(p,I), A, , je symetrickd, b € R™ a ¢ € R. Nahodnd
premenna T = £’ A€ +2b'€ + ¢ ma X%,& rozdelenie prave vtedy ak

(i) A? = A,
(ii) b € p(A),
(iii) c=b'b.

Ak st podmienky (i),(ii) a (iii) splnené, tak k = h(A), § = (b + p)' A(b + p).
Dékaz. Pre A existuje ortogonalna matica P, ze plati P’AP = A (diagonalna
matica), P'P = PP’ =1 (pozri napr. Rao, str. 62). Potom nn = P’§ ~ N(P'u, 1)
a & = Pn. Preto

T=¢AE+2bE+c=n9'P'APyp +2b'Pnp 4 c=n'An+2b'Py +c.

Podla vety 1.6 ma T rozdelenie \7 5 prave vtedy ak

(1) {A};i =0alebo 1 prei =1,2,...n & A’ = A & P'APP'AP =
P'A’P =P'AP & A=A,

(i) {A}ii = 0= {P’b}; =0, ¢o je ekvivalentné s tym, ze P'b € u(A) &
PP'b = b € u(PP'AP) = u(AP) = j(A).

(iii) ¢ = (b'P)P'b = b'b.

Ak st podmienky (i),(ii) a (iii) splnené, potom podla vety 1.6 k = > {A}; =
irA = h(A) = h(PAP') = h(A) 0 6 = S (A }u({Pb; + (Pply)f = (bP 4
wWP)A(P'b +P'p) = (b + p)PAP (b + p) = (b + p)A(b+p). O

Veta 1.8. Nech & ~ N, (p,X), A, , je symetrickd, b € R™ a ¢ € R. Nahodnd
premenna T = &' A& + 2b'€ + ¢ ma X%,& rozdelenie prave vtedy ak

(i) SASAY = SAY & (ZA)P = (ZA),
(ii) Y(Ap+b) € u(XAX),
(iii) (Ap+b)E(Ap+b)=p'Ap+2b'p + c.

Ak si podmienky (i),(ii) a (iii) splnené, tak k = tr(AX) ad = (b+Ap)'XAX(b+
Ap).

Dékaz. Faktorizujeme maticu 3 = JJ', kde J je typu n x h(X) (pozri Andél, str.
64). Vieme, ze P{{ = p+ Jn} =1, kde n ~ Ny(x)(0,I) (Andél, str. 76). Teda

T=¢AL+2b 6+ ce=(p+In)A(p+In)+2b(p+In)+c=



=n'JAIn+2(p+In)In+ pAp +2b'u + c.

Podla vety 1.7 ma T rozdelenie x7 s prave vtedy ak

(1) JAJYAT = J'AJ,
(2) J(Ap+b) € p(J'AJ),
(3) (Ap+b)JV(Ap+b)=p/Ap+2b'p + c.

Dalej plati
JAJVAJ =JAJ = JVAJIAJY =JJAYY,

YAYAY =XAY,
a tiez naopak
YAYAY =AY = JVAJJAJY =JYJAJY =

I T IVAIVAIY IJIH) ™ =T H T ITVAIY I,

JAJIVAJ =JAJ

Y

¢o dokazuje prvi cast (i).
Ekvivalencia

TATAY = TAY & (ZA)P = (TA)’

je jednym smerom (=) zrejmda. Ku opaku potrebujeme nasledovné tvrdenie
(1.6) dD,,: YAY = YAMYAD.
Tvrdenie (1.6) dokazeme takto:

h(ZAX) = h(JTAIY)Z W((I' DT IVAIYT ITI)™Y) =h(I'AT).
Podla Andél, str. 62 je
(1.7) R(JAJ) = h(JAJI'AJ) 2 h(JJAJJ' AJ) = h(XAXAT),

ale

h(ZAXAT) = h(JJ'AJI'AT) > h((3'T)"' 3 IV AIIAT) =

(1.8) — W(I'AJTAT) = h(J'AJ),
a preto z (1.7) a (1.8)
W(EAS) = h(SATAT) < W(TATA) < h(TAY),

teda
h(XAXA) = h(XAY).
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Pretoze zrejme p(XAXA) C p(XAYX) a hodnosti matic vytvérajtcich tieto pod-
priestory sa rovnaju, plati

((SATA) = ((SZAY)

a dostdvame vztah (1.6).

Z predpokladu (XA )? = (X£A)? pomocou (1.6) dostédvame
YAYAYAD = XYAYAD = YAYAY = YAY,

¢im sme (i) dplne dokazali.
Podme teraz dokézat (ii), ¢ize dokézat, ze

J(Ap+b) e u(J'AJ) & T(Ap +b) € 4(TAX).

Ak J'(Ap +b) € u(J'AJ), tak JI(Ap +b) € p(JTV'AT) = 4(SAT) =
= p(XAJIJAY) = ((XAXAY) = u(XAX) (podla (i)).

Naopak ak 3(Ap +b) € u(TAX), tak (J'I)71J IV (Ap+b) =T (Apu+b) e
p(INTIITVAIY) = w(YAJY) C (I AT), ém sme dokézali (ii). Samozrejme
(iii) uz mame dokéazané (je ekvivalentné (1)). Dokaz vety uz dokonéime jednodu-
cho. Podla vety 1.7 je totiz k = h(JJ'A) = tr(XA) = tr(AY) a §d = ([J'(Ap +
b)) JAJ T (Ap+Db)])=(Ap+b)ITAX(Ap +b). O

Uvedieme bez dokazu vety o nezavislosti kvadratickych foriem. Podrobnejsie
pozri [Rao, Mitra, kapitola 9].

Veta 1.9. NechY ~ Ny(p,X) a@q = Y'AY,Q; = Y'BY dve kvadratické formy.
Nutné a postacujice podmienky nezavislosti Q1 a Q2 st

(a) YAYBY = 0,XAYXBu = 0.XBYXAu = 0 a p/ AXBu = 0, ak
A a B su symetrické, nemusia byt pozitivne semidefinitné, pricom ¥ nemusi byt
reguldrna.

(b) AYBY =0, AXBpu = 0, ak A je pozitivne semidefinitna.
(c) AYB =0, ak A aj B su pozitivne semidefinitné.
(d) AYB = 0, ak ¥ je regularna, A a B si symetrické, nemusia byt

pozitivie semidefinitné.

Veta 1.10. NechY ~ N,(p, ) aQy = Y/AY+2a'Y +a, Q; = Y'BY+2b'Y 443

dve linearne-kvadratické formy. Nutné a postacujiice podmienky nezavislosti ()1 a

Q2 st

(a) YAYBY =0,XAYb =0,¥XBXa=0aa'Xb =0, ak g = 0, pricom
3} nemusi byt regularna.

(b) AYB =0,BXa=0,AYb =0aa’¥b =0, ak X je reguldarna, pricom

p moze byt aj nenulovy vektor.
2. WISHARTOVO ROZDELENIE

2.1. UVODNE POZNAMKY A DEFINICIA

Majme U; ~ N,(p;, %), ¢ = 1,2,... k, ktoré st nezavislé, X je pozitivne
definitna matica. Oznaé¢me U; = (Uy;, Ui, ..., Upi)', Y; = (Uj1,Ujz, ... Uj)'s J =



1.,2,...,pa
U11 U12 U13 ce Ulk
Ui Uz Usz ... Uy ,
=U
: p.k*
Upt Upz Ups Upk
Teda .
Y,
o Y,
ul—(UliUli....Uk): .
!
Yp
Dalej oznac¢me
M1t H12 13 ... M1k
H21 22 {H23 ... U2k .o .
M;,k = : = (p1:p2: .. ).
Hp1  Hpz  Hp3 .- Hpk

Pre pevny vektor 1 € R? st ndhodné velic¢iny

'U; ~ NUp;, ISl =0}), i=1,2

9 g eeey

k

nezavislé (lebo U; st nezavislé). Nahodny vektor 4l = 1Y}, 1 je linedrna kombinacia
normaélne rozdelenych nezavislych nahodnych vektorov, pricom

(2.1) 1Y ~ N (ML 071} ).
Ak b = (b1,bs,...,b)" je vektor konstant, tak
(2.2) U'b=b;U; + ...+ b, U ~ N,(M'b,b’bY).

Poznamka. Nech

aiy a1n bll bls

a1 Ce aon 621 Ce 623
Am,n = 7Br,s =

am1 Ce Amn brl Ce brs

Kroneckerov stc¢in matic A a B je

CL11B CL12B alnB

CL21B a22B Ce GQnB
A®B= .

¢miB am2B ... an,B

mr,ns

Vlastnosti kroneckerovho sti¢inu matic pozri napr. v [Rao].
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Ak napiseme “pod seba‘ stlpce matice K, povieme, ze sme vykonali na matici
operaciu vee. Teda

U
U,
vecd' = Upp1 =
Uy
Ukazte, ze
(2.3) vecd' = U ~ Nip(veeM' Ij @ X, )

a (2.2) sa d4 zapisat ako
(2.4)
Ub = (b" @ Ik )vecd’ ~ Np((b" @ 1, p)vecM’, (b @ 1, )1y @ Xy )(b @ 1,5)).

Pozndamka. Nech by # by, by, by € RF*. Plat{
COU(ulbl,ulbz) = (bll ® Ip7p)(I ® E)(bl ® Ip,p) = bllbz ® E = bllbzg

Ak biby = 0, t.j. ak by a by st ortogondlne, tak U'b; a U'by st neskorelované,
t.J. v tomto pripade nezavislé.

Podla predchadzajtcej poznamky lahko dokézeme nasledujticu lemu

Lema 2.1. Ak by, by, ....,b,, r <k tvorf ortonormalny systém v RF, tak
Vi=UDby,...V,=UD,

sd navzajom nezavislé a maju normalne rozdelenie, pricom V; ~ N,(M'b;, X).
Lahko dostaneme aj nasledujici dosledok
Désledok 2.2. Ak By je ortogonalna matica (BB’ = B'B = 1), tak V,; =
(U U){B},; = U'{B}; ~ N,(M'{B};,X), ¢ =1,2,...,k a coo(V;,V;) =
{B}; @ L) I@X){B}; @1) = {B}{B} ;@ X = 0 pre: # j, teda Vy,..., Vi
s nezavislé.
Definicia 2.3. Zdruzené rozdelenie prvkov matice S, , = Ele U, U, = U'U sa

nazyva Wishartovo rozdelenie s k stupiiami volnosti a znac¢i W,(k, %, M). Ak
M = 0, jednd sa o centréalne rozdelenie, oznacujeme ho W, (k, X).

Pozndmka.
(i) {Sti; = {Ele UlUQ}Zj =31y UaUj = YiY 5 = {U'U}i;, lebo
Ef:l Uty Ef:l Ul ... Ef:l UniUpi
Zf:l UzUni Ef:l U3, Ef:l U2Upi
Spp = :
[ k k 2
El:l UpiUni 21:1 UptUzt ... 21:1 U
(i) Prep=1a 1 =2 = ... = p1x = 0sa U; = Uy; ~ N(0,0?), ¢ 2 ok
nezavislé, U'U = Ele Uz ~ Wi(k,o?). Pretoze % ~ N(0,1), m& El LSE A~ NG

rozdelenie a U'U ~ o*x7} rozdelenie.
(iii) Pre k 2 p existuje hustota W,(k, 3, M) rozdelenia, in4é¢ nie. Dokaz je
naznaceny v [Rao, str. 641].
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2.2. NIEKTORE VLASTNOSTI WISHARTOVHO ROZDELENIA

Lema 2.4. Nech S ~ W,(k,X) al € R? je vektor konstdnt. Potom 'Sl ~ of \%
(o} =1'31).

Dékaz. S = Y8 U, Ul preto I'SI = Y5 VU UL = SSF (I'U,)? = Y/ 1Y ~
012)(%75, kde § = 'M'MI, lebo 1Y ~ Ni(ML,of1I x). Ak M =0, tak § = 0. O
Lema 2.5. Nech U; ~ N,(0,X), = 1,2,....k su nezdvislé, Ay redlna syme-
trickd matica. U' AU ~ W,(r, X) prave vtedy ak V1 € RP \Y'A Y ~ ofx?, (of =
I'Y1, 1Y =Ul). V tomto pripade r = h(A) = tr(A).

Dékaz. Zlemy 2.4 vyplyva, ze ak U' AU ~ W, (r, 2), tak V1 € R? [ Y'A Y ~ o2
Samozrejme z (2.1) 1Y ~ Ni(0, 0{1 1), ¢ize % ~ Np(0,1I; 1). Teda podla vety 1.8

!/
<%> A% ~x: & A% = A av tom pripade r = h(A) = tr(A).

Naopak ak V1€ R? [Y'A Y = VU AUl ~ 53, ¢o je podla vety 1.8 ekviva-
lentné tomu, ze A? = A, pricom v tom pripade h(A) = tr(A). A je redlna symet-
rickd matica, idempotentnd a h(A) = r. Teda A je pozitivne semidefinitnd a preto
existuje ortonormélny systém vektorov by, ....by € R¥, ze A = 2;21 /\jbjb"j, I=
Ele b;b’ (redlne ¢isla Ay 2 Ay 2 ... 2 A, > 0 51 vlastné ¢isla matice A a by, ..., b,

im prislichajtce charakteristické vektory). Z rovnosti A? = A dostdvame

zr: Ajb;b Z Asb,b! = Z A¢bby,
=1 s=1 t=1

Abib] + Aibobl + .. A2b,b. = A b1b] + \2bob) + ...\, b, b,
z ¢oho vyplyva, ze A\ = \;, i = 1,2,...,r, éiZe \; = Ay = ... = A\, = 1 (lebo \; > 0).
Mozeme pisat A = 2;21 b;b’ a tiez U'AU = 2;21 U'b;bU = 2;21 V;Vi,
pricom podla lemy 2.1 V; ~ N,(0,X) a V3, V3, ..., V, st nezavislé. Z definicie preto
UAU ~ W, (r,X). O
Veta 2.6. Nech S ~ W, (k,X) a B, , matica konstant. Potom B'SB ~ W,(k,
B'SB).
Dékaz. B'SB = B'U'UB, kde

U; Vi
U/ \%
uB=| | B=| *|,
U;c k,p V;c
U; ~ N,(0,X) st nezavislé. Preto

\ U'B

vi| (uB

A U,B

mé riadky nezavislé, cov(B'U;,B'U;) = B'cov(U,;,U;)B =0 a B'U; ~ N,(O,
B’YB). Plati B'SB = Ele V., Vi ~ W,(k,B'YB) (priamo z definicie). O
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Dosledok 2.7.

(a) Diagonalne submatice matice S maju tiez Wishartovo rozdelenie, lebo ak
Si11 Si2 >
S = ,
<521 S22
kde Sy je rozmerul x [, tak

IL; O S L; 0 (S O
0 O o o/ \0 o0/

(b) Ak S ~ W,(k,1I) a ak pre B, , plati B'B =1, potom B’'SB ~ W,(k,I).
Veta 2.8. Nech S ~ W,(k,X) a a € RP je taky vektor konstdnt, ze a’¥a # 0.

a’Sa
Potom ~ X3
a’'Ya
Dékaz. Podla vety 2.6 plati, ze a’Sa ~ Wi (k,a’Xa), ¢o znamend podla poznamky
a’Sa
.. ;. . 2
(ii) pod definiciou 2.3, ze 3a Vi O

Veta 2.9. Nech Uy,...,U,, je ndhodny vyber z N,(0,%) (teda U'U ~ W,(n, X)),

C,.n je symetricka matica. Plat{
U'CU ~ W,(r,X) & C* = C.

V takomto pripade r = tr(C).
Dékaz. Podlalemy 2.5 je U'CU ~ W, (r,X) & V1e RP | Y'C Y ~afx?, (of =

Y
I'Y1, 1Y =Ul). V tomto pripade r = h(C) = tr(C). Pretoze podla (2.1) je 1/121 ~
. X 1Y 1Y
N,(0,1), je podla vety 1.7 1Y'C Y ~ o{\? & l’ElCl’El ~x; e C=C. V

tomto pripade r = h(C). O

Lema 2.10. Nech S1 ~ W, (n1,X%), Sz ~ Wy(n2,X). Sy a Sy su nezavislé. Potom
Sl + SQ ~ Wp(nl + TLQ,E).

Dékaz. Sy = UlUy, Sy = UslUhy, kde U] = (Uy:..:U,,), Uy = (U, 415U 1)

a U; ~ N,(0,X),: = 1,2,...,n1 + ny st nezavislé. Preto ak oznacime U’ =
(UL U p nr4mss tak S1+ So = (U + U) =UU ~ Wy(ng + 12, 8). O

Veta 2.11. Nech C,, = C' je matica konstdant, U; ~ N,(0,X),1 = 1,2,...n
nezavislé. Plati, ze U, ,CU ~ Yoy /\iWJSZ)(l,E), kde Ay, ..., A\, st vilastné c¢isla
matice C a ngl)(l, ), ., ngn)(l, ) su nezavislé.

Dékaz. Moézeme pisat C = > o A\;ip;p;, I = >0 pip}, pricom A\ = ..
Ap st vlastné éisla matice C a p1,...pn ortonormalne vektory. Teda U'CU

Yo AU'pipid =Y AV Vi kde Vi ~ Np(0,X) a st nezdvislé (lema 2.1).

7

lemy 2.9 vieme, ze U'p;pid = V,; V! ~ ngi)(l, 3). O

7

NIV
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Lema 2.12. Pre matice prislusnych rozmerov plati
(2.5) vecABC = (C' @ A)vecB,
trAB = (vecB') vecA.

Dokaz. Lemu dokéazte ako cviéenie.

Veta 2.13. Nech U; ~ N,(p,2), ¢+ = 1,2,....n, Uy, Uy, ... U, su nezdvislé,
C., C, symetrické a idempotentné. U'CiU a U'Cyld st nezavislé, ak C;C, = 0.

Dékaz. Ak U'Cq a U'Cy st nezavislé, tak st nezavislé aj U'CiU ald'Cold. U'Cq a
U'Cy st nezévislé prave vtedy ak st nezévislé I Cy a IU'C, a to je prave vtedy ak
st nezavislé vec(IU'Cy) a vec(IU'Cy), ¢ize podla lemy 2.12 ak st nezavislé vektory
(C] @ Ivecd" a (Cl, @ Ivecd', ktoré st podla (2.3) normélne rozdelené, pricom
vecd' ~ Nyp(0,1,,, @3, ). Pretoze (C] @ I)(I® X)(C, @ 1) = (C{C, @ X) =0,

st U'Cy a U'Cy nezédvislé. Teraz uz lahko dokonéime dokaz. O
Veta 2.14. Nech S ~ W,(k,X), X je reguldrna, k =2 p — 1. Plati:
D . . .
(a) ﬁ ~ Xi—(p—l) anezavisiod {S}, ; 1=1,2,....p—1,7=1,2,...p—1.
i —11

(b) Pre kaédyl € RP je m ~ X%—(p—l)'

Dékaz. S =% U,U,, U; ~ N,(0,%), U; nezévislé,

Ut
Us; .
Ui = - (Z'-[Jj'pll> 2 Z = 1727“‘7k7 U;k ~ Np—1(07211)7 kde
Up_17i
Uy
Y= (gi g;z> , h(211) = p — 1. Dalej oznacme
Upl U1q
Up? U2y )
Uk,l = : ~ Nk(()?{E}PPIkJC)? u; = : ) L= 1727"'7k7
Upk Up—1,:

k * * k *
S = (ZIQZI U (uy) Ei:kl U’ Upi> ‘
Ei:l Upi(Uf)/ Ei:l Uﬁi
Podla lemy 4, Andel, str. 121, P{Ele UX(UY) je pozitivne definitna} = 1, ak
k= p—1, teda P{h(zle UX(U!))=p—1} = 1. Pre maticu

Uip U221 ... Up-—11

Uiz U2 ... Up—-12
X =

Uik U2k --. Up—1k

plati

k k k
Y uwn=X'X, Y Uuj=UX a Y wl, =XTU.
=1 =1 =1
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(a)

k

k k
{S™ i = {Z —Z i)’Upi(ZUZ‘(UZ‘)’)_lZUmUZ‘}_l =

=1

k k
= {U'U - Z(Uf)’UmZ UrUuy)) Ty UuUit
=1 =1 =1

(pozri Andél, str. 66). Podmienené rozdelenie Uy /U = wuy,..., U} = u; je to
isté ako U, /UT = u;y (lebo U,y nezavisi od Uj,...,Uj) a teda U, /U = uy ~
N0+ X1 B 7wy, Bao — 891877 B1a), o je N(Bo1 X7 ur, {E71})). Analogicky
Upi/UF = u; ~ N(Eglﬁfllui,{x_l};pl), i =2,3,...,k (pricom Up;,Up; pre i # j

s nezavislé). Preto

51 22121_11111

13 . . 1 35 uy T
€: : :U/Ulzulv"'ka:uk NN( . 7{2 }ppI)7

fk 22121_1111k

pricom podstatné je aj to, ze

22121_11111 u/121_11212
2212_ U9 u, X7 212
(2.6) ‘11 _ 2 1‘1 _ X~
22121_1111k u;CEfllElz
Dostavame, ze rozdelenie W/Ui‘ =uy,..., U} = u; je rozdelenie
Pp

k k
g6- ) &> uju Z wé; = X(X'X)TIX)E.
=1 7=1

Podla Vety 1.8 mé kvadratické forma &'(I — X(X'X)~1X")€ rozdelenie
{¥~ l}pp X (r—1)" ktoré vdaka (2.6) nezavisi od podmienky (teda od {S};;, 1,5 €
{1,2,...,p — 1}) a je preto aj nepodmienenym rozdelenim. Dostédvame, ze

{2_1}]9]9 ~ X2 .
{S—l}pp k—(p—1)

Pretoze dokaz sme tplne analogicky mohli urobit pre ,U = (U,q,Usa, ..., Up)', 7 €
{1,2,...,p} plati,

(=
51y, " Nko-n T €{1,2,...,p}.
b) Vezmime ortogonalnu maticu B, ktora mé prvy riadok —l’ Podla vety 2.6
° 1]

plati BSB’ ~ W,(k, BXB’). Pretoze
(BSB')~' =BS~'B/, (BIB/)"' = BY !B,
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dostavame 7z (a)
{B="'B},;, @'l

X?c ( )
— ! —(p—1
{BS" B}, ISl P

(ortogonalnou transformaéciou sa prislusné hodnosti v dokaze (a) nemenia). O

K dokazu vety 2.16 potrebujeme nasledujiice tvrdenie:

’ e s X m n
Lema 2.15. Nech X ~ Y2 aY ~ x% st nezavislé. Potom v ~ B (7, 5).
Dékaz. Pozri Rao, vztah (3b.1.12), dokazte ako cvicenie.
(ndért dokazu: U ~ x2,, V ~ x2, tak fu(u) = 2%1“1(m)€_%u%_1 pre u > 0,
53
_ 1 TR
fv(u) = 2%1“(% e 2vz" " pre v > 0,
u 2 Y
u+tv —
()= ()= ()
) Y
i (Z 7 (Z(l —y)
z Y B
Dot =der(( 5,0 =

fov(u,v) = folu)fv(v), fuw.v(y,2) = (25T (2)] 7 e F (2y) T 1%
D%P<ﬂﬂ‘ ez*”[<1—yn— Ty
=f z)dz = @y%_l(l—y)__1

Veta 2.16. Nech S; ~ W,(k1,X), Sy ~ W,(ks,X) st nezavislé, 3 je regularna.

Ak ky 2 p—1, tak |S|_|_1g | ma rozdelenie ako sué¢in ny...n, nezavislych nahodnych

veli¢in, n; ~ B <w, ’“2—2> a nezavisi od {S; + S2}4;, 1,7 € {1,2,...,p— 1}.

w|3

Dékaz. Oznacme Sy = 11, U UL Sy = 2012 U U kde U; ~ N,(0,3),
1,2,.... k1 + ko a nezavislé.

Uy
Uz .
Ui: = ([Ijjz>7 i:1,2,...,k1+k2, UjNNp_l(O,Ell),kde
Pt
Up—l,i
Ui

211 212
Y= h(X1)=p—1.
(221 222>’ (Eu)=rp

Dalej oznac¢me

Up
Up2 (1)U
Uk1+k271 = : = ((Z)Uzhi) ~ Nk1-|—k2( {E}pp )
Up7k1+k2
Ujs
U2y

u; =

up_17i
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k1 * * k1 *
S, = (2311‘621 Ui (U3 Zi:kl U; Upi> _ (Sll Su)
Yoz Up(UrY > U]fi Sa1 S22 )7
S, +8, = (Zf:fb Ur(ury Zf:li—kQ UfUpz) _ ((51 +8S2)11 (S1+ 82)12> ‘
Zk1+k2 Up:(UYY Zf:l_b U;; (S1 +8S2)21 (S1+S2)22

=1
Podla lemy 4, Andél, str. 121, P{Ef;l UX(UY) je pozitivne definitna} = 1,
(pretoze ky = p — 1), teda P{h(zgl UXNU)) = p—1} = 1. (Samozrejme a]
P{h(ZkiT'” Ur(uUr)y=p—-1}=1. Dalej oznacéme

1=

Uui1 Uz1 ... Up-—11 UL k41 U2 k1 +1 cee o Up—1k1+1
Uy2 Uz2 ... Up-1.2 U1 k42 U2 ky+2 -+ Up—1,k+2

Xl — . 7X2: . 9
Uik, U2k, ... Up—1k Ul k1+ke U2 ki+ko Up—1,k1+ko

x;(é).

[/Jplne analogicky ako vo vete 2.14 (a jej dokaze) dostdvame

kl k‘l kl
! ! ! 1 ! !/ 1
Y wuf=XiXy, Y Uyui= VUK, ) wl, =X VU
=1 =1 =1
a
k‘1+k‘2 k1+k2 k1+k2
! ! ! 2 ! !/ 2
Y owu=XiXy, Y Uyuj= PUX,, ) wl, =X; YU
Z:k‘1+1 Z:k‘l Z:k‘l
Konecne

kl k‘l kl
{871y = { WU WU =3 (UNT,(Y_ UHU)) Y UiUi
=1 =1 =1

B . My
{(S1+82) 1}1919 = {( Wy’ (Z)U/) < (2)U> -
k‘1+k‘2 k1+k2 k1+k2

= Y UL, UHU))TE Y U Ui
i=1 i=1 i=1
Pretoze plati (Andél, str. 66)
(BT = (B = T B Bi2) 7 = [Bop — Ty B B,

éize
|24 | X

{71, = — = :
|8 — B B S| [X
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dostdvame

kl k‘l kl
—17— S * * * — *
I R B DA L) SUHUAIRD LA
=1 =1 =1

- S, + S| : g
2.8 S;+8S,) M-t = |— —( Oy @Oy ( B
( ) {( 1 2) PP |(81 ‘|‘SZ)11| ( ) (Z)U

k‘1+k‘2 k1+k2 k1+k2

= Y (UNTL DY UsU)T Y U,
=1 i=1 i=1

Zhodne ako vo vete 2.14 sa ukaze, ze

£ = <§;> =U/U; = ulv"'vUZ1+k2 = Whithe ™

-1
221 211 uq

-1
221 211 U2

~ Nk1+k2( - X77{2_1}pPI)7

-1
3913007 Uk +ks

pricom &; je ki rozmerny a & je k2 rozmerny nahodny vektor. Preto podmienené
rozdelenie

{(Sl + S2)_1}]:p1/UT = up, ---7U21+k2 = Uk +ko
je rozdelenie kvadratickej formy
5/5 - €/X(X/X)_1X/€ ~ {2_1};1;1)(%1—1—1@—19-1—17

pricom nezalezi na podmienke a preto je totozné s nepodmienenym rozdelenim a je
nezavislé od rozdelenia

—14—
{Sl }ppl/UT = uy, ---7U21+k2 = Uk +ko»
ktoré je rozdelenim kvadratickej formy

§1& — & X (X1 X)X =

~eie (o o) - (%) mixoxio) (§) -eae~
~ T X s

nezavisi na podmienke a je preto totozné s nepodmienenym rozdelenim. Podla vety
1.8 je
—17-1 —1—1
{(Sl + S2) pp {Sl }pp /UT = uy, ---7U21+k2 = Wk +ky =



14
e [0 0 ) (XXX £ XXs) " — (X)X K,
X, (X1 X, + X4X,) " 1X!
X (XX, +X0Xo) XY
X, (X! X, 4+ X, X,) "X,
=&BE~ {Z71 )\,

nezalezi od podmienky a je preto opat totozné s nepodmienenym rozdelenim. Mimo
toho Tahko sa ukaze, ze

{(S1+82)7 1}, — {8713, /U = wi, o, U 4y, = Wyt
nezévisi od
{S }pp /Ul - ulv"'vUzl—i—kQ = Uk +ko
(lebo AB = 0). Preto
(ST}, /
— — — U7 :lll,...,IJ*1 5 = Ug, +ko
{(S: + SZ)_I}ppl —1{8; l}ppl +1{S; l}ppl ! ftk

je rozdelené ako

2
Xk —p+1

(2.9) -

Xk1—P+1+Xk2

pricom X% a Xil—p—l—l v (2.9) st nezdvislé. Podla lemy 2.15 mé preto

141
% rozdelenie B <%, 162—2> a nezavisi od {S1 + Sz }i5, 1,7 € {1,2,...,
1 2 PP

— 1}
€11 €12 ... C1p
C21 C22 ... C2p
Oznac¢me hlavny determinant rdadu r matice C, ,, teda det | . ako

Cr1 Cr2 ... Cpp

|ICl,, re{l,2,....p}. Vyuzijic (2.7) a (2.8) dostdvame, Ze rozdelenie

|S1]
U =uy,.., U =
|S1 —I—SZ u17 k‘1+k‘2 uk1+k2

1S1[p—1 1S1]p—2 R
|Sl + SZ|P |Sl + SZ|p—1 |Sl + 52|1 1 Wi Bk ko Uk +kos
S1 4+ Safp—1 [S1 + Sz2|p—2

pricom
|Sl |p

|Sl|p 1 Ei—p+1 ko
S +Ss], T U Phadky T Hhitks 5 9

|Sl + Salp-1
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a nezivisi od
S1lp—1

[S1[p—2
IS1 + S2p—1
|S1 + S2p—2

* *
/Ul — .l,ll7 ...7Uk1+k2 — l,lk1+k2,

z 7 kl —p+1 k‘_Q : ot Z : > |Sl|
ktoré ma B <72 , 5 | rozdelenie nezévislé od podmienky, atd. Teda 5 5]
ma rozdelenie ako sucin 1;...7, navzdjom nezavislych nahodnych veliéin, pricom

2 2

Veta 2.17. Ak Uy,..., U, sua nezdvislé, N,(p,X) rozdelené, S = %E?:l(Ui —
U)(U; —U), kde U = %E?:l U;, tak nS ~ W,(n —1,%).

Dékaz. nS = Y1 (U;—U)(U; - U) =" U,U, —nU U =U'U-
101,010 U =UT - 211U = U AU = U AU, kde U’ = (Uy — p,..., Uy, — ),
lebo (g, ..., t)A = 0. Podla lemy 2.5 U'AU ~ W,(r,2) < V1 € RP VU AUL ~
(I'X1)x2, pricom v tomto pripade r = h(A) = tr(A). Pretoze

UL
i . 20N BE N.(0, ('SDT)
(U, — )l

(pozri (2.1)), mé VU’ AU rozdelenie y2 (podla vety 1.8) prave vtedy ak A% = A.
V tomto pripade r = h(A) = tr(A). Je zrejmé, Ze v nasom pripade A? = A a
r=h(A)=tr(A) =n—1, preto nS ~ W,(n — 1, X). O

Veta 2.18. Ak Uy, ..., Uy st nezdvislé, N,(p, ¥) rozdelené, tak U = %Ele U, a
kS = Ele U, U, - kU U si nezavislé, pricom U ~ N,(pu, %E) akS ~ Wy(k —
LY.

)

Dokaz. Nech Cy i je ortogonédlna matica taka, ze jej k—ty stipec je (\/LE’ s

S

Oznacéme

Potom V; = \/LE(Ul + ...+ Uyg) = Vk U resp. U = —ka,
U]
k U/
o . 1 1
iS=S"U,U —kUU = (U,".. U P vV =
; i ( 1 k) : \/E k\/E k
U,
V/
i k k—1
=(ViL.iVR)C'C | 7 [ =ViVi=) ViVi— ViV =) V, Vi
: i=1 i=1
Vi

Pretoze V1,..., Vi st nezavislé, dostdvame tvrdenie lemy (pomocou vety 2.17). O



19

3. HOTELLINGOVO T? ROZDELENIE

Nech S, , je matica ndhodnych veli¢in (ndhodna matica) d, ; nahodny vektor
nezdvisly na S, S ~ W,(k,X), d ~ N,(8,¢'3). Hotellingova zovieobecnend
Statistika T? je definovang ako

Ed'S—1d
2 _ -3 _ —1
T = Ck‘d/S d = mCd/E d
V nasledujicom budeme uvazovat § =0, ¢ =1, ¥ =1, teda S ~ W(k,I), d ~
N,(0,1). Hotellingovo T?(p, k) rozdelenie je
T? =kd's™'d
a piseme kd'S™'d ~ T?(p, k).
Veta 3.1. Nech X ~ N,(u,X) a S ~ W,(k,X) su navzdjom nezavislé, 3 reguldr-

na. Potom

B(X = p)'STHX — p) ~ T*(p, k).

Dikaz. £ = UAU', T = UULA = diag{hi b, M Z 00 2 0 2 0 >

0, ¥~z = Udiag{/\l_%, 2}U’ ¥ = Udzag{/\1 e /\ HU’. Polozime d* =
E_%(X—u), S*:E_isE 3, teda (S*)~! =328~ 122 Zrejme d*NN( I,
S* ~ W,(k,I) a preto podla definicie k(d*) (S*)™'d* = k(X — p)'S™H(X — p) ~
T%(p, k). O

Désledok 3.2. Majme Uy, ..., U, nezavislé, U; ~ N,(p, %), ¥ reguldrna, U =
v im Ui S= 5 300,(U = U)(U; - U), 8, = -5 3L, (U - U)(U; - U).

Potom
(n=1)(T - p)'8S7H(U — p) = (U — p)'S7H(U — p) ~ T*(p,n — 1).

Dékaz. U ~ Np(p, LX), teda /n U ~ N,(y/np, X), S, = =8, ¢ize (n—1)S™! =
nS;1, dalej nS ~ W,(n — 1, %) (pozri vetu 2.17), U a S st nezdvislé (veta 2.18),
teda

(n = 1vn(U =)' (nS) " v/n(U - p) = (n = 1)(U — p)'S™H(U — p) =
=n(U—p)S7Vn(U —p) ~T*p,n—1). O
Veta 3.3.

mp

T?(p,m) = me,

m—p+1-
Dékaz. Podla definicie mé T?(p,m) rozdelenie ndhodné veli¢ina md’S~'d, kde
d ~ N,(0,I), S~ W,(m,I). Teda ndhodna veli¢ina
md’'S™id _, d’'d
(3.1) “aa 4=
d’'s—1d



Podla vety 2.14 (b) menovatel v (3.1) nezalezi od d a mé X?Zn—p—l—l rozdelenie (pre
Tubovolni realiziciu ndhodného vektora d mé x;, ., rozdelenie), ¢itatel v (3.1)
ma podla vety 1.7 X]% rozdelenie. Preto (3.1) je podiel dvoch nezavislych nahodnych
veli¢in, s x? rozdelenim, a sice rozdelenie (3.1) je

mp—Xp
2
mx mp
Tz(p,m) = LA P = Fyom—pt1- O
2 2 m—p+1
Xm—p+1 (m ot 1) Xm—p+1 P

Lema 3.4. Sucin k navzdjom nezavislych nahodnych veli¢in s rozdelenim B(~;, d;),
i = 1,2, ...,k takych, Ze vi = vix1+dit1, ¢ = 1,2, ...,k —1 ma rozdelenie B(~j, 01 +

Dékaz. Pozri viac v Rao, 3a.3.

Lema 3.5. Nech d ~ N,(0,I) a S ~ W,(m,I) st nezdvislé, teda md’'S™'d ~
T%(p,m), m 2 p— 1. Plat{

4 Blem) s _g(m-prtlp
m IS + dd’| 2 "2 )

Doékaz. Podla Andél, str. 63 pre determinant stvorcovej matice ( 5 d ) plati

d -1

S d _

‘d/ 1 ‘ = —[S+dd'| = —[S|(1 +d'S7'd),
teda )

T*(p,m)\ S|
1 ’ =(1+d'S7'd) ! =
<+ m (1+ S = Srdar
pricom S ~ W,(m,I), dd’ ~ W,(1,1), (nezavisi od S) a podla lemy 2.10 S+dd’ ~
S|

W,(m + 1,I). Preto podla vety 2.16 ma rozdelenie ako st¢in navzajom

S+ dd’|

nezavislych ndhodnych veli¢in s rozdelenim beta a parametrami

m—p+1 1 m—p+2 1 m 1
2 "2 )7 2 "2 )7\ 272 )7

— 1
Podla lemy 3.4 ma tento stcin B (%, g) rozdelenie. O
Désledok 3.6. Nech X a S je aritmeticky priemer a vyberova kovarianéna matica
z vyberu rozsahu n z rozdelenia Ny(p, ). Potom

n—p, < 1~
D (X = p)STHX — ) ~ Fpn—p.




z1

Dékaz. Podla dosledku 3.2 mé (n—1)(X — p)'S™HX — p) ~ T?(p,n—1) rozdelenie,
¢ize podla vety 3.3 ma

n—p — i n—op
(X —p)STHX = p) ~

b o= Bl

_n—p _pln-1)
pln—1)n—1—-p+

rozdelenie. O

1Fp7n—1—p+1 = Fp,n—p

4. INE ROZDELENIA VYSKYTUJUCE SA PRI
MULTIVARIATNYCH STATISTICKYCH ANALYZACH

Definicia 4.1. Nech A ~ W,(m,I), B ~ W,(n,I) st nezavislé, m 2 p—1. Potom
hovorime, ze nahodna veli¢ina

Al P
A=—— _—I+A'B
|A+B|| |

méa Wilksovo lambda-rozdelenie s parametrami p, m,n. Oznacujeme ho A(p, m,n)

Veta 4.2. Wilksovo A(p,m,n) rozdelenie, m = p — 1, je totozné s rozdelenim
m—p+1i n

2 2
Doékaz. Ak A ~ W,(m,I), B ~ Wy(n,I) st nezavislé, tak podla vety 2.16 ma

sucinu ny...n, nezavislych nahodnych veli¢in, pricom n; ~ B (

Al P
A=—"—"—" —I+A'B
|A+B|| |

rovnaké rozdelenie ako sucin 1;...n, nezavislych nédhodnych veli¢in, pricom n; ~

Bwﬂ_ 0
2 2

Pozndmka. Ak Sy ~ W,(k1,1), Sy ~ W,(ka,I) st nezavislé, ky = p — 1, tak

1S4
A= ———
|S1 + S

ma rozdelenie rovnaké ako sucin 7;...n, nezavislych ndhodnych veli¢in, pricom n; ~

5 ' 5 ), ¢o Je podla vety 2.16 to isté ako rozdelenie

|G|
|G1 + Ga|’

kde G; ~ W,(k1,%), Gg ~ W,(ks,X) st nezavislé, X je reguldrna a ky = p — 1.

Teda A nezalezi od ¥ a mozeme ju zadefinovat ako

_ 1G]
|G1 + Ga’



kde Gy ~ W,(k1,X), Ga ~ Wy(k2, X) st nezdvislé, ¥ je reguldrna a ky = p — 1.
Pozndmka. Ak S ~ W,(n—1,%), d ~ Np(0,X) st nezavislé, tak Wilksovo lambda-

rozdelenie s parametrami p,n — 1,1 je to isté ako rozdelenie ndhodnej velic¢iny

S| n—pp
——— ted dla 1 35) B| ——,= |.
St dd]’ eda (podla lemy 3.5) 55

Zo vztahov medzi beta rozdelenim a F rozdelenim mozno odvodit vztahy medzi
A a F rozdelenim:

1 —A(p,m,l) P

~ F, e
(a) A(p,m, 1) m—p+ 1 iz p+1
1 —A(1,m,n) n
b 2 2 ~ _an
(b) A(l,m,n) mo

(C) 1_VA(p7m72)N P

A(p,m,2) m—p+1
1 —/A(2,m,n) n

(@) A(2,m,n) Tm—1

Pre ostatné hodnoty n a p za podmienky, ze m je velké, mozno pouzit Bartlettovu
asymptotickil aproximaciu

F2p72(m—p+1)

F2n,2(m—1)-

1
_ {m — §(p— n + 1)}1nA(p,m,n) ~ X,Zw.

Pri hladani simultannych intervalov spolahlivosti parametrov multivariatnych line-
arnych modelov sa pouziva nasledovné rozdelenie.

Definicia 4.3. Nech A ~ W,(m,X), B ~ W,(n,X) st nezavislé, m = p, 3 je
pozitivne definitna. Rozdelenie najvicsej vlastnej hodnoty 6 matice (A + B)™'B
oznacujeme 6(p, m,n).

Podla Rao, str. 588 toto rozdelenie nezavisi od 3. Poznamenavame tiez, ze 6
mozeme definovat’ ako najvacsi koren rovnice

IB—6(A +B)|=0.

Ak ) je vlastnd hodnota A™!'B, tak

je vlastna hodnota (A + B)_lB. Kedze

1+ A
ide o monoténnu funkeiu premennej A, 6 je dané vztahom
A
oo N
14+ M

kde \; znaéi najvacsiu vlastni hodnotu matice A7'B. Pretoze A\ > 0, plati
0 < 6 < 1. Vztahy medzi rozdeleniami 6, A a F su:

(a) f(p,m,n) a 6O(n,m+n—p,p) majirovnaké rozdelenie,
(b) 6(1,m,n) _ 1 —A(1,m,n) N EFn o
1—6(1,m,n) A(l,m,n) m
e(p,m,l) _ 1 _A(pvmvl) p

_ Eymepit.
) 1—6(p,m,1) A(p,m,1) m—p+1 PP



5. METODA MAXIMALNEJ VIEROHODNOSTI A TEST POMEROM VIEROHODNOSTI

Zdruzent funkciu hustoty rozdelenia ndhodného vyberu X,,, 1 = (X|,...,X])’
uvazovanu pri danom x (realizdcia X € RP) ako funkciu vektorového parametra
0 € R" nazyvame funkciou vierohodnosti

7

L(x;0) = [ ] f(xi; 6),

=1

resp. jej logaritmus, teda
I(x,0) = I(x1,X2, ... X, 0) = InL(x;0) = Y In f(x,:6).
=1

Vierohodnostnymi rovnicami rozumieme systém

= 9ln f(x;.0) B
ZT—O, k—1727...7

r.
=1

Majme nahodny vyber X = (X, X}, ..., X! ), kde X; ~ N,(g,X), X jeregularna.
Potom

L(x;p, 3) = |27r2|‘§e_% D (Xi = 1) (% — )

Y

Cize
1 k13
(x;p, %) =InL(x; p, 8) = —g In 275 - 3 ;(xi — W)Y (x; — p).
Plati
(xi —p)'S7Hxi —p) = (xi =X +X—p) T (xi X+ X —p) =
=(xi —X)'27(xi = X) + (X~ )T (X - p)+
+2(x; — X)X — ),
c1ze

+2) (% = X)X —p) =tr Y (xi —X)'T N (x —X) +n(X—p) T (X—p) =

»-! {Z(xi — X)(x; —i)’}

=1

=tr

+n(X - p) SN (X - p)+

= ntr {2—1s<m’>} FE - p)/STHE - ),



lebo
1< -
glreal) — Z(x, —X)(x; — %) a QZ(XZ‘ X)X X - p) =
i=1

n <
=1

1 k13
=2{n=- XX - p) XX - =0
{nngx (X —p) —nX'E7 (X u)}
Dostavame
ZQHMZ):_ghqmdn—gw{z+%“w”}—gmgz—wi—uxf—uy}

Ak n = p+ 1, tak odhady metédou maximalnej vierohodnosti st

~

p=X, =8

(pozri Rao, str. 575,576).

Definicia 5.1. X = (X},X},..., X)) je ndhodny vyber z rozdelenia zavislého od
parametra 8. Testujeme Hy: 0 € Qo x Hy: 60 € Qq (Q jeoblast v R, Qq je
podoblast v 1 hodnosti s). Test pomerom vierohodnosti hypotézy Hy oproti Hy
ma testovaciu Statistiku (LR-Statistiku t.j. likelihood ratio statistiku, presnejsie jej
realizdciu)

B @ _ maxgeq, L(0)

Ax) L maxpeq L(0)

Jeho kriticka oblast na hladine vyznamnosti o je R = {x : \(x) < ¢}, kde ¢ je
urcené tak, aby supgeq, P{x € R} = a.

Veta 5.2. Nech \ je testovacia Statistika pre test pomerom vierohodnosti Hy :
0cQy x Hy: 0¢Q —Q (U jeoblast v RY). Za urcitych podmienok
reguldrnosti pre kazdy 6 € Qo ma —21ln A\ asymptoticky (pre n — o) rozdelenie
Xg_s, ked Qg je podoblast’ 1 hodnosti s, (¢ > s),( g — s mozno chdapat ako pocet
restrikcii na parametre 0y, ...,6,).

Tlustracia:

(a) Nech X = (X, X}, ..., X)) jendhodny vyber z N,(p, ¥), 3 je znama pozitivne
definitna matica.
Ho: p=po X Hi: p# po.

Potom

L(X; “72) = |27TE|_%€_% E?:l(xi - M)'E_l(xi — p,) _
_ prs B st DTSN} (x-S (= )
Ak platf H07 tak "= o a

max L(x; p, X) = L(x; po, X) =

“=Ho

ey E e BTSN <% o) B (R o)



(je to jediné ¢islo). Ak g “nie je ohranicend®, ¢ = p, teda max,err L(x; p, X) sa
dosahuje pre g = ft =X a preto

L(x; 1, 2) = L(x; g7V | 3) =
max (x50, 3) = L(x; 07, X)

_ |2ﬂ_2|_3e_%tr[g—ls(real)]e_g(i_ ﬂ(real))/E_l(f— ﬂ(real))

_ porsydmtrETISC)

Preto testovacia Statistika (vlastne jej realizécia) je
x5 str[BTISUN] 5K = o) B THE — po)

—2In A(x) = —2In — o =
2rm|~ 3 3 trE TS

= n(X — po) 7 (X — po)-
Je to realizécia statistiky n(X — po)' XX — o), ktord mé za platnosti Hy podla

vety 1.8 X]% rozdelenie. (Poznamenavame len, ze h(€2) = s = 0, teda aj podla
tvrdenia vety 5.2 sedi pre asymptotiku, ze ¢ —s =p— 0= p.)

(b) (Hotellingov jednovyberovy T?—test.) Majme ndhodny vyber X =
(X], X5, ..., X)) 2 Np(p,X), 3 je nezndma pozitivne definitnd matica.

Ho: p=po X Hi: p# po.

Y sa musi odhadnut vzhladom na Hy ako aj “bez ohranicenia®. Da sa ukazat, ze
odhady ziskané metédou maximélnej vierohodnosti (ich realizacie) st

za platnosti Hy @ fulreed) = gy, Breal) — glreal) 4 qd’ kde d = X — po,

“bez ohranicenia®:  f(reel) = x, B(real) — glreal)

Dostavame, ze za platnosti Hg

max L(x; p, ) = L(x; po, glreal) 4 dd’) =

Hr=Ho0

(2 )M|S( 1 l)—l_ dd/|n e_g{tr(s(real)_l_ dd/)—ls(real) + d/(S(real) + dd/)_ld}:
)2 rea z

1 e_%tr(s(real) _I_dd/)—l(s(real) —|—dd/)
(277)%|S(real) + dd/|%

1 7
np n €
(2m) 2 [S(reed) + dd/|=

Dalej
Lix;p, 2) = L(x; %, 8Dy =
max (x;p,2) = L(x;X, )
B 1 _%tr(s(real))—ls(real)) _ (i— i)’(s(re‘”))_l(i—i) B

np n €
2r) FIsUel]3



np n €
(2m) 7= [S(read)|5

1 np
2 2

teda testovacia statistika (LR - statistika) je

_ S| :
—2In A(X) = —-2In <|S n (X— uo)(f— “0)/|> —

= —nln S|
o -t ()

Za platnosti Hy je /n(X — po) ~ N,(0,X); podla vety 2.18 nS ~ N,(n —1,%),
pricom /(X — po) a nS s nezévislé. Preto podla pozndmky za vetou 4.2
I -
[nS + n(X — po)(X = po)'| S+ (X = po)(X — po)'|

ma A(p,n — 1,1) rozdelenie. Podla lemy 3.5 je to totozné s rozdelenim (1 +

%)_1, ¢o je rozdelenie ndhodnej veli¢iny (1 4 (X — po)'S™HX — po)) ™!
(pozri dokaz lemy 3.5) a podla pozndmky za vetou 4.2 to je B <%, g) rozde-
lenie.

Asymptoticky ma teda podla vety 5.2

S 4+ (X — o )(X — po)'|

—2In A(X) = —nln ( ) =nIn(1+ (X —p0)'S™HX — o))

X]% rozdelenie.
Ak checeme pouzit neasymptoticky test, tak za platnosti Hy mé ndhodna velié¢ina

(14+ (X = p0)'S™HX — po)) ™!

B (n ; p, g) rozdelenie, alebo podla désledku 3.6 ma za platnosti Hy statistika

n — - =
pﬂX—MWS%X—uw

F, —p rozdelenie.

(¢) Hypotézu
Hoi E:EO B-3 H13 E#EO

( p nepozname), pricom méame vyber z N,(p, X) rozdelenia o rozsahu n testujeme
tak, ze ziskame odhady metédou maximalnej vierohodnosti.

Za platnosti Hy :  plret) =%, ¥ =X,

“bez ohranicenia®:  flreed) =x, 3(real) — glreal)



Zi
Preto za platnosti Hy je

max 1(x; p, 3) = U(x; X, To) = —%m% . gln %] — gtr(zo—ls“’e“’))

a “bez ohranicenia® je

np

max l(x; g, 3) = 1(x; %, 80V = —%m% - gln s(reeh| - 2

Teda testovacia LR - statistika je
—2In AN(X) = ntr(2;'S) — In|SX; | — np.

Tato nahodné veli¢ina mé zloZité rozdelenie, ale asymptoticky mé x?2, rozdelenie,

kde m = %p(p—l— 1).

(d) Hypotézu
HO . 212 =0

( p nepozname), pricom méame vyber z N,(p, X) rozdelenia o rozsahu n testujeme
tak, Zze normalne rozdeleny nahodny vektor rozdelime na podvektory s p; a po
zlozkami, p; + p2 = p. Predpokladajme rovnaké delenie kovarianénej matice 3 =

(Ell 212

. Da sa ukéazat, ze odhady metdédou maximélnej vierohodnosti za

o1 X
. ’ ~ ~ - Sll 0 7 7 “ 7 .
platnosti Hg si: gt = X, X = 0o s (S11 a Saz st prislusné submatice
22
matice S). Test pomerom vierohodnosti m4 testovaciu statistiku

—2In MX) = 2{—%11&277 — gln|S| — gtr(S_ls) + %thﬂ'—l—

n n st 0 S S 1S11]]S22|
1SS ny 11 11 12 _ g 21IP22]
-|-2 n[Sq| 22|—|-2 7“( 0 82—21> <821 S, nin S|

S11][S22 — S21S17 S12| _1 _1
= —nln—"1_ — _nl = —nln|I—S,5S,1S,,S,].
e 1S11][S22| e 1S11][S22| nln| 22 52151, S|

Tato Statistika mé asymptoticky y? rozdelenie s pypy stupniami volnosti (p1ps =
q, r=0).

(d) Hypotéza
Ho: X =diag (8pecidlny pripad (c))

( p nepozname), pricom méame vyber z Ny(p, X) rozdelenia o rozsahu n je t4 ista

ako hypotéza
Hy: R=1

(R je korela¢nd matica). Tvrdi, ze zlozky vektora X st nezavislé. Test pomerom
vierohodnosti mé testovaciu Statistiku (jej realizaciu)

—2In A = —nln |Rx x|

(Rx x je vyberové korelacnd matica). Této statistika mé asymptoticky x?* rozde-

lenie s %p(p — 1) stupiiami volnosti (¢ = @, r=p).



6. LINEARNY MODEL A METODA NAJMENSICH STVORCOV

6.1. UvoDp

Majme linedrny regresny model (LRM)
(6.1) Y1 =X0p8p1+€n1,
E(e) =0, cov(e) = o*L.
Veta 6.1. AE?:l e2 =¢'e = (Y — XB) (Y — XB) nadobiida minimum (vzhladom
na (3) pre 3, ktoré je (Iubovolnym) rieSenim normalnych rovnic
(6.2) X'X8 = X'Y.
Toto minimum je rovnaké pre vSetky riesenia rovnic (6.2).

Dékaz. (X') = p(X'X) = X'Y € pu(X'X) = (6.2) st vzdy riesitelné. Ich

Tubovolné riesenie oznac¢me 3. Plati
(Y -XB)(Y -XB) = (Y - XB + X8 -XB)(Y - XB+XB-XB) =
(Y =XB)' (Y = XB) + (8 - B)X'X(B ~ B) 2 (Y - XB)'(Y - Xp).
Teraz uz dokaz lahko dokoncime. O

Oznac¢me este

~ ~

Y = X3

RE=(Y -XB)(Y -X8)=Y'(I-X(X'X)"X")Y.
6.2. MATICA PLANU X MA PLNU HODNOST

Nech h(X,, ,) =p < n.

Veta 6.2. Majme LRM (6.1), pricom h(X) = p. Plat{
(a) B = (X'X)7IX"Y, £(8)=p
(b) covB = c*(X'X)1.

Dékaz. Pozri Andel.

Veta 6.3. Pre Iubovolné p € RP ma odhad 5’?3 = p’[;' minimalnu disperziu zo
vsetkych linedarnych nevychylenych odhadov funkcie p'S3.

Dokaz. Pozri Andél.
& R(Z) = o
n—op '

Veta 6.4.
€ Ry 1 EY'(I-X(X'X)"'X"Y) =
n—p/ n-—p

Dokaz.

= i » {[B'X/(1 - X(X'X)'XXB + tr[(I - X(X'X)"'X)o T} =02 O




Veta 6.5. V LRM (6.1) nech Y ~ N,(X3,0%I), h(X)=p < n Plati
(a) B~ Na(B,0*(X'X)™1),
RZ
(b) =5 ~ Xii—p:

(c) B a R? st nezavislé,

(d) ([;' — ﬁ)’X’X(B —B) ~ 02)(]% a nezavisi od R2.

Dokaz.
a) zrejmé:
. RZJ ’ 1 X(X’X)_lX’ 1 X(X’X)_lX’
(b) U—g =Y’ g Y = (Y — X3) g (Y — X3) ma

Xi(I—X(X'X)—lxl) rozdelenie podla vety 1.8;

I- X(X'X)" X’ - X(X'X)"'X'

() ( X'X)"'X'Y aY’ 5 Y stinezavislé, lebo 5 je
o
I - X(X'X)"tX’
pozitivne semidefinitnd matica a (X'X) ™1 X'o%I ( 5 ) = 0, teda podla
o
Andél, str. 81 (alebo podla vety 1.10) st 3 a R3 nlezévislé;
A X'X . X(X'X)—1 X/
@ 3-8 2 8-p) = (v ~x8y XXX v x8) mit podra vety 13

X2 rozdelenie; B2 = (Y —Xp3) (Y —X3) = (Y - X8)"(I- X(X'X)"'X')(Y - X23)
a podla vety 1.9 st ([;' — ﬁ)’X’X(B — B) a R% nezdvislé. O

Pozndmka. Hypotézu

Hy: B=p0 x Hi: B+#0o

testujeme statistikou
(B —Bo)X'X(B—Bo)n—p
R? p

ktora ma za platnosti Hy rozdelenie Fj, ;.

Zadefinujme
2 - B 1N
Ry = jmin (Y —XB)(Y - XB).
Veta 6.6. Nech A,, méd hodnost’ h(A) = ¢, ¢ € RY. Plati (za predpokladu
normality rozdelenia Y)
(a) Ry — R = (AB — ¢ (A(X'X)'A") I (AB —¢),
(b) (R} — RY) = o?q + (AB — ) (A(X'X)TTA) TH(AB —¢),

' op2  p2
(c) ak plati AB = ¢, tak F = n—pFy 5 B
q R

ma F, ,_, rozdelenie.

Dokaz. Plati

~

(Y = XB)(Y = XB) = (Y = XB)'(Y = XB) + (8 - B)X'X(B - 8)
(pozri aj v dokaze vety 6.1).

R} = ﬁ:rgigl:c(Y - XB) (Y —XB) =



~

Smin (Y =XB)(Y —XB) + (B - B/X'X(B-8)] =

(Y ~XBY(Y ~XB) +  min (8- B)X'X(B - p)

Hladajme teda

Lmin (8 BYX'X(8 - B),

. Igigl_ B'X'X3 -28'X'X8 + B'X'X3]|.

Metodou neurcitych Lagrangeovych multiplikdtorov dostavame

®(B,A) = B'X'XB - 28'X'XB + B'X'XB + 2N (AB —c)

‘;—2 = —9X'X3 +2X'X3 +2A'A =0
! !
(lebo IM'x =M, Z?)(é?ﬂ = 2Mx, pozri Rao, str.98).
b b

Dostidvame rovnice

X'X3+ A'X=X'X73
AB =c,

ktorych riesenie BH nas zaujima. Plat{ postupne
B =—-(X'X)"A'A+ 5
AB—c=AX'X)TA'A
(AX'X)1A) T (AB — ¢) = A,
teda

~

By =8—(XX)TA(AX'X)TA)"H(AB — o).
Preto

Ry — Ry = min (Y - XB)(Y -XB) — (Y - XB)'(Y - X3) =

AB=c

ﬁ:rgigl:c(ﬁ —B)X'X(B-8)=(B—-Bn)X'X(B—-8u) =

= (AB — ) (A(X'X)T"A") (A - o).
(b) Zrejme AB —c ~ N, (AB —c,0?A(X'X)"'A’). Preto

E(RY; — R§) = (AB — ) (AX'X)'A) T (AB — o)+
+Hr[(A(X'X)IA) L2 A(X/X) A =



ol
=0%q+ (AB — ¢)'(AX'X)T'A) TH(AB — <.
(c) Ak plati H: AB =c, tak AB —c ~ N,(0,02A(X'X)""A') a
(A(Xlx)—lA/)—l

(AB - C)/ o2 (AB - C) =
= (A oy BXXTAT A AV (g o) =
= @ ~ g

R? L
(podla vety 1.8). Vo vete 6.5 sme dokézali, ze _;) ~ X%—p- Dalej méme
o

Ry =Y'(I-X(X'X)""X)(I-X(X'X)"'X")Y.
Pretoze
cov((AX'X)PA)T3(AB — o), (I - X(X'X)'X")Y) =0,

st R3, — R? a RZ nezévislé. Za platnosti H: AfB =c mé

R? — B2
2 n —p R% — RE
6.3 F=—29 H__~0
09 B 4 R’
o*(n —p)
F, n—p rozdelenie. O

Pozndmka. Hypotézu
H: AgpB=cq
testujeme pomocou Statistiky (6.3).
Priklad. Testovanie hypotézy
Ho: aB=c, x Hy : a.B+#c;.

Testovacia Statistika je

o alf—alp aiB — ¢ :
t al(X'X) 1a; s al(X'X) 1a; "
RZ
kde s = 0. Vskutku R ~ szi_p (podla vety 6.5 (b)). Za platnosti Hy je
n—p

ag[;' ~ N(a.B = ¢;,0%a’(X'X)'a;) (pomocou vety 6.5 (a)), R a B su nezavislé
(podla vety 6.5 (¢)), teda

/B 'y

X’X 1al — ¢

= ~ by,
Ro \/ X’X ~Ta
n JE—




100(1 — «)%—ny interval spolahlivosti pre al3 je

<a;[§ —tap(1 — D)sy/al(XX)Tag, alB + ta_p(l — 2)sy /ag(X’X)—lai> .

Ak chceme testovat, ¢i sticasne plati
Ho: aB=c i=,2,...k x Hy: Fie{l,2,. k}aB+#ec.

potom sl tu moznosti:
(a) Bonferroniho metéda je zalozena na trv. Bonferroniho nerovnosti, ktora
tvrdi, ze ak Ey, Es, ..., F} st ndhodné udalosti, tak

k

P ((k] E) >1- zk:P(EiC) =1-) (1—P(E)).

Dékaz tejto nerovnosti sa zakladd na rovnosti ((i_, Ei)c = Ule E€ . 7 ktorej
vyplyva, ze

C

k k k k
P(ﬂEZ):l—P (ﬂE) :1-P(UE§)§1-Z(1-P(E0),
=1 =1 =1 =1

co vyplyva zo subaditivnosti pravdepodobnostnej miery P, a sice P <Uf:1 EZC> <

k . . 7
S-i_, P(EF). Pomocou Bonferroniho nerovnosti dostévame

k
P (ﬂ {agﬁ c <a;[§ + b p(1 — %)SW/a;(X’X)—lal)}) >1- k% =1—o.

=1
(b) Metéda maximalneho modulu.
Nech a)f3,...,a} 3 st nezavislé, t.j. ag(X’X)_la; =0 pre: # j,
poo dBoa ' =1,2, ..., k, nech dalej v(k,n—p,a) je a—kritickd
i = T (XX) T, n—p, & =1,2,.. k, nech dalej v(k,n —p, a) je a—kriticka

hodnota rozdelenia max; <;<; |t;], teda

1= o= { s 6] S o(kon = poa) f = Pl S olbon =) Vi
1<i<k

Pravdepodobnost, ze k intervalov
aB £ v(k,n —p,a)s a/(X'X)la;, 1=1,2,...k

sticasne pokryje vietkych k linedrnych kombinécii al3 je 1 — o. Hodnoty v(k,n —
p,a) st napr. v Lamos, Potocky, tab. VII. Ak su ag[;' linearne zavislé, treba v
nahradit’ inou hodnotou, pozri napr. Hahn, Hendrickson, Biometrika 58, 1971.
Intervaly v tomto pripade zostant rovnaké.

(¢) Scheffeho metdda.

Je zalozena na vete 6.8, ktord zase vychadza z nasledujicej lemy



Lema 6.7. Nech My, je pozitivne definitna matica. Pre Iubovolny x € R' plat{

x’Mx <1 <= (h'x)? <hW’M'h ¥heR.

Dékaz. pozri Andél, str. 147.

Veta 6.8. Nech linearny priestor B C RP je generovany vektormi agy,...,a, Cize

B = /,L(alf...fak)%k a nech h(ay:....a;) = k. Potom

P {|a’ﬁ —a'g| < 3\/ka7,1_]3(1 —a)a/(X'X)"ta Vae B} =1-a.

Dékaz. Oznacme A’ = (a;:...;a), teda A = : , pricom k(A) = k. Podla
A%/ kp
vety 6.6 (¢) ma

(n—p)(AB —AB)(AX'X)"'A)H(AB — AB)
k(n —p)s?

_ (AB—AB)Y(AX'X)T'A) T (AB - AB)
- ks2 ~ Finp

rozdelenie. Teda

J(AXX)TTAN) T
ks?Fp p—p(1l — )

P{(AB—Aﬂ) <AB—A6>§1}=1—a

a podla lemy 6.7 je

2 { {h'(AB . AB)} C <[k Fn (1 — )W AX'X)'A’h Vhe R’“} ~1-a,
2 { {(A'h)'(é . 5)} C <k Feno(1— a)(Ah) (X'X)'ATh Vh e Rk} ~1-a,
¢o je to isté ako

2 {(a'B —aB)? £ ks Fy (1 —a)a'(X'X)"'a Vac u(A') = B} —l-a. O



6.3. MATICA PLANU X NEMA PLNU HODNOST

Nech h(X,, ,) =r <p < n.
Normaélne rovnice maji vela roznych rieseni, pricom jedno riesenie [;' nemozeme
povazovat za odhad 3. Treba odstranit nejednoznacnost. Robi sa to nasledujacim
sposobom. Uvazujme maticu B,_, ,, ktorej riadky st nezavislé, t.j. h(B) =p —r,

pricom tieto riadky nezavisia od riadkov matice planu X. Preto h <}]§ ) =p
n+p—np

) . ) / . X .
(matica plnej hodnosti v stlpcoch). Pre maticu (B P ) = Foqp—rp plati, zZe
p—r.p

h(F) = p. Preto p x p matica F'F = (X’ B) }Pf
(u(F'F) = u(F'), ¢ize aj h(F'F) = h(F') = h(F) = p). K normdlnym rovniciam
X'X8 = X'Y priddme rovnice B3 = 0 a dostdvame

= X'X + B’'B je regularna

X'X3+B'B3=FF3=X"Y,

ktorych riesenie
B=(FF)'XY

je jediné. Pre toto B3 plati

£(8) = (FF)"'X'XB = (F'F)"{(X'X + B'B)S = 8.
Dostavame teda “zazenie® systému normalnych rovnic, ktory méa takto jediné rie-
Senie (postup pri analyze rozptylu).
Definicia 6.9. a’8 je linedrne nevychylene odhadnutelna ak existuje pre riu line-
arny nevychyleny odhad, t.j. ak existujel € R", ze E4(I'Y) =a'8 VB € RP.
Lema 6.10. a’g3 je linedrne nevychylene odhadnutelnd prave vtedy ak a € u(X').
Doékaz. nédjdete v Andeél.

Veta 6.11. Nech a’3 je linedarne nevychylene odhadnutelna, [;' je Iubovolné riesenie
normalnych rovnic, t.j. X'X8 = X'Y. Potom

(a) a’B je jednoznacny,

(b) a’B je NNLO (najlepsi nevychyleny linearny odhad) a’8, t.j. pre kazdy iny
linedrny nevychyleny odhad a’B funkcie a’3 plati D(a’3) — D(a’[;') > 0.
Dékaz. Néjdete v Andél.

Skor ako ukazeme test hypotézy H : A3 = 0, dokazeme si dve lemy.

Lema 6.12. Nech A,, 1, B, 1 si Iubovolné pevné matice, h(B) = r < min{n, k}.
Plati
(6.4) h (B) = h[A(I - B'(BB')"B] + h(B).

Dékaz. Matica (B":1 — B(BB')"B)g 4 ma hodnost k, lebo kazdy stipec mati-
ce B, teda B'e; je kolmy na vietky stipce matice I — B’(BB’)™B, teda na (I —



B/(BB')"Ble;, j =12, ...k leboe/B(I—B/(BB')"Ble, =0, j=12, ..k
Teda B’ mé r linedrne nezévislych stipcov, I — B'(BB')"B ma k — r linedrne
nezavislych stipcov (lebo (I — B'(BB')™B) = k — r). Tiez B'e; je kolmé na
(I-B/(BB')"B)e;, j € {1,2,...,k}, teda (B"1—-B'(BB’)"B)j 44 ma k linedrne

nezavislych stipcov, teda h(B"I — B'(BB’)"B) = k (plna hodnost v riadkoch).

Teraz

h (g) — (g) (B"1— B/(BB')"B) = h (‘ggi AT - B'E)BB'>_B>> _

hK(I) —AB’(IBB’)_> (gg: A(I—B’(()BB’)‘B))] _

0 A(I-B'BB)"B
1 (g AC-BEBTE)

) = h(B) + h|[A(I- B/(BB')"B). O

Lema 6.13. Akh(X,,)=r <p=n, A,, mdhodnosth(A) =q, h (i) =r+q

(riadky A su linedrne nezavislé s riadkami X ), tak Iubovolné 8 € (X)) sa da pisat’
ako X8, kde A6 = 0.

Dékaz. Zrejme u(X) D u(X(I-A'(AA’)"A)). Ale podla (6.4) je hodnost h(X(I—
A'(AA)"A) =h (i) —h(A)=r+4+q—q=r=h(X), teda pu(X) = pu(X(I -
A'(AA)TA)) t.j. kazdé 8 € u(X) sa da pisat ako X8, kde Aé = 0. O

Ak chceme testovat H : AB = 0 ked h(X) =r < p, h(A,,) = ¢, pricom
h (i) = r + ¢, tak podla lemy 6.13

R%L = min (Y —X8)(Y —X3) =min(Y — X~)(Y — X~)/ = R?
B: AB=0 Y

a Hy nevieme testovat (podla vety 6.6).

Definicia 6.14. Hypotéza Hy : AB = 0 je testovatelna, ak riadky matice A su
linearne kombinacie riadkov matice X, t.j. ak existuje matica M ,,, Ze A = MX.

Pozndmka. Hypotéza Hy: AB = 0 je testovatelnd, ak kazda linearna kombinacia
a3 = {A}; B je linedrne nevychylene odhadnutelna.

Pozndmka. Ak méame Hy : AB = c, tak vezmime Bp—lubovolné riesenie systému
AB = c a vytvorme § = 3 — Bp. Model Y = X3 + e prepiseme na model
Y -X3o = X(B—XB0)+e, ¢ize (pri oznaceni observacného vektora Y* =Y —-X30)
dostavame model Y* = Xé + e. V tomto modeli testujeme hypotézu Ad = 0.
Povodna hypotéza Hy : AB = c je teda testovatelna prave vtedy ak hypotéza
Ab = 0 je testovatelna v “novom* modeli, teda ak A = MX.



Veta 6.15. Nech Hy : AB = ¢, kde A, md hodnost h(A) = q < r, je testova-
telnd, t.j. A = MX (Y je normalne rozdeleny). Nech

R} = min(Y — XB)/(Y - XB).

2 _ - B 1N
Ry = jmin (Y —XB)(Y - XB).

Ak Hy plati, tak ) ) )

(a) R}, — R = (AB — ) (A(X'X)"A')"YH(AB — ¢), kde 3 je Iubovolné riesenie
normalnych rovnic X'X3 = X'Y,

_ P2 _ p2

(b) n—r Ry 2R0 ~ Fyr

q Ry 7

Dékaz. pozri Andél.

7. VIACROZMERNA REGRESNA ANALYZA

7.1. UvoDp

Na kazdom z n objektov robime p merani. Vysledky merani na i—tom objekte
st realizacie ndhodného vektora

B Bz o Bip

B21 P2z . Bop

Y! = (YiYio...Yip) = (i1 2ia...ig) ten

ﬁ;ﬂ ﬁqZ ﬁqp

pricom Y;; je meranie [—tého znaku na t—tom objekte. Vsetky merania davaja
maticu Y, , ndhodnych veli¢in (jej i—ty riadok znaé¢i p merani na i—tom objekte),
teda

!
Yiin Yoo .. Ylp 11 Tiz2 ... Tigq Bir Bz . ﬁlp €1
!
You Yoo . sz T21  T22 ... T2q Bar P2z ... 62]9 €y
Y= = . .
!
Ynl Yn2 an Tpnl Tp2 ... Tng ﬁql 6(12 6(]]9 €,
clze
(7.1) Yo =XngBgpt+enp

V modeli (7.1) je X,, , dana pevnd znama matica, B matica nezndmych parametrov,
e; = (€i1€42.--€ip)" je chybovy vektor na i—tom objekte a

€11 €12 - E1p

€11 €12 - E1p
Enp =

Enl €n2 ... Enp



ai

je matica ndhodnych chyb. Plat{ e; ~ N,(0,X), e1,e3,...,€, s navzijom neza-
vislé, B, , = (B1,...,3p). Vektor merani i—teho znaku je (Y7;Y5;..Y,:) = Z; €
R™, 1=1,2,...,p. Teda

B
AN
€(Zj) =Xn4Bj, Bi=] . [ R,
ﬁqi
cov(Zj) =01, 7=1,2..p,

oji ={3}j;
cov(Y1;,Y1;) cov(Y1;,Ys5) ... cov(Y1;, Yy;)
cov(Y2;,Y1;)  cov(Ya;,Yo;) ... cov(Ya, Yy;)
cov(Z;,Z;) = _ =
cov(Yyni, Yi5) cov(Yy:,Ya;) ... cov(Yn;, Yyj)
oi; 0 ... 0
0 oy 0
0 0 ... oy
Iné vyjadrenie modelu je
7, X 0 ... 0 B
Z2 0 X Ce 0 52
vecY =Zipp 1 = . = : . + vece,
Z, o o ... x/\g/,,

vecY = (I, , @ X, 4)vecB 4 vece,
cov(vecY) =3, , @1, .
Ak h(X) = q £ n, tak najlepsi linedrny nevychyleny odhad 3; je
B = (X'X)"'X'Z,
a nevychyleny odhad o;; je

ZH(1 - X(X'X)"'X")Z; _ R(i,7)

(3
n—q n—q

= 0ij.
Teda NNLO parametrov B je
B=(X'X)"'X'Y.

Oznacéme



Pre vektor Z; + Z; plati
E(Zi+ Z;) = X(Bi + Bj), cov(Zi+ Zj) = (0ii + 205 + 0j;)L.

NNLO B + 6; je
(X’X)_IX/(ZZ‘ + Z]‘) = 61 + ﬁ]‘.

Nevychylenym odhadom

— Z; +7;) (1 - X(X'X)"'X")(Z; + Z;,
Ty (B L) (XX X2 4 2)
n—q
LRG0 | B R
n—gq n—gq n—gq
teda nevychylenym odhadom o;; je
R2 . .
a_l]: O(ZL])‘
n—q
Matica
Rg(1,1) R5(1,2) R5(1,p)
R3(2,1) RG(2,2) R3(2,p)
Ry =
Ri(p,1) R§(p.2) ... Ri(p.p)

je zvyskovou maticou sucétov stvorcov a sucinov. Nevychylenym odhadom matice

Y je teda
1

n—q

3=

Ro.

D4 sa pisat

Ro = Y'(I-X(X'X)"'X")Y = Y'PY.

Ak s merania na jednotlivych objektoch nezéavislé a maji mnohorozmerné nor-
malne rozdelenie s tou istou kovarianénou maticou X, potom mozeme povazovat
€1,€2,...,€, za nahodny vyber z N,(0,X). V takom pripade méa vece rozdelenie
Nywp(0, %, , @1, ) (vyplyva z definicie mnohorozmerného normalneho rozdelenia).
Preto v takom pripade vecY ~ N,,((I, , @ X)vecB, X, , @1, ). Plat{ veta

Veta 7.1. Nech v modeli (7.1) je €1,€9,...,€, ndhodny vyber z N,(0,3X). Potom

(a) B méd normélne rozdelenie (rozumie sa tym, Ze vecB ma mnohorozmerné
normélne rozdelenie).
(b) Y'PY ~ W,(n —q,X)

(c) B a X st nezavislé (rozumie sa tym, Ze vecB a vecX si nezavislé).

Dékaz.
(a) Pretoze B = (X'X)"'X'Y, je vecB = vec(X'X)TIX'Y = vee(X'X) 1 X'YI
= (I® (X'X)"'X")vecY, z ¢oho je tvrdenie (a) evidentné.
b) YPY = Y'P'PY = (PY)P(XB +¢) = ¢'Pe ~ W,(w,X) < P? = P,
P
(pozri vetu 2.9), ¢o je splnené. V tomto pripade w = trP =n — ¢



(c) veeB = (I® (X’X)_lX’)vecY a vecd = vecRgy = vee(Y'(I —
n—gq n—gq
X(X'X)"'X)Y) = vee(Y'(I — X(X'X)"'X)(I — X(X'X)"'X')Y). Staif
n—gq

ak ukazeme, ze (I @ (X’X)_lX’)vecY a vec(I — X(X’X)_lX’)Y =Ied-
X(X’X)_lX’))vecY sl nezavislé. Pretoze

(I @ (X X) ' X")[cov(veeY)](I @ (I - X(X'X)"'X")) =

= (1o (X'X)'X)( o DI o (I - X(X'X)7'X) =0,

dostavame aj tretie tvrdenie vety. O

7.2. TESTOVANIE HYPOTEZ

V modeli
Yop=XngBgp+enp,
€l
€
kde h(X) =¢(En), e=| . |,pricom ey, ez, ..., &, je ndhodny vyber z N, (0, X),
s"

testujeme hypotézu

HO . ClB = D7
C; je znama g x g matica, h(Cy) = ¢, D je zndma ¢g x p matica.

Veta 7.2. V modeli (7.1) nech h(X) = ¢, n—q 2 p—1, ¥ je reguldrna, By
je Tubovolné riesenie rovnic C1B = D. Oznacme Y, =Y — XBy. Za platnosti
Ho: CiB=D, (i(Cy)=g)md

B Y'PY|
T Y'PY + Y\ P, Y|

Wilksovo A(p,n — q, g) rozdelenie, pricom P =1 — X(X'X)™1X/,
P, = X(X'X)"1C(C,(X'X)1C)) 1 C, (X X) 1 X

Dokaz.
Y'PY = (XB +¢)P(XB +¢) = ¢'Pe.

Podla vety 2.9 mé Y'PY rozdelenie W,(r,X) prave vtedy ak P?P, pricom v
takomto pripade r = trP. DLahko sa vidi, Ze naozaj P?*P a r = trP = n — ¢,
teda Y'PY ~ W,(n — ¢, X). Tiez plati

Y. P.Y: = (Y-XBo)X(X'X)'Cl(C(X'X) "' C)) 7' C(X'X) ' X/(Y —XBy)

a za platnosti Hy je
Y P,Y, =
=(X(B—By)+e)X(X'X)1C(C(X'X)'CH T C(X'X) I X (X(B-Bg)+¢) =
=X(X'X)"C(C;(X'X)7te) O (X'X) T X e.



Podla vety 2.9 md Y/ P,Y rozdelenie W,(g,X). Podla vety 2.13 si Y'PY a
Y P, Y nezavislé, lebo

(I-X(X'X)"'X)X(X'X)"'c(c(X'X)te) e (X'X)™' X’ = 0.
Podla poznamky pod vetou 4.2 ma

Y'PY|
YPY + Y, P,Y,|

Wilksovo A(p,n — ¢, g) rozdelenie. O

Hypotézu Hy : C1B = D teda testujeme pomocou A(p,n — ¢, g) rozdelenia.
Zamietame ju pre malé hodnoty A.

Poznamka. Podobne v modeli (7.1), kde h(X) = ¢, X je regularna, mozeme testo-
vat’ vSeobecnejsiu hypotézu

HO . ClBMl = D7
kde M je znama p x r matica s h(M;) = r. Z modelu (7.1) totiz vyplyva model
(7.2) Yo ,Mi =Xy (B M1 + e ,My,

v ktorom je matica observacii YMy, matica planu X a matica “neznamych paramet-
rov* BMy, pri¢om e’e ~ W (n, 2) a podla vety 2.6 ma Me’eMy ~W,(r, M| XM, )
rozdelenie. (€M)’ je preto nahodny vyber z N,(0, M| XM, ) rozdelenia. Teraz uz
uplne analogicky ako vo vete 7.2 dostavame, ze za platnosti Hy : C;BM; = D
ma
|E|
H+ E|

A(r,n — q,g) rozdelenie, pricom E = (YM;)'P(YM;) a H=[(Y — XBo)M;|'P,
[(Y — XBg)M,].

7.3. INTERVALY SPOL’AHLIVOSTI PRE PARAMETRE MODELU

Pomocou kapitoly 7.2 najdeme intervaly spolahlivosti pre linearne kombinéacie
b’'C;Ba (alebo b’C;BM;a) v pripadoch, ze a,b s pevne dané; a je pevne dané
a pre kazdé b; pre kazdé a, b.

Nech B st skutoéné parametre (ich skutoénd hodnota). Polozime tentokrét

Y, =Y — XB. Nech a € R?, b € RY st pevne dané. Podla lemy 2.12
b’Cl(X’X)_lX’Y+a = vec(b’Cl(X’X)_lX’Y+a) =

= vee(b'C1(X'X) ' X'ea) = (2’ @ b'Cy(X'X) ' X )vece,

pri¢om cov(vece) = cov(vecY) =%, , @ I, ,, (pozri kapitolu 7.1). Preto

D(b'Cy(X'X)'X'Y a) = D((a' @ b'Cy(X'X) ' X )vece) =



4l

= (a'@b'C(X'X) ' X (Ze)(aeX(X'X)'C/b) = (a’'Za)(b'C;(X'X) ' C}b).
Uz v kapitole 7.2 sme ukézali, ze Y'PY = Y'(I - X(X'X)"'X")Y ~ W,(n —q, %)
a teda pre a £ 0 je podla vety 2.8
a’Y'PYa 9
aXa | o

Samozrejme
a’Y'PYa , _ ae’Pea  (ea)'Pea
a'Ya M4 = "yTa ©  aZa
a
b'C(X'X) ' X'Y a=b'C(X'X) ' Xea,
ela
eha
pricom ea = . ~ N,(0,(aXa)l, ,). Podla vety 1.10 st
ela
a'Y'PYa =
W a b/01(X/X) X/Y_|_a.
nezavislé, lebo
P 1

(a'Sa)I-X(X'X)"'Cib = 0.

a’'Xa
Pretoze b'Cy(X'X) ™' X'Y a=b'C(X'X) ' X'ea m4
_ . . (P'Ci(X'X) XY ;a)?
N1(0, (a’Xa)(b'Cy(X'X)~'C! b)) rozdelenie, ma (b'C,(X'X)1C' b)(a'Sa) roz-
a'Y'PYa
a’'Xa
(b'C1(X'X) ' XY 1 a)? 1
(b'C,(X'X)1C b)(a’Y'PYa)  n—
Pre pevné a € R?,b € RY
(BC(X'X) " X'Ya - PC(XX)XXBa)® _ 1
(b'C,(X'X)-1C!b)(a’Y'PYa) S g T T YT

delenie y? a je nezdvislé od , ktoré ma Xi_q rozdelenie. Dostavame,

ze

Fro-y

Cize
P{(b’Cl(X’X)_lX’Ya —b'C;Ba)* <

1

n—q

A

Fin—q(l— oz)b’Cl(X’X)_lCllba’Y’PYa} =1-—a,
¢o je to isté ako

(7.3) P{b’ClBaE (b’Cl(X’X)_lX’Ya—

1
- \/ Fip_q(l — 0)b'Cy(X'X)~1C,ba’Y'PYa, b'Cy(X'X)"'X'Ya+
n—q

1
+ \/ Fin—q(1— Oé)blcl(X’X)_lc’lba’Y’PYa>} =1—a.
n—q



Poznamka. Tento vysledok dostaneme aj ked uvazujeme regresny model Ya =
XBa + ea, kde observacny vektor je Ya, vektor parametrov je Ba a chybovy
vektor ea (pozri priklad za vztahom (6.3)).

Hladajme teraz intervaly spolahlivosti, ktoré sii¢asne pokryvaji vietky b’CBa,
kde a € R? je pevné, ale b sa meni a moze byt lubovolné z RY. Budeme potrebovat
nasledujiicu lemu.

Lema 7.3. Nech A, Ny st symetrické matice, pricom N je pozitivne definitna.
Potom
a.) pre lubovolnéc € R', ¢ # 0

(Cx)* et
(7.4) iré?z}% Nk~ © N™¢

x7Z0

Y

pricom maximum sa dosahuje pre x = N7 1¢;

b.)

x'Ax
7.5 =
(7.5) iré?z}% x'Nx
x7Z0

1,

kde )\ je najvacsia vlastna hodnota matice ANT!,

Doékaz. Schwarzova nerovnost tvrdi, ze pre lubovolné dva vektory x,y € R! plati
(x'y)? < x'x y'y. Maticu N mozeme pisat’ ako N:zNz, maticu N™! mézeme pisat
ako N"z N~z (pozri Andél, str. 64). Preto pre vektory u = Nzx, v=N"zy (x,y
Tubovolné z R*) plati

(u'v)? = (X’N%N_%y)2 = (x'y)? Su'u v'v=x'Nx y' Ny,
¢ize pre lubovolné x,y € R?
(7.6) (x'y)? < x'Nx y'Nly.
a.) Vezmime lubovolné ¢ € R, ¢ # 0. Pre kazdé x € R! plati zo (7.6)
(¢'x)* <x'Nx /N7 l¢,

¢ize pre kazdé x € RY, x # 0 plati

Y
x'Nx = cN”e,

N

teda )

!

c'x _
max ) < ¢'Nte,
xer! X'Nx

x7Z0

~~

N

ricom je Tahko vidiet, ze maximum sa dosahuje pre x = N7 1¢.
b J ) Je P



b.) Oznacme A\; = Ay = ... 2 A, korene rovnice |A — AN| = 0. Pretoze
A - AN| =0« |JAN"! - \I||N| =0 < |[AN"! — \I| =0,

s A1, ..., \¢ aj prave vietky vlastné hodnoty matice AN"!. Podla Rao, 1c.3 (II)
existuje matica R, ktord je regularna a plati

(7.7) A=RYAR™!, N=R 'R,
kde
A0 0
0 A
A =
0 A

Pretoze kazdy vektor x € R! modzeme pisat ako R7'u, u € R! (¢ize R! =

{R7'u, u e R"}), plati zo (7.7)

u'Au vR VAR 'u x’'Ax
max — = max - = max —— = Ay,
uer! W'Nu  uer' WR7TR7'u  xer' x'x
u#0 u#0 x#0
lebo .
2 2
x'Ax Y iy i <\ doas _
I 2 =" 2 — 1
x'x 2. POES
a rovnost sa dosahuje napr. pre x = (1,0,...,0)". O

Podla (7.4) sa maximum vyrazu

(b'Cy(X'X)'X'Y a)?
(b'C{(X’X)~1C/b)(a’Y'PYa)

(7.8)

dosahuje vzhladom na b (a je pevné, teda C1(X'X) ' X'Y a je “fixné®) ak
b= (Ci(X'X)7'C))T'Ci(X'X) XY 1a
a toto maximum je

a’Yq_ [X(X’X)_l(]’1 (Cy (X’X)_lC’l)_1Cl(X’X)_1X’]Y+a _
a’Y'PYa

B a’[Y;P2Y+]a B a’'Ha

a’Ea a’Ea’

(7.9)

Lahko sa ukaze (pozri vetu 7.2 a vetu 2.9), ze H = Y, Py Y ~ W,(g,X) (tentokrat
Y=Y -XB), E=YPY ~ W,(n—¢X), pricom H a E st nezavislé (podla
vety 2.13). Preto podla vety 2.8 ma

a’'Ha )
~ X
a’Ya g




a’Ea 9
/ ~ Xn—q
a'Ya

a posledné dve nahodné veli¢iny s nezavislé. Dostavame, ze

n—qgaHa
¢ ~Fy .
g a-/:Ela- g7 q

(7.10)

Zo vztahov (7.8) a (7.10) dostdvame, 7Ze pre pevné a € RP

A

(b'Cy(X'X)'X'Y a)?
(b'C,(X’X)~1C/b)(a’Y'PYa)

< L F(i-a) peludbe R f—1-a,

P{(b'Cy(X'X)"'X'Ya — b'C;Ba)? <

< g Fyn—y(l —a)b’'C(X'X)"'Cba’Y'PYa pre kazdé b c RY } =

=1-o.

Teda intervaly spolahlivosti, ktoré stcasne pokryvaji vsetky kombindacie b’C;Ba
(a pevné, b € RY sa meni) s pravdepodobnostou 1 — o st

(7.11) b'Cy(X'X)"'X'Ya + \/L

Fyn_q(l—a)b'Cy(X'X)"1C ba’Y'PYa.
n—q

Poznamka. Tento vysledok sa zhoduje s vetou 6.8 (Scheffeho metéda), ak uvazuje-

me regresny model Ya = XBa + ea.

Teraz preberme pripad, ked “sa menia“ vektory aaj b (a € RP, b € RY). Podla
(7.5) je
a’Ha
max

acrR® aEa
a#0

1,

kde \; je najvacsia vlastnd hodnota matice HE™!. Poznamendvame len, 7e E ~
Wy(n — ¢, %) a preto E = Y7 1&& kde &,&s,...,&— st nezdvislé N,(0,X)
rozdelené a podla Andél, str.121 plati pre n — g = p, ze P{E je pozitivne definitna
matica } = 1. Podla Kubacek, Kubackova, Volaufova, str. 445 je H + E pozitivne
definitnd matica (H je pozitivne semidefinitnd a E je pozitivne definitnd matica).
Preto A = —1 nemoie byt vlastnym éislom matice HE™!. Ak by totiz —1 bola
vlastnym éislom matice HE™! tak |[HE '+1] = 0, ale HE™!'+I| = |H+E)E™!| =
[H4+E||[E™"| # 0. Dalej méme, ze A (# —1) je vlastnym éslom matice HE™! prave
vtedy ak

p
HE™! — \[| = 0 < (11—A> HE™' — \I||E| = 0 <



<:><1+A> |H — AE|_0<:>|H1+A 1+AE|—0<:>

<:>|H<1—L>—1+AE|—O<:>|H

T H+E) =0

1—1—)\(

A
e

\ J
rastica pre A € (—o0,00), preto ak \; je najvacsia vlastnd hodnota matice HE™!,

tak

A
¢ize prave vtedy ak 3 je vlastné éslo matice (H + E)"'H. Funkcia 1

je najvacsia vlastnd hodnota matice (H + E)"'H. Nasledujtce ekvi-

1+ /\1
valencie nam dokazuji, ze \ je vlastna hodnota E7'H prave vtedy ak je vlastnou

hodnotou HE~!:
(7.12) HE™' — \I| =0 <= |[HE 2 — AE3||[E"3| = 0 <>

< [EZ|[ET*HE % — \[|[E"%| = 0 <= [E"#||[E"*HE % - \[||E?| = 0 <=
«— |[ET'H - M| =0.
Ak A je vlastnd hodnota matice ETTH (teda prave aj matice HE™!), tak zo (7.12)

A
je A = 0. Preto 6§ = ] -I-l/\1
byt v intervale < 0, 1). Ked 6 povazujeme za nahodnd premenni (najvacsiu vlastna
hodnotu néhodnej matice (H + E)~'H), tak § ma podla definicie 4.3 8(p,n — ¢, g)

rozdelenie. Plati tiez pre a—kriticki hodnotu rozdelenia 6, t.j. pre také 6, ze

P{6>6,} =a,ze

— najvacsia vlastna hodnota matice (H + E)_lH musi

P{<6,}=1-aq,

cize
P2 =06} =1-0,
P{/\l § (1+/\1)9a} :]_—Oé7
P{M(1—0a) S} =1-0,
(7.13) PIMSil=1-a

(pretoze Ay = 0, je 8 €< 0,1)). Vratme sa teraz k (7.9). Ak a € R?, a # 0 (pevné),
tak

(b'Cy(X'X)'X'Y a)? a’'Ha
max = .
heR? (b/'Cy(X'X) 7' Cib)(a'Y'PYa) ~ a'Ea

(pozri (7.10)). Podla (7.5) je zase
a'Ha

ma 1
aERP ’Ea ’
a#0




b

kde Ay je najvicsia vlastnd hodnota matice ETTH. Podla (7.13) P{\; <

)=

1—04
1 — a. Preto
P{(b’Cl(X’X)_lX’Ya —b'C;Ba)* <
b
< T a b'C(X'X)"'C'ba’Y'PYa prekazdé ac R akazdé bc RY } =
=1—-o,

¢ize intervaly spolahlivosti, ktoré sicasne pokryvaju vsetky linedarne kombinacie
b’C;Ba s pravdepodobnostou 1 — a st

0
b’Cl(X’X)_lX’Yai\/l ;- b'Ci(X'X) "1 Ciba’Y'PYa.

Ak chceme vediet intervaly spolahlivosti pre linedarne kombinacie b’C1BM;a, kde
M, je matica p x r s hodnostou h(M) = r, postupujeme tak, ze vytvorime model
(7.2) a v nom postupujeme tplne analogicky ako v tejto kapitole.

Priklad (Lamos, Potocky, str.246). V tabulke si uvedené hmotnost pSenice Y; a
hmotnost slamy Z; z i—teho pozemku, 1 = 1,2,...,7. z1;, =1, 1 = 1,2,...,7 a
x9; znamena mnozstvo hnojiva pouzitého na i1—tom pozemku. Za predpokladu,
ze zavislost Y; a Z; od x1; a x9; je linedrna, najdite regresné koeficienty. Potom
testujte hypotézu o tom, ¢i zavislost je vyznamna, t.J. overte, ¢i o = 5 = 0.
Hladina vyznamnosti o« = 0.05.

pozemok 1 2 3 4 5 6 7
Y 30 35 31 18 28 18 29
Z 35 38 30 20 30 22 28
T 15 21 18 9 14 9 12

Riesene. Model je
Yi = fray; + Bawai

Zi = Y1T1; + Y222;



