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Kostra grafu

Kostra neorientovaného grafu G je podgraf, ktery obsahuje vSechny
vrcholy G a je stromem.

Opakovani. Kazda kostra grafu ma |V| vrcholl a |V| -1 hran.
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Poznamka. Pocet rliznych koster v Gplném grafu je n"~2.



Minimalni kostra grafu

Minimalni kostra hranové ohodnoceného neorientovaného grafu G
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Poznamka. Minimalni kostra nemusi byt urcena jednoznacné.
UvaZme napf. graf, pro ktery plati V{u, v} € E : w,(u,v) = 1.

Zajimavost. Motivaci pro FeSeni problému minimalni kostry byla
elektrifikace jizni Moravy (Otakar Borlvka, 1925). Popsano
v €lancich:
* Prispévek k feSeni otazky ekonomické stavby elektrovodnych
siti
* O jistém problému minimalnim



PrimUv algoritmus

Princip
* budovani kostry zacina v libovolném vrcholu grafu

* v kaZzdém kroce algoritmu je do kostry pfidana minimalni hrana
sousedici s nékterym jiz v kostfe obsazenym vrcholem tak, aby
nebyl utvoren cyklus




PrimUv algoritmus - poznamky

Zajimavost. Tento algoritmus nejprve popsal cesky matematik
Vojtéch Jarnik (1930), pozdéji (1957, 1959) byl znovuobjeven
nezavisle na sobé Robertem Primem a Edsgerem Dijkstrou.

Implementace
* potfeba udrZovat seznam hran, které sousedi s aktualné
zpracovanymi vrcholy kostry — rozdéleni vrchold na dvé
mnoZziny
* vybé&r minimalni hrany - struktura podobna jako u Dijkstrova
algoritmu



Primdv algoritmus - pseudokéd

1: function Prim(G = (V,E,w,), s) 1is

2 Yo eV :vkey < oo

3 s.key < 0,s.p < NULL

4: Q«V

5: while |Q|#0 do

6 ue—teQ s minimalnim .key

7 Qe<Q\{u

8 for all {u,v}€E do

9 if ve QAwe(u,v) <vkey then

10: v.key — we(u,v)
11: v.p—u

12: fi

13: done

14: done

15: end



PrimUv algoritmus - volba datové struktury

Pozorovani. SloZitost Primova algoritmu je dana volbou datové
struktury pro Q.

Seznam vrchol{
* odstranéni minima - O(|V])
* sniZeni klice - O(1)
* celkem O(|V|? +|V]) = O(|V]?)

Binarni halda
* odstranéni minima - O(log|V|)
* sniZeni klice - O(log|V])
+ celkem O(|V]log|V| + |E|log|V]) = O(|E| log |V])



KruskalQv algoritmus

Princip
* kazdy vrchol v grafu predstavuje jednu komponentu kostry
* v kaZzdém kroku jsou dvé komponenty spojeny minimalni
hranou




Kruskal(v algoritmus - pozndmky

Myslenka. Sefadim hrany podle jejich ohodnoceni. V tomto pofadi
je budu uvaZovat pro zarazeni do kostry.

Pozorovani. Algoritmus musi udrZovat informaci o tom, v jaké
komponenté se ktery vrchol nachazi. Nelze totiz vybrat do kostry
hranu, ktera spojuje vrcholy v ramci stejné komponenty.

Implemetace vyuZiva tfi pomocnych funkci:
* MakeSet(u) vytvofi jednoprvkovou mnoZinu obsahujici vrchol u
* FindSet(u) vrati identifikator mnoZiny obsahujici vrchol u
* Union(u, v) slouc¢i mnoZiny obsahujici vrcholy u a v



KruskalQv algoritmus - pseudokéd

1: function Kruskal(G = (V,E,w,)) 1is

2: mst « 0

3 for all veV do

4: MakeSet(v)

5: done

6 for all {u,v} € E od nejmenSi podle w, do
7 if FindSet(u) # FindSet(v) then
8 mst « mst U{{u,v}}

9: Union(u, v)

10: fi

11: done

12: Vrat mst

13: end



Jednoducha struktura Union-Find

Myslenka. Kazda mnoZina bude reprezentovana spojovym
seznamem.

* MakeSet(u) vytvofi jednoprvkovy spojovy seznam obsahuijici
vrchol u

* FindSet(u) vrati prvni prvek seznamu obsahujici vrchol u

* Union(u, v) slouci dva seznamy obsahuijici vrcholy u a v

Pozorovani. Operace FindSet ma linearni sloZitost, ale je v ramci
Kruskalova algoritmu volana nejcastéji.

Vylepseni. U kazdého prvku seznamu pfidame navic ukazatel na
hlavu seznamu. FindSet bude nyni konstantni, Union bude muset
pfepisovat vSechny tyto ukazatele.



Optimalni verze Union-Find

Myslenka. Kazdou mnoZinu reprezentujeme jako strom. SloZitosti
operaci budou zavislé na jejich vysSce.

* MakeSet(u) vytvofi jednoprvkovy strom s kofenem u

+ FindSet(u) vrati kofen stromu obsahujici vrchol u

* Union(u, v) slouci dva stromy obsahujici vrcholy u a v

VylepSeni sniZujici sloZitost operaci
* Union napojuje vZdy strom s nizsi vySkou pod koren druhého
* FindSet navic sniZuje vySku prohleddvaného stromu napojenim
vrcholl pfimo pod koren

SloZitost Kruskalova algoritmu pfi vyuZiti této struktury je urcena
nutnosti sefazeni hran podle jejich ohodnoceni, tedy
O(IEl log|E|) = O(IE|log V).



