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Typy problémi

V ramci teoretické analyzy nejcastéji rozliSujeme dva typy problému:

Rozhodovaci problém
* ovéreni, zdali néco plati, nebo ne
* pf. Existuje v grafu G cesta mezi vrcholy s a t délky nejvyse 10?
+ odpovéd: ANO x NE

Optimalizacni problém
+ cilem je nalezeni nejlepSiho FeSeni z mnoZiny pfipustnych
feseni
* pr. Jaka je nejkratsi cesta v grafu G mezi vrcholy s a ?
+ odpovéd: konkrétni nejkratSi cesta x cesta neexistuje

Poznamka. Pokud existuje polynomialni algoritmus pro rozhodovaci
problém, existuje i pro jeho optimalizacni variantu (a naopak).



Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

Problém. Naleznéte nejkratSi cestu, ktera prochazi vSemi zadanymi
meésty a zacina a konci ve stejném mésteé.

Alternativni definice. Naleznéte v hranové ohodnoceném grafu
Hamiltonovskou kruZnici (= obsahujici vSechny vrcholy) minimalni
délky.




TSP - moznosti resSeni

Hruba sila. Vygeneruji a ovérim délky vSech moZnych cest.
* sloZitost pfistupu O(n!)
* v praxi nepouZitelné

Dynamické programovani
* vyrazné netrivialni
» sloZitost O(n?2")

Aktualni stav reSeni TSP.
* nevime, zdali existuje algoritmus se slozitosti nizSi nez O(2")

* vroce 2006 se podafrilo najit feSeni pro instanci problému
o velikosti 85900 mést — 136 CPU let vypoctl
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Tridy problémi

Pozorovani. Velka ¢ast dosud prezentovanych problému byla bez
vétsich probléma prakticky resitelna. Opakem je napfiklad TSP.

V rdmci teorie pak mizZeme premyslet, zdali Ize problémy délit do
kategorii podle sloZitosti jejich FeSeni.
Nejcastéji rozliSujeme dvé tridy problému:

P tfida problému resitelnych v polynomidinim case

NP tfida problém, pro které Ize ovérit feseni
v polynomialnim case

Poznamka. V ramci zafazovani problém do téchto trid vzdy
uvazujeme jejich rozhodovaci varianty.

Priklad. TSP je ve tfidé NP, nejkratSi vzdalenost v grafu je v P i v NP.



Pvs. NP

Zamysleni. Zjevné plati, Ze kazdy problém ve tfidé P patfii do tfidy
NP, tedy P C NP.

Otazka. Plati to ale i naopak (NP € P)? Pokud ano, pak P = NP.

@) vs.

P vs. NP
+ otevreny problém, jeden z nejvétSich v matematice a
informatice
* jeden ze sedmi problém0 milénia (Millennium Prize Problem —
odména 1 milion dolar()



NP

If P = NP, then the world would be a profoundly different
place than we usually assume it to be. There would be no
special value in ‘creative leaps,’ no fundamental gap
between solving a problem and recognizing the solution
once it's found. Everyone who could appreciate a
symphony would be Mozart; everyone who could follow a
step-by-step argument would be Gauss...

Scott Aaronson, MIT



NP-Uplné problémy

Pozorovani. I'v ramci tfidy NP jsou problémy, které jsou rizné tézké.

Vv

* kazdy problém v NP Ize prevést na NP-Uplny problém
v polynomialnim case (existuje polynomialni redukce)

* rozhodovaci varianta TSP je NP-uUplny problém
* pro Zzadny NP-Uplny problém neni znam polynomialni
algoritmus

MozZnosti reSeni P vs. NP

1. Ukazat, Ze pro néktery NP-Uplny problém nelze zkonstruovat
polynomialni algoritmus. Pak P # NP.

2. Nalézt polynomialni algoritmus pro libovolny NP-Uplny
problém. Pak P = NP.



Problémy v NP - priklady

Zamysleni. Pfedpokladejme P # NP. Existuji problémy, které jsou
v NP, ale nejsou NP-UpIné?
Pravdépodobné nasleduijici:

* prvociselny rozklad
* izomorfismus graf(i




Prvociselny rozklad

Ukol. RozloZte nasleduijici &islo na prvocisla:

135066410865995223349603216278805969938881475605
667027524485143851526510604859533833940287150571
909441798207282164471551373680419703964191743046
496589274256239341020864383202110372958725762358
509643110564073501508187510676594629205563685529
475213500852879416377328533906109750544334999811
150056977236890927563

 ekvivalentni rozlusténi RSA-1024
« odména 100 000 dolart
» soutéz skoncila v roce 2007



Travelling salesman (2012)

A
Travelling Salesman

Drama | Mysteriézni [ Thriller | Sci-Fi
USA, 2012, 80 min

Hraji: Steve West

Obsah

Civefice genialnich matematiki objevi v prib&hu Gsp&sného vyzkumu problému P versus NP algoritmus rapidné zrychlujici
vypocetni operace. Jejich objev miiZe mit obrovské dsledky. Jak pozitivni, v podob& mohutné akcelerace biclogického a
medicinského vyvoje, tak negativni, nebot novy algoritmus mj. umoZiuje prekonat moderni Sifrovani b&hem nékolika vtefin.
Poté, co vlada Spojenych statd nabidne kazdému z nich 10 milion dolart za exkluzivni pistup k jejich €asti algoritmu, musi se
Ctvefice vypofadat s morainimi i praktickymi problémy, které jejich rozhodnuti pfindsi. (Slaboproud)



Vybrané priklady NP-Uplnych problému I

Problém splnitelnosti vyrokovych formuli
+ formule vyrokové logiky s proménnymi A, ..., A,

* Existuje pfifazeni proménnych takové, Ze se zadana formule
vyhodnoti na TRUE?

* Pfiklad: (=A; vV A3) A A3 A=A je splnitelna napf. pro A; =0,
Ay =0,A3=1,

Klika

* Existuje v grafu klika (= podgraf, ktery je Gplnym grafem) o k
vrcholech?

Ka Ka KE

A X



Vybrané priklady NP-Uplnych problému II

Problém dvou loupeznik{
* Lze rozdélit multimnoZinu nezapornych Cisel na dveé tak, ze
v obou bude soucet obsaZenych cisel stejny?
Izomorfismus podgrafu
* Je graf H izomorfni néjakému podgrafu grafu G?

Problém batohu

* méjme batoh o nosnosti W a n pfedmét, kazdy o hmotnosti w;
a hodnoté v;

* Lze do batohu umistit predméty o celkové hodnoté alespon V?

Soucet podmnoziny

* Lze najit podmnoZinu zadané mnoZiny celych Cisel takovou, Ze
soucet jejich prvkd je nula?
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P vs. NP - poznamky

Mozné vysledky
* P = NP, ale nejlepsi algoritmus pro TSP se sloZitosti 2(n'%)
* P # NP, ale algoritmus pro TSP se sloZitosti O(2900--01)

MoZnosti FeSeni
1. pfijmout exponencialni algoritmus
2. omezit se na specialni pripady (pf. izomorfismus strom je v P)
3. pfijmout suboptimalni feSeni (uZitim hladovych algoritmd,
heuristik)



