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1. Velmi strucny prehled
1.1 Zakladni pojmy

V kvantové mechanice pocitame s Hamiltonovym operatorem, kde v klasickém vyrazu
pro Hamiltonovu funkci jsou soufadnice x a sni sdruzend hybnost p — uvaZujeme
jednorozmérny problém — nahrazeny linearnimi operatory X a p, které spliiuji komutacni

relace

[%,p]=%Pp-pR=inl , (1.1)

h je Planckova konstanta a 1 jednotkovy operator. V soutradnicové representaci je Hilbertlv

prostor stavll soustavy (stavovych vektorl) tvofen kvadraticky integrovatelnymi

komplexnimi funkcemi soufadnice na intervalu (—oo,oo) . Skalarni soucin je definovan jako

(v.2) =(2.0)= {2y} = [ 7 (v (x)x 12)
(e et

Snadno se presvédcime, Ze operatory

. Edl//(X)

Ry (x)=xp(x) . Py (x)=- (13)

splfiuji komutacni relace (1.1). Pro kvantovou mechaniku jsou dilezité vlastnosti linearnich
operatorl, zejména vlastnosti dvojice operator — hermiteovsky sdruZzeny operator.
Hermiteovsky sdruzena matice je komplexné sdruZzena transponovand matice. Pro operatory

definujeme hermiteovskeé sdruzeni jako

*
A

(7.0w)=(v.0x) | (14)
v Diracoveé znaceni pak

(7107 lw)=(w|Olx) - (1.5)

Je-li operator roven svému hermiteovsky sdruzenému, mluvime o hermiteovském operatoru,

Je-li inversni operator (definovany tak, Ze po vynasobeni inversniho a pivodniho operatoru
dostdvame jednotkovy operator) roven svému hermiteovsky sdruzenému, mluvime o
unitarnim operatoru. S pouzitim soufadnicové representace ukdzeme, Ze operatory souradnice

a k ni sdruzené hybnosti jsou hermiteovské. Mame

(16 =012 || (atigen] = [ 2 v oyox-210l) @




I dx I dx
. . 1.7)
9007001+ [ 700292 e (029 M gy 416
S Tr2 (] + |7 001 [ (0L ax-(y[Ol)
=0 - -
Je vhodné si pamatovat, Ze pfi hermiteovském sdruzeni dojde k zaméné
co>c )=l . (v]-ly) | 0—0" (1.8)

a zaméné poradi vSech prvk{. Zatimco vyraz ( ;(|1,//> znamena v Diracové notaci skalarni
soucin vektorl |y/) a | z), vyraz |w)(x| je operétor, ktery pfevede libovolny vektor |#) na

vektor |y/), ale s velikosti a fazi zménénou skalarnim soucinem ( z|¢)

(w){xl)lo) =lv)({x|#) =(x|#)|w) - (1.9)

Jako v kazdém vektorovém prostoru, tak i v nasem Hilbertové prostoru miizeme zvolit
bazi — soustavu linearné nezavislych vektorl, kdy potom kazdy vektor prostoru lze vyjadrit
jako linearni kombinaci vektor( baze. Je vyhodné zvolit ortonormalni bazi. Dimenze

Hilbertova prostoru tvoreného Kkvadraticky integrovatelnymi komplexnimi funkcemi

soufadnice na intervalu (—oo,oo) je spocetné nekoneCna a nejznaméjsi ortonormalni bazi

tvori funkce

1
|hn>EZn(X):WHn(X)eXp{—%} , h=01,2,... , (1.10)

kde H, (x) jsou Hermiteovy polynomy. Plati

<hi‘hj>zm]§Hi(x)Hj(x)exp[—xz]dx:@j . (1.11)

Libovolny stav |z//> mliZeme pak zapsat pomoci baze jako

)=Sclh) e =(h ) (112)

neboli

o0

mnzg%%u),%:jguwumx, (1.13)

—00



kde x,(x) je dano vztahem (1.10). Vektory baze zapsané jako funkce soufadnice x jsou
v tomto pripadé realné funkce, obecné to vSak byt nemusi, proto radgéji v integralu skalarniho
souCinu pro vypoCet c, piSeme znaménko komplexniho sdruzeni. Jednotkovy operator

vytvoreny z vektor( baze ma zapis
1=>"|n)(n| . (1.14)
Vidime to snadno, zapiseme-li jeho plisobeni na libovolny vektor

i|;u>:Zn:|n><n|zi:ci|i>=zn:|n>zi:ci (nli) Zn:cn|n>:|y/> . (1.15)

N
an i

1.2 Maticovy zapis
Zapidme plsobeni operatoru na libovolny vektor | ,6’} zapsany Vv néjaké bazi. Vznikne

tak novy vektor |o)

)=015) oy
=Yali)p = Xali)=2b0li) = a=>0,b, , (1.16)

kde
0, =(i|0]j) . (1.17)
Pro néazornou predstavu (vezméme jen koneCnou dimenzi Hilbertova prostoru) si ted

zapiSeme v néjaké bazi stavovy vektor jako sloupcovy vektor (matice nx1) a operator jako

matici nxn
a, Oy O, o Ol(n—l) O,
a, Oy Op - OZ(n—l) O,
la)=| ¢ |, O=| P : (1.18)
&y Opnn O Oy Oneyn
A Onl On2 o On(n—l) Onn

Hermiteovsky sdruzené objekty budou pak



avyraz | #)(a| operétor

|B)(al=|
b,

n

Vektory baze jsou

2=

(a & - a

takZe jednotkovemu operatoru odpovida jednotkova matice

n
i=1

[i)i|=

10 00
01 00
00 --- 1

00 - 01

1.3 Vlastni vektory a vlastni hodnoty

Oy O, O(n—l)l
01*2 O;Z O(*n—l)z
’ O = . .
Ol(n—l) Oz(n—l) O(n—l)(n—l)
Oln OZn O(n—l)n
by
b2
a:) i |=(ab +ayb, +-+a; b, +ah))
bn—l
ba Bba, ba,
bz a bz a, bz a,
4 a4, )= : :
bn -1 a1 bn -1 a:l. bn -1 a‘n -1
ba, Dba b,a,
0 0
1 0 0
Pl n=D=| ], |n)= ,
0 1
0 1

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

Plisobeni operatoru na nékteré vektory vede jen k vynasobeni vektoru (komplexnim)

¢islem

N

A|a>=a|a> .

(1.24)



Takovému vektoru |a> fikame vlastni vektor operatoru A a Cislu a vlastni hodnota pfislusna

vlastnimu vektoru |a) . Zvolme néjakou bazi prostoru, v niz je vektor |a) vyjadren jako
)= cili) (1.25)
ZapiSme vztah (1.24) nasobeny zleva vektorem | j) jako soustavu rovnic pro koeficienty c

Zci<j|A|i>=aZi:@ = Z(Aji—a5ji)ci:o . (1.26)

Pro netrivialni feSeni musi byt determinant soustavy roven nule a to dava rovnici pro vlastni
hodnoty — pfirozené jen v principu, pokud je prostor nekone¢né rozmérny. VeétSinou se
postupuje tak, Ze zakladni rovnice (1.24) se napiSe pro urcitou konkrétni realizaci vektord
Hilbertova prostoru a vlastni hodnoty vyplynou z omezeni na feSeni této rovnice. Napfiklad
pro vinové funkce jedné proménné predstavuje (1.24) obyCejnou diferencialni rovnici a
vlastni hodnoty plynou z poZadavku na to, aby FeSenim byla kvadraticky integrovatelna
funkce (dostatecné rychly pokles v nekone¢nu, slabé singularity). Ddlezité je, Ze mizeme

povaZovat za jednu z béazi Hilbertova prostoru soustavu vlastnich vektorl vhodného

hermiteovského operatoru. Nastin dilkazu je nasledujici: Pro hermiteovsky operator (A: /3\*)

mame
A|al>=ai|ai>* = (o A:|ai>=ai*<aj‘ai> = (a-a)){|a)=0 . @2
<aj A:<aj‘aj = <aj A|ai>=aj<aj‘ai>

TakZe zvolime-li i=j, je <aj ‘ai>¢0 a musi byt a,=a’, tj. vlastni hodnoty hermiteovského

operatoru jsou relné. Zvolime-li i+ j, je a=a; a musf byt <aj ‘ai>=0, tj. vlastni vektory

prislusné rliznym vlastnim hodnotam hermiteovského operatoru jsou ortogonalni.

Zvolime-li tedy jako bazi soustavu normovanych vlastnich vektorl hermiteovského operatoru

A, mlizeme psat jednotkovy operator podle (1.14) jako
i:Zn:|an><an| (1.28)
a samotny operator jako
A=Z|an>an<an| : (1.29)
Casto Ize definovat i funkci operatoru zobecnénim pfedchoziho vztahu

f(A)=;|an> f(a,){a,| - (1.30)



1.4 NepfFijemnost s rovinnou vinou a Diracovou delta funkci

Rovnice pro vlastni funkce a vlastni hodnoty operatoru hybnosti

ndy,(x)
PR _p(//p(x) (1.31)
ma feSeni
1
v, (X)= (27 h)“e p{ DX} : (1.32)

Volbu konstanty zdlvodnime nize. Funkce (1.32) jisté neni na intervalu (—oo,x)

kvadraticky integrovatelna. Vlastnich hodnot p je nespoetné mnoho — operator ma spojité
spektrum. Korektné vzato, funkce (1.32) do nami uvazovaneho Hilbertova prostoru nepatfi.
Presto bézné v kvantové mechanice s rovinnymi vinami pocitame. Normovani rovinnych vin

jsme zvolili tak, Ze pro skalarni soucin plati

o0
[e'e]

. 1
(2]9)= v (stwion=z 7 | oxp| 4 (p-0)x|ox=a(p-p) . @3
Misto indexovani celymi Cisly indexujeme spojitou proménnou, vlastni funkce operatoru jsou
ortogonalni v tom smyslu, Ze jejich skalarni soucin je roven Diracové delta funkci rozdilu
indext (misto Kroneckerovych delta indexu).

Rovnice pro vlastni funkce a vlastni hodnoty operatoru souradnice
K (x)= v (¥) (134
ma feSeni
v.(x)=5(x=¢) . (1.35)

Normovani volime obdobné jako u vlastnich funkci operatoru hybnosti, tj.

(¢']¢)= M L(0dx= [ o(x-&)o(x-E)dx=s(c-¢) . (39)

—0o0

Jednotkovy operéator zapisujeme v analogii s (1.14) jako

1= [ |)(x|dx (L37)

—0o0

nebo

o0

1= j|p><p|dp . (1.38)

—00

V analogii nalezeni sloZek vektoru v bazi (1.12) piSeme (soufadnice jako spojity index)



v(x)=(ly) = |l/f>=I|X><X|dXIW>=_zW(X)IX>dX

nebo (hybnost jako spojity index)

v(p)=(plv) = [w)=[Ip)(p|d plw>=_zw(p)lp>dp

Vztah (1.32) pak mlzZeme zapsat jako

(x|p) :mexp[% p x}

(1.39)

(1.40)

(1.41)

Znovu zddrazriujeme, Ze ani rovinna vina, ani Diracova delta funkce nepatfi pfi korektnim

pfistupu do uvaZzovaného Hilbertova prostoru. Také neni mozné, aby nekoneCné rozmérny

Hilbertliv prostor mél zaroven spodetnou (v naSem pripadé {|hn>}i nespoCetnou (v nasem

piipadé {|x)} nebo {|p)jbazi. Pfesto viak pfi feseni standardnich problémd kvantové

mechaniky nevede nekorektni postup k chybnym vysledkiim. Je to pravdépodobné dano

priznivymi vlastnostmi vzajemného vztahu prostoru ket vektor( a prostoru bra funkcionald —

matematicky korektni formulace je vytvofena po zavedeni tzv. Gelfandova tripletu (také

nazyvaného rigged Hilbert space).
1.5 P¥iklad - linearni harmonicky oscilator

Hamiltonian linearniho harmonického oscilatoru je

2
H=-1 p2 + 1Y 2
2m 2
Hamiltonovy rovnice jsou
dx_oH _p dp_ oH .
dt op m dt OX

Zavedeme bezrozmérnou proménnou

Y2 12
maw . 1

a=|—/| X+i P
2h 2mhw

Pro tuto proménnou dostavame snadno feSitelnou rovnici

z—?+iwa=0 = a=aexp[—ia)t] ,

(1.42)

(1.43)

(1.44)

(1.45)



kde o je libovolna komplexni konstanta. Vyjadfime-li soufadnici a hybnost pomoci a a a’,

dostavame

12 Y2
h . 1 mhw .
X=| —— a+a) , == —— a-a) . 1.46
{Zma)j ( ) P |( 2 j ( ) (1.46)
Po dosazeni do (1.42) dostavame

1, . .
H=—(aa +a a)hw . 1.47
o ) (1.47)

Zamérné dbame na poradi souiniteld, protoZze tak mlZeme hned napsat kvantové
mechanicky vztah — komplexné sdruZzena veli€ina odpovida hermiteovsky sdruzenému

operatoru. Mdzeme tedy vztahy (1.46) a (1.47) prepsat na

- hj/zAA+ Almha)]/zAA+
X:{mj (a+a) ) p:T(Tj (a—a) (148)
a
ﬁ:%(éé*+é*é)hw . (1.49)

Operatory @ a a’jsou hermiteovsky sdruzené, operatory fyzikalnich veli¢in X, p a H jsou
hermiteovské. Z komutacni relace pro operatory X a p

[%,p]=inl (1.50)
dostaneme po dosazeni z (1.48) komutaéni relaci pro operatory 4 a a*

[a.a]=1 . (1.51)
Dosazenim za 44" ze (1.51) do (1.49) dostdvame pro Hamiltondv operator linearniho

harmonického oscilatoru vyraz
ﬁ:(N +%ijha) , N=4'a . (1.52)

Operator N ma jako vlastni hodnoty nezaporna cela ¢isla. Ddkaz neni obtizny. Vezméme

néjaky normovany vlastni vektor |n> s vlastni hodnotou n. Mame tedy

(n|
N[ny=n[n) = n=(n|N|n)=((n]a")(a]n))=

Déle z komutaénich relaci

(é1|n>)\2 >0 . (1.53)




In)
[N ,éﬂ =4 = N (é+|n>):(n+1)(é+|n>)
0

(N,a]=-a = N(an))=(n-1)(a]n)) .

Je tedy é*|n> vlastnim vektorem operatoru N s vlastni hodnotou n+1 a é|n> vlastnim

(1.54)

vektorem operatoru N s vlastni hodnotou n—1, tedy
a'ln)=24,|n+1) , &|n)=p,|n-1) . (1.55)

Konstanty A, a y, ziskame z
(&[m)[ =((n[a)(a’[n}) = (n]aa
e’ = (&) = ((n[&)(&]n)) = (n[&" &]n) = (n[ ¥ m)=n

Konstanty zvolime jako realna Gisla a dostavame tak konecné vyjadreni plsobeni kreaéniho (

A[ = n)=(n|N+1|n)=n+1 ,

(1.56)

a') aanihilaéniho (&) operatoru na vlastni vektory operatoru N

+

a n>:(n+1)]/2|n+1> . a|ny=n¥*|n-1) . (1.57)

Pfirozené
N In)=4a"4|n)=4a"(&|n))=n"?a"|n-1)=nln) . (1.58)

Pro Hamiltondv operator linearniho harmonického oscilatoru mame pak
H|n)=E,[n) , Enz(n+%jha) . (1.59)

Vektor popisujici zakladni stav s n=0 spliuje
al0)=0 . (1.60)
ZapiSeme-li tento vztah s operatory v soufadnicove representaci, dostavame rovnici

dho(x)+ m X
dx h

h(x)=0 (1.61)
jejiz normovane reSeni je

Ya
hy (X) = (%) exp{—% xz} : (1.62)

Funkce, odpovidajici vysS§im energiovym hladindm dostaneme podle (1.57) jako

m(@{%ﬂxhﬂAx)—id““;x(”] . 169

mawo




2. Princip superposice

2.1 Feynmanova formulace
1. Pravdépodobnost P, Ze v idealnim experimentu nastane néjaky jev, je dana druhou

mocninou absolutni hodnoty komplexniho Cisla ¢, které nazyvame amplitudou
pravdépodobnosti
2
P=|g . (2.1)

2. Mlze-li k néjakému jevu dojit nékolika moznymi zplsoby, a nerozlisujeme-li v
experimentu jednotlivé zplsoby, je celkova amplituda pravdépodobnosti jevu dana souctem

amplitud pravdépodobnosti jednotlivych zplsobl
=>4 ., P=lgf . (2.2)

3. MUze-li k néjakému jevu dojit nékolika moznymi zplsoby, a rozlisujeme-li v
experimentu jednotlivé zplsoby, je celkova pravdépodobnost jevu dana souctem

pravdépodobnosti jednotlivych zplisobd
P=lg| . P=DP . (2.3)
2.2 Formulace Landaua a LifSice
1. Stav soustavy je popsan komplexni funkci soufadnic konfiguracniho prostoru W(q),
kvadrat modulu této funkce urcuje hustotu pravdépodobnosti; “P(q)‘2 dqg je pravdépodobnost

toho, Ze pfi experimentu nalezneme soufadnice vintervalu q,q+dq. Soucet

pravdépodobnosti vSech moZnych hodnot souradnic musi dat jednotku, je tedy pro vinovou

funkci
2
Jl¥(a) da=1 . @4
2. Stav podsoustavy chrarakterizované soufadnicemi q, kterd je soucasti soustavy

popsané funkci soufadnic konfiguratniho prostoru W(q,Q) je popsan matici hustoty

p(q,q’); p(q,q)dq je pravdépodobnost toho, Ze pfi experimentu nalezneme souradnice
vintervalu q,g+dq a plati

p(d.9)=[¥(a,.Q) ¥ (9,Q)dQ . (25)

3. Vede-li ve stavu s normovanou vinovou funkci ¥ (q) néjaké méfeni fyzikalni

veliCiny f k ur€itému vysledku f,, popisuje vinova funkce



¥(g)=2a, ¥, (a) . Yla[ =1 (2.6)

n n
stav, ve kterém namérime hodnotu f_ s pravdépodobnosti |an|2.

4. Nachazi-li se soustava pred méfenim ve stavu s normovanou vinovou funkci ¥, (q)
potom pii méfeni fyzikalni veliCiny f nalezneme s urcCitosti hodnotu f , ale po méfeni bude

soustava ve stavu popsaném normovanou vinovou funkci CI)n(q), a pravdépodobnost

. e -r vy s 2
nalezeni hodnoty f, v okamZité nasledujicim méfeni bude |b, |, kde

b, = [, (a)@, (a)da , Ylb,[ =1 . (27)

3. Matematicky popis
3.1 Zakladni popis — Hilbertdv prostor

1. Stav soustavy je popsan paprskem v Hilbertové prostoru H c|;y>, kde
|1//>EH,CGC.

2. Dynamické proménné jsou representovany hermiteovskymi operatory v tomto
prostoru.
Poznamky:

K prostoru ket vektorll c|y) zkonstruujeme dudlni prostor bra vektord (y| pomoci

jednoznacného zobrazeni

&) (|, cla)+c,|B)oc(a]+c, (8] . (3.1)
Skalarni soucin v Hilbertové prostoru H definuje vnitfni soucin bra a ket vektor(i
(alB)=(l2)5) - (32)

Pfipomenme znamé vlastnosti skalarniho soucinu
(IF).dg))=c(fhlg)) .+ (df)le)=c(IF)[9) .
(11).19))=(19).|9))
Hermiteovsky sdruZzeny operator je definovan pomoci vztahu
(11).6l9)=(6"1)19)) . (11).Cla)=(18).6°]7)) - 3.4)

3.2 Axiomy

(3.3)

1. Vysledkem méfeni fyzikalni veli¢iny mlze byt pouze jedna z vlastnich hodnot

odpovidajiciho operatoru.



2. Nachazi-li se soustava ve stavu, ktery odpovida vlastni hodnoté operatoru A rovné

a, je pravdépodobnost toho, Ze méfeni veli¢iny B da hodnotu £, rovna Kﬂm|an>2, kde

Ala)=a,|a) \ B|A)=Fulh) - (3.5)
Obdobné pro spojité spektrum operatoru I§je pravdépodobnost toho, Ze méfeni da hodnotu z

intervalu(8, g+d ) rovna |(5|a, ) *dg.

3. Operétory AaB odpovidajici klasickym veli¢indm A a B splfiuji komutacni relace

LA,éJEAé—éAzihé , (3.6)
kde klasicka veliCina C je dana Poissonovou zavorkou klasickych veli¢in A a B

OA OB OA OB
C={ABl= -
tA.B} Z(aqiﬁpi 6pi6qij

(3.7)

3.3 Reprezentace, rozklad jednotky
Vlastni hodnoty hermiteovského operatoru jsou realna Cisla a vlastni vektory prislusné
rGznym vlastnim hodnotam jsou ortogonalni. Dlikaz neni obtizny. Pro hermiteovsky operéator
plati
A|a>:a|a> , <a",&:<a"a’* . (3.8)
Po vynésobeni prvni rovnice bra vektorem <a’ ‘ a druhé rovnice ket vektorem |a> a
odeéteni dostavame (a—a’*)<a/ ‘a>:0, odkud plyne tvrzeni. PFi vypoétech je uZite¢né, jsou-
li vlastni vektory normovany na jednotku, tj. (a|a)=1. Obecny stavovy vektor pak mdzeme

napsat jako linearni kombinaci vlastnich vektorli néjakého hermiteovského operatoru

(predpokladejme operator s diskrétnim spektrem)

V)-ala) e -(alv) @9
Z normovaci podminky (y|y) =1 dostaneme
Wlv)=22ac@la) = 2o =1,
1-Ye,6 =Sl ) -0l Slaalv) = o0
Ya)al-1



VySe uvedeny zapis jednotkového operatoru budeme velmi Casto vyuZivat.
3.4 VInova funkce
Velmi dllezitym operatorem se spojitym spektrem je operator soufadnice, ktery bude

pfirozené mit jako vlastni hodnoty pfislusné soufadnice

Qla)=q|q) . (3.11)

Priimétem stavového vektoru do vlastniho vektoru operatoru souradnic je vinova

funkce

v(a)=(aly) . vi.(a)=(dla,) - (3.12)
V soutadnicové reprezentaci tedy piSeme

=§%TJ® . ¢, =[¥(a)¥;(a)dq (3.13)

a normovaci podminky mame vyjédfenyjako

jw q)dg= &, , j? q)dg=1 . (3.14)

Obdobné pro operéatory se spojitym spektrem

q):Ichf(q)df , C =I‘P(q)‘1”} (q)dq (3.15)

I‘P qdg=5(f-g) , Icfc:df:J"P(q)‘P*(q)dqzl : (3.16)
3.5 Maticova reprezentace

NapiSeme jesté jednou nejdilezitéjsi vztahy. Vlastni vektory hermiteovského operatoru

tvori ortonormalni bazi
<ab>=%n,<mb>=(ﬂﬂ),
Slaal-l . Jlaaler-i . (3.17)

Koeficienty rozkladu obecného stavoveho vektoru |;y> v dané bazi ziskdme jako

:<an|‘//> v Gy :<af‘€//> - (3.18)
V dané bazi Ize vyjadfit plisobeni operatoru na stavovy vektor jako maticové nasobeni

A

=B} = (l2)=(au]8 Dla) o) - S Bl . @19

m

tedy
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| 70) =2 Bun|¥m) - (3.20)
Matice operatoru v bazi tvorené jeho vlastnimi vektory je diagonalni
An=(a,|Ala,)=2a,d,, . (3.21)

Pro komutujici operatory AaB plati

(alAZla) @ Bla) = (2B la)(a|Ala) -

a;)=a,(a|Bla) = (alB

. (3.22)
a (B

aj>:<ai|B|ai>§ij
3.6  Zapis Schrodingerovy rovnice v maticové reprezentaci
Pro jednoduchost uvazujme Hilbertliv prostor kone¢né dimenze s ortonormalni bazi

{|n)} . Upravme Schrédingerovu rovnici

S ©) =Rl (o) (323
(o (6) = (] Sl (nfu (1) (324

Rovnici (3.23) jsme zleva vynasobili vektorem béze<m| a na praveé strané jsme vlozili mezi

hamiltonian a stavovy vektor jednotkovy operator. S oznacenim

C,(t)=(n|w(t)) . H,,=(m[H|n) (3.25)
prepiSeme (3.24) na
ihdcgt(t):ZHmnCn(t) : (3.26)
Plati pfirozené
Hop=Hon (3.27)

Pro koeficienty C, (t) plati (opét trik s vloZzenim jednotkového operatoru)
1=(y ()] (1) = (O] ZImnllw (1) = 265 (0, (1) (2.28

Pro soufadnicovou reprezentaci jsou Uvahy obdobné — jen dimenze je nekonecna a neni
spoCetna. Maticove elementy hermitovského operatoru souradnice v bazi jeho vlastnich

vektor( jsou diagonalni
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(0] R[x) =%, (% [) =X (% [%) = (% |x)~5(x-x%) .

Normovani vektor(l baze a jednotkovy operator jsou

()= - tlox=i

Schrédingerovu rovnici (3.23) napiSeme v soufadnicoveé bazi jako

Rl )y

ot

kde jsme oznacili

v(x)=(Xlv)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

Casovou derivaci nyni piseme jako parcialni, aby byla odlisena od derivaci podle

prostorovych soufadnic — to u diskrétni baze nebylo treba. Jak vypadaji komutacni relace?

Pro soufadnici a sdruzenou hybnost mame
Rp—pR=inl .
Postupnymi upravami dostaneme
JOI%1y)(y Bl )dy = [ (x| BlY){(YI%Ix)dy =ih(x %)
JOalyly)ylpba)dy = [{alBly)ylx[x)dy =in(x|x) .

[y (u=y)(y|Blx)dy - [%,(x|By)o(y-x)dy=in5(x~x,)

a tedy nakonec

Jak je to s druhou mocninou?

<xl|ﬁz|x2>:j<x1|@|y><y|ﬁ|xz>dy:_hzjda(xl—y)da(y—xz) -

dx, dy

hzjmg(y_xz)dy:hz d2§(X1_X2) __hZ d2§(X1_X2)

dx, dy dx,dx, dx;

Zjednoduseni zapisu

(x|Blw)=[(x[d Y><Y|V/>dy:JihMy/(y)dy:zdw—(x)

y i dx

nebo
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(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)



(1) = ol ay = [ 20y yyay - S0 e

3.7 Relace neurcitosti
Méjme dva hermitovské operatory A a B. Jejich komutator je antihermitovsky

operator iC, kde C je hermitovsky
[A,é}:ié . (3.39)
Zavedeme oznaCeni pro stfedni hodnotu operatoru <é>:<y/|é|y/>, pricemz (y|y)=1 a

definujeme neurcitost jako

A~ ~ AV )2
AO= <(o-<o>)> . (3.40)
Zobecnénymi relacemi neurcitosti nazyvame nerovnost

~ A1 A A
AAABZE‘W[A,B]W}‘ . (3.41)

6=(A—<A>)+m(é—<é>) , (3.42)
kde A je realny parametr. Pro operator O* O plati
(|6*Sly)=((w16°)(S]w)) =[(SIw)) =0 - (3.43)
Rozepsano
R R CHC [ TR ERRLR ) R
takze
(AA) +22(aB) +ia(y|[A.B]ly)=0 . (3.45)
S pouzitim (3.39) tedy
(AA)2+/12(AE§)2—/1<6>20 | (3.46)
Jako kvadraticky polynom v 4 nem(ze mit redlné kofeny, nesmi tedy byt diskriminant

kladny, tj. musi platit

2

~4(aA) (aB) <0 (3.47)

©)
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TakZe po odmocnéni dostavame skutecné hledanou nerovnost (3.41). Mezni rovnost nastane

pravé tehdy, kdyz podle (3.43)

Olyy)=0 = (A+i2B)lye)=(({A)+i4(B))lws)

(3.48)

Nejznaméjsim prikladem jsou Heisenbergovy relace neurcitosti pro operatory soufadnice § a

k ni pfislusné hybnosti p

o~
AQApPp=—
qAp >
V souradnicové representaci
~ . hd A 2 1r» 5 -
A=p=—— , B=4g=x , C=5|A,B|=-7al ,
P ax = A8
@=% .« (B)=p .« A==
2(5x)

Rovnice pro stav s minimalni neurcitosti je pak

d X P X,
sy 0= e o

Normovanym feSenim této rovnice je Gaussovo klubko

el 1

(2x)"(ox)"

Pripomenme si, Ze pro harmonicky oscilator jsme analogicky ke (3.48) méli

mo v 1 v
é|0>:0 , a=|— | X+i P
2h 2mhow

V souradnicové representaci potom dostaneme rovnici

dy,(X) maox
(;))E)"' ;)’//o(x)

=0

S normovanym feSenim
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(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)



4. Zakladni operatory v soufadnicoveé representaci

4.1 Hamiltondv operator (hamiltonian)

VInova funkce Uplné urCuje stav soustavy. Zadani vinové funkce v urCitém okamZziku

musi tedy urcovat jeji chovani v budoucnosti, musi proto derivace 6‘1’/6t|t_t linearné zaviset
-0

na ‘P(to). Obecné zavislost je (Schrodingerova rovnice)

inlY _hy (4.1)
ot

kde H je néjaky linearni operator, faktor i je vyClenén pro korespondenci pfi kvasiklasické
aproximaci. Tam pfedpokldddme vinovou funkci ve tvaru ¥ = Aexp{iS/h} , kde A je pomalu
se ménici amplituda a S/ rychle se ménici faze viny. S je klasicky G€inek (FeSeni

Hamiltonovy - Jacobiho rovnice), 7 je Planckova konstanta. Potom

inlY_ 0S5y Sy _y[28 ] (4.2)
ot at ot or

kde H je Hamiltonova funkce. Této fyzikalni veliCiné pfifadime operator H . Hamilton(v

operator H je hermiteovsky, coz vidime z nasledujicich Uprav

*

%ﬂw(q,t)\zd q =J6\Pa—(tq't)‘1’(q,t)d q +J‘P*(q,t)%d q=
_%j[ﬁ ¥(a.t)] ¥(q.t)dg +%I‘P*(q,t)ﬁ ¥(q,t)dg= (4.3)

L[ (@ 0[A-AJ(a)dg=0 = A=A’

4.2 Operéatory hybnosti a momentu hybnosti
UvaZujme uzavienou soustavu castic bez vnéjsSiho pole. Hamiltonidn soustavy se
nezmeéni pfi paralelnim prenosu soustavy o libovolnou vzdalenost, budeme vSak uvazovat jen

infinitesimalni posunuti, tj. transformaci r, >, +JT . Pri ni se vinova funkce (souradnicova
reprezentace stavového vektoru) transformuje jako

‘P(ra+6f)=*P(ra>+ﬁ;?ﬂ(@kéwm ,

A B} (4.4)
O=1+67->V,
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Tvrzeni, Ze néjaka transformace neméni hamiltonian, znamena toto: transformujeme-li funkci
H ¥, je vysledek stejny, jako kdyZ ptisobime H na transformovanou funkci OV.Je tedy
[é,lﬂ:o . (4.5)
V dlsledku homogenity prostoru komutuje s hamiltonianem operéator
SV, H-H>YV,=0 . (4.6)
Vzhledem k tomu, Ze invarianci v0¢i posunuti odpovida v klasické mechanice zakon

zachovéni hybnosti, bude operator hybnosti imérny operatoru V. Operator hybnosti jedné

Castice je tedy

<

(4.7)

o
Il

a pro kvasiklasickou vinovou funkci
pw=(VS)¥ . (4.8)
UvaZzujme opét uzavienou soustavu Castic bez vnéjsSiho pole. Hamiltonian soustavy se
nezmeéni pri otoCeni soustavy o libovolny uhel kolem libovolné osy, budeme vSak uvazovat

jen infinitesimalni pootoceni, tj. transformaci Fa—>fa+5¢3xra. Pfi ni se vinova funkce

transformuje jako
W(r,+07)=¥(,)+ > (64xT, )V, ¥(I,)=0¥(T,) |
. e (4.9)
=1+6¢-Y T, xV,
V dlsledku isotropie prostoru komutuje s hamiltonianem operéator Zg x?a :
SExV,H-HY £xV,=0 . (4.10)
Bezrozmérny operéator momentu hybnosti jedné &astice I je
[=—i(FxV) . (4.11)
Operator momentu hybnosti (rozmér Planckovy konstanty) je pak
[=rxp=Lrxv (4.12)
i

a pro kvasiklasickou aproximaci tedy
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LW =(rxVs)¥ . (4.13)
PFipomeneme podminku toho, aby operator byl hermiteovsky:

fofov)- {1

o) ¢>)* -0 . (4.14)

Pro operator hybnosti je to*

i \Y S
Tato podminka je splnéna, je-li na hranici vinova funkce nulova (pfi objemu s jistou symetrii
také periodickd). Pro nekonecny objem musi vinova funkce dostatecné rychle klesat k nule.

Pro operator momentu hybnosti mame?

*

[0 o2 w(r)ov Uw*w)[rx?ﬂq)(r)dv] -

?er[¢*(r)‘”(r)]dv =—?J§X[F¢*(F)w(f)]dv =?£f(ﬂ*(f)t//(l7)xﬁd8 -0

Opét je tedy podminkou, aby operator definovany pro funkce v nekonecném objemu byl
hermiteovsky, dostatecné rychly pokles vinové funkce k nule.
4.3 Rovnice kontinuity

Pro klasickou Hamiltonovu funkci

Rr2

H(f),f,t):;—m+u(f,t) (4.15)

Bude mit Schroédingerova rovnice (4.1) tvar

-—Aw(r,t)w(r,t)\y(r,t)zih%w(r,t) , (4.16)

kde A=V-V je Laplacetiv operator. Rovnice komplexné sdruzena ke (4.16) je




h? . .
——AY(F t)+U(F, )P (F
S AW (1) +U (7,1 ¥

- a *
A)=—1h—Y¥ (T ,t
)=-in S (r )

(4.17)

Vynasobeni rovnice (4.16) funkci W™ (F,t) a rovnice (4.17) funkci W (F,t) ziskdme dva

vztahy, které po odecteni davaji

, )
—h—(\P*A‘P—‘PA‘P*): inlg 0¥ gV
2m ot ot

Prava strana je derivaci soucinu funkci, levou stranu mzeme zapsat jako divergenci vektoru,

protoze
YAV -PAY =lP*v(?\P)—T?-(ﬁ?*):?-(l}f*ﬁl}f —\PWI*)
Dostavame tak rovnici kontinuity

w+ﬁ.j(m)=o . p(F)=w (F t)¥(F.t) |

T(m):%[\y*(r,t)vw(r,t)—\P(r,t)w (r.1)]

4.4 Kuvasiklasicka aproximace

Reseni Schrodingerovy rovnice

2
inlwo| AUy
ot 2m

hleddame ve tvaru

Dosazenim (4.20) do (4.19) dostavame

- - 2
Aﬁ—'h%+iA(?s)z—ﬂAAS—ﬂﬁsﬁ A+UA-TZAA=0
ot ot 2m 2m m 2m

Oddéleni ¢lent u sudych a lichych mocnin 7 dava

— 2
os (VS) ,_mana_

0
ot 2m 2mA
OA L ABS L 1gs.9a=0
ot 2Zm m

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

Zanedbame-li ¢len s #” (,,kvantovy potencial“) a ozna¢ime p=A*, mlZeme rovnice prepsat

na Hamiltonovu - Jacobiho rovnici a rovnici kontinuity
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oS S op = ( VS
——=H(VS,F) , L=V p—]| . 4.23
et VA R (pmj 423

Vidime, Ze interpretace ,,psi krat psi s hvézdiCkou je hustota pravdépodobnosti nalezeni
Castice” je dobre podloZena. Vektor toku ma v kvasiklasické aproximaci také obvykly tvar
»rychlost krat hustota“ (vzpomenme, Ze gradient ucinku je hybnost).
4.5 Ehrenfestlv teorém

Definujeme-li stfedni hodnoty operatoru hybnosti a operatoru sily jako

ﬁ:JW*(r,t)Fﬂw(r,t)dv , F=[y (FO[-VU(F.0) (P t)av  (424)
vyhovuiji tyto veli¢iny druhému Newtonovu zakonu

dp =
—2-F . 4.25
ot (4.25)

Dikaz ziskéme provedenim vypo&tu. Mame®

dp n | |oy = N hjg Lo hilow = o= .
APV Gy v gy ="y P has + 2 | 1Y Gy - Y5y Lav
dt |H a VY at} i [V ot i 1ot

Prvni integral na pravé strané je roven nule — vinové funkce v nekonecnu jdou dostatecné
rychle k nule. Do druhého integralu dosadime za derivace podle Casu ze Schrédingerovy

rovnice

= 2 2
d_p: —h—Az//*+U v |V + —h—Aw+U;y V' tav =
dt 2m 2m

H—%?[W*un ;//;//*}+[—§U}// ;//*}dV =

—% [?1,//*-61//+U y/w*]ﬁdS +I;//"[—?U}l//dv Ijl//*[—§U]l//dV

Opét jsme vyuZili skuteCnosti, Ze integrand integralu po povrchu v nekonecnu je roven nule.

¥ Kromé znamgjsi Gaussovy véty jdiv f dv :Cﬁ f-AdS platf také jgrad fdv :Cﬁ fAdsS.
\Y S \Y S
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5. Schrddingerova rovnice pro stacionarni stavy

5.1 Caéstice v potencialovém poli — soufadnicova representace
Budeme se zabyvat stacionarnimi stavy — proto musime pfedpokladat, Ze hamiltonian
dané alohy nezavisi explicitné na Case. Hamiltonova funkce klasické ulohy bude tedy

H(ﬁ,r):f—mw(r) . (5.1)

V souradnicové representaci tak obecna Schrddingerova rovnice (4.1) ziska separaci ¢asové

promenné
¥ (F,t)= W(F)exp(—éEtj (5.2)
tvar

—ﬁAw(r)w(r)w(r):Ew(r) . (5.3)

Klasicky se Castice mize nachazet pouze v oblasti prostoru, kde E>U (F). V kvantové

mechanice je nenulova pravdépodobnost nalezeni Castice i v oblastech s E <U (f) :

5.2 Jednorozmérné problémy
Mozné situace je pomérné snadne roztfidit v jednorozmérném pripadé, kdy bude mit
Schrédingerova rovnice tvar

d’y 2m
dx’/z’+7[E—u(x)];y=o . (5.4)

Budeme uvaZovat obecny pribéh potencialni energie s volbou nulové hladiny v kladném

nekoneénu U (0)=0a shodnotou U (-«)=U,>0. Funkce U(x) ma alespofi jedno
minimum, kde nabyva zaporne hodnoty U, . <0. Pro hodnoty energie, které odpovidajici
pohybu naklasicky ohraniCene UseCce, tj. pro U, <E<O existuje ohraniené reseni
Schrodingerovy rovnice pouze pro nékteré (diskrétni) hodnoty energie E, . VInova funkce

zékladniho stavu w,(x) (tj. stavu s nejmensi vlastni hodnotou energie E; ) neni nulova

nikde neZ v limité v nekone¢nu. Funkce y, (x), popisujici stavy pro které E _, <E <... ,
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maji n—1 nulovych bod(. Pro energie v intervalu 0<E <U, mame spojité spektrum. Pfitom

asymptotické chovani vinové funkce je

Jacos(kx+a)  k=\2mE/n X — o0
ve(x)= bexp(x x) K=./2m(U0—E)/h X —> —o0

Dvé z konstant jsou urCeny podminkou spojitosti vinové funkce a jeji prvni derivace. Tato

(5.5)

podminka plyne z toho, Ze ve Schrédingeroveé rovnici (5.4) vystupuje druha derivace vinové
funkce.* Nakonec pro energie E>U, mame opét spojité spektrum s rovinnymi vinami jako
asymptotickym reSenim. Asymptoticky tvar vinové funkce je tedy
w(x)= Aexp(ik x)+Bexp(-ik x) , x—>-ow |, (56)
w(x)= Aexp(ik, x)+ B,exp(—ik,x) , x—oo
Schrddingerova rovnice je linearni, musi tedy feSeni obsahovat jen dvé nezavislé konstanty,

tedy

A=aA+pB . (5.7)
Misto uvedeni podobného vztahu pro B, vyuzijeme toho, ze i komplexné sdruzena funkce je
feSenim stacionarni Schrddingerovy rovnice, tj.

v (X)~ A'exp(—ik x)+B exp(ik x) , x—>-o0o ,

v (X)~ A exp(—ik,x)+Byexp(ik,x) , x—o )
takZe porovnanim vztahd (5.6) a (5.8) mame z (5.7) vztah
B,=aB +fA (5.9)
a tedy
A=aA+pBB , B=F A+a B . (5.10)
Pro proudovou hustotu plati rovnice kontinuity
divi=0 |, j:%[g//*ﬁw—wﬁw*] (5.11)
a tedy
K (IAF - [B[) =k (|Af - (8] . (5.12)

* V nékterych modelovych dlohach je v potencialni energii ¢len Gméry Diracové delta funkci
U:uﬁé(x—a). Potom je spojitd pouze vinovd funkce a derivace md vbodé X=a nespojitost

v'(a+0)-y' (a-0)=2mru/n*.
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po dosazeni z (5.10) pak

K
lof -1 =

—L 5.13
% (5.13)

Nyni mame pro amplitudy odrazu r,r’ a prichodu t,t’ pro vinu pfichazejici z —oo

(necarkovane veliCiny) nebo z +oo (Carkovane veliciny)

B,=0 = rzi— A , t—i—a—w ,

A @ A « (5.14)
A1:O - t/:E: 1* , r/:izig’(

B, « B, «

Je-li také potencial U,=0, mame k, =k, a pro komplexni amplitudy odrazu a prdchodu
plati z optiky zndme Stokesovy vzorce
Ir| =‘r" | =‘t" , |r|2 + |t|2 =1, rt+r"t'=0 . (5.15)
5.3 Harmonicky oscilator a koherentni stavy

Hamiltonian jednorozmérného harmonického oscilatoru (1.42) vede v soufadnicové

representaci na Schrodingerovu rovnici

B B2 dzl//(X) N ma? X2

TR 5 w(x)=Ew(x) . (5.16)

Zavedeme bezrozmérné proménné

12
maw E 1
=|— | x , n=—-= 5.17
d ( h ) ho 2 (6.17)
a dostaneme rovnici
v +(2n+1-& )y =0 , (5.18)

kde Carkou znaCime derivaci podle &.Pro &—+oo je asymptoticky tvar (zanedbame v (5.18)
Clen 2n+1) feSeni 1//—>exp(—.§2/2), takZe hleddme feSeni ve tvaru y/=zexp(—§2/2), kde
funkce y je feSenim rovnice

7 -2&y+2ny=0 (5.19)
a je koneCné pro konecné hodnoty proménné & a pro £—+tooroste do nekoneCna nejvyse

jako mocnina, CimZ zaruCujeme moznost normovani. V rovnici (5.19) tak musime
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zavést omezeni pro n na nezaporna cela Cisla, pak jsou feSenim polynomy stupné n, aZz na

konstantu Hermiteovy polynomy Hn(f)

d"exp(-&7)

o (£) = (2 el )

(5.20)

Konstantu urime z normovaci podminky f y/n(x)‘zdx=1, takZe vyslednd vinova funkce

(vracime se k proménné x) je

Y4
mae 1 ma mo ,

X)= H — X |exp| ———X : 5.21
va (%) (7[71] (2”n!)]/2 n( h ] p( 2n j 621

VInova funkce zékladniho stavu je

m v m o
w

X)=| —| ex ——x : 5.22
ve(x) (Mj p( i j 5.22)

Snadno se presvédcime, Ze vinové funkce excitovanych stavli ziskdme pomoci rekurentniho

12
W”(X):_(anrlnwj exp(%x jddx{ xp(_r;—hx jl//nl(x):| . (5.23)

UZ v roce 1926 si Schrodinger® povsiml, Ze vhodna kombinace stav(i (5.21) vede ke stavu,

vztahu

kde hustota pravdépodobnosti vyskytu je blizka klasickemu rozdéleni. Méjme tedy
x,t)=>"c,p, (x)exp[ —i(n+1/2)wt | (5.24)
n=0

a zvolme
o= rexp| - Sle.f =exp e > <)y (5.25)
’ (2””!)1/2 4 ’ n=0 " 2 n=0 nty 2

Po dosazeni do (5.24)
Y(x,t)=

mao) [ crexp( mwt] Mo mo , (5.26)
(5] el Bt e 3]

S vyuZitim vztahu

® E. Schrodinger: Der stetige Ubergang von der Mikro- zur Makromechanik, Die Naturwissenschaften 28
(1926), 664 — 666. Schrédingerova rovnice tehdy byla rovnici komplexné sdruzenou k soucasné.
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0 Sn t2 ) t2
Z—exp(—EJ H,(t)= exp(—s +25t—EJ

io n!
vyjadfime (5.26) s oznaenim a=./i/mw « jako

Y(x,t)=

mao v (Mo . a wt mao 2
— | exp|—i| —asinwt| x——coswt |+— | |exp| ———(x—acoswt)
7h h 2 2 2h

Pocitejme ted stfedni hodnotu operétoru soufadnice a jeho druhé mocniny. Mame

(%)= T W (x,t)x ¥ (x,t)dx = (%jﬂ I xexp{—%(x—acoswt)z}dx =

—00
—00

acoswt

0

<>22> = T P (x,t)x* W (x,t)dx :(m_;)jm J X exp[—%(x—acosa)t)z}dx =

Vi
-
-0

a’cos’wt +

2Mmw

Pro neurcitost tak dostavame
A\2 A A\ 2
(AX)" = <x2> (XY =——
Obdobny vypocet pro operator hybnosti dava

>:qu1*(x,t)wdx:—ma)asinwt :

T
o>
N
~—
Il

2
—hZJ\P*(x,t)dz—(?'t)dx:(ma)a)zsinza)t + hn21a) ,
X

takZe pro neurcitost mame

(Aﬁ)z=<ﬁ2>—<ﬁ>2=m7w

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

Stfedni hodnoty operatori odpovidaji klasickym kmitlim s amplitudou a, pfitom relace

neurcitost davaji minimalni moznou hodnotu

AR.AD =

N | S
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Stav (5.28) ma typické vlastnosti tzv. koherentnich kvantové mechanickych stavli — v uritém
smyslu je blizky klasickému chovani a realizuje minimalni mozZnou hodnotu v relaci

neurcitosti pro kanonicky sdruzené operatory.

6. WKB aproximace

6.1 Odvozeni aproximace®
Tato aproximace ma nékolik nazvl, podle jmen (Wentzel, Kramers, Brillouin — nékdy
také WKBJ — Jeffreys) nebo oblasti uZiti — kvasiklasickd, nebo také semiklasicka aproximace.

V jednorozmérném pfipadé ma jednoduchou formu. Do Schrddingerovy rovnice

d*y (X)

2
= +h—T|:E—V(X)]l//(X)=O 6.1)

dosadime

I .q
W(X)=3Xp(gzn=0h Sn(x)j (6.2)
a dostavame

—(sg+hs;+hzs;+...)2+i(hsg’+h231”+hss;/+...)+2m(E-v)=o . (6.3)
Carkou znacime derivaci podle soufadnice x. Anulovani koeficient(i u jednotlivych mocnin 7

dava soustavu rovnic
(st) =2m(E-V) , iS/-28/8/=0 , iS/~(S!)~25/Sj=0 , ... . (6.4)
VEétSinou najdeme feSeni prvnich dvou rovnic a tfeti pouzijeme k odhadu platnosti takové
aproximace. Hned u prvni rovnice musime odliSit, zda jde o klasicky dovolenou nebo

zakézanou oblast, tj. zda2m(E -V )=A*k*>0 nebo 2m(E-V )=—7% x*<0. Mame tak

S, =ihjc k(&)de S, :iihjc K(£)dE . (6.5)
Integracni konstanta je dana dolni mezi integralu. Druhou rovnici a jeji feSeni zapiSeme jako
£
p Sy p_ 1y co ) Jk
s/ _Es_(:; S/ —E(InSO) = exp(iS,) = ° (6.6)
Ji

Tteti rovnice vede na

® MoZno vynechat a spolehnout se v dal$im na tady popsané vztahy.
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25, 28] a(s)) s(sy)] 4lst) 8|S
Resenim je (pro strucnost piseme jen feeni v klasicky dovolené oblasti)

sz(x)-i%%(ﬁ}%f p(é){;—g(ﬁﬂzdé . (6.8)

d
Pro zanedbani pfispévku S, musi tedy byt

A <1 (6.9)

S| <1 = i

tedy vyZaduje se pozvolna zména redukované de Broglieho vinové délky. Jinak zapsano

m#akF <1

3 1

P

(6.10)

Je vidét, Ze aproximace nebude platna v okoli bod X, , kde prechazi dovolena klasicka oblast

do zakazané. V téchto bodech p(xp):\/Zm[E—V (xp)] =0. Navazani feSeni se provadi tak,

Ze v okoli bodd prechodu vezmeme prvni ¢leny Taylorova rozvoje potencialni energie

V(x)=V| +d—V

o 3 (x=%,)+...2E-F(x-x,) , (6.11)

Xp
kde F je zaporné pfi pfechodu z dovolené do zakazané oblasti a kladné pfi prechodu ze
zakazané do dovolené oblasti. V malém okoli bodd prechodu pak hledame teSeni

Schrédingerovy rovnice

2

dx‘/z’+|:(x—xp)y/:o . (6.12)
Resenim rovnice
d’y
-xy=0 6.13
o Y (6.13)

jsou Airyho funkce Ai(x) a Bi(x), jejichz asymptotické chovani je pro x<0
. 1 (2, 32 7« . 1 2, 32 T
Ai(x) ~ ——sin[ X2 +Z | | Bi(x)x———cos| Z|x?+Z 6.14
i(x) ﬂ]/2|x|wsm(3|x| +4j i(X) o cos(3|x| +4j (6.14)

apro x>0
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. 1 2 . 1 2
Al(x)zWexp(—gxmj : Bl(x)zWexp(gxmj : (6.15)

Chovéni Airyho funkci je dano tim, Ze jsou nalezeny pomoci transformace (jak funkce, tak
proménné) rovnice (6.13) na rovnici pro Besselovy nebo modifikované Besselovy funkce
fadu 1/3. V dostate¢né vzdalenosti od bodl prechodu pak navazujeme FeSeni na FeSeni
ziskané WKB aproximaci. Uvadime zde vysledek (Kramersova spojovaci pravidla):

Bod prechodu x=x, , zakazana oblast nalevo (tj. pro x<x,) od dovolene

'fl(X) eXp(_LXbK((’g)df) ¢ ﬁcos( bek(f)dg_%j | -
Kl(x) eXp(LXbK(é)df) ° T COS( [k(6)d f*ﬂ (6.16)
Bod prechodu x=x, , zakazana oblast napravo (tj. x>x,) od dovolené
ﬁeXp(_Li"(f)df) ” ﬁcosﬁfk(é)df _%j (6.17)
Jﬁew(ﬁff(f)df) o mm{ (o) .
(x)
’ (b)
’ E
o x=b

Jiny zplisob odvozeni spojovacich pravidel si ukazeme na prikladu, kdy x=a a x=b jsou
body obratu, tedy

U(x)>E x<a ,
U(Xx)<E a<x<b (6.18)
U(X)>E x>b

Kvasiklasicka feSeni v jednotlivych oblastech jsou
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il ot e
D, D, B 17
:ﬁexp{ J'pdx}Jrﬁexp{——J.pdx} Zmexp{—gﬂmdx}

V okoli bodd obratu je

(6.19)

h? o
2m

(x=a) , E-U(x)~—"P (x-b) . (6.20)

E-U ~
(%) 5

V tomto okoli (ale stale dostatec¢né daleko od bod( obratu) miizeme psat

g//(x):2 haél—x)wexr){ 230!(a—x)3/2} , V/(X):
Cl

mexp{%l(x a)s/z} \/%(C;'(z_a)mexp{ 230[i(x—a)3/2}=

W(?)l_x)mexp{ 2:;3 (b— x)3/2} W(Dbz_x)]/“exp{zfi(b—x)s/z}

w(x)= \/_(B )Mexp{ Zf(x—bf/z}

PFi analytickém prodlouzeni odmocnin do komplexni roviny pouZzijeme zapisu

pe(0,7) = x-b=pexplig} , a-x=pexpli(p-7)}
pe(r,2z) = X—bzpexp{i(¢—27z)} : a—X:peXp{i(¢—7z)}

. /\ c, b /_\ .
| i
Obchodem bod( obratu v horni (spodni) poloroviné dostavame podminky spojitosti
A T B T
C,=—expsi—; , D,=—expi—i—
~pe|iZ) . D, Sex|-i%]

A T B T
C,=—expi—-1—; , D, =—expsi—
b2 p{ 4} b2 p{ 4}

a nakonec tedy pro a<x<b

(6.22)

(6.23)
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(6.24)

Vyrazy budou stejné, pokud se rozdil fazi kosinu bude rovnat celistvému nasobku =, tedy

b
%J'pdx—%:nfz . B=(-1)A . (6.25)

Odlisny vysledek bychom dostali pouze v pfipadé, Ze nékterou z hranic klasicky dovoleného

pohybu je nekone¢né vysoka jama. Je-li to napf. v x=b, je B=0 a

1b V4 V4
E«L de—Z:(Zn—l)E . (626)

6.2 Bohrovo - Sommerfeldovo kvantovani

Pripomenme, Ze v klasické mechanice mame pro periodu vyraz
b b
T :%:cﬁdtzzj%:zmjﬂ ,
p(x) (6.27)

%apdx

Kvasiklasicka vinova funkce normovana na jedniéku je z (6.24)

w(Xx)= \/?\‘/)COS{ jpdx—z} , (6.28)

podminku kvantovani (6.25) napiSeme jako

1
dx=n+= . 6.29
Zﬂh(ﬁp X= +2 ( )

Déle pak S=<j5 pdx je plocha uvniti uzaviené trajektorie ve fazovém prostoru. Podélime-li

tuto plochu vyrazem 2z#, dostaneme podet kvantovych stavll n s energiemi mensimi, nez je

energie na uvazované trajektorii. Mlzeme fFici, Zze v kvasiklasické aproximaci odpovida

jednomu kvantovému stavu burika fazového prostoru velikosti 2z7. Pro pocet stavl v

elementarnim objemu fazového prostoru dostadvame

AN:Aql...Aqupls...Aps | (6.30)
(27rh)

34



Odectenim kvantovych podminek pro dvé sousedni energiové hladiny dostavame

cﬁp(E+AE)dx—<j'> p(E)dx:AE§2—Epdx :

AEZZ —22h = AE=ho

w

(6.31)

6.3 Elementarni popis molekuly ¢pavku
Radu pozoruhodnych kvantové mechanickych jevd mlZeme vidét pfi studiu
jednoduchého modelu molekuly ¢pavku — NH3. Na obrazku (z Feynmanovych pfednasek) je

model dvou mozZnych stavl — tj. uspofadani atomd v molekule. Na dalsim obrazku je

Dipole
Moment

zjednoduSeny, snadno feSitelny potencidl pro prechod z jednoho stavu do druhého

V(x):Vo(|x|—a)2/a2 :

\\\ AN / |
I\

Souradnice x oznacuje polohu roviny, ve které lezi tfi vodikové atomy. Dvé minima

odpovidaji dvéma (témér) stabilnim konfiguracim molekuly. Stfedni potencidlova bariéra

35



konecné vysky a Sifky dovoluje s nenulovou pravdépodobnosti prechod (tunelovym jevem)

od jedné konfigurace ke druhé. Vzhledem k symetrii potencialu V (x)=V (—x) budeme
hledat symetrické w, (x)=y,(—x) a antisymetrické y, (x)=—yw,(—x) Fedeni stacionarni

Schrédingerovy rovnice

n? d*y(x) 3m, m
— 1}V =E =—1>H 1 6.32
om ax vz ()=Epi(x) oo m, +3m,, (6.32)
a
n? d*y,(X) 3m, m
T 7\ Ly -E - 20N 6.33
om dx (v () =Bopa(x) o om m, +3m, (6.33)
Rovnici (6.32) vynasobime i, a odeCteme ji od rovnice (6.33) vynasobené i
n* d dy dy
L - s _ a |-(E.-E , 6.34
2m dx[l'//a ax dxj (BB vy (6.39)

Rovnici (6.34) integrujeme po kladné poloose a svyuZitim y,(0)=y,()=y,(x)=0
dostavame

hZ

0 dy/, (x)

E,-E =
=0 dx

: sz‘:z//s(x)gya(x)dx : (6.35)

Pfi hledani teSeni se tedy mlZeme omezit jen na kladnou poloosu. Oblast klasicky

dovoleného pohybu je dana nulovou hodnotou hybnosti v krajnich bodech x,

E=a?V, =¥(x[—a)2 = a(l-a)<x<a(l+a) . (6.36)
Pro symetrické Fedeni |y,) resp. antisymetrické |y,) FeSeni mame podle pravidel WKB
aproximace v jednotlivych oblastech

(x)—L ex f_a(lj'a);c(g)df +ex —£+a(l.[a)1c(§)d§ (6.37)
Vs, —Zm P 2 Texp 5 .

X

pro 0<x<a(l-a),

ZJSTX){Zexp(gjcos(l (x)—%)iexp(—%)cos{l (x)+%ﬂ

Va(X)= o) (6.38)
28 Cos[ [ k(é)dé—%J

k(x)

X
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pro a(l-a)<x<a(l+a)a

Vsa(X)= )exp( I K(f)df] (6.39)
a
pro a(1+a)<x<oo. Oznacili jsme

I(x)= j k(&)de gz [ x(£)de (6.40)

abychom zapsali v (6.37) hyperbolicky kosinus nebo sinus argumentu joxzc(é)df ve formé

vhodné k uziti Kramersovych spojovacich formuli. Dale jsme oznacili

K(x)=V2:V°1/(X;f) o k(x)z—\'zhmvo az—% . (64Y)

V klasicky dovolené oblasti musi byt obé vyjadreni vinové funkce (6.38) shodné. PrepiSeme

proto druhé vyjadreni jako

a(l+a)
ifx)co{ ! k(f)df—%]: if’x)cos(l(xh%—@j : (6.42)
kde
a(l+a)
0= j k(&)de . (6.43)
a(l-a)

V prvnim €lenu prvniho vyrazu provedeme zéménu cos(1—x/4)=sin(l+7z/4)a pak jiz

miZeme provést porovnani obou vyraz(

Aexp(%)sin(l (x)+%)i§exp(—gjcos(| (x)+%j =

(6.44)
2 Bsin@sin(l (x)+%j +2 Bcos@cos{l (x)+%)

Porovnani koeficientl u sinu a kosinu dava dvé homogenni rovnice pro A a B, které maji
netrivialni feSeni pfi
+sin® = 2exp(¢)cosO

B=Aexp_(¢$/2) | (6.45)
sSin®

Konstantu A pak dopocteme z normovaci podminky

37



0 o0

j v x)‘zdx:j

—00 —00

v, ()| dx=1 . (6.46)

Pro velké hodnoty ¢ (bariéra mezi jamami je malo prostupna) budeme hledat priblizné feSeni

pro ® jako

C

(n+%j7z+§ , tan5:$eXp(2_¢)ﬁ§ | (6.47)

V dosavadnich vypoctech jsme nepouZili konkrétni tvar potencidlu. Ted se vratime

k modelovému potencialu. Mame

a(l+a)

h

2

,/2mV aa’®
“ [ itdt= . (6.48)
a
-1
a(l—a)

PFi posledni Gpravé jsme po vypoctu integralu (z/2) nejprve dosadili @”=E/V, a nakonec
V,=ma’a’/2. Vypotet ¢ je obdobného charakteru
a(l-a)

je 21/2mV J\/(x_a_ 1/2mV aJ- e (6.49)

h a’

0

Integral jde vyjadrit elementarné
(6.50)

My vsak vzhledem k E <V, = a<l1 polzime hodnotu integralu rovnu jedné poloviné a

méame tak
b= mwa (651)
h
Dostavame tak vysledné energiové hladiny (pro zakladni stav s n=0)
E_E—% , E,=E, +% : (6.52)

kde E, je energie zakladniho stavu harmonického oscilatoru a SE rozdil mezi vyssi

(odpovida antisymetrickému stavu, vinova funkce ma jeden uzel v x=0) a nizsi hladinou
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(odpovida symetrickému stavu, vinova funkce nabyva nulové hodnoty jen v nekonecnu).

V ramci naseho pribliZeni

(6.53)

V ramci téhoz pfiblizeni mame pro amplitudy Aa B jak v symetrickém, tak antisymetrickém

Stavy molekuly, kdy jsou vodikoveé atomy (az na malou pravdépodobnost danou tunelovym

jevem) zcela napravo nebo nalevo od dusikového atomu, dostaneme jako linearni kombinace
1

)= +lva)) o o= llv)-lwa) - (65

Tyto stavy ovSem nejsou stacionarni (jako stacionarni jsme urCili symetricky a
antisymetricky stav). Periodickd prfeména jednoho stavu do druhého je umoznéna

tunelovanim potencialovou bariérou. Je-li po€ateCnim stavem napfiklad |1,//R>, jeho Casovy
Vyvoj je
1 i i
t)=—F4 exp| ——E t |+|y,)exp| ——E, t | |=
() =5 Iews{ 3.t shw)ess{ - 1E.t
' 6.55
exp(—;Eétj : : (6:53)
_ 7 exp| —OEt |+|w, )exp| ——OEt
o L LI ]

Pravdépodobnost nalezeni molekuly v (pogatecnim) stavu |y ) je

2 SE 1+ cos('t
We (1) =|(waw (1) =cos{§tj=% , (6.56)
pravdépodobnost nalezeni v pfevraceném stavu |WL> je pak
> L(SE.) 1-cos(a't)
t — t — 2 —t = . 6-57
)= o) =i 9 |- 657
Periodicky d&j — inverze konfigurace — s frekvenci’
, OE . w mwa
=9 - _ 6.58
0] ) ﬁexp( ) J (6.58)

je zékladnim mechanismem maseru.

" Vypocet ukazuje vyznamnou zavislost na hmotnosti (velké odlidnosti u isotopd) — to je typicka
charakteristika tunelového jevu.
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6.4 Tunelovy jev

UvaZujme o prdbéhu potencialni energie podle obrazku. Pro —o<x<a bude vinova

funkce sloZena z dopadajici a odrazené viny

w(x) =ﬁ{exp(—iﬁk(§)d§+ﬂ] + rexp(i Bk(;)dg@ﬂﬂ _
o]

Rozepsani podle kosinl volime proto, abychom mohli pouzit Kramersovy spojovaci formule.

(6.59)

V (klasicky) zakazané oblasti a<x<b budeme tedy mit

w(X)= J%{H exp@x ] l—exp( Ix(f)dgﬂ . (660)

V oblasti x>b mame proslou vinu

1 1 T
w(x)—mtexp{lu_k(g)d@rzﬂ—
m {t cos(fk(f)dg%%] + itcos(fk(f)df%]]

Podle spojovacich formuli bude tedy v zakdzané oblasti a<x<b

y/(x):ﬁ{texp(@exp(—}c(f)df} o ex(- exp@x H (6.62)

(6.61)

kde jsme oznacili
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b

¢=j;c(§)d§ . (6.63)

Porovnanim vyraz(i (6.60) a (6.62), které musi byt identické, dostdvdme rovnice pro

amplitudy odrazu a priichodu

r+2iexp(g)t=1 ,

i (6.64)
-r +Eexp(—¢)t =1
Resenim je pak
1
exp(¢)—zexp(—¢) i
r=-— 1 , t=- 1 . (665)
exp(¢)+zexp(—¢) exp(¢)+zexp(—¢)
VSimnéme si, Ze plati
[+t =1 . (6.66)

Pro nepfilis propustnou potencialovou bariéru dostavame pfiblizny popis tunelovani pomoci

Gtverce amplitudy priichodu T :|t|2 ~~exp(—2¢)

T :exp[—%z\/Zm[V(x)—E]dxj . (6.67)

6.4.1 Emise vyvolana polem

NejzndméjsSim a nejstarSim pfikladem jsou vodivostni elektrony v kovu. Modelové jsou
uzavreny v potencialové jamé konecné vysky V,. PfiloZzime-li vhodné orientované elektrické
pole intenzity £, vznikne pro elektron s energii E<V, trojuhelnikova potencialova bariéra

konecné $itky. Pribéh potencialni energie je tedy

0 x<0
V(x)= (6.68)
V,—-e&x x=0

a integracni interval v (6.67) je dan body a=0,b=L, kde

_V,-E
e&

E=V(L) = L (6.69)
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Dostavame tak

T(E)= exp(—z—“zhmﬁi\/mde = exp( 2y2m(V, ) VO_EJ . (6.70)

fi el

Proud elektrond vyvolany polem je Umérny soucinu hustoty stavll pro danou energii,
rozdélovaci funkce (Fermiho — Diracovo rozdéleni) pro danou teplotu a pravé spoctené
propustnosti.
6.4.2 a-rozpad

PFi a — rozpadu opousti matefsky nuklid s atomovym Cislem Z a — Castice (jadro helia
se dvéma protony a dvéma neutrony). Jadernou vazbu modeloval Gamow?® potencialovou

jamou vysky V,, coulombovska odpudiva interakce je popsana jako

o\al2 2
v(r)=2(zf2)e , e/2=4e? . (6.71)
0

V(r)

Vu &

»,Polomér jadra“ a vySka bariéry jsou spojeny vztahem

& G. Gamow: Zeits. Phys. 51 (1928), 204.
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2(2-2)e"”

V(R)==5 =Y, (6.72)

Vezmeme-li napf. R~10"m, dostavame V,~4.10"*J~25MeV . Druhou integraéni mez

pro vypocet (6.67) dostaneme z
V()=E = p=——"—=2R . (6.73)

Pro propustnost bariéry tak dostdvame
2. 2mE (|
T(E)=exp —ij 5 qar| . (6.74)
r
R

Integral po substituci r=r,sin’ » snadno spocteme

72 2 T . /R fR / RI|.x
2r cos“ ydy =r,| —-arcsin [—— [— [1-— |==r,-2Rr, . 6.75
l.[arcsin(R/rl) r8x 1{2 r, r, "1} 2 1 1 ( )

ProtoZze r,>R, ponechali jsme ve vyrazu pro integral (6.75) jen prvni Cleny rozvoje. S

oznacenim

4./2mV 2(2-2 2me’?
A= exp Mool % 2mV,R _2(Z-2)zy2me (6.76)
h h h

muzZeme pak propustnost bariéry vyjadrit jako

T(E)= Aexp(—%) . (6.77)

MiiZeme si predstavit, Ze v naSem pfipadé nedopada na bariéru ¢astice jen jednou, ale pokud
neprojde bariérou, stale se volné vraci od r=R k pocatku r=0 a zpét. Pocet ,,narazll za

jednotku ¢asu* na bariéru nasobeny propustnosti dava rozpadovou konstantu

oV __A <
A=nT=—2T = A(E) me/Eexp( \/Ej . (6.78)

ZavéreCna Uvaha je jen kvalitativni, uplny kvantové mechanicky vypocCet tzv.
kvasistacionarnich stavl je komplikovanéjsi, nicméné (6.78) velmi dobfe vyjadiuje

experimentalné zjisténé zavislosti.
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7. Priklady exaktné Fesitelnych t¥irozmérnych problémi
7.1 Vodikovy atom
Hamiltonian atomu vodiku je
2 2 2
h F h A, e
2m,

H=- (7.2)

4reg, p‘

P 2m, = r,—r

Zavedenim novych soufadnic a novych oznaceni pro redukovanou hmotnost a celkovou

hmotnost’®
o ~ m,T, o7 m, m,
r=r-r, , R= , M=——— , my=m,+m, (7.2)
m, A m, +m,
prejde (7.1) na
2 2 2
Ly N Ay L S (7.3)

2m, % 2m " Adze,r
Ve Schrédingerové rovnici napiseme energii jako E+4*K?/(2m,,) a separujeme pohyb

hmotného stfedu od vzajemného pohybu elektronu a protonu, takZze hmotny stfed se pohybuje

jako volna Céastice

2 . 2 2 R
_ ’:n AM(R)zhn'f 2(R) (7.4)

w(F)=Ew(F) . (7.5)

Zapséno ve sférickych soufadnicich mame?

2 2
izi rza—w +i2 —_1 K sinHa—W + _12 az/; +2T Et+—o w=0 (7.6)
reor or re|sind oé 060 ) sin“f op hi Areyr

% PFisné vzato, podle Einsteinova vztahu ekvivalence energie a hmotnosti je m, ¢? vodiku v zakladnim
stavu 0 13,6€V mensi nez (mp +m, )C2 .

10 Zavedenim operatoru radilni slozky hybnosti f)r =—Ii h(@/@r +J/r) mlZzeme hamiltonian zapsat

~ 1 ) I_:.Z =
jako H =2— P; +—5 |, kde L je operator momentu hybnosti.
m r
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a mizZeme pfistoupit k feSeni rovnice metodou separace proménnych. VInovou funkci

hledame ve tvaru
y/(r,H,(o)zR(r)Y,m(H,(p) , (7.7)
kde Y, (@,¢)ijsou tzv. sférické funkce, tj. je jednoznatné regulami (dokonce normované k

jednicce) FeSeni rovnic

oY, oY, 2
ey, =0, — lsingm |- ™y L(141)Y,, =0 . (78)
op sind 06 06 ) sin“é
V téchto vztazich 1=0,1,2,... a m=-1,-1+1,...,1-1,1 . Pro€ musi byt separacni konstanty

tvorené pravé kvantovymi Cisly je dano z teorie diferencialnich rovnic. Fyzikalné nazorngjsi
vyklad by poskytla realizace operatoru momentu hybnosti pomoci kreacnich a anihilacnich
operatorl. V tuto chvili berme existenci kvantovych ¢isel | a m jako dlsledek poZadavk( na

chovani vinové funkce, tj. poZadavek periodicity v uhlu ¢ a konecné hodnoty jak na

severnim (0=0), tak na jiznim (&= ) polu. Zbyva vyresit rovnici pro radialni soufadnici

2 I(1+1 2
¢°R 2dR_ ( 2 )R+2T E+— |R=0 . (7.9)
dr®  rdr r h Are,r
Zavedeni bezrozmérnych veligin'*
r=ap , E=-be (7.10)
prevede (7.9) na
2 2 2 [(1+1
d_F§+Ed_RR+2m§ bf_¢ 1 _,_ (t) R=0 . (7.12)
dpo® pdp h dre,ab p Y2,

NejvétSiho zjednoduSeni dosahneme volbou jednotek délky a energie

a_h_247z50 b " m( e ]2

= . b= = 7.12
m e’ 2ma’ 2n°\4reg, (7.12)
Mame tedy FeSit rovnici obyCejnou linearni diferencialni rovnici druhého fadu s jednim

parametrem

2 I(1+1
d R+£d—R+(—g+£——( i )jR:O : (7.13)

dp® pdp p P

1 Zavadéni bezrozmérnych proménnych ve ,fyzikalnich* rovnicich je obecn& velmi uZitegny postup.
V nasem pfipadé je a=a, =0, 529 A Bohréiv poloméra b=Ry=13,6eV.

45



pfitom pozadujeme, aby feSeni bylo na kladné realné poloose ohrani¢enou funkci, ktera jde

dostatecné rychle k nule pro p—oo. V nami studovaném pripadé popisu atomu vodiku se pro

jeho zésadni dllezitost neobratime k hotovému matematickému vysledku, ale podivame se

podrobnéji na jeho odvozeni. Substituce

R(p):u(p) dR 1du u d*R 1d’u 2du _u

L e STt m f 0 (114)
P dp pdp p* = dp* pdp® pPdp P
vede na rovnici
2 I(1+1
Fu (2 1Y, (7.15)
dp p P

Asymptoticke tvar rovnice a jejiho feSeni pro p—x je

2
gli—gu=0 : u:Aexp{—x/Zp}JrBexp{\/Zp} : (7.16)
Yo,
pro p—0pak
u I(1+1
du (t)u=o L u=CptiDt . (7.17)
d
p P P

Nam vyhovuji pouze konecna feSeni, takze hledame u ( ,0) ve tvaru

u(p)=p " exp|—z p} T (p) (7.18)

Rovnice pro funkci f (o) je tedy

pg;fz +2(|+1—J§p)%+2(1—\/2(|+1))f =0 . (7.19)

Hledame FeSeni (7.19) ve tvaru fady
f=>Ap . (7.20)
j=0
Dosazeni do rovnice a porovnani koeficientd u stejnych mocnin p! dava rekurentni vztah
pro koeficienty A,
[i+20+1)](i+1) A —2[ Ve (j+1+1)-1]A =0 . (7.21)

Kdyby rada byla nekonecna, pro velké hodnoty j by bylo
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A, 2\/_ 2\/2 J.A " . . 2\/;/0 j
AJ_leJ——{-i: Aj z% ;Aj pl = A;%z Aexp{Z\/Ep} (7.22)

a funkce u( ,o) by tak v nekonecnu divergovala. Musi tedy existovat néjakeé j . , kdy fada

konci, tedy kdy

1 .
A_.=0 = ﬁznzjmaxjtljtl (7.23)
Funkce f () je tedy polynom stupné
2( j+1+1-
jmax =n-1-1 , A (J+ i n) (724)

T n[ j+2(1+1)](j+1) A
Objevilo se ndm tak dalsi kvantové Cislo (hlavni kvantové €islo) n. Ze vztahu (7.24) plyne
omezeni na vedlejSi kvantové Cislo I. Pokud hlavni kvantové Cislo pevné zvolime, musi byt
1=0,1,...,n-1. Rovnice (7.19) v proménné 2:2\/2,0 ma po dosazeni \/Ezl/n tvar

2W+(2I+2—z)d—w+(n—|—1)W:0 (7.25)

dz? dz

z

a jejim feSenim je konfluentni hypergeometricka funkce

a1 a(a+1)£

w=F(-n+1+1,21+2,2) , F(a,;/,z):1+;ﬂ+ (1) 2 (7.26)
AZ na normovani jsou to zobecnéné Laguerrovy polynomy
_ i (n . n! d" -
LU(z)=(-1)'nY  |F(-n+j,j+1,2)= (" Te?) . 7.27
(z2)=( )n(jj (-n+j,j+1,2) (n—j)!e dz”(z e’ (7.27)

Pro atom vodiku jsou normované vinove funkce w,,,, s nejnizsimi kvantovymi Cisly tedy

100 (47[)1/2 a;/z a, J 200 2(27[)1/2 ag/z 2aB 2 a, !

i r
Wy =—————rEexp| — cosd (7.28)
“ a(2n)"ad? ( 2aBj
Fi r . .
Wi = rexp| — sindexp(Lig
21+1 8(72_)]/2 a5/2 ( aBj ( )
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Fazové faktory jsou véci konvence, je dilezité si vSimnout, Ze pouze pro s — stavy (stavy s

1=0) je

y/noo(o)\;to. Proto napriklad (Lamblv posuv) dochazi k rozstépeni hladin 2s,, a

2 Py, -

Atom vodiku je jedinym exaktné feSitelnym pripadem — uz pro helium si zapoCteni
interakce dvou elektronll vyzaduje zvlastni metody poruchového poctu. Nicméné zavedeni
kvantovych Cisel (Ctvrté — spin — jsme zatim nepouzili) je nesmirné dllezitym prispévkem
k popisu atomU obecné.

7.2 Elektron v homogennim magnetickém poli

Hamiltonian elektronu v magnetickem poli, které popisujeme vektorovym potencialem

A aindukci B=rot A je
s (e =V AL
H:(—V—eAj _iE (7.29)

kde fzje operator magnetického momentu elektronu

_ens

= 7.30
2m s ( )

hH

V této definici vystupuje operator spinu. ProtoZe se spinu budeme vénovat pozdgji, vezmeme
jako skute¢nost, Ze pro orientaci pole podél osy z bude mozné napsat vinovou funkci jako

dvouslozkovou veliCinu — spinor

{n

a psobeni hamiltonianu na jednotlivé slozky bude

2
A 1(no n’ o*  n* &° eBo
v(F.o) {Zm(lax y} 2moy? 2maoz?  m }V/( ) (7:32)

Ve vztahu (7.32) uz jsme zvolili konkrétni tvar vektorového potencidlu A=-BYyE,.
Zajimavé moznosti spojené srdznou volbou tohoto potencidlu nebudeme ale rozebirat.
Dosadime do stacionarni Schrodingerovy rovnice Hy=Ey vinovou funkci ve tvaru, ktery

bere v Gvahu, Ze rovnice zavisi pouze na soufradnici y

= exp[%( P X+ P, Z)}x(y) : (7.33)
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Pro funkci (y) pak dostdvdme oby&ejnou diferencialni rovnici

d’y 2m p? m )
i oo LBy r=o (7:34
kde
eB p
__¢B P 7.35
Wy m Yo eB ( )

Rovnice (7.34) je rovnice harmonického oscilatoru, mizeme proto hned napsat vlastni

hodnoty energie

1 p?
E=\n+=+0|ho, + = (7.36)
2 2m
a také normované vlastni funkce
1 (y_yo)z (y_YOj h
Xn (y) = EXp| — Hn y 8 = ! (737)
\/«/;aB 2" n! { 2a§ ag ° m @y

Pomérné snadno se presvédcime, Ze kromé konstanty y, mdZeme vytvofit také velicinu

X, =P, /(e B)+Xx, jejiz operator komutuje s hamiltonidnem

V klasickém popisu je bod (x,,Y,) je stfedem kruznice poloméru p,/(eB), kde p, je

velikost prdmétu hybnosti p do roviny x—y. Ani pro velké hodnoty kvantového cisla

nedostavame ,qgn(y)‘2 jako rozlozZeni hustoty pravdépodobnosti soustfedéné kolem klasické

trajektorie. Je tfeba si uvédomit znacnou (nekonecnou) degeneraci pro danou energii —
z linedrni kombinace stavl pFislusnych dané energii uz néco podobného vytvofit jde. Jaka je
vlastné nasobnost degenerace pro urcité Cislo n? Uzavieme-li elektron do krychle objemu

V=LL,L,, je pocet stavll s rlznymi hodnotami (ted’ uz diskrétnimi) p, vintervalu Ap,
roven L,/(2zn)Ap, . Poget stavli pro p, je obdobné L, /(2zn)Ap,, ale interval Ap,
nesmi vest k tomu, aby bylo y,>L, , musi tedy byt Ap, =eBL, . Celkem je tedy pocCet stavll

s danou hodnotou energie (jeSté dvojnasobna degenerace dana rovnosti energie pro n+1/2 a

(n+1)-1/2)

49



eBAp,

LV
(27[7’1)

8. Neékteré aproximace pro poruchy na €ase nezavislée

8.1 Rayleighova — Schrodingerova metoda
8.1.1 Nedegenerovane hladiny
Predpokladame, ze hamiltonian je na Case explicitné nezavisly. Je slozen ze dvou Casti
ﬁ=ﬁ0+av, I—A|O je zakladni Cast (neporuseny hamiltonian), o\?je interakCni Cast
(porucha), ¢ maly parametr. Re3eni rovnice pro vlastni hodnoty a vlastni vektory
hamiltonianu H
H|¥)=E|¥) (8.1)

hleddme pomoci rozkladu podle vlastnich vektord neporuseného hamiltonianu, tj. vektorl pro

eré | #17)~ 0 w10):
|‘P>:20k2c(pk)“{'(;)> , E=Y o EY (8.2)
k=0 ) k=0
Po dosazeni (8.2) do (8.1) a skalarnim soucinu vzniklych vektord s <‘P(nf) dostaneme
porovnanim &lend u stejné mocniny o, anulovani koeficientu u o dava'?
Kk
kI | 0 k k-1
SECIO _EO I STy, D
-0 p (8.3)
_ /O ©\ [y (-1 _
Voo = (PR}, et =0
Cleny prok =0, 1, 2 davaji
(E0-EO)c =0
EV e +(E —EV )l =3 Ve (8.4)
p
2 0 1 1 0 0 2 1
£+ BV e+ (E0 £} = YV,

0 0 0 p
12 g . AV
Pouzili jsme pferovnani dvojné rady Z Zam 0= Z Zaq b-q
m=0n=0 p=0q=0



Pocitdme opravu ke stavu “P(no)>. Stavovy vektor budeme pfi vypoctu normovat podminkou

(pfipadné normovani (¥|¥) =1 mdzeme provést az po ukongeni poruchové fady)**

<‘P(n°) lP> =1 = =g, , =0

ReSenim soustavy rovnic pro m=n mame

EO=® |, ¥=1,

EW=v_ , cW=0 ,

p=n EI’] - Ep
a feSenim soustavy rovnic pro m=n pak
V
) _ @ mn
¢, =0 , ¢c'= EO_g0

Cr(n ZZ( m; l;;]o) _ mi nn

p#n

8.1.2 Degenerované hladiny

Patfi-li stav n; s-krat degenerované energiove hladiné (E(O):Eﬁf):..

vhodné vybrat pFislusné vinové funkce, tj. zvolit namisto pdvodnich nové

el )

~r 7

(8.5)

(8.6)

(8.7)

=E\"), je tieba

(8.8)

tak, aby byl operator v pro noveé vinové funkce patfici degenerované hladiné diagonalni. Ve

, . v , , . vz 0
druhé z rovnic v (8.4) pro néktery stav m=n, z degenerované hladiny polozime CE) =0 pro

p=n,,...,n,. Koeficienty d;; ziskame feSenim soustavy rovnic

1
an n o E( ) an N, n, ng
s E®
E(l) dij — zvn . dkj , PALY Nz Ny Ny Ng
k=1 I
1
Vns nl VnS n2 ’ VnS nS - E( )

-0 . (8.9)

13 Znamen4 to, Ze pripadné zmény ve sméru plvodniho stavového vektoru neuvazujeme, po&itame jen se
vznikem opravy v ortogonalnim podprostoru k jednorozmérnému podprostoru natazeném na pdvodni vektor

).
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v v

Pro nejnizsi opravné cCleny dostavame (indexy n, uz patfi novym funkcim “P >

pfedpokladame, Ze degenerace uZz byla sejmuta, tj. v je vnovych funkcich “P >

diagonalni a A ;tV . Pokud by tomu tak nebylo, je tfeba postup opakovat az do Uplného

sejmuti degenerace.

E9-E0 | EY-v, _y neln .pV
I p=ny E n;
V=5 cW=0 , c¥ Vi (8.10)
m =m0 b + e TR0 E<o> ’ :
C(]_) _ 1 z Vn prn
nEN L\ : E(O) E©
n; n; njnj P#M =n p

8.1.3 Pripad velmi blizkych hladin
Pro urcitost uvazujme o dvou blizkych hladinach, odpovidajicich stavim m a n. Z

poruchového €lenu isolujeme pFislusné maticové elementy, tedy

A~ A A A A A A

V=V+V, , H=H,+V, , H=H +V, ,
i (8.11)
V=V [m)(M[ Voo [M) (0] + Vi [ 1) (0] + Vi [ ) (|
Plati tedy
(I, m)= 01 )=, ) (ol | m) <0 o1
V,|k#m,n)=0
Potom bude
Hy|kzm,n)=E" [k=m,n) |
Hm)=EY|m)+v, [m) , EV=EP+v,, |, (8.13)
H,[m)=EX ) +Vpa[m) o BV =EY 4V,
Rovnice pro vlastni hodnoty
A, alm) + |n)] = e a|m) + 4]1)]
EV—¢ V. )« EY V., (8.14)
=0 = =0
V. EY-¢ (ﬂj Vv EW_¢
vede k vyslednému rozstépeni hladin
0 g0 [(g0_g0Y v
+E, m — n 2
5 == {[ > jﬂv”‘”} . (8.15)



8.2 Potencialni energie jako porucha
Jako neporuSenou Ulohu uvaZujeme pohyb volné Castice, popsany Helmholtzovou
rovnici
12
2mE
APO (F)+ k2 WO (F)=0 | kzgz—( - ) (8.16)

Pohyb v potencidlovém poli, které povazujeme za poruchu je popsan Schrddingerovou

rovnici
- ooy 2M -
AY(F)+k lP(r):FU(r)‘P(r) : (8.17)
Reseni této rovnice mdZzeme napsat ve tvaru
w(r) =9 (r)- 22 [e(r-r)u(R) ¥ (B)e'T 8.8

o 1 expiik|r—r
i (8.19)
G(r—rl)_ZH§>{k|r i} . s=2,
G(F—Fl):zl—kexp{ik|r—r|} , s=1
Schradingerovu rovnici pak feSime iteracemi
qﬂ””)(r):w(")(r)—Zh—TjG(r—;)u(;)qﬂ”)(ﬁ)dsrl , n=01,.. . (820)

Z(staneme-li pouze u zakladni iterace (n=0), nazyva se toto priblizné Feseni pohybu v
potencidlovem poli Bornova aproximace. Pfedpokladdme tedy ) (f) ve tvaru rovinné viny

a zajimame se o vinovou funkci daleko od oblasti plsobeni potencialu, tedy pro Greenovu

funkci klademe
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. explikr -
G(r,q):#exp{ ikp-i |, s=3
L (1+i)exp{ikr} o
G(r,n)= expy—ikr -n , §S=2 8.21
(F.5) 4zkr Pk (820
G(F,ﬁ):%exp{ ikn-m} . s=1
V exponentu jsme aproximovali
For2)”
|r—rl|=r(1—2ﬁf-?l+rl—zj ~r—n,-n (8.22)

pfiemz jsme oznaCili jako A, =F/r jednotkovy vektor ve sméru pozorovani. Dopadajici
rovinna vina je pak

‘P(O)(F):exp{ilz-F}:exp{ikrﬁi-nf} , (8.23)
s oznaCenim jednotkového vektoru ve sméru dopadu fi, = IZ/ k . VInova funkce je pak

(s-1)2
- o 2r( k I ,
\P(r):exp{,krni.nf}JrT(z—m] f(f,m, )exp{ikr} (8.24)

kde f (7, i, ) je amplituda rozptylu

o m i(s+1)7 S ~ N s o
f(f,m, )= P exp{—%}jexp{—lkq-nf}u(rl)‘P(rl)d F . (825)
Amplituda rozptylu v Bornové aproximaci je
o m i(s+1)7 o e
fo (.1, ) = P exp{ 2 }Iexp{lkrl-(ni—nf)}u(rl)d ro (8.26)

V trojrozmérném pripadé dostavame pro amplitudu rozptylu dopredu (n, =1, ) vyraz

fB(H:O):_z;ThZ u)er . (8.27)

To je realna velitina, coZ je v rozporu s optickym teorémem™* a omezuije to platnost jinak

velmi uziteCné aproximace na pfipad velmi slabého rozptylu. Podil pravdépodobnosti toho,

Y Opticky teorém je pozoruhodny vztah, ktery spojuje celkovy Gginny prifez a imaginarni &ést

k
amplitudy rozptylu ve sméru dopadajici viny S{ f (O)} = Ea.
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Ze rozptylena Gastice projde za jednotku Casu plodnym elementem dS=r*dQ a hustoty toku

¢astic v dopadajicim svazku nazveme diferencialnim G¢innym prdrezem do

do = (., )| do, . (8.28)

Jako priklad uvedeme vypocet amplitudy rozptylu v Bornové aproximaci pro Yukaviv

potencial ve tfech rozmérech

]
¥
< |

» AL

detektor

Z (8.26) mame ve sférickych soufadnicich

f (A, A, )=- Z:hz U J‘exp(—/l ") exp[i k|, -, ‘COSS]Sin9d¢d9 r’dr

r

Z obrazku vidime, Ze ‘ﬁi—ﬁf‘=25in(6’/2). Integral vzhledem k ¢ dava 27z, po substituci

C0S$=X mame
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_exp(2ikrsin(6/2)) — exp(—2ikrsin(6/2))
B 2ikrsin(6/2)

jl‘exp[Zikrsin(H/Z)x]dx

Zbyva dopocitat
f(f,m, )=

~ Mo
2iksin(g/2)n’

T{exp[—(i—Zi ksin(6/2)) rJ—exp[—(/HZi ksin(6/2)) r]}dr

Amplituda rozptylu je tedy

(A0, )=——2 =
20 (4)2) +KEsin?(6)2)

(8.29)

Pro rozptyl na coulombovském potencialu (A=0) dostavame Rutherforddv Gcinny priiez

(oznaCime ik=p=mv)

a
2mv?

dQ,

(8.30)

d O-Ruth =

sin“g
2

8.3  Variacni princip

Uvazujme variacni tlohu
I=(y|H|y)-E({w|y)-1) , s3=0 . (8.31)
Variace vzhledem Kk energii, kterd zde vystupuje jako Lagrangelv multiplikator, dava

normovaci podminku. Variace vzhledem k <z//| davéa Schrodingerovu rovnici

oJ
§_E_0 = <W|§V>—1—O y
oJ _
5(v|

Striktné vzato variace bra vektoru a jemu prislusného ket vektoru nejsou nezavislé, ale ve

(8.32)
0 = (H-E)jy)=0

variacnim poctu s nimi budeme formalné pocitat jako s nezavislymi veli¢inami, nebot’ plati

(sW)le)+(Bl(s¥)) =0 = |a)=0 . (8]=0 . 39)

8.4  Hartreeho - Fockova metoda selfkonzistentniho pole
Pro vypocéet mnohaelektronovych systémi je vhodna metoda selfkonzistentniho pole.

Predpokladame, Ze spinové nezavisly Hamiltonlv operator soustavy s N elektrony je tvoren
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Casti vyjadfujici interakci elektronu s vnéjSim polem a Clenem, popisujicim vzajemnou

interakci elektrond soustavy

i (8.34)
N 2 N 2
= A rev(E) L V=t T
m dre, |f T
Pro vinovou funkci volime pak
W (1,8,5,S,,....Fy,Sy,)=

v (T.8) v, (0.s) (Y
i V/nl(;’SZ) l//nz(_.Z’SZ) l//nN (_.2’82) (835)
N! . . s '

Wnl(rN'SN) Yo (FN’SN) Wy (vaSN)

Jednocasticové vinové funkce miizeme psat jako souciny soufadnicovych a spinovych funkci.
Budeme poZadovat, aby jednocasticové funkce byly ortonormalni. Variacni funkcional ma v

takovém pripadé tvar

A

1
1 N * — * — - — — —
Ez ﬂ‘/’ni (ri)‘//nk (T, )Vik Y (ri)‘//nk (rk) d°r d’r - (8.36)
1< * (=Y, (7 W\ = =\ A3% A3 ¢
E z 5sisk J- l//ni (rl)wnk (rk )Vik Wni (l’k)gynk (rl) d rld e
Po variaci dostdvame soustavu rovnic

2 2

_Zh_mAF +eV (F)+

(8.37)

47Z'6‘0 k=1
k~i

Pro celkovou energii (neni prostym souctem energii E;, nebot’ tak by byla coulombovska
interakce zapoctena dvakrat) obdrzime vyraz
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8re,

ez N * [y 1 =1\ 43 =
- zé‘sisk Wnk(r) Wni(r)d r l//nk(r) :
Pro atom se Z protony v jadfe a dvéma elektrony dostavame

R jw;m L )d“}un )

2m dre, r Are, r— f
L JV/‘() F)d°F v, (F)=Ew, (F) ,
dre, ** " r— F Vn E
n’ Ze’ 1 e’ - (7 1 P -
L2 jm i (007 (0

2m " Azey v Are, F—F|

ez * (¢! 1 2! 2! = =
{ 53152Jt//n1(f)| wnz(r)d3r}wnl(r)=Ezt//n2(r) :

4reg,

PFi konkrétnich vypoctech je vyhodné pouZit rozkladu

0

>

;- r| =2 I+1r

|+1 ZYIm 19 ¢1)Ylm(‘9 ¢2) !

8.5 Ritzova variacni metoda

Je zfejmé, Ze pro nejmensi hodnotu energiového spektra plati nerovnost

(w[H|w)

E.<J=
i (w|w)

Ddkaz je jednoduchy. ZapiSme
[)=2Imnly) Hln)=E,[n) .

Potom
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Budeme tedy minimalizovat hodnotu funkcionalu J na podprostoru zku$ebnich vektord.
Tento podprostor parametrizujeme M parametry o, takZe redukujeme minimalizaci

funkcionalu J na hledani minima funkce

<1,//(a1,...,aM)‘I:I‘l,//(al,...,aM )>
<l//(al""’aM)‘W(al""'aM )>

Iay,....ay ) = (8.44)

Zvlastni pozornosti si zaslouZi pfipad, kdy parametry «, jsou koeficienty linearni kombinace

vektor( baze M-rozmérného podprostoru prislusného Hilbertova prostoru
M
‘t//(al,...,aM)>=Zaj‘¢j> : (8.45)
j=1
V tomto pfipadé dostavame

Z ; “k<¢j‘|:||¢k>
(g, ) =25 (8.46)

M

2.4

Z podminky
0J .
(@) g iy (8.47)
oq,
dostavame soustavu rovnic
M ~
d (4 |H|g)a =Ta . (8.48)
k=1

Muizeme si také predstavit, Ze Gloha je pfevedena na nalezeni vlastnich hodnot a vlastnich

vektor( projekce ﬁp hamiltonianu do tohoto podprostoru

A= 3106, A 1) (4] (6:49)

s aproximaci Schrodingerovy rovnice

Holg)=Ealg) . (8.50)
Promitneme-li totiZ (8.50) postupné do vektorl (8.45), dostaneme soustavu M homogennich

algebraickych rovnic (8.48), kterd ma reSeni pro
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<¢1|(|:|_EP)|¢1> <¢1|(|:|_EP)|¢M>
=0 . (8.51)

<¢M |(|:| _EP)|¢1> <¢M |(HA_EP)|¢M>

Vektory baze mohou byt parametrizovany s parametry Bs a vici témto parametrdm Ize pak
minimalizovat prislusny funkcional.

Vyznamnou aplikaci je metoda LCAO pro vypocet elektronovych stavil v molekulach.
Molekularni vinovéa funkce elektronu se konstruuje jako linedrni kombinace vinovych funkci
elektronu jednotlivych atomd. Pro molekulu s M atomy hledame tedy jednoelektronové

vinové funkce ve tvaru
¥(r)=D @, (F-Ra) (8.52)

a téchto vinovych funkci uzijeme pfi vytvareni mnohaelektronové vinové funkce.

9. Bornova — Oppenhaimerova aproximace™

9.1 Obecna teorie

Pro vypoCet stacionarnich stavii molekul je vhodna Bornova-Oppenhaimerova
aproximace. Predpokladame, Ze spinové nezavisly Hamiltonlv operator soustavy s N
elektrony a M jadry je tvoren Casti vyjadfujici kinetickou energii jader, dale pak elektronovou
Casti obsahujici kinetickou energii a vzajemnou interakci elektrond, a nakonec interakéni

Casti, popisujici interakci elektrond s jadry a vzajemnou interakci jader

~ ~ ~ ~ ~ M
H=H, +H,+H, , HJ:—hZZ—ZI:\L/I A,

r=1
R 2 N 2 N
A=l Sa+-Sy L ©.1)
2mi 8re, |,k:1|ri rk|
i~k
int — —— - zz = 5
872'80 rr=1 Rr _Rs 477‘9() i=1 r=1 ‘r, _Rr

oie1{8)= i) R () 02

> Tuto kapitolu moZno vynechat.
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kde funkce g({?}{ﬁ}) je feenim rovnice

Varia€ni tloha pro funkci X({ﬁ}) ma pak v tomto pfipadé tvar

0J=0 ,

o= xR -# S - 0 (7)) x((R)efe)

(9.3)

(9.4)

Z uvedeného funkcionalu mizZeme pak odvodit pro pohyb jader "Schrédingerovu rovnici*

[_hziz_hlﬂrAr+u({ﬁ})_E}x({ﬁ})=o .

(9.5)

Pro dvouatomovou molekulu (pfedpokladame, Ze tézisté je v klidu) oznaCime relativni

souradnici a redukovanou hmotnost jako

R=R -

pull

MlMZ
2 v HET
M, +M,

a rovnice (9.5) se zjednodusi na

P%%A+U(M—E}X“U=O.

Standardni substituce

vede Kk rovnici

kde

(9.6)

9.7)

(9.8)

(9.9)

(9.10)



s v oW

Blizko rovnovazného stavu pak ponechame jen nejnizsi ¢leny rozvoje efektivniho potencialu
_ 1d°U, (R, K)
- 7, dR®

u

Uy (R,K)=U, (R, K)+2=(R-R,)" , @ (9.12)

Dosazenim (9.11) do (9.9) dostdvame rovnici harmonického oscilatoru. Struktura
energiovych hladin dvouatomové molekuly je tak tvofena tfemi Cleny — elektronovym,

rota¢nim a vibraénim

E=E®+EV+EY |

1 9.12)

E®=U(R,) , E”=BK(K+1) , E(”:m(wzj

Ve vztahu (9.12) jsme zavedli konstantu B:hz/(Z,uROZ), kterd ur€uje 3kalu rotacnich hladin

energie. Typické hodnoty pro zékladni molekuly jsou uvedeny v Tabulce 1.

Tabulka 1
molekula
Hz N2 02
eV
-U(Ro) 4,7 7.5 5,2
hQ 0,54 0,29 0,20
10°B 7.6 0,25 0,18

9.2 Molekula vodiku
9.2.1 lont molekuly vodiku
Nejprve budeme studovat jednodussi pfipad, a to iont molekuly vodiku. V tomto

pfipadé ma hamiltonian v Bornové — Oppenhaimerové aproximaci tvar
" e’ e’ e’
+ )
2m Are,r, dreyr, 4mgR (9.13)
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PFi malé vzdalenosti protonli by se méla vinova funkce chovat podobné jako vinova funkce
elektron( v heliovém atomu, pfi velké vzdalenosti protond by méla vinova funkce jen s
malou pravdépodobnosti obsahovat stav, kdy oba elektrony jsou lokalizovany kolem jednoho
protonu. VInové funkce budeme tedy hledat ve tvaru

p(F)=ay,(B)+ 8w, (%) . [l @) 7= (5) =1,
|0{|2 +|ﬁ|2+aﬂ*3(ﬁ)+a*ﬂs*(§):1 ’ (9.14)

S(R)- [ r-3R Jui[re3R)ere

Hledame ted parametry o a [3, které splfiiuji normovaci podminku a realizuji minimum funkce

:|0‘|2H +|ﬂ|2be+aﬁ*Hba+a*ﬂH :
= V()R (B)T  Hy=[y; (5)Hy, (B)dF (9.15)
Hy. = _[Wb Hg//a(l)d?’f J.Wa HWb (%)d°r
Situaci podstatné zjednoduSime, hledame-li vinovou funkci zakladniho stavu. Za vinové

funkce vezmeme

va(R)=4(r) » v (R)=4(r) .

3 V2 (9.16)
sz wlri]

a vzhledem k symetrii budeme uvaZzovat jen symetrické a antisymetrické kombinace

v.(r)= ( 1+sj [#(r)=4(r)] . S=[4(r)g(r)d'F . (9.17)

Pro maticové elementy hamiltonianu dostavame

1
Hoo =Hp = 2{——72+y(y—1)+%—7c},

mag| 2
2 (9.18)
1 7S
Hba = Hab = ma2 |:—E]/2 S +]/(]/—2)E +—p :|
B

Zde jsme oznatili p=yR/a; a zavedli integrély pfekryvovyS(p), CoulombivC(p)a

vyménny E(p)
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S(p)= j¢(rl)¢<r2>d3r=(1+p+§p2jexp{—p}

#(r)o(n
J )rz p(l (1+ p)exp{-2p}) , (9.19)
V rlf F=(1+ p)exp{-p)
Minimalizujeme tedy vyrazy
oW1,y r(r=)-rC(p)+r(r-2)E(p) ]
+ = Yo+ ,
mag | 2 p 1+S(p) | ©.20)
o[,y rr)rC(p)r(r=2)E(p)] |
= s
mag| 2 pe 1-S(p) |

Pro J. nenajdeme minimum, pro J. mame jedno minimum. V okoli vyznamnych bodl Ize

psat

2 R—>0
Y= 1.2380—0.2026(R—2.0033) R—>R.,

1 R—

1/R R—0

maé 2
Pe J, = —0.5865+0.0468(R—2.0033) R—R,,
-1/2 R—w

9.2.2 Molekula vodiku

(9.21)

Opét v Bornové — Oppenhaimerové aproximaci vezmeme za elektronovy hamiltonian

vyraz
~ B e’ e’
H= A - ——— ——
2m 47[80‘F1—Ra 47Z'80‘ "—R,
h? e’ e’
2 S =1 N
2m * 4z, -R| 4rgln-R,
e’ e’
+ 4 S
472’6‘0|r1—r2| 4r g, Ra—Rb‘

a vlinovou funkci budeme hledat ve tvaru
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1

m(ﬁ@)=w[% WIAAEIAWIAN]
wt(q,rz)=whua D (B)-w (D) ()] (9.23)

va(N)=9(r-RJ) .+ w(r)=¢(r-R) -

PFipomerime, Ze spinova ¢ast vinove funkce m4 tvar

x<>%{@](‘i)(‘i}@ﬂ |
winel (o) - mewe-(Jf) e
7 (505, %[@@ ’ (SJ@H |

Podobné jako u iontu, dostavame pro energiovy funkcional molekuly vyjadreni

(ab|I:I |ab>i<ba||:| |ab)
1+S?

(ab|H|ab)=(ba|H[ba) = [[y; (% )y (B)Hy, (B)w (R)ARAE ,  (925)
(ba|H|ab)=(ab|H[ba) = [[y; (%)w; (B)H v, (B (B)d'R A

Ke tfem integralim znamym z feSeni pro iont pribydou dva dal$i (¢ je realna funkce!)

-]k ‘“
:fﬂlﬁ—@

Minimalizujeme pak vyraz

J=

(Rl
(9.26)

2

3, = [-a(p)r+Blp) 7]

2[1+C(p)|+4S(p

a(p)= (9.27)
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10.Poruchy na Case zavislé

10.1 Interak¢ni reprezentace

Budeme pocitat v interak¢ni reprezentaci. Pfedpokladame, Ze hamiltonién je sloZen ze
dvou Casti H=H,+V : H, je na Case nezavisla zakladni Cast (neporuseny hamiltonian), V je

interakéni Cast, ktera mlze explicitné zaviset na Case (porucha). Plati

ﬁim:exp(%ﬁothexp(—%ﬁotj , |‘Pim>=exp(%HA0tj|‘P>

5 (10.1)
= iha‘\yint (t)>: Hint \Pint (t)>
Odtud dale
¥, (1)) =5(1,0)| ¥, (0))
ih%é(t,o)zﬁim(t)é(t,o) . $(0,0)=1 = (10.2)
t
« ~ i 1 (5 &
S(t O):l—EIH,m(tl)dtl thHim(tl)jH,m(tz)dtz dt, +.......
0 0
0
Jako bazi zvolime vlastni vektory hamiltonianu I—A|0
Ho|®,)=E,|@,) . [¥, ()= c,(t)|®,) . (10.3)

n

VInovou funkci ve Schrodingerové representaci zapiseme dvéma zplsoby
|¥) = exp(—% H, tj“}’im ()= Zn:cn (t)exp(—% = tj|CDn> ,
¥ = exp(—% Ho tj§ (t,0)[¥,, (0))= (10.4)
¥, (O)exp(—% E, tj|<bn><CDn|§(t,O)|CDm>
a promitnutim do |<I>k> dostavame pro c, (t) (vektor “Pim (t)> neni normovan na jednotku!)
C, (t)zzn:cn(o)<®k|§(t,0)|®n> . (10.5)

S oznagenim V,, (t)=(®, V (t)|®, ) mame pak
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6 ()=, (05, —%Jvkn(tl)exp{%(Ek—En)tl}dtl =

m

t . (10.6)
Vi (tl)exp{%(Ek —Em)tl}Jan (tz)exp{%(Em —En)tz}dtz dt, +...
0
0
PFfimym dosazenim za “Pim (t)> z (10.3) do (10.1) a promitnutim do |<I>n> dostavame
S i e O]9} = T (0 A (D]0,)
(10.7)

ih%cn (t)= Zm:Vnm (t)exp{%(En - Em)t}cm (1)

10.2 Fermiho zlaté pravidlo

Predpokladejme, Ze v Case t=0 je soustava v urcitém stavu (pocatecnim) |®,), takze
pro koeficienty cik(0)=§ik. PocCitejme pravdépodobnost pfechodu do (konecného) stavu
‘CDf> rizného od |®,), tedy koeficient Cyy(t). Pridany index i zvyraziuje, Ze potitame
prechod z tohoto pocateCniho stavu. S oznaCenim %o, =E, —E, pak mame v prvnim

priblizeni
=t

C (t)=—%jvfi(tl)exp{ia)fitl}dg . (10.8)

0
10.2.1 Harmonicky pribéh ¢asové zavislosti poruchy.

Pro harmonickou poruchu

A

V(t)= F exp{-i ot} + F* exp{i ot}

dostavame

Cipi (t) = _%jvfi (tl)eXp{i Wy tl} dt, =
’ (10.9)

—EF“ exp{i(a)fi —a))t} -1 1 - exp{i(a)—a;if )t} _1
h Wy —@ h -,

Zvlastni pozornost zasluhuje pfipad, kdy o=, nebo w~w,,. PoCitejme pravdépodobnost

pfechodu za jednotku Casu, definovanou vztahem
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2
W, = IimM

t—owo t

(10.10)

Ze (10.9) dostavame
2 :‘Ff-‘z Sinz(a)fi —a))tz/Z +‘F-f ‘2 Sinz(a)fi +a))t42 .\
(a)fi —a)/Z) ((a)fi +a))/2) 10.11)

in‘w, t/2-sin’wt/2
[Fii Ry expl-iot) + Fi F exp{iwt}]sm w;;t/2-sin"wt/

(@/2) ~(@/2)

i’ ‘Cf[i] (t)

S vyuzitim vztahu

_sin’(xt)
§(x)=tLrpOW (10.12)
dostavame
hZ
— Wi =‘|:fi‘2§((a)”—w)/2)+‘|:”‘25((wfi+a))/2)+ (10.13)
I:Ffi F+F E:}a(wﬂ/z)
To znamena
W, :%”\Ffir&(Ef ~E~ho) , W =277[‘F”‘2 5(E~E - ho)  (10.14)

pro absorpci (E; =E; +7 a exp{-iwt}) nebo emisi (E; =E, -hw a exp{iwt}) fotonu a

“5(E,-E) (10.15)

f

27 .
Wi i =7‘Ffi +F;
pro stacionarni poruchu (@w=0). Pfi pfechodech do finalniho stavu, ktery lezi ve spojitém
spektru s hustotou stavi dv, nebo i pro diskrétni spektrum s velmi blizkymi energiemi

pocitame

W= 2 W= [dw (10.16)

=

kde hustota pravdépodobnosti pfechodu za jednotku Casu je dw,

dwfmz%‘pﬁfa‘(a ~E,~ho)dv, :%\Ffi\z 5(E(~E~1o)p(E)dE, , (10.47)

dwfmz%’[\ﬁffa‘(a ~E +ho)dv, :%”\F”ra‘(lzf ~E +1o)p(E, )dE, .

Princip detailni rovnovahy Fika, Ze vzhledem k
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2

‘Ffir:FfiFf*i:(Ff*i)*Ff*i:(Fﬁ)*Fﬁf: Fi+f ] (10.18)

plati
Wi _ Y 10.19
o(E] A(E) -

11. Vlastni hodnoty a vlastni funkce operatoru momentu hybnosti
V predchozich Castech jsme se s operatorem momentu hybnosti letmo setkali a také
jsme v nékterych pripadech brali v Gvahu spin elektrond. Ted Gvahy ponékud zpresnime.
Jednotkovy axialni tenzor g, , nabyva hodnotu 1 pro indexy {ikl}, které vznikly sudym
poCtem transpozici z {123}, hodnotu -1 pro indexy {ikl}, které vznikly lichym poctem
transpozici z {123} a hodnotu 0 v ostatnich pfipadech. Plati
o, O

o)
5|r 5IS §|t é‘ir 5i5
Siki €rst = |Oxr Oks Okt| + Cii Grsl T ,
§kr §ks (111)
O G5 O
S Ena =20, 1 & =6

Poznamka: pouzivame zde Einsteinovu sumacni symboliku, tj. seCitame pres indexy, které se

v daném Clenu vyskytuji opakované. Pomoci tenzorue,, zapiSeme operator momentu
hybnosti a jeho komutacni relace jako

nh=eq 6,8 . [0.6 ]=ia0d . [F.8]=ian b (112)
Snadno také ukazeme, ze

h[li ,IJ:gjkI G B — &5 G Bk = €50 Qb By + 1650 G G B — (11.3)

€kl d, B, ﬂ :igjkl Eim Oy P +i8jk| Eiem O By :i(dj b — G ﬁj):ihgijkfk
Definujeme

22 i

2eizei? f;%(fxm}) , f_:iz(fx—ify) . (11.4)

Pro tyto operatory plati komutacni relace

ifo [LE]-0 L [LR]-N L[] s

Operétor Etverce momentu hybnosti miZzeme pséat jako
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=200 +02 -1 =20 [ +12+1 . (11.6)

V souradnicové reprezentaci (ve sférickych souradnicich) je

A 1 . o . 0
| =——expli —+icotd—| ,
. p{ ¢}(83 5 j

V2 @
A 1 . o . 0
|, =—exp{-i —+icoté—| , 11.7
= ponlio) e | 17

o c, 1 o(. .0 1 &
,=—i— , "= ——|sind— |+ ———
op sing 04 04 ) sin“4op
Vlastni hodnoty a vlastni funkce operatoru z-ové slozky momentu hybnosti fz najdeme
snadno vyuZzitim metody separace proménnych

_iw:w,(r,&@) cv(rdp)=1(r.9), (o) |
@ (11.8)

1 .
l,=m=0,+1,%2,... , ® (¢)=—"——=exp{imp}
2T
Osa z neni nijak preferovana, takze primét momentu hybnosti do libovolného sméru mize
nabyvat pouze celoCiselnych hodnot. Tento vysledek neni rozporny, nebot’ vlastni funkce

jsou pro rdizné sméry riizné.
OznaCme ted jako | nejvétsi moZnou hodnotu m pro danou vlastni hodnotu A operatoru

2. Bud |/1m> vlastni vektor operatoru I, s vlastni hodnotou m a souasné vlastni vektor I

s vlastni hodnotou A. Potom

L1 am) =T (T, +1) 2am) =(m+2)i, [Am)
LT [am) =T, (I, 1)[am)=(m-2)i, | am) (11.9)
|Am+2)=C I, |am) , |Am-1)=C_I |Am)

Pro m = | musi tedy vzhledem k tomu, Ze | je nejvy3si mozna hodnota m byt

A
A

I|41)=0 , 2l |/1|>:(T2—E2—|z)|/1'>=° : (11.10)

Al =A)21) |, P2[a=12[21) , ©|al)=1|41)

Dostavame tedy pro vlastni hodnoty operatoru 12 hodnoty A = I(I+1), vlastni hodnoty 12

nezavisi na m.

70



Vlastni vektory operatoru 12 v soufadnicové reprezentaci dostaneme nejsnadngji
pfimym feSenim rovnice
y 2r 2
Yin($0)=D,(¢)0,,(9) . Jj Y|m(19,¢)‘ singdpdg
0’ (11.11)

ﬁ;—g(sinsd?‘;‘g)}@u+1)_%j@|m(g):o .

ReSenim jsou pfidruzené Legandreovy polynomyP,”‘(cosS). S uvazenim normovaci

Yo (9,0) = (-1)" i /2;;1 /E:;IEB: R" (cosd)exp{imp} . (11.12)

Jiny zplsob dava maticova formulace. Soufadnicova reprezentace vznikla projekci

podminky

Y, ($,0)=(9p|Im). Potitejme maticovy element 1> podle (11.6). Mame

=

I(I+1):2<Im|ll(z|Iy><lu|jf|Im>+m2—m:

pu=-1

2(m|l, [Im-D)(Im-1|i |Im)+m?~m , (Im-2|[_[Im)=(Im|l,[Im-1)" ,(11.13)

<|m||1||m_1>:<|m_1||“||m>:J('+m)(;‘m+1)
Dale pak
L|1)y=0 , %—lcow@”(gpo
0, (9)=(-i) @% , (11.14)

(1-m
(I+m

[ Jims2)=(im|f [+ D)im) | f'm|n>:\/(22|'2!\/ ;i|lm>

Véechny (vahy provadéné pro moment hybnosti jedné &astice I plati samozfejmé i pro

celkovy moment soustavy L

g

, (11.15)

=Y
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12. Maticové elementy skalaru a vektoru, parita stavu'®

v

UvazZzujme opét uzavienou soustavu Castic bez vnéjSiho pole nebo Castici ve vnéjSim
centralnim poli. Hamiltonidn takové ulohy se nezméni pfi otoCeni soufadnicové soustavy o

libovolny dhel kolem libovolné osy (prochazejici stfedem), a v dlsledku této izotropie
prostoru komutuje s hamiltonianem H operator momentu hybnosti L. PFi otogeni se vak

obecné nezméni skalarni veliCina f, a také jeji operator f bude tedy komutovat s operatorem

momentu hybnosti
[f,q:o | (12.1)

Matice operatoru f je vzhledem k L a M diagonalni a na M nezavisla. Diagonalita plyne z

A

komutativnosti f a L. Nezavislost na M snadno ukézeme: oznatme N soubor zbyvajicich

N

maticovych indexl (kvantovych &isel), charakterizujicich stav soustavy. Z komutativnosti f

a I; a nezavislosti maticovych element I; na N dostavame
(N'LM +1| fINLM +2)(NLM +1|C [NLM)= (12.2)
(N'LM 1L IN'LMY{N'LM|f[NLM) |

A

tedy maticové elementy operatoru f nezavisi na M. Pro hamiltonian to znamena 2L+1

nasobnou degeneraci energiovych hladin.
Uvazujme ted o vektorové fyzikalni veliging, které prislusi operator V . Komutagni

relace s operatorem momentu hybnosti L budou stejné, jako komutaéni relace operéatoru

vektoru souradnic, tedy

A

(L ]=iaaV (12.3)
Maticové elementy vektoru mohou byt odlisné od nuly jen pro hodnoty L a M liSici se
nejvyse o jednotku (vybérova pravidla). Mame napfiklad

18 Tuto kapitolu moZno vynechat.
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= My(M,|V,M) =M (M, |V,|M,) ,
(M,|L, Y IMYMIV, M) = (M, |V, L,|M,) +(M,|V,|M,) (12.4)
M
= M, (M, |V, |M,)=(M,+1)(M, |V, |M,)
(M, |L, D [M)MV_[M,)= (M, [V_L, M) = (M, |V_[M,)
( (

(F1(Bl) = (-rlv) - 125
Jeho vlastni hodnoty jsou P=1 a P=-1, jak snadno vidime z |32|1//>=|1,//>. Parita stav{

gastice charakterizovanych | am je (-1)', protoZe pfi prostorové inverzi se sférické soufadnice

a vlastni funkceY, , (4, )=(%p|l m) transformuji takto:

Fr>-f , ror , 957-9 , p>e+x , B"(cosd)exp{im g}

| (12.6)
— PB"(cos(z—9))exp{im(p+7)}=(-1) R"(cosg)exp{imp} .

Z hlediska parity rozliSujeme skalarni veli€iny na pravé skalary a pseudoskalary a vektorové

veliiny na polarni vektory a axialni vektory podle toho, jestli s operatorem parity komutuji

nebo antikomutuji. Stavy se sudou paritou oznaéme |g), stavy s lichou paritou |u).

Vybérova pravidla pro libovolny operator O dostaneme ze vztah(

(pe|P{l)al+u)ul} Ol ) ={p: | a){o[Of ) ~(pefw){ulOl ) .
(p[0P{[a)(g+[u){ulj|p.) =(p.[O|g){a] p.)~(p,|Ofu){ul p,)

a relaci

0>
O
|

(@D
>
Il
o
>
(@D
+
(@D
0>
Il
o

(12.8)

13. Spin

13.1 Rotace a komutacni relace pro operator momentu hybnosti

Budeme si vSimat pouze infinitezimalnich rotaci o uhel Ag#. Pro rotace kolem os

kartézské soustavy souradnic v trojrozmérném eukleidovském prostoru mame
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10 0 L (A9 A
R, (Ag)=|0 == -A¢ | . R(Ag)=| O 1 0 (13.1)
Ag)’
Ag) _ (89)
oy 1_(;ﬁ) Ap AP 1
a
(A9)°
1—-— Ag 0
2
A 2
R,(Ag)=| Ag 1—% 0| . (13.2)
0 0 1
Tyto rotace miZeme zapsat pomoci operatoru momentu hybnosti jako
Ri(A¢):i—i5iA¢—%jf(A¢)z , (13.3)
kde
100 0 0 O 0 0 i 0 -i O
1=/0 1 0|,J,={0 0 ~i|,J,=[0 0 0|,J,=|i 0 0 (13.4)
0 01 0 i O -i 00 0 0 O
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Konecné rotace pak napiSeme jako

Z s

N
R (¢)= m)[y iJ, } =exp{-iJ g} . (13.5)
13.2 Spin
Komutacni relace pro slozky momentu hybnosti miiZzeme psat ve vektorové formé
[xT =il . (13.6)
Castice m0ze mit kromé tohoto orbitalniho momentu jesté vnitfni moment hybnosti. Pro jeho

operator plati
§x§=is | [é,ﬂ:o , [%,6]:0 , [%,T}:o . (13.7)
Prvni vztah fika, Ze spin ma charakter momentu impulsu, dalsi vztahy vyjadfuji to, Ze jde o

vnitfni moment impulzu, ktery nijak nesouvisi se soufadnici a impulzem cCastice. Definujeme

dale operator celkového momentu hybnosti

j;=|:+§ ’ JQsziJ; (13.8)
Obdobné jako pro orbitalni moment dostaneme pro spin
§.[ss,)=s[ss,)  $°[ss,)=s(s+1)[ss,) | (13.9)

s, =—s,-s+1,...,s-1,s

Rozdil je ovSem v tom, Ze projekce orbitalniho momentu m musela nabyvat celocCiselnych
hodnot. U spinu toto neplati. ProtoZe vSak projekce spinu tvori posloupnost Cisel liSicich se o
jednicku, musi byt rozdil 2s mezi maximalni a minimalni hodnotou roven nule nebo celému
kladnému ¢islu. Jsou tedy mozné hodnoty spinu &astic s=0,1/2,1,... Napfiklad spin 1/2 maji
leptony (elektron a positron, p a T leptony a neutrina) a kvarky, spin 1 fotony, W a Z bosony a
gluony.

Operator spinu miZe byt reprezentovan maticemi. Pro s=0je mozny pouze jediny

spinovy stav s, =0, reprezentace je trivialni, tvofi ji nulovy vektor
s=[5,.5,.5,]=[0,0,0] . (13.10)
Pros=1/2jsou mozné pouze dva spinové stavy, s,=+1/2, a reprezentace je realizovana

Pauliho maticemi

(o 1} (o —ij (1 oj (1311)
o, = , O, =] . , O, = .
10 Y I 0 o 4



Plati

10 JUSE 10
a§=05=03=(0 J | sf+s§+sf_§(o J | (13.12)

Také pro s=1, kdy jsou mozné tfi spinové stavys,=0,+1, mame jednoduchou maticovou

reprezentaci
§:[Ax'é\y'é\z:l , S =5, é\y:ﬂy S =6
. 010 i 0 1 0 1 00 (13.13)
=—11 0 1] , =—|-1 0 1|, B5=/000
B, > b, 7 2
010 0 10 0 01
Pro 3 matice plati
. 10 . -1 100
ﬂ3=502 ,/)’5=E o|, g=|0o0 0|,
1 01 -1 0 0 01
(13.14)
100
S§+8+8=2/010
0 01

Céstice se spinem, tj. Gastice s vnitfinim momentem hybnosti, mé také vnitfni magneticky

moment z . Jeho operator & je Umérny operatoru spinu S

w>

i = , (13.15)

» |

kde p je pro Castici charakteristicka konstanta. Pro elektron je u= u, :eh/(z m). Hamiltonian

elektronu v elektromagnetickém poli (v soufadnicoveé representaci) tedy bude

~ 1 /2 ~ Y Mg i 5w =
H=—-(p-eA(F)] —=25-B(F)+eg(r) . 13.16
5 —(P-eA(r)) -25-B(r)+eq(r) (13.16)
13.3 Spin a rotace
Pro Pauliho matice plati
[O‘i,Gj:I=2i6‘ijkO'k , {O'i,aj}=2§ij ) (13.17)
Dale pro matici
—-ia
6-§=0iai=( as_ % 2) (13.18)
a+ia, —a,

plati
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(6-a)(6-b)=ab+ic-(axb) , (13.19)
protoze
o;a;0,b, 2%({0'1- ,O'k} + [O'j ,O'J)aj b, =(§jk +igy, O'l)aj b, . (13.20)

Speciélné pro jednotkovy vektor plati

(&.ﬁ)ZKZ(é Sj | (&_ﬁ)zmlz( nei nl_inzj . (13.21)

n+in,  -n,
Jak bylo ukédzano, Pauliho matice délené dvéma spliuji komutacni relace stejné jako operator

momentu hybnosti, ktery je generatorem infinitezimalnich rotaci. Mdme pak obdobné jako ve
vztahu (13.5) vztah

5 1 0 —i
exp{i <. ﬁ} = cos? 1 i n% M Gn? (13.22)
2 01 2 n+in,  —n, 2

Tento vyraz umoznuje vyjadrit transformaci spinoru pfi rotaci soufadné soustavy. Oznacime-

li ¢ a & azimutélni a polarni uhly charakterizujici jednotkovy vektor, mame pro spinor

s prGmétem 1/2 do jednotkového vektoru

! cosgexp{i %}
(cos£+ 10,8In gj(cosgﬂazsing}[ jz . (13.23)
2 2 2 2)\0

sinZexpl—i?
S|n2exp{ IZ}

Vzhledem k ,,neobvyklému“ vyskytu polovi¢nich ahld ukaZzeme pisobeni rotaci na spinory
jesté jinym zplsobem. Operatory spinu zapi$eme nyni jako

=2 8 =]

1 (13.24)
S, =S U=
Transformace spinoru pfi rotaci kolem osy z o uhel ¢
Iiz (¢) = eXp{i S, ¢} ’ |O->R = Iiz (¢)|O-> = eXp{i S, ¢}|O-> ’
(13.25)

|+), =exp{i§, g}|+) = exp{i

Pro operéatory spinu tak dostavame

N |

o e =esalis, o)1) =exe{ -2 1)

7



om0l

=CosgS§, —sings,

S,r = % _exp{—i §}|—><+| exp{—i ?} — exp{i g}| +)(-| exp{i g} (13.26)

Nw>
Pyl
Il
N| -
D
pas
g
[NERSE
=
+
~—
—_
+
D
P
g o]
|
[NERSE
H_J
|
D
pas
g o]
|
SN
—
L
s
I
P
g o]
—
[NERSE
H_J
Il
NUD

14. Princip nerozliSitelnosti Castic

Pro kvantovou teorii soustav tvorenych vice stejnymi Casticemi je zakladnim tvrzenim
princip nerozliSitelnosti. UvaZujme soustavu tvofenou dvéma Casticemi. Podle principu

nerozliSitelnosti musi byt stavy, které se liSi pouze pofadim Castic, identické. Jejich stavové

vektory se tedy mohou lidit pouze fazi exp{i«} . Pro vinovou funkci dvoucasticové soustavy

musi tedy platit

&.&)=explial|g, &) =exp2ial|g . &) =
|6i’682>:i|§2 ’681>

Castice s exp{ia}=1, popisované symetrickymi vinovymi funkcemi nazyvame bosony,

(14.1)

Castice s exp{ia}:—l, popisovane antisymetrickymi vinovymi funkcemi nazyvame

fermiony. V relativistické kvantové teorii lze ukazat, Ze Castice s poloCiselnym spinem jsou

fermiony, Castice s celoCiselnym spinem bosony. Pro soustavu N boson(i mame

(6 v P Buvn ) =
MZ@; p1><§i2 p2>...<§iN pN>

N!
Sumace se provadi pfes permutace {i,i,,...,iy} mnoziny {1,2,...N},N, je poCet stejnych

(14.2)

stavdl p, . Pro dvé ¢astice mame
<661 ,§2| P> p2>:<§1| p1><§2| p2>§plpz +
1
Halm)elp)+ (alp) &l p))(1-0,,)

Pro soustavu N fermion0 pak

(14.3)
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(6 el PP ) -

<§1| p1> <§2| p1> <§N | p1>
i <é:1| p2> <9€2| p2> <§N | pz> ' (14.4)

Eln) (Eln) - (ln)

tzv. Slatertv determinant. Pro dvé Castice

<681:682| pl' p2>:
%(@ P& | ,) = (&] P )& | 1))

Proménné & zahrnuji jak soufadnice Géstice, tak jeji spinovy stav. Casto pocitame s vinovou

(14.5)

funkci, kterd je souCinem soufadnicové a spinové funkce a je symetrickd pfi zaméné
soufadnic a antisymetricka pfi zaméné spinovych proménnych nebo naopak. Pro dva

elektrony napfiklad symetrickou souradnicovou funkci

\P(S)(

=

,@):%m(w(mwb(wa(m]

nasobime antisymetrickou spinovou funkci

=(ewsa)= (o) 2]

nebo antisymetrickou souradnicovou funkci

(@) (

=

,m:%m(mmm—%(m%(m]

nasobime nékterou ze tfi moznych symetrickych spinovych funkci

ollo).
29 (s5,5,0) = %H@GJ@@H
s

Funkce vzniklé nasobenim soufadnicové a spinové casti jsou linearnimi kombinacemi

Slaterovych determinantd. Tak napfiklad
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) wef])] Fewfy) el

Pripomeneme si také, Ze operator slozky z spinu pro soustavu dvou cCastic je

“2lo o 1) +3lo 1)lo )

2 0 1) 201
Plsobenim na jednotlivé spinové funkce zjistujeme, Ze jsou to vlastni funkce tohoto

A

(14.6)

z

2 2

operatoru a vlastnimi hodnotami 0 (pro =®)a 1, 0, -1 (pro tfi rdzné ).

15. Cesta k Bellovym nerovnostem

15.1 EPR paradox

V roce 1935 uverejnili Einstein, Podolsky a Rosen — odtud zkratka EPR — &lanek’’,
ktery (spolu s nasledujici Bohrovou odpovédi*®) ovlivnil na vice jak pdl stoleti Gvahy o tom,
jak dplny je kvantové mechanicky popis fyzikalni

reality (tj. vyvoje zkoumané

soustavy). EPR navrhli mysleny experiment (skuteCny experiment dovolil pokrok

v experimentalnich mozZnostech az v roce 1982), ktery se tykal méfeni na dvou identickych

volnych €asticich ve stavu, popsaném vinovou funkci

1/2

m .m 2 T
WX, X |t)=|——| expsl|— (X=X, +X%X,) —— 15.1
(e [1) {Mht} p{ {4ht( 1% %) 4}} (15D

Lepsi predstavu dava rozklad této funkce do rovinnych vin
‘P(xl,x2|t)=—1 exp il p(xl—x2+x0)—p—2t dp (15.2)
27h h m

Je to klubko tvofené soucinem dvou proti sobé jsoucich rovinnych vin

1 i p° 1 i p°
———eXps — ———t | p———exps—| —pX, ———t 15.3
J27h p{h{pxl 2m }},/Zﬂh p{h[ P om (153)

Einstein, Podolsky a Rosen uvazuji v ¢lanku o stavu v t=0, kdy

" A. Einstein, B. Podolsky and N. Rosen: Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality Be
Considered Complete?, Physical Review 47 (1935), 777-780.

8 N. Bohr: Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality Be Considered Complete?,
Physical Review 48 (1935), 696-702.
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o0

1 i
(%, %)= > hjexp{gD(Xl—X2+Xo)}dp=§(xl—x2+x0) : (15.4)

Budeme meéfit hybnost prvni Castice. Méfeni samoziejmé povede ke zméné vinové

funkce™. V&imnéme si, Ze vinovou funkci (15.4) mdZeme chapat jako

o0

5(X1_X2+Xo):J-Zp(x1)7(—p(xz_xo)dp , (15.5)

—00

kde y, jsou vlastni funkce operatoru hybnosti

Pzp(X)ETazp(XFplp(X) 2, (X)= ﬁexp{%px} . (15.6)

Zmérime-li tedy hybnost prvni Castice a ziskame hodnotu P, ma s jistotou druha Castice
hodnotu —P

T;g;(xl)‘l’(xl,xz)dx1 ZJWGXP{—%P&}ﬂ)&—XﬁXe)d)& =

Wexp{—% P(x, —xo)}

Pro néazornost rozepiSeme postup podrobnéji. VInovou funkci zapisujeme v soufadnicové

(15.7)

representaci, takZe pro stavovy vektor mame

|\P J.J.|682 |681 é’§2)d§ld§2

Nameéfili jsme na prvni Castici vlastni hodnotu operatoru hybnosti P , na druhé ¢astici jsme

neméfili. Projekéni operéator popisujici méreni, kterym plsobime na stavovy vektor je tedy

(PP,

Nakonec vytvofime v soufadnicové representaci vinovou funkci z vysledného (tj. po méfeni)

stavového vektoru promitnutim do vlastnich vektord operator( souradnic

w/<x1,x2>=<x1|P>ﬂ<P|a><2|1|g;> (&, £)0805, = 7 (0) [ 7 (&) ¥ (&% )05
zp(%) w(&)  d(xe-&)

tedy po dosazeni z (15.4) a (15.6) pro druhou Castici skutecné vysledek (15.7).

19 Obecny predpis je nasledujici: namé&Fime-li pro operéator (5 vlastni hodnotu @, zméni se plvodni stav
(,,kolaps vinové funkce*) |l//> na (<a)|g//>)|a)> kde |a)> je pfislusny vlastni vektor: (3|a)>:a)|a)> Zménu
stavu danou mérenim tedy popisujeme nikoliv Schrodingerovou rovnici, ale jako ptisobeni projekéniho operatoru
|a)><a)| na stavovy vektor |l//> .
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Nyni zménime umysl a budeme méfit polohu prvni ¢astice. Postup pocitani bude pIné

analogicky tomu pFi méreni hybnosti. VInovou funkci (15.4) mdzeme také chapat jako

[e]

5(x1—x2+x0)=I¢X(x1)¢x(x2—xo)dx , (15-8)

—00

kde funkce ¢, jsou vlastni funkce operatoru souradnice

Q4. (X)=x¢: (x)=£4:(x) » :(x)=0(x=¢) . (15.9)
Zméfime-li tedy polohu prvni Castice a ziskame hodnotu X, nachdzi se s jistotou druha

Castice v X +x,

J () (% %)% = [ 3(06X) 35 -%, )% =

S(X =%, +%)

(15.10)

Vzdalenost Gastic v dobé méreni mlze byt takova, Ze druha Castice lezi v prostorupodobné
oblasti v soustavé prvni Castice — Ize tedy vyloucit jakykoliv prenos informace o tom, kterou
ze sdruzenych veliCin (hybnost nebo souradnici) budeme u prvni Castice méfit. Presto je
potom pro druhou Castici pfesné dana hodnota jeji hybnosti nebo soufadnice. EPR dochazeji
k zavéru, Ze proto nemlze byt kvantové mechanicky popis Gplny — popis Castice obsahuje
néjaké skryté parametry (hidden variables), které v kvantovém popisu chybéji.

15.2 Bohmova modifikace EPR pokusu

Pfipravit experimentalné stavy popsané vinovou funkci (1.1) neni mozné. Velmi
dllezity krok u€inil proto Bohm?, kdyZ navrhl modifikovanou, ale v principu identickou
verzi pokusu. Pfedpokladejme, Ze mdme molekulu se dvéma atomy, z nichZ kazdy ma spin

1/2 , pfitom celkovy spin molekuly je nulovy. Molekulu rozstépime zpdsobem, ktery neméni

celkovy moment hybnosti. Atomy se zacnou vzdalovat a jejich vzajemna interakce se stava
zanedbatelnou - celkovy spin je vSak stale nulovy. AZ budou atomy vzdaleny
prostorupodobnym intervalem, provedeme na prvnim z nich méfeni projekce spinu do osy z .
Je-li zjisténa orientace kladnd, vime s jistotou, Ze orientace spinu druhé Castice je z&porna.
MizZeme se vSak také rozhodnout, Ze budeme méfit projekci spinu do osy x a opét,
namérime-li urcitou orientaci, vime s jistotou, Ze druha Castice ma orientaci zapornou. To ale
podle EPR znamena, Ze Castice nese skrytou informaci o spinu, kterou kvantovd mechanika

neobsahuje.

% David Bohm: Quantum Theory (prvni vydani Prentice-Hall 1951, nov&jsi vydani Dover Publications),
§22.16.
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Nejprve uvedeme nékolik pfipomenuti popisu spinu. Spinovy stav Castice se spinem

7/2 miZeme popsat pomoci vlastnich hodnot operatoru priimétu spinu do osy z

zeia=gha 3o So)3le)
S R N

Vlastni vektory prlmétu spinu do libovolného sméru dostaneme otocenim vektoru priimétu

(15.11)

spinu do osy z v roviné x—z o polarni Ghel 6 a pak oto¢enim o azimutalni ahel ¢ v roviné

X=y

cosgexp{—if} 15.12
> 5 (15.12)

|+1) = cosZ -isinZ 5, COSQ—ISIHQO'y |+2) =
2 2 2 2 0 .0

sin=exp| i=

2 2

N | S
=i
Qi
|
=i
~—
|
|
| =+
|
=i
~——

—singexp[—if} 15.13
> 5 (15.13)

cosg exp[i f}
2 2

Spinovy stav dvou Castic charakterizujeme stavy dvéma kvantovymi Cisly, dané vlastnimi

—A)=| cosZ-isinZ 6 cosg—ising& -2)=
| > 2 2 ° 2 2 7

hodnotami dvou komutujicich operatorl — druhé mocniny operatoru celkového spinu

§2=82452+25,-S, ajeho primétudoosy z S,=S,,+S,,

A

A A

§2|s,m>:s(s+1)h2|s,m> , §Z|s,m>=mh|s,m> . (15.14)
Tripletovy stavs s=1a m=-1,0,1 m{Zeme zapsat jako

|1'—1>=|—Z>1|—2>21|1,0>=%{|+2>1I—Z>2+|—Z>1|+Z>z}'|1,1>=|+Z>1I+Z>2 (15.15)

a pro nas dllezity singletovy stavs s=0, m=0 jako

0.0)=—{l+2)l-2),-|-2hl+2,} - (15.16)

Vzhledem k transformacnim vztahtm plynoucim z (15.12) a (15.13)
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|[+2)= exp{i%}{cosghﬁ} ~ sin§|—ﬁ>} :

(15.17)
|-2)= exp{—if} {sin€|+ i) + cos€|— ﬁ}}
2 2 2
miZeme singletovy vztah zapsat také jako
1 H H _ ~
|l//>:${|+n>l|_n>2_|_n>l|+n>z} ' (15.18)

15.3 Bellovy nerovnosti

V roce 1964 se podafilo Bellovi®* ukazat, ze pokud by existovaly skryté parametry,
musely by vysledky vhodné zvolené kombinace méreni splfiovat jisté nerovnosti (nyni obecné
nazyvané Bellovy nerovnosti). Pfi méfeni orientace spinu je dokonce mozné navrhnout takové
méreni, kde vypocet nerovnosti pro pravdépodobnosti naméreni rliznych orientaci je mozné
provadét na elementarni Urovni. Potom lze opét jednoduSe provést vypocty pravdépodobnosti
podle kvantové mechaniky a ukaze se, Ze pro jisté situace kvantové mechanické
pravdépodobnosti Bellovy nerovnosti naruduji. Pokud by se experimentélné zjistilo, Ze jsou i
v téchto pfipadech Bellovy nerovnosti splnény, byl by to dllkaz nelplnosti kvantové
mechanického popisu. V opacnem prfipadé by ovSem vysledky vyloucily existenci skrytych
parametrd.

Moderni (mddni?) popis vyZaduje misto méfeni na prvni a druhé ¢astici mluvit o
pozorovatelich Alici a Bobovi. Jejich jednotliva méfeni jsou od sebe vzdalena
prostorupodobnym intervalem, aby se vyloucila jakakoliv moznost interakce mérenych Castic.

Méreni spinové orientace se provadi ve tfech rliznych (ne nutné kolmych) smérech.

21 3. S. Bell: On the Einstein Podolsky Rosen paradox, Physics 1 (1964), 195-200.
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Poget Castice 1 (Alice) Castice 2 (Bob)
N, (+§,+5,+6) = (—é,—ﬁ,—é)
N, (+d,+b,-¢) < (-d,-b,+c)
N, (+d,-b,+¢c) < (-d,+b,-c)
N, (+d,-b,-¢) < (-d,+b,+c)
N, (-a,+b,+¢c) < (+d,-b,-c)
N, (-&,+b,—¢) < (+d,-b,+c)
N, (-&-b+c) < (+d,+b,-c)
N, (-d-b,-c) < (+a,+b,+c)

Vysledek méfeni Boba zAvisi na tom, jaké méfeni zvoli Alice. Jak ale bylo feCeno,
rozhodnuti provadi Alice aZz poté, co jsou Castice oddéleny prostorupodobnym intervalem.
Pokud si Castice nese ve skrytych parametrech informaci o spinové orientaci, mizeme

uvazovat o osmi skupinach castic uvedenych v tabulce. Jednoduchym sectenim pocCtu Castic

v odpovidajicich skupinach dojdeme k tomu, jaka je pravdépodobnost P(+§|+5) toho, Ze

Alice naméFi pro prvni &éstici orientaci +a a Bob naméfi pro druhou &éstici orientaci +b .

Vybereme tfi vhodné kombinace

- N.+N N, +N - N;+N
Plraleb)=etNe  prigiie)=NetNe prg g 2Nt Ny g
S ORI RS

Je zfejmé, Ze
P(+é|+5)§P(+é|+6)+P(+C|+5) : (15.20)

PFitom rovnost by nastala pouze v pfipadé N,=N,=0. Pfi kvantové mechanickém vypoctu

pravdépodobnosti zvolime pro jednoduchost tfi vektory lezici v roviné x—y (podle obrazku).

Q
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Ukazeme podrobngéji vypocet pravdépodobnostiP(+é|+5). Za vektor n ve vyrazu pro

stavovy vektor singletu (15.18) zvolime vektor a , takze mame
1 | = [ =
v) =gz ll+a)l-a), -|-a),|+a),]
Podle vztahl (15.12) a (15.13) mame
o 1 (exp[-ig,/2] o 1 [—exp[-igp,/2]
'+a>‘ﬁ(exp[i¢a/z]J 1= 2( exli, 2]
[
[

- 3[in] gL (wobin

Pro amplitudu pravdépodobnosti dostavame

a dale

A(+é|+5)— 1 (exp[ig, /2] exp[—i(,;b/z])[_exi)[—i¢a/2]]=LsinM

22 explig./2] | 2 2
Nakonec
slip)— =k 2_1 - 20— _l . 2 Pac T Py
P(+a|+b)_‘A(+a|+b)‘ _Esszb_Essz (15.21)

Podobné postupujeme pfi vypoctu dalSich dvou pravdépodobnosti (pfi vypoctu P(+ C |+5) je
pfirozené vyhodné zvolit za fi vektor C ). Mame tak

P(+ é|+5) :%sinz—%C e
(15.22)

P(+§|+6)=%sin2% , P(+C|+5)=%sin2% _

Zjevné naruseni Bellovy nerovnosti (15.20) dostavame napfiklad pro ¢, =@, =p<7z/4, kdy

by mélo platit

sin2¢s25in2% = cosgsg : (15.23)
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15.4 Experimenty s fotony
Je mnohem jednodussi pfipravit singletovy stav dvou fotond neZ napfiklad dvou

protond. Proto vSechny presné experimenty byly provadény s fotony. V experimentech se

Mrivewvs

nedokonalosti detektor(i. Uvedeme dikaz?* jednoho z mnoha vysledkd. S oznagenim

pravdépodobnosti  koincidenci pfi detekci obou fotonl po prichodu polarizatory

orientovanymi ve sméru & (Alice) a b (Bob) — oba P++(é,5), 7adny Pﬁ(é,B), pouze Alice

P (3,5) apouze Bob P, (3,5) — vytvorime veliginu

Pro Ctyfi orientace se pocita

s(a.a ,5,5’):‘E(é,5)i E(a.b’) +‘E(é’ b)FE(a b) (15.24)
Bellova nerovnost je v tomto pfipadé
s(a,a’,B,B’)sz . (15.25)
Uvedme pfedem, Ze kvantové mechanicky vypocet dava
S = SM(0°,45°,22,5°,67,5%) = 2/2 (15.26)

a je experimentalné potvrzen.

Predpokladejme tedy existenci skrytého parametru A s rozlozenim pravdépodobnosti

vyskytu f (1), J.dﬂ f(4)=1. Vyraz pro E(é,B) mliZeme prepsat na

E(é,B)_J'd/i f(2){P.(a,2)-P (2, 2)}{P.(5,2)-P (5,4)|

A(a,2)

B(b.4)
Veliciny P jako pravdépodobnosti nabyvaji hodnot mezi nulou a jedni¢kou, takze pro veliiny

A a B plati nerovnosti
A@ <1, [B(B.4)<1
Vytvorime absolutni hodnotu ze sougtu & rozdilu funkce E se stejnym . ale réiznym b a b’
E(a.6)+E(a.b6')|=|[02 F (2) A8, 2)[B(5.2)£B(6',2) |

ProtozZe pro libovolnou funkci U F (x)dx‘sﬂF (x)‘dx, mliZeme psat

22 ], S. Bell: Bertlmann’s socks and the nature of reality, Journal de Physique 42 (1981), C2, 41-61.
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‘E(é,ﬁ)iE(é,B’)

<[d2t(2)|A@E.2)[B(B.2)£B(6",2) .
Protoze v3ak |A(d, 2)|<1, miizeme dale psat

‘E(é,ﬁ)iE(é,B’)

<[dat(2)B(6.4)£B(8".4) -
Podobné dostaneme nerovnost

‘E(é’,ﬁ)i E(a’.b')

<[drt(2)B(5.2)7B(5',2) -

Oba vztahy seCteme

Opét plati ‘B(B,z)‘ﬂ a ‘B(B’,z)‘gl, takZe vyraz ve sloZenych zavorkach bude nejvyse
roven dvéma. Dostavame tak zobecnénou Bellovu nerovnost (15.25)

‘E(é,ﬁ)iE(é,B’)

+‘E(§’,5)$ E(a’,b')

<2 . (15.27)
Tim je diikaz ukoncen.
Zaména spinovych stav(i €astic se spinem 1/2 polarizanimi stavy foton( je umoznéna

identickymi maticemi hustoty. Ekvivalentni stavy jsou uvedeny v tabulce.

Spin Polarizace
|+2) < £=8,
|-2) = E=§,
|+x) = §=i(éx+éy)

|- x) & E=
ex [if}h ) o &=
p 4 y =

2
1
2
1
2
exp[—ig—”ﬁ—y} o Fot
4 V2

Nasledujici obrazek ukazuje, Ze experimenty dokazujici naruseni Bellovych nerovnosti nejsou

omezeny na fyzikalni laboratofe. V uvedeném pripadé® se fotony vydaly po kabelech

2 \W. Tittel, J. Brendel, H. Zbinden, and N. Gisin: Violation of Bell Inequalities by Photons More Than
10
km Apart, Phys. Rev. Letters 81 (1998), 3563-3566.
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Svycarské posty ze Zenevy do dvou blizkych vesnic, kde byly na postovnich Gfadech

umistény interferometry s potfebnymi detektory.

16. Jakou drahu prosla castice?

16.1 Elementarni popis interference dvou svazki

UvaZzujme dva zcela koherentni zdroje kulovych vin (pro jednoduchost budeme pocitat

jen v rovinném fezu, tj. v roviné z=0) v roviné y=0 vzdalené 2d

1 ikr, 1 ikn _i%t
y/(x,y,t):{r_eka_i_r_ekb}e 2 ,
b

a

kde

n=y(x+d)’+y?> , n=y(x=d) +y?

PFi pfechodu k eliptickym soufadnicim

r=fath g LTh  gog<r |, —d<s<d
2 2

méame

i[kr—%tj

e 2r? S

W= >—1C0sks —i—sinks
ro ro-s r

DalSim vypoCtem dostavame pro hustotu

2 2
. 2r 2 S) .,
= = cos“ks+|—1| sin“ks
PpP=yy [I’Z—SZJ{ (r} }

Pro velké hodnoty y a malé hodnoty x mdZeme psat pfiblizné

(16.1)

(16.2)

(16.3)

(16.4)

(16.5)



takZe dostavame obvykly interferen¢ni vztah
pi%0052(¥8in9j . (16.6)

16.2 Which-path (Welcher-Weg)?
Predstavme si, Ze za dvojStérbinou umistime detektor (nebudeme zatim uvazovat o jeho
provedeni, jen musime predpokladat, Zze pfi jeho ,,vypnuti“ nic nebrani volnému pohybu
interferujici castice). Schematicky je usporadani na obrazku®*. Po prlchodu $térbinami

budeme mit provazany stav Castice a detektoru

)=o) +lv)lo;)] - a57)

B
-
B

»Which-way* detektor

A A Y
|Dy)) = [D,)

'— nebo e

=-9/20 1 |p)>9))

dvojstérbina stinitko

Jednodussi postup pfi popisu experimentu je ten, Ze pro volnou ¢astici zvolime soufadnicovou

representaci, takze mame

() = Ll 2) + (o) [22) = [ (IR} +va()22)] - 69)

Potom pro hustotu pravdépodobnosti nalezeni Castice v okoli bodu o soufadnici x (o stavy

detektoru se nezajimame) dostavame
2
p(x)=(X[¥){¥|x)=|(x| %) =

2 2 L (16.9)
2o 0 (0 2Re{ (2, [0, (3 )

4 3.M. Tan and D.F. Walls: Loss of coherence in interferometry, Physical Review A 47 (1993), 4663-
4676.
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Jsou-li vektory stavu detektoru ortogonalni (tj. pokud bychom stav detektoru zjistovali,

budeme s jistotou védét, kterou ze Stérbin Castice prosla) zmizi interference a dostavame
1
(9,/9,)=0 = p(x) =§(\%(x)\2 vz (9f) (16.10)

Jestlize detektor ,,vypneme*, je detektor v zakladnim stavu, tj. |D,)=|D,)=|D,) a dostaneme

pfirozené interferencni obrazec s maximalni viditelnosti
1 -
(9,9,)=1 = p(x)zz[‘%(x)‘z+‘;y2(x)‘2+2Re{z//2(x)z//l(x)ﬂ . (16.11)
Viditelnost spocteme tak, Ze zapiseme (D, |D, )= K@ 1D, >‘exp[ i 5], v, (x ‘;//1 ‘exp[ 4]

a v, (x)=|w, (x)|exp[ig,], takze z (16.9) mame

p(x) =5 s (0 +lwa (0 + 21, D)l eos( -4 -0) ] 16.42)
a odsud vyraz pro viditelnost

pmax(x) pmln 2‘ @ |© H l’//1|l//2 ‘
pmax(x)+pmln( ) ‘Wl ‘ +“//2 ‘

Obecngjsi pfistup vyzaduje uZziti pojmu matice hustoty. Kvantové mechanickou soustavu

B(x)=

(16.13)

mizeme popsat vinovou funkci pouze tehdy, je-li izolovand — neinteraguje s okolim.
V opacném pripadé je mozné soustavu popsat pouze méné urcitym zplisobem, a tento popis je
pravé vyjadren operatorem matice hustoty p . Bez dal$iho rozboru a diikazd uvedeme jen dvé
pro nédS experiment podstatnd tvrzeni: Stfedni hodnota vysledku méreni fyzikalni veliCiny

s operatorem F je dan stopou®®
<|f>=Tr{,3|f} (16.14)
a v pfipadé, Ze je soustava popsana stavovym vektorem |<I>> , je matice hustoty dana vyrazem
p=|d)®| . (16.15)
To je pravé nas pripad. Bude nas tedy zajimat pravdépodobnost nalezeni Castice v bodé x a

detektoru ve stavu |D,), ¢emuZ odpovida operator |x)|D,)(D,|(x|. Za bazi Hilbertova

% Stopa operatoru O je definovéna takto: Mé&jme v Hilbertové prostoru ngjakou ortonormalni bazi

{| a>} . Pomoci této baze vytvofime maticové elementy <a|O|b> . Potom stejné jako v algebfe stopa je soucet

diagonalnich elementl Tr{é} :za<a|é|a> , vV bazi mohutnosti kontinua pak Tr{é} =J-XdX<X|OA | X> .
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prostoru bude vyhodné zvolit {|§>‘Dﬂ>}, tedy bazi tvorfenou vlastnimi vektory operatoru
soufadnice Castice a operétoru stavu detektoru. (Stavy |D,) a |D,) jsou superpozici riiznych

stavii| D, ) ) Méme potitat p(a,x)=Tr{|¥){*¥||x)(x|| D, )}{D, [} tedy
p(a,X) Id5< o[ (€l R [ ¥)(x]|B. ) (P, [|£)] D) +
—ZJMD [(£llp)| D)2 w2 |[x)(x][D, ){D, [|£)[D,) +
—ZJMD [(llw)l ) (21 (sl ¥} (x][D, ){D, [|£)[ D) +
—ZIddD [(llw2)l D). [y ) ([ P.)(D.]I€)[D,)

S vyuzitim ortonormality

(K&)=6(x=¢) . (B,|D,)=5,,
miZeme predchozi vyraz zredukovat na pfehledny tvar
p(a,x) U% ), 1D +|w, (x) (D, |2,) +

(16.16)

i (X)w, (1)(D, 1D.)(2,|D,) + v (v (x) (24D, ) (D, ;) ] -
Je hned vidét (v kazdém €lenu vznika jednotkovy operétorza|Da><Da|:IA), 7e sectenim

pravdépodobnosti (16.16) pres stavy detektoru dostaneme vyraz (16.9)
)=2p(ex) Ue//l X+l (9 +2Rel(®, [2,)p, (wa ()} | - (16.27)

Naopak pravdépodobnost nalezeni detektoru ve stavu |Da> ziskdme integraci pres vSechny

moZné polohy Céstice

=Idxp(a,x):
1 2 ) - (16.18)
3101220 + (D, [2.)f +2Re{(: |1 )(D.|2)(D.[2,)}
kde jsme polozili
(Walvi) =[xy, C)pi (%) + (malwa)=(w.lw)=1 (16.19)
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16.3 Interference fulleren(
V roce 1999 uvefejnila skupina prof. Zeilingera z Videfiské university &lanek®® o
interferenci molekul C,,. Na spodnim obréazku je profil svazku dopadajiciho na difrak¢ni
mfiZku, horni obrazek ukazuje profil svazku po difrakci. Jak ale mohou molekuly interferovat,

kdyz vysilaji fotony, které mohou byt v principu pouZity pro detekci trajektorie?

1200 a b

Countsin50s

Countsinis

. expii K| —T,
®,(F)=(F|D,)=C {|F—|f| ) :
R 16.20
N exp{iK|[F -1y (16:20)
®,(r)=(r|D,)=C Pt '
L
funkce odpovidaji emitovanému fotonu. Potom je
[o,(r)@,(r)d°r
(16.21)

Jﬂ@ \d Jﬂ«p For

Zavedenim eliptickych soufadnic

% M. Arndt, O. Nairz, J. Vos-Andreae, C. Keller, G. Van der Zouw, and A. Zeilinger: Wave-particle
duality of Cgo molecules, Nature 401 (1999), 680-682.
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(E+n) , [F-T|=2(&-n) . (16.22)

dostavame

1
jjexp{i Kdzpldpde
- _sinKd

(D,|D,) = lim 21— ) < (16.23)
Jgg_ﬂdndf
S+n
-1
1
Pro v prliméru N vyzarenych foton( je pak
N
sinK d
D, |D,)= . 16.24
(B0 SR 1624

Vzdalenost $térbin je d =1um, vinova délka fotond je Fadové 10um, a odhadovany prlmérny

pocet fotond emitovanych béhem letu fulerenové molekuly je jeden aZ dva. Je tedy

3
2

. N sin—

sinK d 10
<D1|D2>=( < j o= | =090 . (16.25)

10

Je tedy vtomto pfipadé emise dlouhovinnych foton( $patnou ,,znackou“ pro nalezeni

»SkuteCné“ trajektorie a viditelnost interferencniho obrazce je jen velmi malo sniZena.
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