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1. Termodynamické zakony*

V termodynamice je vhodné uvaZzovat o soustavach izolovanych (Zadnd vyména
s okolim), uzavienych (zavérnou sténou mlzZe dochazet k vyméné tepla s okolim) a
otevienych (zavérnou sténou mUlZe dochazet jak k vyméné tepla, tak hmotnych &astic
s okolim). Termodynamicke zakony se tykaji soustav uzavienych, nékdy v rozsifeni i soustav
otevienych.
1.1 Nulta véta

Dveé soustavy, které jsou kazda v termodynamickeé rovnovaze se soustavou treti, jsou
také ve vzajemné termodynamické rovnovaze.
1.2 Prvnivéta

Energie se zachovavd. MnoZstvi energie uloZené v soustavé (jeji vnitfni energie) se
miZe zvétsit o teplo dodané soustavé nebo zmensit o préci, kterou soustava vykona na okoli.

Experimentalné je ovéreno, Ze pro libovolny uzavreny cyklus plati

$(dQ-dR)=0 . (1.1)
Odsud pak plyne existence stavové funkce — vnitfni energie
dU =dQ-dR . (1.2)

Ve statistické fyzice definujeme zobecnénou silu sdruzenou s parametrem o jako (2.37), takze
S Nni spojenou praci zapiSeme jako
dR=f da . (1.3)
Neékolik priklad(l podava tento zépis
dR=PdV —ocdA—E-dP-H-dM —gde — xdN . (1.4)
Ve vztahu (1.4) vystupuji jako zobecnéné sily f_, postupné P (tlak), o (povrchové napéti), E

(intenzita elektrickeého pole), H (intenzita magnetického pole), ¢ (elektrostaticky potencial)
a J (chemicky potencial). K zobecnénym silam pfislusi sdruzené parametry « , tj. V
(objem), A (plocha povrchu), P (polarizace), M (magnetizace), e (elektricky néboj) a N
(poCet Castic soustavy).
1.3 Druhé véta

Teplo proudi samovolné od mist s vyssi teplotou k mistdm s nizsi teplotou. Tato

ponékud zjednoduSena formulace ma nékolik pfesnéjsich verzi:

! Tato a nasledujici kapitola pfedstavuji struéné predstaveni zakladnich pojmd, které se v termodynamice a

statistické fyzice objevuji.



1) Neni mozné sestrojit stroj, ktery by pfi cyklickém provozu nemél jiny ucinek
nez vykonavani prace na ukor odvodu tepla z rezervoaru (Kelvin).

(2) Neni mozné sestrojit stroj, ktery by pfi cyklickém provozu nemél jiny GcCinek
nez prevod tepla od chladnégjSiho k teplejSimu télesu (Clausius).

(3) Zména entropie soustavy a jejiho okoli (nebo zména entropie isolované
soustavy) je vZdy nezaporna a nulové hodnoty dosahuje jen pro vratné déje.

Pro vratné déje plati

dQ
—~-0 |, 1.5
fe =
odkud plyne existence diferencialu
dQ
dS=— . 1.6
= (1.6)
Pro nevratné déje je
a (dQ 2
jE—Q<<ﬁdS:O - J—Q<jdszAs , (L.7)
. T rev 1 T 1
tedy obecné pro zménu entropie pfi pfechodu z jednoho do druhého stavu
AS>0 . (1.8)
A
fu AQIZ 1

adiabata

1.4 Treti véta

Rozdil v entropii mezi stavy spojenymi vratnym déjem jde k nule v limité T — OK.

Jina formulace: Je nemozné dosahnout absolutni nuly kone¢nym poctem krok( vratného déje.

Disledkem treti véty je, Ze nékteré derivace entropie se limitné blizi nule pro T — 0K. Ve

statistické fyzice je entropie definovana vztahem (2.22)



S=—k; > w, Inw, . (1.9)

v v

w, = 1.10
k { 3 Eo:| (1.10)
> exp| -
- kg T
Pro T — OK dostavame
1 E.=E
W, (T=0K)=49 : (1.11)
0 E>E,
kde g je degenerace zakladniho stavu. Dosazeni (1.11) do (1.9) dava
S(T=0K)=kzIng . (1.12)

2. Statisticka fyzika a termodynamické veliciny

2.1 Mikrokanonické, kanonické, a velké kanonické rozdéleni

V nazvu vyjmenovana statistickd rozdéleni odpovidaji soustavé izolované, soustavé
vymeénujici si energii s okolim a soustavé, které kromé vymény energie mize s okolim ménit i
Castice. Nejvice pozornosti budeme vénovat soustavam, popsanym kanonickym rozdélenim.
Mikrokanonické rozdéleni pro izolovanou soustavu je jednoduché: pravdépodobnost nalezeni

stavu se zadanou energii (uvazujeme diskrétni energiové hladiny) je
P(E)=—= . (2.1)

kde Q(E) je pocet stavl s danou energii. Kazdy stav s energii E je stejné pravdépodobny
s pravdépodobnosti danou (2.1), pravdépodobnost stavl s energii riznou od E je nulova.
Entropie soustavy je definovana jako
S(E)=kg INQ(E) . (2.2)
Entropie dvou neinteragujicich soustav je souctem jednotlivych entropii
Q(E, E,)=0(E)Q,(E,) = S(E.E,)=S,(E)+S,(E,) . (2.3)
Jestlize si po spojeni mohou soustavy vyménovat energii (ale jejich spojeni nezméni

vyznamneé rozlozeni energiovych hladin) a celkovéa energie je E,, = E, +E,, dostavame



Q(En)= D (B ), (En—E)=

{&}
_ (2.4)
Zexp SlliEl>_|_SZ<E|t(0t El)] .

{&:}

Pro ur€itou hodnotu E,=E, ma exponencialni funkce ostré maximum, hodnotu E, ziskame z

9S,(E) 9S,(Ew—E)

=0 . 2.5
OE OE (25)

E-E.
Takto dostdvame nejjednodussi formu druhé termodynamické véty (ve formé ,entropie
neklesa®)
S(Ew)~S,(E,)+S,(Ex—E,)>S,(E)+S,(E,) - (2.6)
2.2 Statisticka suma
Pro soustavy s kanonickym rozdélenim je nejdlleZitéjSi charakteristikou statisticka
suma. Nachazi-li se rovnovazna soustava v jednom z N moznych stavl (pfedpokladejme pro
jednoduchost, Ze rdizné stavy maji rliznou energii), je pravdépodobnost nalezeni soustavy ve

stavu s energii E,

1 E
W, = —exp| ——= , 2.7
R e

kde kg je Boltzmannova konstanta, T je termodynamicka teplota a Z je statisticka suma
N

E.

Z=) exp|——.

Sod -

Je-li |n> stav soustavy popsané hamiltonianem H dany feSenim stacionarni

} . (2.8)

Schrédingerovy rovnice

H Iny=E,|n) (2.9)

A

a A kvantové — mechanicky operator néjaké fyzikalni veliCiny, spocteme ocCekavanou

hodnotu této veliCiny jako

<A>:%z<n|,&|n>exp{— k?l’} . (2.10)

[n)
Statisticka suma se objevuje ve vyrazu pro pravdépodobnost z pfirozeného pozadavku
normovani. Jak ale vznikd Boltzmanndv vyraz? UvaZujme o soustavé S v rovnovaze
s velikym tepelnym rezervoarem H o dané ,teploté” (uvozovky proto, Ze jeSté pojem teplota

nemame definovan). Rovnovahou mame na mysli, Ze soustava a rezervoar jsou vazany slabg,



ale po velmi dlouhou dobu, Ze vSechny ,,rychlé* procesy interakce uz probéhly a pfipadne

»pomale” jeSté nenastaly. Energie tepelného rezervoaru H, , jsou mnohem Vvétsi nez energie
soustavy E, pro vSechna m, n a vzhledem k ,velikosti“ rezervoaru jsou energie H,

rozloZeny témeér spojité. SoucCet energie soustavy a energie rezervoaru nebude presné znam
(rezervoar neni izolovan od okoli), ale neurcitost A bude relativné velmi mala.

Uvazujme dva riizné stavy soustavy, které maji stejnou energii E, =E,. Libovolné maly

vliv mlize prevést soustavu ze stavu r do stavu s, ale také naopak ze stavu s do stavu r.
Predpokladame velmi dlouhou dobu interakce soustavy a rezervoaru, takze se vSechny tyto

prechody uskutecnily. Musi potom byt pravdépodobnost nalezeni soustavy v rliznych stavech

se stejnou energii stejnd. OznaCme p(Hn) hustotu poctu stavli (podet stavil na jednotkovy
interval energie) tepelného rezervoaru H v okoli energie H +A.

At celkova energie soustavy a rezervoaru je E+A. Pravdépodobnost W(En), ze
soustava S se naléza ve stavu s energii E, je Umérna poctu zplisobU, jak miZe soustava tuto
energii nabyt, tedy k p(E—E,)-2A, tj. poctu stavli rezervoéru, které vedou k uvazované

celkové energii. Mame tak

w(E,) _ p(E-E,)
w(E,) p(E-E,)

ProtoZze E, < E, mizeme v Taylorové rozvoji ponechat jen prvni dva €leny

:exp[lnp(E—En)—Inp(E—En,)} . (2.11)

Inp(E-E,)=Inp(E)+ A(E)(E-E,) ﬂ(E)=f—Elnp(E) (2.12)
\\/lvv((gn))ZEXp[_ﬁ(En‘En/ﬂ = Ww(E,)cexp[-SE,] . (2.13)

Pfedpokladame, ze S(E)= /8 =konst. Tepelny rezervoar, ktery uréuje pravdépodobnosti méa

témeér spojité spektrum a Zadnou charakteristickou energii — nesmi tedy vysledky zaviset na

aditivni konstanté

fla) _Ta*e) () -explacsb] . (2.14)

f(e,) f(e,+¢)

Standardni zavedeni termodynamickeé teploty T dostavame ze vztahu

1
p= kB_T - (2.15)



Uvazujme ted' dvé soustavy Sa a Sg V tepelné rovnovaze, s energiemi A a B;. Ukazeme, Ze

predpoklad o tom, Ze soustavy maji stejnou teplotu vede ke konsistentnim vysledkim. Pro

spojenou soustavu je pravdépodobnost stavu s energii A + B,

) exp[—ﬂ(A+Bj)] _ exp[-BA] exp[-5B]

wo(A+B;)= . 216
Mo (A ) S A (A 8] Sl AT Sed g5, |

Pocitejme ted pravdépodobnost toho, Ze soustava Sa ma energii A a pravdépodobnost toho,

Ze soustava Sg ma energii B,

ool o] [ oyl | ot on
Zexp ﬂAn Zexp [-5B,] ;exp[—ﬂ%]

WA+B(A) :WA(A) )

(2.17)

exp[-BA] | exp[-5B;|  exp-BB] —w
A+B( ) ZZGXD ﬂAﬂ Zexp ﬂB Zn:exp[—/i’Bn]_ B(Bj)

Srovnani (2.17) a (2.16) dava ocekavané vysledky pro pravdépodobnosti
A+B(Ai+B ) A+B(A1)WA+B(Bj):WA(A)WB(Bj) : (2.18)

2.3 Termodynamické veli€iny
Vyraz pro volnou energii F dostavame ze zapisu Gibbsova rozdéleni

1 E F-E
=—¢ e L, 2.19
Y YA Xp{k T} Xp{ kg T } (2.19)

takZe z normovaci podminky

Zw _exp{ }Zexp{ }_exp{ F }Z =1 (2.20)
ke T
plyne po zlogaritmovani
=—ksTInZ . (2.21)
Entropie je definovana jako
S=—k; > w,Inw, . (2.22)
Dosadime-li do tohoto vyrazu za w,. dostavame
E
S=ksInZ + 2 - . 2.23
S S it 029

To ale je totéZ, jako zporné vzata derivace volné energie podle teploty, takZze mame



S= _oF (2.24)
oT |,
Vnitfni energie je
1 E
U==) E, exp| —— . 2.25
- Z ' p{ kBT} (2.25)
S pomoci vztahu (2.21) dostdvdme vyraz (2.25) pro vnitfni energii jako
U :_Tzi(ij _r_7%F :il(ij | (2.26)
oT\T ), ar|, at\T
T v
Srovnani (2.24) a (2.26) dava
F=U-TS . (2.27)
Pro specifické teplo pfi konstantnim objemu mame
2
V:% :i{F_Tﬁ ] __19 'Z (2.28)
or|, or oT |, ! oT|,
Vyraz pro tlak je
oE
P=—>»w —" 2.29
2oy (229)
Tento vyraz ziskame derivovanim (2.21)
p__F (2.30)
oV |,
2.4 Hellmandv — Feynman(v teorém
Tlak midzeme definovat pomoci kvantové — mechanického operatoru jako
oH
P=>»w(n|l———n) . 231
>, (nf- ) 23)
Tato definice bude v souhlasu s pfedchozi, pokud plati
<n|a—H n) = o, (2.32)
oV oV

DokaZeme obecngjSi tvrzeni. Hamiltonian necht’ zAvisi na néjakém parametru o. Ze

Schrodingerovy rovnice mame soubor vlastnich vektor( a vlastnich hodnot
I:I(a)|n,a>:En(a)|n,a> . (2.33)

Vektory jsou normované, takze

10



En(a):<n,a|l:|(a)|n,a> , <n,a|n, >=1 . (2.34)

Derivovanim téchto vztah( dostavame

) S () () -

oH d oH (239)
<”|—a n)+ En£(<”| ) =( |£ n)
Tim jsme dokézali Hellman(v — Feynman(v teorém
@) 2@y gy (2.39)

oa ' o
Ve statistické fyzice nam tento teorém umoZfiuje pocitat zobecnénou silu sdruzenou

S parametrem a

oH 1 «0oE E
f,=> w(n-——n=—= nexp{— L } : (2.37)
Zn: < | oa > ZZ oa kg T

n

2.5 Entropie
Vztah pro entropii (2.24)

_oF
ot

(2.38)

\

plati pro soustavu v termodynamické rovnovaze. Vyvoj nerovnovazné soustavy se déje vzdy

tak, ze entropie roste. OznaCme V, . amplitudu pravdépodobnosti toho, ze za jednotku Casu

prejde soustava ze stavu n do stavu m. MizZeme tedy psat

dWm 2 2
dt = ;’Vnm W, — ;’an Wy, - (239)
Pro pravdépodobnosti pfechodl plati ’Vnm i =’an *. Proto je
dw,
=0 . 2.40
%‘, it (2.40)
Pocitejme ted’ zménu entropie
ds dw dw dw,
— ——k | —m_k n—_k | m 2.41
dt B;nw”” dt Bzm: dt B;nw”” dt (240
Dosazenim z (2.39) dostavame
d—Szk Z’V 2(W —w, )Inw =k—BZ’V 2(w -w,)(Inw, —Inw,) . (2.42)
dt B o nm m n m 2 o nm m n m n

11



ProtoZe logaritmus je monotonné rostouci funkce, dostdvame znamy vysledek pro ¢asovou
zmenu entropie

ds
—=2>0 . 2.43
ot (2.43)

Vnitfni energie U, volna energie F i entropie S soustavy sloZzené z vice nezavislych
podsoustav jsou veliCiny aditivni. StaCi ukazat to pro dvé podsoustavy A a B. Pro vnitini

energii plyne aditivnost z nezavislosti podsoustav
UA+B:UA+UB ) (2.44)

Pro volnou energii mame

P S
i,]

(2.45)
_kBT (lnzexp[_ﬁ EiA:|+|nZexp|:_ﬁ EJB:IJ — FA + FB
i j
Pro entropii pak
SAE = —ky Y wAw] In(wfw} ) =
i
—kg DowE Y Wt Inw kg Dow Y wl Inwp = 8"+ 8° (2.46)
i i i i

=1 =1

3. Termodynamicke déje a veli€iny

3.1 Teplota
Termodynamické veli€iny jsou ty fyzikalni veliCiny, které charakterizuji makroskopicky

stav soustavy. Uvazujme dveé télesa nachazejici se v tepelné rovnovaze a tvorici dohromady
uzavienou soustavu. Pro danou energii U=U,+U, ma entropie S=S,(U,)+S,(U,)
maximalni hodnotu. Pfi pevné dané hodnoté U miiZeme entropii chapat jako funkci jediné

proménné U, , takze podminku maxima entropii zapiSeme jako

os| o . ds  ds,du, ds, ds,
AU, |, du, du,du, du, du,

Tuto Gvahu mdZeme samoziejmé zobecnit na libovolné mnoZstvi podsoustav. Je-li tedy
soustava v termodynamické rovnovaze, je derivace entropie podle energie v celé soustavé
konstantni. PFevracenou hodnotu této veli¢iny nazyvame termodynamicka teplota
ds 1
=~ _- (3.1)
du T

12



Méjme ted dvé podsoustavy, které jako celek tvofi uzavienou soustavu, ale jejichz teploty T,

a T, jsou rozdilné. PFi ustanovovani rovnovéahy bude entropie celé soustavy rdst, tj. bude?

>0

Tl TZ

ds ds du, ds,du, (1 1)dy,
dt  du, dt = du, dt dt

Je-li T,>T,, je dU,/dt>0 a dU,/dt<0: energie pfechazi od podsoustavy s vyssi teplotou

k soustaveé s nizsi teplotou.
3.2 Adiabaticky dgj

UvaZzujme tepelné isolovanou soustavu ve vnéjSich podminkéch, které se méni velmi
pomalu. Tim rozumime, Ze rychlost pfechodu k rovnovadze podsoustav dané soustavy je

mnohem veétSi nez rychlost zmény vnéjSich podminek. Charakterizujme tyto podminky

néjakym parametrem lzﬂ(t). Pro Casovou zménu entropie soustavy danou zménou
parametru plati ( A=konst.>0

2
dS_A[d/l] _ ds_,da

=2 _ A2 = _ A=
dt dt dAa dt

Pokud by totiz pro S=S(d.2/dt) Taylorlv rozvoj obsahoval ¢len nultého fadu, ménila by se

entropie i pfi konstantnich hodnotach vnéjsiho parametru a pokud by obsahoval €len prvniho
fadu, mohla by entropie také klesat. Mame tedy

d—/l -0 = d—S —0 (3.2)
dt dA
takZe adiabaticky déj je déjem vratnym.

Z definice vnitfni energie mdéme U =H (p,q;/l) , kde H je Hamiltonova funkce. Plati

dH OH 0H d4
dt ot oA dt
Mame pak®

dU dH 9H da

du _dH _oJHd4 (3.3)
dt  dt 94 dt

Na druhé strané mlzeme psat pfimo

2 P¥i Gpravé vyuzijeme zachovani celkové energie, tj. dU /dt=0=-dU, /dt=—dU,/dt.

® Veliginu d/l/dt jako zadanou funkci ¢asu mGzeme vytknout z operace stfedni hodnoty.
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| da 34)
dt 94| dt
Porovnani (3.3) a (3.4) dava vztah
oH _oJp (3.5)
o4 04|

ktery umoziuje pocitat termodynamickym zplsobem stfedni hodnoty. Toho hned vyuzijeme

—

pfi vypoCtu tlaku. Parametrem A v Hamiltonové funkci bude prdvodic F elementu da

povrchu, ohrani¢ujici soustavu. Sila, kterou soustava plsobi na povrch je If:—(‘)H/af.
Pogitame-li stfedni hodnotu této sily, mame*
OH  oU

F__0H_
or or

_ulov v
PRGN,

da

S S

Odtud pak tlak, tj. velikost sily, kterou plisobi soustava na jednotku plochy povrchu

Y
v

(3.6)

S
Pfi definici teploty (3.1) jsme nebrali v Uvahu mozné zmeény vnitini energie dané zmeénou
objemu soustavy, presnéjsi vyjadreni teploty tedy bude

U

T=2
0S

(3.7)

\
Spojenim dvou vySe uvedenych vztahll dostdvame jednu z nejdllezitéjSich rovnic

termodynamiky soustav v tepelné rovnovaze

dUu=TdS—Pdv . (3.8)
Malou Upravou dostavame rovnici
ds=tqu+Pav = 95/ _P
T T ovi, T

Predstavime si ted” uzavienou soustavu rozdélenou na dvé podsoustavy v termodynamické

rovnovaze objemd V, a V,. Obdobnym postupem jako pfi odvozeni (3.1) dojdeme k tomu, Ze

nejen teplota, ale i tlak je v celé soustavé konstantni.
3.3 Préce a mnozstvi tepla

Vnéjsi sily mohou konat nad soustavou préci — napf. ménit polohu tézisté, pfemistovat

soustavu Vv prostoru a podobné. V termodynamice je ovSem podstatny pfipad, kdy se méni

* Ve sférickych soutadnicich dV =r®drsindd@dp=dré, -da.

14



objem soustavy. Uvazime-li, Ze sila, plisobici na jednotkovou plosku povrchu soustavy je tlak

a ze soucin elementu plochy a jeho posunuti je zménou objemu, dostavame pro praci
vykonanou za jednotku &asu nad soustavou R pfi zméné objemu vztah®

(&)
dR _ I:)dV

dt dt

, (3.9)

pFitom pfi stlageni dV /dt<0 je prace vykonana nad soustavoudR' /dt>0. V obecném
pripadé, kdy soustava neni tepelné isolovana, je prirlistek vnitini energie dan nejen praci
vykonanou nad soustavou, ale také prijatym teplem, respektive pfijatym teplem zmensenym o

hodnotu soustavou vykonané prace

8
QU _drRT dQ_4dQ drR (3.10)
dt  dt | dt  dt dt

Kladné je teplo, pfijaté soustavou od okoli. Pokud je prace vyjadiena vztahem (3.9), mizZeme
psat
du dQ P dv

dt  dt dt

Jestlize se soustava pfi déji nachazi stale v tepelné rovnovaze (ne nutné s okolim), mizeme
vyuzit vztahu (3.8) a psat
d_Lds dv
dt dt dt
pro mnoZstvi prijatého tepla mame tedy
dQ_ds

= 3.11
dt dt (.10

Samotné veliCiny, tj. soustavou vykonana prace dRa mnoZzstvi tepla dQ, nejsou v obecnosti
diferencialy néjakych funkci, coz vyjadfujeme i znacenim.
MnozZstvi tepla nutné pro zvyseni teploty soustavy o jednotku teploty se nazyva

tepelna kapacita. Tato zavisi na podminkach, pfi kterych dochazi k zahfivani. ObycCejné se

sleduji dvé hodnoty, a to

C, :T8_S : CF,:Ta—S (3.12)
aT|, oT|,
® Indexem (e) zna¢ime praci nad soustavou, plati tedy R =_R.
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4. Vztahy mezi termodynamickymi veliCinami a jejich derivacemi
4.1 Dalsi termodynamické veli¢iny
ZUstava-li pri déji objem konstantni, je podle prvni véty (zachovani energie)
dUu =dQ — PdVv (4.1)
mnozstvi absorbovaného tepla rovno pfirlistku vnitini energie dQ=dU . Pro soustavu v

rovnovaze mame dQ=T dS, takZe pro vnitini energii mame

dU=TdS—Pdv |, (4.2)
odkud plyne®
T o
25, v,

JestliZze probiha déj pfi konstantnim tlaku, miZeme Legendreovou transformaci
W =U + PV (4.4)
zapsat mnozstvi prijatého tepla jako diferencial entalpie dQ=dW . Pro soustavu v rovnovaze

mame dQ=T dS, takZe pro entalpii dostdvame

dW =TdS+VdP , (4.5)
odkud potom
T_W W (4.6)
oS |, 0P|,
Pro dV =0 resp. dP=0 plati
oU oW
dQ=C,dT=— dT , dQ=C,dT =— dT
Q=C oT |, Q P aT |,
odkud ziskavame vyraz pro tepelné kapacity
oU oW
C, =—| |, = 4.7
Yooty "ot |, @7
Préace vykonana soustavou pfi vratném isotermickém dgji je
—dR=dU —dQ=dU —-TdS=d(U -TS)
neboli —dR=dF , kde
F=U-TS (4.8)

® Né&které dileZité vztahy jsou odvozeny vicekrat, jak odpovida provazanosti problematiky.
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je (Helmholtzova) volnd energie. Diferencovanim (4.8) a dosazenim za dU ze (4.2)

dostaneme
dF =—-SdT — PdvV , (4.9)
odkud
__9F p_ OF (4.10)
aT |, oV |

JestliZze dosadime do U =F +T S za entropii vyjadreni ze (4.10) vztahu, dostaneme

u—r-12F :—Tzi[':]

- (4.11)
oT oTIT

v v
Vyjédreni vnitfni energie pomoci volné energie jsme jiz uvedli z Gvah statistické fyziky jako
vztah (2.26).
Zbyva posledni termodynamicky potencial — funkce proménnych P a T. Tento
potencial (Gibbsova volna energie) ziskame bud’ z volné energie F nebo z entalpie W jako
O=F+PV=W-TS . (4.12)

Diferencovanim (4.12) a dosazenim za dF z (4.9) nebo za dW z (4.5) dostavame

d®=—SdT +VdP |, (4.13)
odkud
_ 9%, 02 (4.14)
aT |, oP|

Pokud bude stav soustavy kromé objemu urCen jeSté dalSimi parametry (pro jednoduchost

zapisu uvazujme jen jeden takovy parametr A, rozsifi se vyraz pro dU (4.2) na

dU=TdS—PdV +AdA , (4.15)
kde A je funkci stavu soustavy. Tuto funkci ziskame podle (3.5) jako
H(p,q,4
A_OH(p.g ) _ou| | (4.16)
oA 04,

ProtoZe vSechny termodynamické potencialy jsou tvofeny souctem vnitfni energie a dalSich
¢lenld (F=U-TS,W=U+PVa®=U-TS+PV), lii se vyjadieni pro A jako derivace
prislusného potencialu podle A4 pouze tim, které proménné z(stavaji konstantni. Mizeme
tedy psat pro malé pfirQstky potenciald

§U|S,V :5F|T,V :M|S,P :§q)|T,P ' (417)
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4.2 Vlastnosti Jacobiho determinant(
Postaci nam Gvahy pro funkce dvou proménnych. Méjme u=u(x,y), v=v(X,y).
Jakobianem (Jacobiho determinantem) se nazyva determinant

u o
d(u,v) |ox dy

= 4.18
o(x,y) |ov ov 1
ox 0y
Dve vlastnosti jsou zfejmé
o(v,u) _ 9(u,v)  9(u,y) du (4.19)

a(x.y) ox|,
Derivace slozenych funkci u=u(t(x,y),s(x,y)) a v=v(t(x,y),s(x, y)) mizeme v maticové

formé zapsat jako
Qu o) (v du)or ot
ox oy ot 0s||ox 0y
ovoov|Tlov o ovilos os
ox oy ot 0s)|ox 0y
a protoZe determinant soucinu matic je roven soucinu determinantd, dostavame pro jakobiany

o(u,v)  (u,v) at,s)
a(x,y)  at,s)d(x,y) (4.20)

Zvolime-li nyni v (4.20) u=xa v=y, mame na levé strané jednicku, takze pro determinanty

na pravé strané mame

I(x,y) 1
= , 4.21
at,s) (s (4.21)
o(x,y)
Tento vztah pouzijeme s vyhodou, kdyz zapiSeme (4.20) jako
d(u,v)
d(u,v) _ o(t,s) | (4.22)
ax,y) 9(x,y)
o(t,s)

Rovnice (4.20) az (4.22) ukazuji, ze forméalné mlZeme pracovat s Jacobiho determinanty jako
se zlomky, ktere maji v Citateli a jmenovateli vyrazy 8(a,b). Stejné vysledky plati pro

Jacobiho determinanty libovolné kone¢né dimenze.
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4.3 Vztahy mezi derivacemi termodynamickych velicin
PFi praktickych aplikacich jsou nejvhodnéjSimi dvojicemi termodynamickych
proménnych T ,V a T, P. Pfi prvnim vybéru je vhodné vysledky zapisovat pomoci
P=P(TV) . & =C,(TV)
PFi druhém vybéru pak
V=V(T,P) , C,=C,(T,P)
Rovnice, ktera svazuje proménné T,V ,P je stavova rovnice. Da se tedy fici, Ze nejriznéjsi
termodynamické veli€iny lze vyjadfit pomoci stavové rovnice a pfislusného specifického
tepla. Dokonce i u specifického tepla stavova rovnice udava zavislost na objemu (u C, ) nebo

tlaku (u C.), nikoliv vSak zavislost na teploté. Napriklad

5= OF oF _
oc,| _; 08 v o OF _ L 9 |9F||M Lo
V| avoaT OV aT? aT2| oV || aT?|,
Pro C, pak analogicky
5= 09 20l v
oC,| _; 0s e L o0 L 9|00 | LotV
oP | 9PaT dPIT? aT? | 9P|, aT? |,

Vyjadreni entropie jako zaporné vzaté derivace volné energie (Helmholtzovy nebo Gibbsovy,

podle toho, jde-li o déj isochoricky nebo isobaricky) umozni ziskat nasledujici rovnosti

os| __ o |oF| ) __o[oF| | _oP|
i ov(aT| ) aT(av] ) ~aT|,
os| __ o foef ) __afowl| v
OP|. oP 8TPT aT 8VTP aT |,
Pro derivace vnitfni energie vyjdeme z Uprav
dU=Tds—Pav =T 22| daT +|T2> _plav |,
aT|, oV |,
dU=Tds—pPav =T _pNI lgr [T 23] _pV| |gp
aT|, aT |, OP|. OP|.
odkud
| o] v qov) v .23
oV |, T |, oP|, oT |, OP|,

Vztah mezi specifickymi teply dostaneme pomoci Uprav
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o(s.v) as| av| oas| ov|
CV:Tas| R 8(T,P):T8TP8P|T OP|. aT |, |
aT|, a(T.V)  oT.V) N
o(T,P) oP|.

takZe po dosazeni prislusnych vyraz( za derivace entropie dostavame

2
N
aT|,
Cp =G =T (4.24)

oP

Analogicky je postup pro C,

as| ap| as| ap
aT|, V| V| aT|,
P

IT.V) ov

odkud

oP
aT|,
C,—Cy =T . (4.25)

N

T

ProtoZe dale ukdZeme ve vztahu (5.15), Ze derivace tlaku podle objemu pfi konstantni teploté
je vZdy zaporna a ve vztahu (5.14), ze C, >0, dostdvame duleZitou nerovnost pro specificka
tepla

C.>C,>0 . (4.26)
4.4 Maxwellovy relace

Vztahy (4.23) jsou prikladem Maxwellovych relaci pro pfipad, kdy termodynamické

veliCiny zavisi na proménnych V , T resp. P,T . Mame-li v obecnosti praci konanou soustavou
vyjadrenu jako dR=f_ de«, ziskame dalSi Maxwellovy relace. Plati

dU =TdS—f da |,
dF =—SdT — f da , (4.27)
dd =—SdT + adf,

Mame postupné
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s O°F of,  O°F oS of,

== —_ , — = — =
Oa 0adT ot oT 0 Jda OT

i)

o OF 0S of
U=F+ST = & _90 /97 _ ¢ o
+ o 8a+8a a+8T
a obdobné

05 90 da_ PO 0S _ da
of ~— af T ' 9T  ITaf, of,  oT
U=0+ST-f o =

ou oD 88T—a—f oo 80(1_ f oo

of, of,  of, “of, ot “of,
Dostavame tak obecny tvar Maxwellovych relaci

9a
oT

_ ¢ Oa
“of,

n
oo

of,
aT

N
1 of,

=T

T

(4.28)

a T f, T

4.5 NernstQyv teorém

Nernstllv teorém Fika, Ze entropie libovolné soustavy je pfi teploté absolutni nuly rovna
nule. Z hlediska statistické fyziky, kdy entropie je imérna logaritmu poctu zpdsobU, jakymi je
mozno dany stav realizovat (S=Kk;InAT", kde AT je statistickd véaha), toto tvrzeni je

ekvivalentni tomu, Ze zakladni stav soustavy je nedegenerovany. Nernstllv teorém ma dlleZité

ddsledky. Predpokladejme, Ze blizko absolutni nuly je zavislost entropie na teploté vyjadiena

jako S=fT", kde f je funkce tlaku nebo objemu a n>0. Mame tak

ov

CAANNEUAR SRCL AR R
ot|, o

—-nfT" , C,—nfT" | —
“ ’ oT|, oV

P
Podle (4.24) nebo (4.25) se rozdil specifickych tepel bliZi k nule rychleji neZ samotna tepla, tj.

mame C,—C, ~T?""*. Zname-li zavislost specifického tepla na teploté v celém rozsahu,

miZeme spoditat zavislost entropie na teploté pfi zadaném tlaku jako

)
S = f Cegr (4.30)
) T

5. Maximalni prace

5.1 Carnotlv cyklus
Uvazujme tepelné isolovanou soustavu, sestavajici z nékolika podsoustav, které nejsou

vzajemné v tepelné rovnovaze. Béhem prechodu k rovnovaznému stavu miZze soustava konat
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voev s

praci (na néjakém vnéjsim objektu). Pfechod k rovnovaze se mlzZe uskuteCiovat rliznymi
zplisoby, a proto také konecné rovnovazné stavy soustavy mohou byt rdzné, tj. celkova
energie a entropie nabydou rliznych hodnot. V disledku toho se bude podle zplisobu pfechodu
k rovnovaze lisit i prace vykonana soustavou. Budeme hledat takovy prechod, kdy vykonana
prace je maximalni. Pfitom budeme uvaZovat jen takovou praci, kterou plsobi pfechod od
nerovnovazného k rovnovaznému stavu. Praci totiz miZze konat i soustava nachazejici se
v rovnovazném stavu. Tuto skuteCnost vyjadfime poZadavkem rovnosti pocateCniho a

konecného objemu soustavy. OznaCime energii pocateCniho (nerovnovédzneho) stavu U, a
energii rovnovaznych stavll U (S). Ponévadz uvazujeme tepelné isolovanou soustavu, je pro
praci vykonanou soustavou (podle dohody o zapisu prvni véty AU =AQ—AR)

AU:U(S)—UO |
AQ=0 = =— ‘ =—= . (5.1)
AR>0

Derivace podle entropie kone€ného stavu je zaporné vzata teplota kone€ného stavu.
Vykonana prace se vzrlstajici entropii klesa, maximalni hodnoty tedy doséhne, bude-li
entropie konstantni, tj. pokud se pfechod bude uskute¢novat vratnymi déji.

Spocteme maximalni praci, kterd mlze byt vykonana pfi vyméné malého mnoZzstvi
energie mezi dvéma podsoustavami o rliznych teplotach T,>T,. PfedevSim je tfeba si
uvédomit, Ze prenos energie nemiZe byt uskutecnén jednoduse tim, Ze pfivedeme obg
podsoustavy do kontaktu — v takovém pfipadé by se pfi nevratném déji pouze zvysila entropie
cele soustavy 0 oU (l/Tl—l/Tz), kde 6U je pfenesené mnozstvi energie. Musime proto do
soustavy zavést jeSté jednu pomocnou — pracovni — podsoustavu, kterd realizuje vratny
uzavieny cyklus. Pracovni podsoustava pii teploté T, je pfivedena do kontaktu

s podsoustavou se stejnou teplotou a isotermicky od ni ziska néjakou energii, potom je

pracovni podsoustava adiabaticky ochlazena na teplotu T,, kdy je spojena s podsoustavou o

této teploté a isotermicky ji preda néjakou energii, natez se pracovni podsoustava pfi

adiabatickém ohfevu na teplotu T, vraci do plvodniho stavu. PFi expanzich, spojenych

s témito procesy vykonava pracovni podsoustava praci nad vnéjSimi objekty. Popsany jev se

nazyva Carnotlv cyklus. PFi vypoctu nas pracovni podsoustava nezajima, nebot’ se vraci do
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1soterma 7=1>

adiabata

adiabata

isoterma 7=T1,

\Y

pocateCniho stavu. TeplejSi téleso ztraci energii oU,=T,dS,(0U,<0), chladnéjsi
podsoustava pritom ziskava energii oU, =T, 0S,(oU,>0). Maximalni hodnota vykonané

prace je rovna energii ztracené teplejSi podsoustavou snizené o energii ziskanou chladné;si

soustavou

OR . x=—0U, —oU, =-T,0S, —T, 05,
ProtoZe se jedna o vratny d&j, zachovava se celkova entropie, takze oS, +0S,=0. Po
dosazeni do pfedchoziho vztahu mame SR, =—(T,—T,)5S, nebo po dosazeni za &5,

SR =2 11[5U,| 5.2)
T2

Podil vykonané prace a dodané energie nazyvame ucinnosti 7 a z (5.2) plyne pro maximalni

uéinnost

(5.3)

Obecné si lze predstavit tepelny cyklus podle obrazku, kde H bude znacit tepelny reservoar
s vysSi teplotou, L reservoar s niZsi teplotou. Prace konana soustavou (,,pracovnim plynem®)
nad vnéj$im télesem je R . Po probéhnuti vratného cyklu se soustava vraci do plivodniho

stavu, tj. vnitfni energie se po cyklu nezmeéni. Mame tak z prvni véty

QH _QL =R . (5.4)
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o \

,pracovni plyn*

N

5 Or

A\

Prace vykonana soustavou béhem cyklu je
R = 9§ PAV (5.5)
pfitom orientaci kfivky fazového diagramu na obrazku volime tak, Ze R>0 pro topny a

R<0 pro chladici cyklus, tedy po sméru hodinovych rucicek v prvnim a proti sméru

v druhém pripadé.” Nékdy miZze byt snadnéjsi spo&itat piimo tepelné toky
Qu=¢Tds, , Q=¢Tds_ (5.6)

kde dS, a dS, jsou elementy toku entropie z nebo do odpovidajiciho tepelného reservoaru.

T A (a) P, (b)

T, b--—=

TL ---: : T=TL .
0§, s, § O 4

Jak jsme jiz zminili, Carnotlv cyklus predstavuji dvé isotermy a dvé adiabaty. Obrazek (a)
v proménnych (S,T) a obrazek (b) v proménnych (V,P) zobrazuji tentyz Carnotlv cyklus.

V technickych aplikacich je pracovni diagram tepelného stroje sice komplikovany, ale vzdy je

’ Gaussova véta v roving je ffs[fx<x, y)+gy(x, y)]dxdy:%as[f (X, y)dy—g(x, y)dx], pFitom

orientace kivky je proti sméru hodinovych rugicek. V nasem pfipadé f =0,g=y a x=V ,y=P.
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mozné jej aproximovat rozdélenim do fady elementarnich cykl( s ¢astmi adiabatickymi,

isotermickymi, isochorickymi nebo isobarickymi.

5.2 Maximalni prace télesa ve vnéjSim prostredi

Vv,

Uvazujme soustavu (téleso) uzavienou v rozsahlém vnéjsim prostredi, jehoz teplota T,

a tlak P, se lisi od teploty T a tlaku P télesa. Téleso mUZe vykonavat praci nad néjakym

v v

objektem, ktery je tepelné isolovan jak od studovaného télesa, tak od vnéjSiho prostredi.
VSechny tfi podsoustavy (téleso, objekt, vnéjSi prostfedi) tvofi dohromady uzavienou
soustavu. Vnéjsi prostfedi ma tak velky objem a energii, Ze zména téchto veli¢in zplisobena
zménami télesa nevede k pozorovatelnym zménam tlaku a teploty prostiedi, takze je mizeme
povazovat za konstantni.

Pokud by vnéjsi prostfedi neexistovalo, byla by prace konana télesem nad objektem
jednoznacné dana zménou energie télesa mezi poCateCnim a koncovym stavem. Existence
prostfedi Cini vysledek nejednoznalnym a vznik& opét otazka o maximalni hodnoté prace,
kterou mlzZe téleso vykonat pfi dané zméné stavu. Pokud pfi pfechodu z jednoho stavu do

druhého koné téleso praci nad vnéjSim objektem, potom pfi opacném prechodu musi konat

praci vnéjSi objekt nad télesem. Najdeme-li tedy pfi pfimém prfechodu mezi dvéma stavy

je to zaroven hodnota minimalni prace R | kterou pri

min ?

télesa maximalni hodnotu prace R

max !

voEv s

opacném prechodu vykona vnéjsSi objekt nad télesem.

V pribéhu pfechodu si téleso mize vyménovat teplo i préaci s vnéjsim prostiedim. P¥i
zméné stavu se tedy celkova zména energie télesa sklada ze tfi Casti: z prace konané nad
télesem vnéjSim objektem R, z prace konané prostfedim a tepla ziskaného z prostredi. Jak
jiz jsme uvedli, velké rozméry prostfedi umoziuji povaZzovat jeho tlak a teplotu za konstantni,
je tedy prace konana vnéjSim prostredim nad télesem rovna P, AV, a pfedane mnozstvi tepla
—T, AS,. Indexy nula patfi veliCinam charakterizujicim vnéjsi prostredi. Mame tedy

AU =R + P AV, — T, AS,
(Na levé strané je zména vnitfni energie télesa, ale na pravé strané jsou prace a teplo vnéjSich
zdrojd, proto opa¢na znaménka oproti konvenci prvni véty). Ze zachovani celkového objemu
a zakonu rostouci entropie mame
AV +AV,=0 , AS+AS,>0
Dosazenim dostadvame nerovnost

R® >AU —T,AS + P, AV . (5.7)
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Rovnost je dosaZena pri vratném déji — opét dochazime k zavéru, Ze pfechod je realizovan
s minimalni vynaloZenou praci (a opacny pfechod s maximalni vykonanou praci), je-li déj
vratny. Mame

RO =AU -T,S+RV) . (5.8)
Vsimnéme si, jak pfi definovanych vnéjsich podminkach mizeme minimalni préaci zapsat
pomoci zmény urcitého termodynamického potencialu:

T=T, , AV=0 = RY=AU-TS)=AF ,

P=R , AS=0 = RI =AU+PV)=AW |, (5.9)

T=T, , P=PB = RU=AU-TS+PV)=A0D

min
Minimalni préaci lze také interpretovat nasledujicim zplsobem. Oznatme S, celkovou
entropii soustavy téleso plus prostredi a U, celkovou energii. Pokud jsou téleso a prostiedi
Vv rovnovaze, plati

S =35, (Ut>
Nejsou-li v rovnovaze, je celkova entropie soustavy (pfi dané hodnoté celkové energie) mensi

0 —AS, (pfirozené AS, <0). Na obrazku tomu odpovida UseCka ab. Horizontalni GseCka

N\

St

Ui

cb odpovida zméné energie pfi vratnému déji — prechodu od stavu télesa v rovnovaze
s prostfedim do stavu, odpovidajiciho bodu b. Ukazali jsme, Ze pfi vratném déji je prace
potfebnad k tomuto pfechodu minimalni. Ponévadz uvaZzujeme jen o malych odchylkéach od

rovnovahy, mGzeme podle obrazku psat

ds, (Ut ) R
dU min

t

—AS, =



a protoze dS, /dU, =1/T,, madme nakonec

()
As,=—Rm_ LAy T As+RAV) . (5.10)
TO TO

5.3 Termodynamickeé nerovnosti

Podle (5.8) mé& v rovnovaze soustavy s okolim minimum veli¢ina U —T,S+PF,V , kde

T, P, jsou teplota a tlak okoli, U,S,V wvnitini energie, entropie a objem soustavy. Pfi male
odchylce od rovnovazného stavu bude tedy

oU—-T,05+PF oV >0 . (5.11)

Taylor(v rozvoj pro U dava

2 2
oy é‘Sé\/—FaLi
oS oV oV

2 2
oY 556\/-1-8%
oS oV oV

9*U
9S?

sU =N 55, 5 +ll

5S)Y 42
oS oV 2 (95) +

TS —PoV +%

vy~

9*U

5 (6S)° +2

vy

Protoze pocitame rozvoj v okoli rovnovahy, je v horejSim vztahu T=T, a P=P, a po
dosazeni do (5.11) se linearni Cleny zrusi (jak ostatné pro funkci v okoli minima musi byt).
ZUstava tedy

U o°U

oSOV +
oS oV oV 2

9*U
HS?

(6S) +2 (V) >0 . (5.12)

Podle Jacobiho vzorce® je vyraz kladny pro viechny hodnoty §S,6V , kdy? plati

® M&jme kvadratickou formu f :Zinkflaik X; X, se symetrickymi koeficienty &, =a,;. Vytvorme linearni

&y vt Ay 9y
a ea, a
vyrazy Azzzzlaikxk,izl,...,n a determinanty A, = :21 o k=2,...,n a
Qg A Gy
dopliime A, =1, A=a;. Potom pomoci proménnych X, =A,
a oA, A
a, - a, X2
X, = 2 2 AZ ,k=2,...,n zapiseme kvadratickou formu jako f:ZEil k )
TAA
AR - O] Ak
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2 2 2 2 2
P o, PULY (0 519
0S 0S° oV oS oV
Prvni nerovnost dava
o*'U a1 T
—=— =—>0 ,
S 0S|, C,
takze
C, >0 . (5.14)
Druhou nerovnost zapiSeme pomoci jakobianu
| ou oT.P) 0P
33{3Vs:_3UJU:_WTVX_fWT__le_ 0
d(S.V) os,v) asV) as C, OV,
aT.\V) a7,
odkud
P <0 . (5.15)
V|,

6. Zavislost termodynamickych veli¢in na poctu ¢astic

6.1 Soustava sloZzena ze stejnych Castic

Mnohé termodynamické veliiny maji aditivni vlastnost — tj. pfi zméné mnoZzstvi latky
(a tedy poctu Castic N ) se ve stejném pomeéru zméni dana veli€ina. Jinak feCeno, aditivni
termodynamicka veliCina musi byt vzhledem k aditivnim proménnym homogenni funkci
prvniho fadu. Vyjadfime-li aditivni veli€inu — vnitfni energii U jako funkci dalSich aditivnich
veli¢in entropie a objemu, musi mit toto vyjadreni tvar U/N=f(S/N,V/N) a podobné

v jinych pfipadech. Souhrnem vypada zapis nami zatim zavedenych potencialdl takto
U=Nf, [il] , F=N fF[l,T] :
N N N

S

(6.1)
W:NM&P],QzNg@ﬂ

Pocet Castic mizeme chapat jako dalsi parametr, ktery charakterizuje stav soustavy, tak je to
uvedeno ve (4.15) pro vnitini energii. Pfidruzeny parametr k poCtu Castic nazveme chemicky
potencial — z vyznamu je to pfirQstek vnitfni energie, ktery pfi zachovani konstantni hodnoty
entropie a objemu prinese pridani jedné ¢astice do soustavy. Mame tedy pro vnitfni energii
dU=TdS —PdV + zdN (6.2)
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pro volnou energii

dF =—SdT — PdV + udN (6.3)
pro entalpii
dW =TdS +VdP 4 x«dN (6.4)
a pro Gibbsovu volnou energii
d®=—-SdT +VdP + xdN . (6.5)

Ze vztahll (6.2) aZ (6.5) plynou pro chemicky potencial vyrazy

Ul aF| ow| oD|

p= = = = (6.6)
aN‘S,V 8N‘T,V aN‘S,P aN‘F’,T
Porovnani (6.1) a (6.6) ukazuje, Ze mliZzeme psat
®=u(P,T)N . (6.7)

Takto vyjadren je chemicky potencial roven Gibbsové volné energii vztazené na jednu Castici

soustavy. Vztazeno na jednu molekulu (s=S/N je specifickd entropie a v=V/N je
specificky objem) mame

dyg=—sdT +vdP . (6.8)

Vezméme ted' diferencial volné energie pro latku, obsaZzenou v néjakém konstantnim

objemu V, tedy dF=—-SdT 4+ xdN. Provedeme transformaci od proménnych T,N
k proménnym T, 2 a dostaneme
d(F—,uN)z—SdT —Ndu
Méame ale uN=® a takéF—-d=—PV . OznaCime tento vyraz jako termodynamicky
potencial
Q=-PV , (6.9)

priCemz bude

dQ=—SdT —Ndg . (6.10)
Z rovnice (6.10) a bezprostfedné z definice (6.9) plyne

_oQ
ou

_y 9P

Y

0Q

o9 _,, 0P
T

N = -V =
aT

. S= (6.11)

TV uN y7aY%

Uvazujeme-li tedy i o otevienych soustavach (je mozna vymeéna castic s okolim), zobecnime

podminky rovnosti malych pfirlistkl (4.17) na

oul,,  =0F| , =W, =50 . =359 (6.12)

S,V,N T,V,N S,P,N T,P,N TV, u
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6.2 Rovnovaha ve vnéjsim poli

Ve (3.1) jsme odvodili, Ze dvé sousedni podsoustavy soustavy v rovnovaze (a tim i
vsechny podsoustavy) maji stejnou teplotu. Podobné jsme odvodili i rovnost tlakd. Nyni
dokazeme i rovnost chemickych potencial. Vezmeme ze soustavy dva sousedici pevné dané

objemy a pozadujeme maximalni hodnotu jejich entropie S=S,+S, pfi neménicim se stavu
okoli. Jednou zpodminek je, aby 9S/ON,=0 pfi pevném celkovém poctu ¢astic
N =N, +N,. Mame tak

0s _0S, , 0, 0N, 05, 9S,
ON, 9N, ON, 9N, ON, ON,

ZapiSeme

ds—Lqu_Hdan = 95| __H
T 7T ON T

TV
Odvodili jsme tedy s /T,=u,/T, a protoze jiz vime, Ze v rovnovazném stavu musi byt
T,=T,, dostdvame podminku rovnosti chemickych potencial(l. Celkem tedy pfi rovnovaze

musi byt v soustavé
T =konst. , P=konst. , x=Kkonst. . (6.13)

¢:¢(x,y,z). K dosavadni energii se jen pfipoCte tato potencidlni energie. Chemicky
potencial je Gibbsova volnd energie jedné molekuly, zméni se proto z hodnoty bez

gravitatniho pole s, (P,T) na

p1= 1y (P, T)+¢(x,y,z)=konst. (6.14)
Diferencovani rovnice (6.14) s potencialni energii homogenniho gravitacniho pole g=mgz
dava
vdP=-mgz
Predpokladame-li, ze zmény tlaku jsou malé, mlzeme specificky objem i hustotu p=m/v
povaZovat za konstantu. Integrace rovnice pak dava standardni vyraz pro hydrostaticky tlak

v nestlaCitelné kapaliné

P =konst.— pgz
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7. Gibbsovo rozdéleni

7.1 Entropie

Rozdélme soustavu na podsoustavy a uvazujme jednu z nich. Pravdépodobnost vyskytu
energie E, oznatme w,=w(E,). Predpokladame-li kvasikontinualni spektrum, mizeme
uvazovat spojitou proménnou energie E a tedy hustotu pravdépodobnosti jejiho vyskytu

w(E). Oznatme déle T'(E) pocet kvantovych stavil s energii mensi nez E. Potom pocet
stavll s energii v intervalu (E : E+dE) je

dr(E)
dE

dE . (7.1)

Pravdépodobnost nalezeni podsoustavy s energii v intervalu (E,E+dE) pak je

W(E)dE:dl;—(EE)W(E)dE . 7.2)
Normovaci podminka je
[w(E)dE=1 . (7.3)

Funkce W(E) je jen na velmi malém intervalu v okoli E=E vyznamné odlisna od nuly,
miZeme proto zavést energiovou $itku AE rozdéleni vztahem

W(E)AE=1 . (7.4)
S uvéZenim (7.2) pak

w(E)Ar=1 , (7.5)
kde AT je statisticka vaha makroskopického stavu ndmi uvazované podsoustavy
:dl;—(EE) 7 AE . (7.6)

E=E

A"

Entropie je definovana jako logaritmus statistické vahy (tj. poctu mikrostavil v makrostavu
zadaném hodnotami E a AE ) nasobeny Boltzmannovou konstantou
S=k;InAT" . (7.7)
Podle (7.5) mlzZeme psat
S=—ksInw(E) . (7.8)
Vrétime se ted k diskrétnimu znaceni. Méame

Inw(E,)=a + SE, (7.9)
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Proved'me stredovani
D w, Inw, = ZW )Inw(E aZW )+ B> W(E,)E, =
" - —— (7.10)
a+ BE =Inw(E)

Dosazenim ze (7.10) do (7.8) dostavame definici entropie vztahem (1.15)

S=—ks D W, Inw,
0 (7.12)

7.2 Souvislost klasického a kvantového popisu
Pri klasickém popisu mame misto vztahu (7.5), ktery definuje statistickou vahu

makrostavu, vyraz

p(E)ApAg=1 , (7.12)
ktery pro rozdélovaci funkci p(E) definuje objem fazového prostoru ApAq zaplnény

makrostavem. Pro jednorozmérny pfipad Ccastice v potencidlové jamé zjistime pocCet

mikrostavll z Bohrovy podminky kvantovani
cj} pdx=n+y |, 7.13
27h X 4 ( )

n je celé Cislo a » zlomek v intervalu [0,1/2]. Integrél je plocha uzaviena klasickou
trajektorii ve fazovém prostoru a n je pocet kvantovych stavll s energiemi, neprevysujicimi
energii dané fazové trajektorie — tedy hledany pocet mikrostavd. Plochu zapiseme jako
Ap, Ax, pro soustavu, kterd ma s stupiid volnosti a kdy zna¢ime objem fazového prostoru
jako A pAq dostdvame statistickou vahu makrostavu a entropii

ar=APAY gy nAPAY

(27[?1)S (27[?1)S

(7.14)

7.3 Gibbsovo rozdéleni

UvaZujme o soustavé Ssenergii E vrovnovaze s reservoarem S’ senergii E' jako

jednom celku se zadanou energii E®. Potom pro né plati mikrokanonické rozdéleni
dw= konst&(E +E - E<°>)drdr’ . (7.15)

Zajima nas pravdépodobnost toho, Ze celek se nachazi v takovém stavu, Ze soustava S je v

urCitém kvantovém stavu (mikrostav) s energii E_, ale reservodr je v makrostavu se

n?

statistickou vahou AT, ktera odpovida neurgitosti energie AE'. Bude tak
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dr=6(E-E,)dE , dI'= dE’ziexp{kiS’(E’)}dE’ . (7.16)
B

Dostavame

_ 1 1 © -
w, _konstHAE, exp{—S’(E’)}§(E—En)§(E+E’—E ’ )dEdE’ =

kB
1 1
konst. —S'(E
ons (AE’eXp{kB ( )D

Vzhledem k velkému nepoméru energii E® a E, mlzeme v Taylorové rozvoji entropie

(7.17)

0
E'=e@_g,

ponechat jen nejnizsi leny

ds’(E')
{0 ~c/ () _
s(E En)_S( ) = i (7.18)
g/'=e®
Protoze
ds’(E’
(, ) -1 (7.19)
dE T
E/-g®
dostavame pro pravdépodobnost w,
1 E E
W =—expl ——- , L= exp| ——" : 7.20
go ] - 2T o

kde konstanta je urCena z podminky, aby soucet pravdépodobnosti byl roven jedné. Tento
vysledek poprvé odvodil J.W.Gibbs (1901). Rozdéleni (7.20) se nazyva Gibbsovo nebo také
kanonické.

V kvantové teorii jsou pravdépodobnosti w, vlastnimi hodnotami pfislusnymi

vlastnim vektorlim |n) statistického operatoru W (Castéji nazyvaného matice hustoty)
W= [mw,(n| .
n
Stfedni hodnotu operéatoru F pocitame jako
<If>:Tr{ AvAv} =>"w,(n|F[n) .
n

V klasické statistice s rozdélovaci funkci

(7.21)

(7.22)
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P(p,Q)=%exp{_%} |

/
Z=| exp _E(p.9) dar sz—dpdq
ke T (27h)

(7.23)

je stfedni hodnota fyzikalni veli¢iny F dana vztahem

(F)=[ p(p.a)F (p.q)dr . (7.24)

Carka u znacky statistického integralu vyznacuje, Ze musime integrovat jen po té oblasti
fazového prostoru, kterd popisuje fyzikalné odlisné stavy. V pripadé statistické sumy tento
problém nemohl nastat, secitalo se pravé jen pres rlizné stavy. PFi vypoCtu statistického
integralu je mozné rozSifit oblast integrace na cely fazovy prostor zavedenim néjakého
opravného faktoru. Napfiklad pro soustavu tvorenou N stejnymi atomy mliZeme integrovat
pres cely fazovy prostor, podélime-li integrél po¢tem moznych permutaci, tj.

[ldr=={..dar . (7.25)
N

7.4 Maxwellovo rozdéleni
Pokud je mozno pro Kklasickou soustavu vzajemné neinteragujicich Castic zapsat energii
jako soucet kinetické energie, ktera je funkci pouze hybnosti a potencialni energie, ktera je

funkci pouze soufadnic

E(P.G)=T(p)+U(q) . (7.26)
muzeme nezavisle sledovat rozdéleni v obou veli¢inach
1 T(P) |- T(P) |-
dw, = —exp| -——=< |d , Z=|exp|-———=|d 7.27
=5 p[ T } p p T p (7.27)

dw :lexp{—m}dﬁ , Z:Jexp{—m}d%ﬁ . (7.28)

q
z ke T ke T
Maxwellovo rozdéleni popisuje rozdéleni rychlosti v nerelativistickém pfipadé, kdy je mozno

kinetickou energii zapsat jako

=2
T(ﬁ):;—m:%m(vf+v§+v§):%mv2 : (7.29)

PFi vypoCtu normovaci konstanty dochazime k integraldm (predpokladame a >0)

In:Tx”exp[—axzjdx: 1n+11"(n7+1j : (7.30)
0 2a2
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Pro rozdéleni kartézskych slozek rychlosti dostavame tak

3/2 2 2 2
miv, +v, +V
dw, =| —_ exp| — (v vy ) dv, dv, dv, | (7.31)
27k, T 2k, T y

pro rozdéleni velikosti rychlosti

3/2 )
dw, =47 m exp| — MV ey (7.32)
27k, T 2k, T

Z vyse uvedenych vztah( dostdvame znamé vysledky pro stfedni hodnoty kvadratd sloZek

rychlosti a kinetické energie

—
3
<

L

V=v2=V= , :ngT (7.33)

y z

a pro velikost rychlosti

V= (7.34)

Ze vztahu (7.32) dostaneme snadno vztah pro pocet astic se vzajemnou rychlosti v intervalu

(v,v+dv) tak, Ze nahradime hmotnost ¢astice m redukovanou hmotnosti m/2 (Eéstice jsou

stejné) a vynasobime vyraz numerickou hustotou N/V

3/2 )
dN, = %g( Ir<nT j exp{— 4n|1(vT }vz dv . (7.35)
7T Kg B

PoCet srazek za jednotku Casu jedné Castice s ostatnimi pak ziskdme vynasobenim (7.35)
objemem oV (a:a(v) je UCinny prirez srazky dvou Gastic) a integraci pres vsechny
relativni rychlosti

2

4k, T

7 N

2V

m

vidv . (7.36)
kT

32 %
J o(v)exp
0

Pokud uvaZzujeme Gastici jako tuhou kouli o poloméry r, je Gginny prifez srazky dvou Castic

0':7r(2 r)2 a

f =167r2 |8 v:\/i47zr2\7§ . (7.37)
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7.5 Rozdéleni pro linearni harmonicky oscilator®

Energie linearniho harmonického oscilatoru je

2 m 2 N2
E(p,q):;—m+qu : (7.38)

V klasickém pfipadé dostaneme tedy pro hybnost Maxwellovo rozdéleni

2

p
——exp| - (7.39)
(27zkaT)]/2 p{ 2kaT:|

dw, =p(p)dp . p(p)=

a pro souradnici obdobny tvar

12 )

m mao”q
dw, =p(q)dg , p(q)= - . 7.40
W, =p(a)dd (a) a{ZzszTj eXp{ 2kBT} (7.40)

V kvantovém pfipadé musime pocitat se statistickym operatorem

W= (1 - exp{— kha_)r D i| n) exp{— n kha;
B n=0 B

v souradnicove nebo impulsové reprezentaci. Spocteme-li v soufadnicové representaci dw,,

}<n| (7.41)

dostaneme vzhledem k symetrii hamiltonianu rozdéleni dw, zamenou q— p/(ma)). Méame

tedy

o) ~(all6) - [1-09 12 | |-Gl -2 o) -
e

e iz

VInové funkce harmonického oscilatoru jsou realné, v (7.42) mizeme sumu psat jako

= hw |,
f:nz_;exp{—nkBT}hn (q) . (7.43)

(7.42)

fiw
kg T

Pro vypocet (7.43) existuji rlizné metody, zde vyuZijeme vyjadreni operator( soufadnice a

hybnosti pomoci kreacniho a anihilacniho operatoru. V soufadnicove representaci mame

h

2
(@)= (@) (43 )]

2me

12
dh, (q) :(mwj {nl/z hn—l(q) _(n +1)]/2 hn+1(Q)}

dq 2h

(7.44)

Nyni spoCteme vyraz

® Detaily odvozeni je mozné vynechat.
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n Yodf o
2mew ) dq -
o0 h o0
Sre -2 |1i%h, (@), (0)- S -n
n=1 B n=0

Z&meéna s€itaciho indexu v prvnim ¢lenu n—n+1 vede k

(7.45)

ho
kg T

}mﬂﬁmAmmm>

12 - _
h df hao © ho 12

Pyanl i - -1 - 1) h h . (7.46
(Zma)j aq {exp | };)exp_ nkBT_(n+) wa(a)h (9) (7.46)

Obdobneé spocteme

2me " e | e [ ho]
(ij qf :{exp _ka'l)' +1}Z;)exp _nka'l)' (n+1)]/2 h..(a)h(a) . (7.47)
L B n= L B

Porovnani stejnych sum v (7.46) a (7.47) d&va rovnici

af L 2M® omn 2 Jqt 20 | (7.48)
dq h 2k, T
Resenim rovnice (7.48) je
m e ho
f = konst-exp| ———tanh 2. 7.49
[t} o
Konstantu volime tak, aby vysledné rozdéleni bylo normovano na jedni¢ku. Dostavdme tak
ho | h
dw, = M tanh| 2 exp _MD tanh| 12 q° [dg . (7.50)
h 2k, T h 2k, T
Pro rozdéleni hybnosti mame pak
1 ho | 1 h
dw, = tanh| —< exp| — tanh| —_ | p2 |dp . (7.51)
| zmhw 2k, T mhw 2k, T
V limitnim pfipadé nizkych frekvenci a vysokych teplot
ho<k,T = tanh| 12 |, 1@ (7.52)
2k, T 2k, T
dostavame klasicky vyraz (7.40)
v ma’ q°
dw, = w exp| — g dq . (7.53)
4 27k, T 2k, T
V opacném pfipadé vysokych frekvenci a nizkych teplot
hosk,T = tanh| 2 | 51 (7.54)
2k, T
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dostavame rozlozeni, dané kvadratem vinové funkce kvantové mechanického zakladniho

stavu

12
Mo maw
dw,=| — | exp|-———q’ |dg=hi(q)dq . 7.55
q(ﬂhj p{ hq}q ; (a)dd (7.55)

8. Termodynamicky potencial

8.1 Gibbsovo rozdéleni s proménnym poctem ¢astic
UvaZujme o soustavé S s energii E a N ¢asticemi v rovnovéze s reservoarem S’ s energif

©

E’ a poétem &astic N’ jako jednom celku se zadanou energii E® a poétem &astic N @ Potom

pro né plati mikrokanonické rozdéleni
dw= konst&(E +E - E<°>)drdr’ . (8.1)
Zajima nas pravdépodobnost toho, Ze celek se nachazi v takovém stavu, Ze soustava S je v
ur€itém kvantovém stavu (mikrostav) s energii E, ., ale reservoar je v makrostavu se
statistickou vahou AT, ktera odpovida neurgitosti energie AE’. Bude tak
dr=5(E-E,,)dE ,

dr’ (E/ ,N®-N
dr’ = ( T )

B

(8.2)
dE’ = l/exp is’(E’,N”)—N) dE’ .
AE k
Dostavame (neurcitost energie AE’ ted zahrneme do konstanty)

W, :konstﬂexp{kis’(lzf,N“’)—N)}S(E—EHN)5(E+E/—E<°>)dEdE/ -
° (8.3)
konst.exp{kis’ (E(O) ~E,,.N®-N )}
B
Vzhledem k velkému nepoméru energii E® a E,\ a poCtu Castic N® a N mizeme v
Taylorové rozvoji entropie ponechat jen nejnizsi ¢leny
S'(E®-E, ,NO-N)=

/ / / / / /
s (E/,N) EnN_as (EI,N) - (8.4)
OE oN

El = E(O) e/ =E(O)
N/ =N© N/ =N

Protoze
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gs JE, PAV _udN 65)
T T T

dostavame pro pravdépodobnost w,

Q+/JN—EnN} ©.6)

W, =ex
o 2220

kde jsme zavedli termodynamicky potencial Q tak, aby souCet pravdépodobnosti byl roven

] e

jedné

ZN:Zn: w=l = Q=-k TInZ(exp{

8.2 Neinteragujici kvantovy plyn

ol 2

Termodynamicky potencial je

exp Zexp _”N . (8.8)
o e

Pro neinteragujici plyn miizeme secitat jednocasticové hodnoty, tedy

E,=neg+ng+-- , N =n+n,+-- (8.9)
Stav je urCen souborem
{n,n,,..} (8.10)
Je tak
Q gt & +—pu(n+N,+---
exp{—kBT}z{m%M}exp{ M& T, % kBTﬂ( L2 )} : (8.11)
Pro bosony

exp{—

k?T}éeXp[ - ﬂ}ZeXp{ kBTﬂ)} =

1 1 (8.12)

a pro fermiony

(8.13)
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v v

£,=0. Chemicky potencial fermion(i miZe mit obé znaménka, chemicky potencial klasickych

¢astic s Boltzmannovou statistikou mé vZdy (velkou) zapornou hodnotu.
Logaritmujeme (8.12) a (8.13) a dostaneme pro termodynamicky potencial bosonového
a fermionového plynu

Q < £, — U Q > £y — U
= > In| 1-—exp| ——— : =—> In| 1+ exp| ——— : 8.14
kBT ; ( Xp|: kBT :D kBT Z [ ' Xp|: k T :D ( )

a=1 B

kde se sCita pres jednocCasticové energioveé hladiny. Ze vztahu

No_8 _yoP (8.15)
Oy Otly
dostavame
1 1
N, =) p . Ny =Y ~ (8.16)
* exp| ~2 -1 : exp{ a }+1
{ BT} kB
8.3 Klasicka limita
PFi prechodu ke klasické limité predpokladame, ze
Ea—H
exp| 22— |«1 . 8.17
[ o
Potom mizi rozdil mezi Fermiho — Diracovym a Boseho — Einsteinovym rozdélenim. Mizeme
psat
)7 & MU &
Q~-—k,Tex exp| ——2 , N =ex exp| ——2 . (8.18
ol [Feel i e Terl ] - e
Je tedy
-k, Tln izexp _ QO=-k TN (8.19)
A= TN S T ol |
Volna energie je
F=Q+uN=—k TNIn —Sexpl o || . (8.20)
N % kg T
S aproximaci
N
INN!~ N In— (8.21)

e
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miZeme vyraz pro volnou energii (8.20) zapsat jako

sed- 5]
T . (8.22)

To je pravé vyraz, ktery vznikl pribliznym odstranénim nasobného zapodteni stavd, lisicich se

F=-k;TIn

pouze permutaci Castic.
8.4  Fermiho a Boseho plyny elementarnich ¢astic

Jsou-li energiové hladiny blizko sebe, mizeme od sumace prejit k integraci

1) 2 )= D ()l >

ga+1 ga (823)
I f(e)p(e)de
K dal$im vypoctlim potiebujeme znat hustotu stav( ,o(g). VInova funkce volné Castice

uzavieneé v krychli o hrané L (tj. mé& nulovou hodnotu na sténach) je

w ~sin(k, x)sin(k, y)sin(k, z)

8.24
K = k=7 7 (8249
X ) y L ) VA L )
pritom uvazujeme jen prirozena Cisla n,,n ,n, e N (nesmime pocitat fazi se lisici stavy

vicekrat). Pro velmi velké L mlZeme opét piejit ke spojitym proménnym, pocet stavi

v elementu d°k je

3
p(IZ)d?’IZ:(Lj d°k . (8.25)
T
Soznatenim L*=V pro objem prejdeme konetné k vyjadieni potiebné hustoty stavi

v zavislosti na energii

/2
7/2
igjdf*k:ig dg [ dosing[dkk® = | dE—— v ~4x e dk (8.26)
Pro vyjadreni hustoty stavli (g=2s+1 je spinova degenerace)

gVv , dk
E)= -4k —

; (8.27)

potfebujeme tedy dispersni relaci k =k(E). Pamatujme na to, Ze na$ vypocet budeme

provadét pro tfirozmeérny prostor. Postup pfi jinych dimensich je ovSem stejny.
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MizZeme ted napsat integral pro termodynamicky potencial (horni znaménko pro

bosony, dolni pro fermiony)

k?T :inEp(E)In(liexp{— iB_T“D . (8.28)

PFi vypoctu jako prvni krok provedeme integraci per partes, takze

E
@ 1 e jp(g)dg ! (8.29)
ke T kT 2 E—u|_
0 exp| — T ¥l
B
Nerelativisticky vztah mezi energii a vinovym vektorem
2K? 2mE)" v
- K , k:u ’ dk _1f m (8.30)
2m h dE #(2E
dava hustotu stav(i
4z gV 3 = \Y2 ; 249V 3 —3\2
E)= 2m*E : de=— 2m*E : 8.31
Relativisticky vztah pak
E2_m?c*)"’
E=(m2c4+h2 k2C2)1/2 ’ kzg ’ %=i% (8.32)
fic dE hC(EZ_m2C4)
dava hustotu stav(i
E(E2-m?c*)"” E E2_m2c*)"’
p(e)- 0V EETE) g g, tarev ()
(27 h) c o 3(2xn) c
Nakonec jesté extrémné relativisticky vztah
E=nkc , k:E ﬁ:i (8.34)
hc dE 7c
vede k hustoté stavi
4z gV E? . 14gzV E®
E)=———— ple)de==———— . (8.35)
Pro nerelativisticky pfipad mame
Q  4zgVv (2mkT)” x¥?
= 5 dx (8.36)

kT (2zh) 3

M|
exp| X— 1
0 p[ kBT}r
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a pro extrémneé relativisticky pfipad

Q  4zgV (kT) d x°

= 3 3 X
ke T (2zh) 3c exp{x_ u }11
4 ke T

(8.37)

Definujeme funkce

1 X" 1 X"
B (y)=—— | dx—>——  FE(y)= d . 8.38
(Y) F(n)J e 1 (¥) F(n)J e (8.38)
0 0

S jejich pomoci mlizeme napsat pro bosony a fermiony v nerelativistickém pripadé

Q, gVv 32 i
= 2zmk, T B ,
ke T (mf( «T) i(kBTj
o (8.39)
o WV amk, T) FS( H J
kBT (Zﬂ'h) 7 kBT

a v extremneé relativistickém pripadé

3 Q 3
Q, _ 87zgv3 (kB:) 84( H j to_ 8”9\/3 (kB:) F{ H j . (8.40)
ke T (27n) ¢ ke T ke T (2zn) ¢ ka T

Pro rozdéleni podle energii mame pro bosony a fermiony

dN, = p(E)dE (8.41)

E—-u ’
ex ¥l
p{ ke T }_

takZe pro nerelativisticky a extrémné relativisticky pfipad

y
4xgv (2mE)7dE gy _Argv 1 E'dE
- 3 J E 3 3
(27h) exp E-p) g (2zh) ¢ exp E-p) g
k, T k, T

B B

dN, (8.42)

Celkovy pocet Castic v plynu dostaneme integraci (8.42). Pro nerelativisticky pfipad mame

gV 32 M
N, = 2zmk,T) "B ,
b (272’h)3( B ) 2{kBTj

(8.43)
gV 32 7]
N, = 2zmk, T) " F
f (27zh)3( «T) i(kBTJ
a pro extrémneé relativisticky pfipad
8zgV (k;T) 8zrgV (k;T)
Nb: gs(Ba)BS(ﬂj ’ Nf: ga(Ba)Fa(/uj . (844)
(zﬂh) c kg T (27zh) c )
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Vnitfni energii pocitame jako
U:jEdNE . (8.45)
0

Pro bosony a fermiony v nerelativistickém pfipadé dostavame

U, _3_ gV 3(27zkaT)3/zBs( £ J ,
2

k.T 2(2xh k.T
lj 3( v) ° (8.46)
29 3(2;zkaT)3/2F5( “ j
ke T 2(27zh) Sk T
a v extremneé relativistickém pripadé
Ub =247Z-gv (kBT)3B H Uf =247ng (kBT)SF H (847)
kT (27h) ¢ “(keT) " kT (278) ¢ (k7))

Porovnanim vztahli pro termodynamicky potencial a vnitfni energii vidime, Ze jak pro
bosony, tak pro fermiony plati v nerelativistickém pfipadé

oV = %u (8.48)

a v relativistickém pripadé
oV Z%u | (8.49)

8.5 Poissonova adiabata, stavova rovnice

Pro klasicky idealni plyn s konstantnim specifickym teplem Ize odvodit tzv. Poissonovu
adiabatu. UkaZzeme, jak pro nerelativisticky kvantovy plyn odvodime stejné vztahy bez
pfedpokladu konstantniho specifického tepla, pouze z vlastnosti termodynamického

potencialu. Ten je mozno zapsat jako

Q_ _p_tw f, (ﬁ)
v T (8.50)

Je tedy Q/V homogenni funkci teploty a chemického potencialu fadu 5/2. Obdobné o
entropii vztazené na jednotkovy objem S/V a o hustoté Castic N/V plati, Ze jsou to

homogenni funkce teploty a chemického potenciélu fadu 3/2, nebot

__Oqueg (ﬁj +T¥ L) (ﬁj =T% f, (ﬁj ,
T T °lT T

2
—_TY2 §! ,Uj:-l-s/z f (ﬂj
TV Q(T T

S 100

V VT

uN

(8.51)
N 160

\Y V ou
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Podil S/N je homogenni funkce teploty a chemického potencialu Fadu 0

S_ fSN(ﬁj ,
N T (8.52)

takZe pfi adiabatickém procesu (S =Kkonst, N =konst) musi byt i podil x/T (a tedy i kazda
jeho funkce) konstantni. TakZe ze (8.51) a (8.50) plyne pro adiabaticky déj

VT¥ =konst , PV**=konst . (8.53)
Rovnice (8.39) po dosazeni Q=—PV

p=_9 (2ﬁm)3/2(kBT)5/ZBS( "J ,

(27zh)3 Sk T
41 (8.54)
g 3/2 5/2 Y
P, = 2z7m k. T F
f (27zh)3( ) leT) i(kBTJ

a rovnice (8.43)

gVv 32 7]
N, = 2zmk, T) " B :
; (27rh)3( «T) i(kBTJ

gVv 32 M
N, = 2zmk, T F
f (27rh)3( Mk T) {kBTj

davaji stavové rovnice bosonoveho a fermionového plynu v parametrickém tvaru

(8.55)

3
2

(parametrem je chemicky potencial ). Za pfedpokladu exp[y/(kBT)]«l mliZeme potfebné

funkce B, (y) a Fn(y) analyticky aproximovat. Pro bosony dostavadme v prvnim priblizeni

R _ 9 H 1 H
=—ex 1+ ex ,
ke T A3, p{kBT}( 2% p{ ke T
Nb

(8.56)
g U 1 M
—=——eX 1+ ex ,
Vo p{kBT}[ 2% p{kBTD
kde jsme oznacili de Broglieho vinovou délku tepelného pohybu
12
27 h?

Ag = : 8.57
(2] o5

Pro fermiony mame podobné
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Py g M 1 7
=——exX 1-—exp| — ,
ke T A3, p{ ko T }( 252 p{ kg T

f g i 1 7
—=——gX 1- ex
v 4 p[kBT}( 2" p{kBTD

VylouCime-li ze (8.56) resp. (8.58) parametr, tj. chemicky potencial, dostavame stavové

(8.58)

rovnice. Pro bosony

_ 1 Ny
PRV =Nk,T (1— g v (8.59)
a pro fermiony
1 N
PV =N, kBT(1+ gV : (8.60)

Kvantova oprava vede k tomu, Ze tlak u fermion je o néco vyssi, u bosonl o néco nizsi nez u

klasického ideélniho plynu.

9. Hustota stav(®

V uzaviené dutiné (Cerné téleso) existuje nekoneéné mnoho modh  kmitd
elektromagnetickeho vinéni, charakterizovanych frekvenci a polarizaci. Kazdy mod se vSak
chova jako nezavisly kvantovy linearni harmonicky oscilator. Einstein predjimal zavéry
kvantové mechaniky, kdyZ i kazdé hmotné Castici pfifadil de Broglieho vinu.

Elektromagnetické vinéni nebo de Broglieho viny jsou uzavieny v kvadru o hranach

délky (ve tfech rozmérech) L;, Ly, L3 (objem V =L, L, L,). Obecny vinovy vektor mizeme

zapsat jako

E:Z—Zcosw O (9.1)

kde cose, jsou smérove kosiny vektoru Kk, Zicoszai =1. Pokud predpokladame periodické
okrajové podminky, musi byt délky hran L; celo€iselnymi nasobky prlimétli 4 =.1/cose,

vinove délky do pfislusného sméru €,

nez , (9.2)

19 Tuto kapitolu je moZno vynechat. Potfebujeme jen obecny vysledek pro hustotu stav (9.10).
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nebo zapsa'no pOIIIOCI' sloZek vinového vektoru
=2 72'—i . 9.3
| ( )

(Pokud bychom uvaZzovali podminky takové, Ze vina musi mit uzly na sténach, platilo by
misto (9.3) k,=zn;/L,,n,eN. Pfi integraci pfes Uhlové proménné bychom ale museli
integrovat jen ]/ 2° &ast prostorového thlu — ve tfech rozmérech tedy jeden oktant. Vysledek
by byl pochopitelné stejny.) Zopakujme jesté jednou tuto Gvahu. PFi periodickych okrajovych
podminkach mame

v (x)=Aexplikx] . w(0)=wp(L) = k:nZT” , (9.4)

pfitom n jsou jak kladna, tak z&pornd celd Cisla, protoze Aexp[ikx] a Aexp[—ikx]

odpovidaji dvéma rliznym staviim. PFi feSeni v nekonecné vysoké potencialové krabici mame
w(x)=Asin(kx)+Bcos(kx) , w(0)=y(L)=0 = B=0 , k= n% . (95)

pfitom n jsou kladné cela ¢isla, protoze Asin(k x) a Asin(—k x) odpovidaji stejnému stavu.

Hrana kvadru pfipadajiciho na jeden stav v prostoru vinovych vektord je tedy

n +1 n 2z
— 27— =—
L L

Ak =27 (9.6)

a objem kvadru v d - rozmérech je (pro ur€itou hodnotu vinového vektoru mizeme mit g

nezavislych stavll, u elektromagnetického zareni nebo elektronli g=2 — dva polarizaéni stavy
nebo dva spinoveé stavy)

(27)

na jeden stav g V

A%k

9.7)

Poget stavl v elementu d?k dostaneme pak podélenim tohoto elementu vyrazem (9.7), t;.

dn=—3Y_ gk . 9.8)
(27)
Prejdeme k hypersférickym souradnicim, kdy
d’k =k 'dkd Q. . (9.9)

Budeme dale predpokladat izotropni zavislost energie na hybnosti (vinovém vektoru), tj.

E (IZ) = E(k). Potom mdzeme (9.8) integrovat pfes tihlové proménné a dostaneme vyraz pro

hustotu stavu v zavislosti na energii
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dn=p, (E)AE , p,(E)= Vdsdl[k<E)]dl
a a g(Z/Z) dE(E)

dk

(9.10)

V tomto vztahu je S, ; povrch d —1 rozmérné koule jednotkového poloméru (odvozeni na

konci kapitoly)

2 7%

)

(9.11)

Pro pripad zareni Cerného télesa se vysledek vyrazné zjednodusi. Pfedevsim S,=47 a g=2
.Déle E=hw=hck , takze

Vv E?

dn=———
72_2 (hC)3

dE . (9.12)

V zépisu pomoci frekvence v nebo vinové délky A pak mame

2
dn=8zV__dv | dnzsﬂvd—f . (9.13)
c A

Pro neinteragujici volné nerelativistické Castice hmotnosti m v nekonecné vysoké

potencialové jamé je zavislost hustoty stavll na energii pro rlizné dimenze velmi zajimava.
Plati E=p®/(2m)=r"k?/(2m). Oznagime pro d=1 délku secky L, velikost plochy pro

d=2 Aapro d=3 objem V. Jednoduchym vypoctem dostavame

d p4 (E)

27mA . (9.14)

27(2m)**v JE
(2zhY

Objem d — rozmérné koule poloméru r bude V, =C, r*, kde C, je konstanta umérnosti. Kouli

si mlZeme predstavit sloZzenou z elementarnich slupek dV, =S, dr, kde S, je plocha slupky.

Spojenim obou vztah( dostavame

_ g

S
¢ dr

=dC,r't . (9.15)
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Spocteme integral z funkce exp(—rz) pfes cely prostor nejprve v kartézskych a potom

sférickych soufadnicich, tedy

J'exp(—rz)dvd =

jexp(—rz)dvd = Texp(—rz)sd dr =
0

dC, [exp(—r®)rédr =d%Jexp(—t)td/“dr =%d C, F(Ej
0

[’e]

0

d
exp(—xz)dx} =7%% (9.16)

(9.17)
d

Porovnanim (9.16) a (9.17) dostdvdme svyuzitim vztahu I'(x+1)=xI'(x) vyraz pro

konstantu C,

Cy =

d/2
P

r(g—ﬂ)

a tedy vyjadreni objemu a povrchu d — rozmérné koule

w

Vi

d/2

r‘ , Sy=d——r

Vyraz pro konstantu C, mlizeme upravit na

d liche

d sudé

10. Idealni plyn s Boltzmannovym rozdélenim

10.1 Volna energie

Obecné vyjadreni volné energie je

F=—kTIn) exp

n

—

B
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NapiSeme energii E, jako soucet energii jednotlivych ¢astic (atom(, molekul) & . Stav

soustavy je pak uréen N hodnotami energie &astic. Soucet pro rdzné stavy nahradime

soucinem souctl pro jednotlivé astice plynu
E &
exp|——- exp| ——=
T iG] - [Teel ]

Tak ale zapocitdvame jako rlizné stavy, kde rozdéleni energie mezi jednotlivé ¢astice ma

N

(10.2)

stejnou celkovou energii. Pro velky pocet Castic tento nedostatek napravime podélenim
vyrazu poCtem zameén Castic, tj. N!. Neni to presné, protoze pro stavy kde nékteré Castice
maji stejnou energii je poCet ekvivalentnich zdmén mensi, pro velkd N v3ak tuto nepfesnost

muzeme zanedbat. Mame tak

S| _InN1
=

F=—k,T (10.3)

NIn) "exp
k

Pomoci Stirlingovy formule INnN!=NInN—N napiSeme konecné vyraz pro volnou energii

B

jako

F=—k,TNIn

(10.4)

e &
&5 e -
N4 kT

10.2 Stavova rovnice idealniho plynu
Energie jednotlivé molekuly plynu bude sloZena z kinetické energie translacniho
pohybu a energiovych hladin vnitfniho stavu (vibrace, rotace)
PP
2m

& (P)= + 2, (10.5)

V sumé (10.4) prejdeme pro stupné volnosti translatniho pohybu od sumace k integraci

() ﬁ!ﬂmﬁzgf, (1056)

k

takZe po jednoduché integraci mame

32
eV |mk,T A
F=—k,TNIn—|—2 exp| — 10.7
° N (277 2; p[ k;r] (107
Se zavedenim vinové délky de Broglieho viny tepelného pohybu
12

2 h’

o(222)
B

Zapiseme (10.7) jako
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F=—k TNIn (10.9)

N A

Pro dalSi Gvahy je podstatné, Ze mlzeme volnou energii zapsat jako soucet dvou ¢lend,
z nichZ druhy je N — nasobkem funkce jediné proménné — teploty

1 [ 4
zs?exp[ kBT]

Dostavame tak snadné odvozeni stavove rovnice idealniho plynu — tlak je dan vztahem

eV A,
Yool

F:—kBTNIn%JrNka(T) , f(T)==TMh (10.10)

P:_8F| Nk T (10.11)
Y,
odkud plyne zndmy tvar rovnice
PV =Nk, T . (10.12)
MéFime-li velikost soustavy poétem mold (mje hmotnost jedné molekuly, M molarni
hmotnost, M hmotnost soustavy)
n:NﬂA: l\TAnljn:Mlm | (10.13)
ma stavova rovnice idealniho plynu tvar
PV =nRT , (10.14)
kde R=k, T =8,31J.mol*.K™ je universalni plynova konstanta.
10.3 Specifické teplo idealniho plynu
Entropii spoCteme jako
s= 28 Nk Nk, £/(T) (10.15)
aT |, N
Vnitfni energie je pak
U=F+TS=Nk,|f(T)-Tf'(T) , (10.16)

odkud plyne, Ze vnitini energie je (pfi zadaném poctu Castic) pouze funkci teploty. TotéZ plati
I pro entalpii
W =U +PV =Nk | f(T)-T f/(T)+T] . (10.17)
Gibbsova volna energie je
D=Nk,TINP+Nkgg(T) , g(T)=f(T)-Tin(k,T) . (10.18)

Odsud pak mame pro entropii
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0D
S=——| =—NkgInP—Nk, g'(T)
aT |,

Pro specificka tepla tak mame

ou OW
=—1| =N , ¢, =-Tf"(T) , C,=— =Nc
C oT |, & o & ) "oT |,
Co =0Cy +kg

10.4 Elementarni tlohy
Préace vykonana soustavou pfi isotermickém déji: vyjdeme ze vztahu

dF:—SdT—PdV:—NkBTdTV

=0

Integraci pak dostaneme

(1) i v P
[ar=N kBchi/—V: NkBTIn$: Nk, T In—L

G W () (1)

P

(10.19)

(10.20)

Zména entropie pfi spojeni dvou stejnych mnozstvi plynu, plvodné se stejnou

teplotou, ale rliznym tlakem: vyjdeme z vyrazu pro entropii (10.19). Pred spojenim

Sy =—NkgIn(RP,)— 2Nk, g’ (T)

Po spojeni mame ze stavove rovnice pro tlak

P(V,+V,)=2Nk, T = ===

takze entropie bude

R-+P
S(f):2NkBIn21P—P2—2NkBg’(T)

172

Entropie tedy vzroste o

(R+PR)

AS =S,
4P P,

— S =NkgIn >0

)

11.Neidealni plyn

11.1 Rozklad termodynamického potencialu

Budeme pro jednoduchost uvaZzovat jednoatomovy plyn. Vztah (8.7) prepiSeme pro

spojité spektrum na

Ey(P.q)

dr
ke T N

Jexp
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Energie jsou postupné
2 2

p p: S p
E=— , E, = a4y, , E =
' 2m ? ;Zm 1 3 ;Zm

2
a

U, o . (11.2)

Obecné nebude U,,, souctem U,,+U,,+U,,, my vsak stejné budeme poCitat nanejvys
s prispévkem E,. Predpokladame, ze U,,=U,, (|f,—F|), Uy, =U.,(|t,—|.[&—].[5—7).

coZ umozni snizit pocet integral(l pres konfiguracni prostor o jeden, ktery dava prosté jen
objem soustavy. Zavedeme parametr (ma rozmeér prevraceného objemu)

3/2

1 U PP | [mkT U
= ex exp| ———— =|——| eX 11.3
d (2zn) pkBTJ P 2kaT] 2’ pkBT (1L3)
Termodynamicky potencial (11.1) tak mizeme zapsat jako
Y Up,
—Q=PV =k, TIn|1+&V + exp| — av, +... (11.4)
2! kg T
Taylor(v rozvoj tohoto vyrazu dava
= J
P=k, T» —2&" | 11.5
B ;n!f (11.5)
kde
=1, J,= Y
=1, J,=||exp|— —1ljav, ,
kg T
(11.6)
U U U U
J,= | |exp| ——& |—exp| ——= | —exp| ——= |—exp| ——=|+-2|dV, dV, ,
’ J p[ kBT] p[ ke T P ke T P ke T 20

Integrandy v J, jsou vyznamné riizné od nuly jen tehdy, kdyZ se k sobé& dostate¢né priblizi n

atomd. Z obecného vztahu

N = _8_(2 =V 6_P (11.7)
Oulry  OHly
a vztahu ziskaného derivovanim (11.3)
9¢ ¢ (11.8)
oul., KT
dostavame
= J
N=V g, 11.9
oo (11.9)
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Vztahy (11.5) a (11.9) urCuji v parametrickém tvaru (parametr &) stavovou rovnici

v v

Nk, T

P=kT& , N=V&E = P= =P, . (11.10)

11.2 Van der Waalsova rovnice

Vezmeme-li ve vyrazech (11.5) a (11.9) prvni dva ¢leny, mame

P=k,T 5[1+%§] , N=VE(L+D,¢) . (11.11)
Vyloucenim parametru dostavame stavovou rovnici
2
PV =NKk,T -2 N, PV g (11.12)
2V | Nk,T

V opravném ¢lenu mdzeme poloZit PV =Nk, T , takze mame

, B(T):—%Jz . (11.13)

P

Nk, T[, N
= 1+—~B(T
Y, l+v )

PFi vypoctu J, budeme predpokladat vzajemné centralni plsobeni, velké (Ulz/kBT >1) az
po vzdalenost 2r, atomd, potom naopak zanedbatelné (‘Ulz‘/kBT <1). Mame tak (pfi

dosazeni dV —4zr’dr)

21y 00
o U12 2 U12 2 -
B(T)=2x | |1—exp|— rédr+2x | |1—exp|———=/||r°dr =
g T kg T
—0 exp(fx)il—x (1114)
2r
25 27 7 a
2 24y —h
Zﬂ[r dr—E!‘Ulz(r)‘r dr=b _kBT
Dosazenim (11.14) do (11.13) dostavame
N> NKkgT N Nk, T
P+ra—=—"8_ |14p—|=_—""8B 11.15
VE [ v ] v —bN) (11.15)
a po trivialni Upravé van der Waalsovu rovnici
NZ
[P—i—aw](v —bN)=Nk, T . (11.16)
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12.1deélni (nerelativisticky) Boseho — Einstein(iv plyn

12.1 Termodynamicky potenciél, hustota a vnitini energie
Odvodili jsme nésledujici vztahy pro termodynamicky potencial, numerickou hustotu

a vnitfni energii plynu

Q gVv 7]
=-=-B, ,
kg T A 5\ kg T
N ¢ y7;
——=-28B , 12.1
VY E % K Tj ( )

Pro x<0 muzeme funkci Bn(x) napsat jako radu

=, explk
B,(x)=3 xpllx] (12.2)
o K
Chemicky potencial mdzeme v principu ziskat z vyrazu
H 1 s
B =—Kp . (12.3)
i[kBTj 9

Energie na jednu Castici je

N

08
3, T2k

U
U=—=—
N
BS( j
2 kBT

2
Je-li vyraz na pravé strané rovnice (12.3) mnohem mensi nez jedna, je mozné vzit pouze prvni
Clen fady (12.2), takze

(12.4)

®

U U
B ~ ex 12.5
a tedy
3
i zln(ﬁT'Dj . (12.6)
ke T g

Energie na jednu Castici ma pak klasickou hodnotu

u zngT | (12.7)

Vezméme za priklad idealni klasicky plyn za standardnich podminek — pro urcitost N,. Do

vztahu (12.6) dosadime
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N (0 6,02.10%molt \°
g=1 , pz/sz(—Aj =( = J =8,97.10m™2 |,

A 2,24.10° m*mol™ (12.8)
ky T =(1,38.10JK™)(273,16K)=3,77.10J , m=4,68.10"kg
a 1=1,05.10"*Js a dostavame tak
A =19,81pm k”T =-1538 = u=-0,36eV . (12.9)
B
Opacny extrém vidime pfi parametrech pokusu s parami sodiku, kdy bylo
g=1 , p=2510"m2 , T=10"K , m=38210%kg . (12.10)

V tomto pripadé je A =1,14puma prava strana rovnice (12.3) je pak priblizné 3,77, zatimco

leva strana mlize dosahnout maximalni hodnoty pro chemicky potencial rovny nule, tedy

B, (o):g(gj=1+271/2+33%+-~£ 2,612375349 . (12.11)

Kde vznikla pfi odvozovani vyraz(i chyba? Zjevné existuje kriticka hodnota teploty, kdy pfi
dané hustoté poctu Castic chemicky potencial dosahne své maximalni, tj. nulové hodnoty.

Tuto kritickou teplotu ziskdme pro danou hustotu ¢astic dosazenim #=0 do rovnice (12.3)

or  w (NP (N
T = - ( j =33125 (—J (12.12)
[;(3/2) kem{ gV kem{ gV

neboli

3/2
N(l] =;(§jﬂ | (12.13)

Naopak prfi dané teploté existuje kriticka hustota

3
g ;(ZJ
12.2 Boseho - Einsteinova kondensace
Pro teploty niz8i neZ kriticka, tj. pro T <T, nemizZe byt pfi nulovém chemickém
potencialu v intervalu energii 0<g<oo v8ech N Castic soustavy, ale jen
gV 3) (T1)"
N(e>0)=—2—(2zmk,T)" (—j: —| N . (12.15)

C
Zbyvajici Castice musi byt nahromadény — kondensovany — na hladiné £=0
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N(£=0)=N N(g>o)—N{1(le3/T . (12.16)

c

Chyba byla ve vztahu (8.23)
a+l)-a
f(ga)(— n—& )= f(e)p(e)he, —
; Eart — &, (6= 22) Z (12.17)
I f(e)p(e)de |

kde jsme predpokladali, Ze pro velmi husté spektrum energii je mozno prejit od sumace
k integraci. To implicitné predpoklada, Ze se vzristajicim poctem energiovych hladin Umérné
tomu klesa jejich obsazeni. V pfipadé Boseho — Einsteinovy kondensace se to vSak netyka
zakladniho stavu (jehoZz energiovou hladinu jsme zvolili jako nulovou). Vratme se tedy

k diskrétnimu zapisu vztahu (8.16)

N = i n, , n,= ! (12.18)
ot exp{gﬁ_” }—1
kg T
Tady vyjmeme ze sumy zékladni stav s &, =0, takze
N=N(e=0)+N(e>0) , ! — N(e=0) ,
exp{— i }—1
ke T (12.19)
N gVv U
N(e>0)=>n, — N(&>0)==—+

ZapiSme ted pohromadé vztahy pro teploty T<T, a T>T,. Vyraz pro tlak (tedy stavova

rovnice) vychazi ze vztahu Q=-PV , vyraz pro entropii a specifické teplo ze vztah(

o0Q 0S
S=—— , C,=T— (12.20)
ar |,y T |y
a vyraz pro volnou energiiz F=U —-T S=Q+ « N . Bereme v Uvahu, Ze
dB,,.(x)
12.21 —22 7 =B
(12.21) it
a
2
o(s.N) (aNJ
oT
os| _oS.\N)_oT.u) es| \9TL) (12.22)
oT|, o(T.N) oT.N) oT| ~ oN
8(T,y) oul,




Mame pak pro potencialy vyrazy

T>T, T <T,
v H
g T 2(kBTJ :
k, TV P k,TV (5
O —g-2_'B —g-e >
PE i(kBTj PR g(zj
3 Y 3 vV (5) . (12.23)
U 9k T 5B, s —ngT—sg(—j
FERI 27 702

a pro specifické teplo

B ok Yon| 2 |- gronfe ) 7o,
470 kT ) 4 P
C, = B, (12.24)
2 kBT
15 V 5
ngBfg(Ej T<T,

VSechny potencialy, jakoz i specifické teplo jsou spojité pfi T =T,. Vyrazy pro T <T_ snadno
pfepiSeme pomoci vztahu (12.13) na tvar explicitné zvyraznujici charakter teplotni zavislosti.
Pro T >T,_se spokojime s aproximaci pro |z|—0, aproximaci pro velké hodnoty || jsme jiz

vidéli ve vztazich (12.5) a (12.6). Porovnanim vztahl (12.3) a (12.13) mame

32
B, ( k”T ) - g(%j G—J . (12.25)

S oznacenim x=|z|/(k, T) ziskame chemicky potencial vypo&tem limity x—0 vyrazu

3
Bs(—x)—g’(j .
lim 2 2) _jiml L Jt”{ ! ! }dt _
X2

x—0 X1/2 x—0 F(?,j el** _1 Bl et 1
2 ° (12.26)

o 2x [l L L2 (e 1, L
i th {ex(”l)—l_e“—l}dt ‘ﬁjt U
0

0

Dosazenim (12.26) do (12.25) pak
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2
3
4 :_{ 2 {1_(% } | (12.27)
PrepiSeme ted tabulku (12.23) na

3/2 3272
T T,
Q:NkBT(T—j —0(+,3®(T—TC)|:1—(?) :l

c

T3 3 T\
U:NkBT(T—j —a——,b’@(T—TC){l—(?j

c

3/2 3272
_ Ty J5,.3 Tt
S—NKB(TCJ {Za 2,3@(T Tc)l:l (Tj :l

} (12.28)

o
F=-aN kB — y = 2 ) ,B - '
2
kde ©(T —T,) je Heavisideova funkce
1 T>T,
O(T-T,)= % T=T, . (12.29)
0 T<T,

Konstanty a a [ jsou pfiblizné rovny jedné poloviné (¢ =0,514, £=0,543). Specifické teplo

pocitame opét jako

0S
C,=T—= (12.30)
oT NT,
a dostavame
TV [15 9 T Y
=NKk;| — —a——pO(T-T,)|1-| = . 12.31
comli] fredron e (6]
Pro teplotni zavislost specifickeého tepla dostdvame pak
3/2 3
Lo NSNS Hperon)u(E] | a2z
oT|,, TI\T) |8 8 T

Tato veli€ina uz ma nespojitostv T =T,
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Gl (om0~ L] (15T -0)2-367 0k
ot N,T, ot N,T, T,

(12.33)

12.3 Fazovy prechod para — kondensat
Zatneme se vztahem pro chemicky potenciél vyjadfeny jako funkce teploty a tlaku

dy=—sdT +vdP | s:% | U:% | (12.34)

odkud pro specifickou entropii a specificky objem plyne

_Ou
oT

Ok

S = =
oP

(12.35)

P T

PFi rovnovaze dvou fazi musi se rovnat jejich chemické potencialy, tedy
m(P.T)=m(P.T) . (12.36)

Tato rovnice urcuje tlak jako funkci teploty, takze p¥i derivaci (12.36) podle teploty mame

dpa(T.P)_du(T.P) _ om|  om| AP _om|  Om| P ) o0y
dT dT oT|, oP|.dT 4T |, 0P| dT
S vyuzitim (12.34) pak dostavame Clapeyronovu — Clausiovu rovnici
dpP q
—=————, q=T(s,-5) . 12.38
daT T(’UZ—’Ul) q (2 1) ( )

V rovnici (12.38) q je latentni teplo pfechodu z faze 1 do faze 2. | za obvyklych podminek
byva specificky objem pary podstatné vétsi nez kapaliny, v naSem pfipadé je rozdil extrémni.
PFi teploté T <T, je pocet Castic v plynné fazi dan vztahem (12.15), tj. N,=N(T/T, )3/2. Ze
vztahl (12.28) je vidét, Ze pouze Castice v plynné fazi maji nenulové specifické hodnoty

T I . A S P X. '

2 32 12 32 B
N P N 2
> NI > NI T
T T

pravd strana rovnice (12.38) je pak (5/2)akB p.. Opét podle (12.28) (pripomenme

a¢(3]
PzakBT,oC:akBT—2 = dP —EakBp

A2 dT 2 ¢

P=-Q/V ) mdme

(12.40)

cozZ je leva strana (12.38). Je tedy Clapeyronova — Clausiova rovnice opravdu splnéna.
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13. Elektronovy plyn
13.1 Uplné degenerovany elektronovy plyn

Spin elektronli je s=1/2 a pokud neuvaZzujeme rozstépeni energiovych hladin
zplisobené rozdilnou orientaci spinu, klademe g=2s+1=2. Nejprve si vS§imneme vlastnosti

uplné degenerovaného (nerelativistického) elektronového plynu. Rozumime tim stav

v v

hladiny dvojicemi elektron(i s opacné orientovanymi spiny aZ do vycerpani vSech Gastic.
Pocet kvantovych stav( elektronll, které se pohybuji v objemu V, vintervalu velikosti

hybnosti (p, p+dp) je

4zp’dp _,, p°dp

n(p)dp=2V 13.1
Zaplnény jsou vSechny hladiny az po hodnotu p., danou vztahem
Pe V Pe V p3
N={n(oldp= 2dp=—=>F_ | 13.2
'C[ (p) P 2 h 'c[ b-ap 37 h ( )
odkud mame pro Fermiho hybnost p. a Fermiho energii .
Y3 2 2 2/3
27 [, 23N _Pe (n.2\23 R° (N
Pe —Z—(37Z' ) (Vj no, Ee —ﬁ—(37[ ) ﬁ(vj . (133)

Fermiho energie hraje v tomto pfipadé roli chemického potencialu. Vezmeme-li Fermiho —

Diracovo rozdéleni v limité T —0K s chemickym potenciadlem >0, dostdvame

1 e<u
lim ! 1L e ume(ume) (13.4)
Hm<exp E=M g |2
ko T 0 e>u

() =e - (13.5)

2 Pe 5

a po dosazeni z (13.3)

61



3(322) 52 N VPP
U:uh_(ﬂ) NI 187
10 miV 5

Stavovou rovnici dostaneme z obecného vztahu

2/3
372_2 2 5/3
PV :%U = P :%%(gj :EﬁgF : (13.8)

Elektronova hustota ] )
Atomova koncentrace | Valence Fermiho energie
g 3 N/V=p=z.p,

Pa [107 M™] z (107 er [eV]
Cu 8,45 1 8,45 7,00
Ag 5,85 1 5,85 5,48
Be 12,1 2 24,2 14,14
Al 6,02 3 18,06 11,63

13.2 Stavova rovnice nerelativistického plynu

Obdobné jako u bosonl prepiseme zakladni vztahy zavedenim vinové délky de

Q gV 7
=2 _F, ,
kg T A S\ kg T

Broglieho viny tepelného pohybu

N g 7
—_—=-2F , 13.9
S o =9
3gV Y7,
U=—""-2k,TF
2.2 " i(kBTj

Chemicky potencial je dan implicitné druhou rovnici z (13.9) a stavova rovnice pak

dosazenim tohoto potenciélu do prvni z rovnic. VSimnéme si chovani funkci

o0 o0

2 ( tY2dt 4 t92 dt
2( ) ﬂj/zjet_x—f-l g( ) 37Z_1/2jet—x+1 ( )
0 0

Ze vztahu (8.9) mame pfiblizné vyjadreni pro velké zaporné hodnoty argumentu
F, (x) iexp[x]—%exp[Z x] . (13.11)

Pro x=0 mame
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F.(0) =(1— anljé”(n) - (13.12)

Rozvojem zlomku v integrandu dostavame

kdyz jsme p¥i poCitani vyuZili Upravy

SO 1y Lsds sl

o0
k=1 k=1

vy,

provedeme substituci t—t+x a pak integraci per partes

0 0

1 (), 1 e' n
F,(x)= J 1 dt_r(n+1)J(et+1)2(t+x) dt . (13.13)

—X —x

Prvni soucinitel v integrandu je suda funkce, kterd ma maximum v t=0 a pro velké hodnoty

[t| exponencialné klesa. Mizeme tedy jednak rozsifit integracni obor na interval (—oo,)

s chybou O(e‘x) a také vdruhém souciniteli vzit jen prvni Cleny se sudou mocninou

proménné Taylorova rozvoje kolem t=0

n t n-2 2 At
F(X)= = J € dtri 2 J LT (13.14)
L(n+1) (e"+1) 2T (n-1) (e"+1)

tedy

i , (13.15)

13.2.1 Nizka hustota, vysoka teplota
V tomto pfipadé pouZijeme rozvoje (13.11). Pro chemicky potenciél dostavame vyraz

y:kBT{InNﬂTS+ L '”73} (13.16)

gv 2¥2 gV

a pro energii
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3
uzﬁNkBT{uéM} . (13.17)
2 29% gV

Stavovou rovnici dostaneme z obecného vztahu PV =2U /3, tedy

N 7
PV:NkBT{1+ B(T)V} , B(T):ﬂ , (13.18)
B(T) je druhy viriadlovy koeficient, v naSem pfipadé dany nikoliv opravou na vzajemnou
interakci Castic, ale opravou na kvantoveé jevy.
13.2.2 Vysoka hustota, nizké teplota
Pouzijeme rozvojll (13.15), tedy

4x%? 7’ 8x¥? 57°
F.(X)=—=|1+—| , F(X)= 1+ : 13.19
g( ) 37:1/2( 8x2j g( ) 157777 8x? (13.19)
Chemicky potencial urCujeme tedy ze vztahu
3/2 2 2
No-2 OV a | Z kT (13.20)
3772 23\ kT 8\ u
PFepiSeme vztah (13.20) pomoci Fermiho energie a Fermiho teploty ¢ =k, T. na (pamatujme
na g=2)
2/3 2
2k, TY (T
e =u|l+—| -2 = u=k T |1-—| — : 13.21
F ﬂ{ 8( P j H=Kg I 1217, ( )
Pro energii pak mame
3 522(T Y
U=3SNKk, T, |1+22 || | . (13.22)
5 12 (T,
Stejnou opravu mame i ve stavove rovnici
2 2
PV = 2Nk, T |1+ 22 1] | . (13.23)
5 12 (T,
Z obecného vztahu
1 115
S==[U-Q-uN|==[=U - uN 13.24
HU -0 uN] | 20— | @320
dostaneme dosazenim z (13.21) a (13.22) pro entropii
2
s=Z Kk NI . (13.25)
2 T-
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Je tedy splnéna tfeti véta termodynamiky — entropie jde k nule pro teplotu jdouci k absolutni
nule.

Vysledky ziskané v prvnim odstavci pro T=0K budou tedy s dobrym pfiblizenim

platit i pfi konecnych teplotach, podminkou pro platnost aproximace je

2 2/3
T<T. - kh (g) (13.26)
m
B
nebo také
3
s =2 EY (13.27)
- 3N

Pozoruhodnou vlastnosti degenerovaného elektronového plynu je, Ze se vzrdstajici hustotou

se vice blizi idealnimu plynu.

14.Nerovnovazny ideélni plyn

14.1 Zakladni pojmy
Kazdy makroskopicky stav idealniho plynu budeme charakterizovat nasledujicim
zplisobem. Rozdélime vSechny mozné kvantové stavy do tfid blizkych stavli — kazda tfida

obsahuje pfedevsim stavy s velmi blizkou energii. TFidy oCislujeme pomoci indexl j=1,2,...

Pocet stavll v kazdé tfidé oznacime jako G ;» pocet Castic v této tfidé jako N;. Stav soustavy
je tedy pIné charakterizovan souborem Cisel {N; . Pfedpokladame pfirozeng, Ze G, , ale také

N; jsou velka Cisla.

Entropie soustavy je Umérna statistické vaze daného makrostavu — tedy poctu zplsobd,
kterymi lze tento stav realizovat. Jednotlivé tfidy povaZzujeme za nezavislé podsoustavy,

méame tedy pro statistickou vahu celé soustavy

AL =] JAr; . (14.1)
i

14.2 Kilasicky plyn

Zé&kladnim predpokladem pro klasickou soustavu je, Ze obsazeni kvantovych hladin je
velmi Fidke, tj. m;=N;/G; <1 (pfitom ale pofad N; je dostatecné velké). Mlzeme tak
pfedpokladat, Zze se Castice umistuji na hladiny nezavisle jedna na druhé (mala
pravdépodobnost, Ze se ,,potkaji* na urcité hlading). Potom jde o pravdépodobnost obsazeni

kazdou z N; Ccastic jednoho z G; stavll — variace s opakovanim — ale podélenou poctem

permutaci N; Castic (Castice jsou stejné)
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J

G
AT =—1
N.!
Pro entropii tak mame
S =k INAT =ky D" INAT; =ky > (N, InG; —In(N 1))
j j
Po aproximaci
In(N!)~ N InE
e
dostavame pro entropii vyraz
eG,
S=k; > N In—L
MU
Vztah (14.5) prepiSeme pomoci obsazovacich Cisel na

S=k ZG In—

J

(14.2)

(14.3)

(14.4)

(14.5)

(14.6)

Ve stavu statistické rovnovahy nabyva entropie maximalni hodnoty. ZapiSeme-li doplfiujici

podminky

;szzejﬁj:N , zj:ngjzzngjﬁjzu ,

(14.7)

hledame extrém metodou Lagrangeovych multiplikator(i (ozna¢ime je prozatim jako aa A)

%(SJW(N +pU)=

Derivovani dava
G (kg InA +a+ B&)=0 ,

odkud pro obsazovaci Cisla

n = exp{k—lB(a + ,ng)}
Konstanty ur¢ime z termodynamického vztahu, kdy pfi konstantnim objemu je
dU =TdS + xdN
takze
1
I

a dostavame skute¢né Gibbsovo rozdéleni
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m, = exp{ﬂk;_l‘_gk} . (14.13)
B

Poznamka: Pfi kvasiklasické situaci je

_APyAY) _

' (2xh) At Ni:”(p<j)’q<j))AT(j) : (14.14)

kde s je pocet stuprili volnosti. Pfejdeme pak od sumace k integraci a pro entropii dostavame

vztah
S :kBJnInEdr . (14.15)
n
14.3 Fermiho plyn
V kazdém kvantovém stavu miZe byt jen jedna Castice, ale celkové je mnoho N; stale

velmi velké Cislo, stejného fadu jako G;. Vzhledem k vlastnostem fermionl je statisticka

vaha poctem kombinaci bez opakovani, takze mame

G.!
AT = —J . (14.16)
(GJ'_NJ')'NJ"

Entropie je (vSechny faktorialy aproximujeme vztahem (14.4))
S =ky 2.{G,InG; —N;InN; - (G, =N, )In(G, N, )} (14.17)
j
nebo prepsano pomoci obsazovacich Cisel
S =~k > G, {mInm, +(1-1,)In(1-m, )} . (14.18)
i

Pridanim doplnujicich podminek (14.7) a nalezenim maximalni hodnoty entropie dostaneme

pro rovnovazny stav Fermiho — Diracovo rozdéleni

exp{oﬂrﬂgk }
n, = s (14.19)
exp{a P } +1
kB
neboli po dosazeni ze (14.12)
n = L (14.20)
exp{w} +1
kg T

V jakeé limité pfejdeme od statistické vahy (14.16) ke klasické, dané vztahem (14.2)? Potfebné

Upravy jsou
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G, —N.

In[(G; =N, )!]~(G;~N, )i A

(14.21)
GIGj N. InG. +N.+(G.—N.)In|1 N, ~In|G.IG Y
g NI ,—+( i~ j)” _E~n[ R ] '
J
kde zanedb&vame zbytek
N. N2
N.InG.+N.+(G.—N.)In£1——’]z—‘ . (14.22)
] J ] ] ] Gj 2GJ

14.4 Boseho plyn
Na rozdil od fermionl mlze byt kazdy kvantovy stav obsazen libovolnym poctem
bosond. Statistickd vaha je dana poctem kombinaci s opakovanim. Standardni pfedstava o
vypoctu uvazuje rozmisténi N, kulicek do G; prihradek. Jde tedy o pocet moznych
uspofadani souboru G; —1+N; hranic mezi pfihradkami a kulicek — to je (Gj —1+Nj)!. Pak
je tfeba nezapocitat identicka usporadani (hranice jsou stejné, kulicky jsou stejné). Statisticka
vaha je tedy
(G;+N;-1)!

(14.23)

PFi vypoCtu entropie kromé pfiblizného vyjadreni logaritmu faktorialu velkych Cisel podle
(14.4) zanedbame take jednicku oproti G, a dostavame
S=ks 2 {(G,+N,)In(G,+N) - N,InN; -G, InG | (14.24)
j
nebo prepsano pomoci obsazovacich Cisel
S =ky 3G, {(1+,)In(1+m;) 1 Inm | . (14.25)
i

Pridanim doplnujicich podminek (14.7) a nalezenim maximalni hodnoty entropie dostaneme

pro rovnovazny stav Bose — Einsteinovo rozdéleni

exp{aiﬁ gk}
n = B (14.26)
1—exp{a+ﬂgk}
kB
neboli po dosazeni ze (14.12)
n = ! . (14.27)




Pro prechod od statistické vahy (14.23) ke klasické hodnoté (14.2) upravujeme
Gj -1+ N;,
e

G,-1
In[(G;+N; -1)!] ~(G; -1+ N; )In =(G,-1)in——+

(14.28)

i

N, |
N, In(G, 1)-N, +(G, 1+ Nj)ln[1+G ’Jz n[G16" |

kde zanedbavame (je vhodné zaznamenavat kazdy krok aproximaci, i kdyZ vypada zcela

trivialné)

N, N?
(G,—1+N,)Inf 1+—L |-N; » ——L (14.29)
G,-1 2G,

U bosonli mohou nastavat situace, kdy pocet ¢astic je mnohem vétsi nez pocet hladin —

N, >1, tedy situace opacna ke klasické statistice. V takovém pfipadé upravujeme

G. —1+N. N.
In[ (G, +N; -1)!] ~(G; -1+ Nj)In=———t =N, I~ +
(14.30)
G, ~1)InN, — (G, 1) +(G. 1+ N )in| 1+ 22 | < [ N 1N
(G;-1)InN; (G, ~1)+(G; ~1+N; )In| 1+ N N”[ it ]
J
a statisticka vaha je pak
NG
Al =—31 | (14.31)
J
(G,-1)r
Entropie takoveho stavu je (opét zanedbavame jednicku oproti G;)
eN.
S=k; >.G,In—" . (14.32)
i G;
15. Kineticka teorie plynd
15.1 Liouvillova véta
Méjme soustavu obycejnych diferencialnich rovnic
dx :
—=f(ixt) , 1=1,2,...,n , 15.1
kterd ma pro celou Gasovou osu feSeni. Oznatme g' grupovou transformaci
g'(%)=x+ f({x})t+O(t*) , t—0 . (15.2)
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Oznaéme D(0) oblast v n — rozmérém prostoru {x}a V (0) jeji objem a dale V (t) objem
oblasti D(t), kde D(t)=g'D(0). Plati véta (pfes opakujici indexy secitame): Je-li
o f,/0x =0, potom g' zachovava objem

of ({x})

=0 = g'V(0)=V(1)=V(0) . (15.3)

Pro ddikaz jsou potreba dvé lemmata. Lemma 1: Plati
dv (t)

dt

of.
= | —d"x , d"x=dx...dx . 15.4
J ox, % " (154)

0 oo

Obecné je (transformace proménnych s Jacobiho determinantem)
t t
V(t)= [ d"x(t)= | det 99 (%) gy , 89—()(‘)=5” +8—fit+o(t2) . (15.5)
0 OX; OX; OX;

j j
D(0)

Lemma 2: Pro libovolnou matici A plati
det‘é + At‘ =1+ TrAt+0(t?) . (15.6)

Dikaz je snadno vidét — pouze v soucinu prvkd na diagonale jsou ¢leny nultého a prvniho

fadu v t , jak je vidét na prikladu

l+a,t a,t ,
=1+ +a, )t + a,—a,a, |t” . 15.7
8.21'[ 1+8.22t (all 22) (ail 2~ 21) ( )
Mame tak
09" (. . _
det| 9 () =1+Tra—f't+o(t2):1+—af' +0(t%) . (15.8)
aXj an 6Xi

Dosazenim do (15.5)

V()= J {1+2—2+O(t2)}d”x (15.9)

B(0) |

a derivovanim a polozenim t=0 dostavame (15.4). Protoze se t=t,pfi poCitani ni¢im nelisi

od t=0, mlZeme psat také

= J—‘d“x . (15.10)
t=t

Tim je diikaz dokonéen, nebot’
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. dv (t

ofi o o MO _, (15.11)
OX dt

Specialné pro soustavu Hamiltonovych rovnic

dg” oH dp, oH

= : =— (15.12)
dt  ap, dt oq”
je
of _ 0 oH o[ oH] 4 (15.13)
ox, 0q“op, op,\ °q”

15.2 Boltzmannova kinetické rovnice
Mame Sestirozmérny fazovy prostor {d, r)}. Rozdélovaci funkci f(q, rJ,t) zavadime

jako

(qdp)|

dNL:f(q,ﬁ,t) (Zﬂ'h)s

(15.14)

kde dN|t je pocet Castic v elementu fazového prostoru (d3qd3 ﬁ)‘t/(Z;zh)?’ v Case t. Podle

Liouvillovy véty

3432\ _ (A3 A3 R
(d*gd p)t—(d gd p)to (15.15)
Také pocet Castic se nemeéni
dN| =dN| (15.16)
takze pro rozdélovaci funkci musi byt
f(qlﬁ't): f(qo’po’to) ' (15.17)
Derivovanim (15.17) podle Casu dostavame
df _of ¢ 40 g 9P _4 (15.18)
d ot * dt " dt
Z Hamiltonovych rovnic
dj & dp
~=-VH , 2L=—-VH 15.19
d P dt ‘ ( )
oy °F
dosadime do (15.18) a dostavame
of - = ==
E:VqHfo—VpHquE{H,f} . (15.20)

V rovnovazném stavu jsou Poissonovy zavorky H s f rovny nule
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%:o = {H.fl=0 = f=f(H) . (15.21)

Rozdélovaci funkce je v rovnovazném stavu pouze funkci konstanty pohybu — energie H =¢ .

Zapocteni srazek mezi Casticemi vede k tomu, Ze pocCet Castic v elementu fazoveho
prostoru jedneé Castice uz nemusi byt konstantni. Je potom

ety = 9 199,95 199 ¢y (15.22)
dt ot dt dt

Predpokladame, Ze pfi sraZzce se zachovavaji jak hybnosti, tak energie ¢astic
P+p=p+p , c+g=6+¢ (15.23)

a interakce se odehraje v jediném bodé konfiguracniho prostoru ¢. Abychom nemuseli psat

argumenty funkci, budeme pro struc¢nost zapisu zkracovat
f(@pt)==f , f(q.p.t)="1 .
f(q!p/!t):f/ ’ f(q ﬁ:{’)_fll

PoCet srazek s prechodem P, P, — p', P, za jednotku Gasu v elementu objemu dV =d*q je

(15.24)

dan vztahem®

e ., B
9 w(p',plIp.p)f LA pdpd®p dp (15.25)
(27zh)

kde vztah mezi pravdépodobnosti prechodu a diferencialnim Gginnym prdrezem srazky je

1 zapis s dV jako elementem objemu konfiguragniho prostoru by byl obecngjsi — pro dvouatomovou molekulu

jde o pét nezavislych souradnic (tfi souradnice tézisté a dva Uhly definujici smér osy molekuly). Pak také misto
vyrazu dafJ by vystupoval element dI”, obsahujici tfi slozky hybnosti a dvé nezavislé slozky momentu

hybnosti, pfirozené by se také faktor 2 77 7 vyskytoval ne ve tieti, ale v paté mocning.
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l=da(p BIIP.B) - (15.26)

Ve zkraceném zapisu budeme psat
w(p',B1p.B)=w . w(p.plp.p)=w . (15.27)
Bude nas tedy zajimat zména v obsazeni elementu fazového prostoru za jednotku Casu pfi

pevné dané hodnoté p, tedy

d*gd®p

c(f)(zﬂh)g (15.28)
Ubytek je dan jako
((j;(jzdshWffdf*]df*p’df*pl : (15.29)
prirGstek jako
?;(jzd;pfw f/ £ d*p,d*p' d*p (15.30)
takze celkova zména je
d’q IOjwf £ -wf f)d*pdp d°p . (15.31)
(27h)
Porovnanim (15.31) a (15.28) dostavame
C(f):(zyih) j(wf f/-wf f)d’p,d°p'd’p . (15.32)
Da se v obecnosti ukazat, Ze plati
[w(r’,rj|r, 1, )dr dry = [w(r, 1|1, )dr dr] (15.33)

A protoze f ani f, nezavisi na T’ ani T, mGzeme vztahu (15.33) vyuzit k Gpravé (15.32)

na

C(f)=

w f f/—f f)d*p,d*p’ d° . 15.34
(Zﬁhj ,)d°p,d*p’ d* ) (15.34)

Funkce w resp. diferencialni G¢inny prifez d o obsahuji jako soucinitele také Diracovu delta

funkci, vyjadfujici zakony zachovani. Pro pripad jednoatomoveho plynu symetrie plati
W =w(p,BIp' B)=w(p' BIP.B)=w | (15.35)

takZe mlizeme v (15.34) psat w mistow’ . Podle (15.26) mame pak
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wd®p’ d*p; =|V-V,|do (15.36)
a pro srézkovy ¢len konecné
1

C(f)=(27zh)3j|\7—vl|(f’ £/~ f,)dod®p, (15.37)

Pfitom uz predpokladame, Ze za p’ a [P, jsme dosadili ze zakon( zachovéni, takZe se
integruje jen pfes hybnosti p, a Uhel rozptylu, nebot diferencialni G¢inny priifez je vyjadren
jakodo =g(9,¢)dQ.

Hruby odhad srazkového integralu pro kinetické jevy v plynech je mozno ucinit
pomoci pojmu stfedni volné drahy | — stfedni vzdalenosti, kterou urazi molekula mezi dvéma
po sobé jdoucimi srazkami. Tuto vzdalenost mdzeme vyjadfit pomoci Ucinného prifezu o a

hustoty poctu Castic N z vyrazu
1

| ~— . 15.38
by ( )
Je-li linearni rozmér molekul d a stfedni vzdalenost mezi molekulami 7, mame
, 1 (7Y Y’
c~d® , N~= = |~-T|—| =d|— . (15.39)
r d d

Zavedeni stfedni doby mezi srazkami

S (15.40)
Vv

pak vede k hledanému odhadu Boltzmannova srazkového ¢lenu
f—f,
C(f)=——2, (15.41)
T

kde f, je rovnovazna rozdélovaci funkce.

16. PribliZzné FeSeni stacionarni Boltzmannovy kinetické rovnice

ZapiSme Boltzmannovu kinetickou rovnici v aproximaci rozdélovaci funkce blizke

rovnovaznému rozdéleni

of ot g 1ot g F-f (16.1)
ot or m ov T
odtud pak mame pro stacionarni pripad
R AN LA (16.2)
or m ov
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Budou-li jak sila F=(e&,0,0), tak gradient teploty VT=(0T/0x,0,0)dostatecné malé,

mlZeme na pravé strané poloZit f ~ f,, takZze mame s oznacenim \7:(u vy ,vz)

f- fo—{a—f(’-u +Ea—f°-5j . (16.3)
oX m ou

V tomto vztahu

, (16.4)

ofy_(afydu o%,)dT ot _afde__ of,
dx ' du Oe du Oe

ox \oudT  oT )Jdx
predpokladame-li nerelativisticky plyn, kde g=mv2/2,v2=u2+vj+vf. Pro rovnovaznou

funkci f, je jak pro Boltzmannovu, tak pro Fermiho — Diracovu statistiku

£—H
f=f|—2| |, 16.5
- 29
takZe mGZeme psat
ofy_ ; iﬁi(ﬁj ofdT ok _ 0% (16.6)
OX T° OT\T )| d¢ dx ou oe

Dosazenim do (16.3) dostavame

AT P iz+i(ﬁj al (16.7)
oe T2 aT\T ) |dx

16.1 Boltzmannova statistika
Pro Boltzmannovu statistiku dok&Zeme z obecného tvaru rozdélovaci funkce (g=2 je

spinova degenerace)

3
f,=9 (%] exp{‘;;_rg} , N =I f,d*v (16.8)
vyjadfit explicitné chemicky potenciél

3/2
kaTlnlg[ith_:_j/] , (16.9)

takZze f, nabyva standardni formu Maxwellova rozdéleni

3/2

f, = n( 27;:3 T ] exp{— kBgT } : (16.10)

Je tedy
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of__ & i(ﬁj:_ik_s , (16.11)

takze dostavame

f=f+

T e 3 dT
e - =———k, |—uf, . 16.12
kBT{ [ 2 B}d }u 0 ( )

16.2 Fermiho — Diracova statistika

Normovani rozdélovaci funkce Fermiho — Diracova rozdéleni

m Y 1
f(’:g[zﬂhj expl (2~ 1)) (6 T) ]+ 1 (16.13)

dava rovnici, kterd implicitné urcuje chemicky potencial

3

d*v
fdv=g| " =n . 16.14
Jlodv g(ZﬁhjJexp[(a—y)/(kBT)]+l " (16.19

Po integraci podle thlovych proménnych mame
3/2OO 12

g m g de
el =n . 16.15
ZVZﬂZ(hzj Jexp[(e—,u)/(kBT)]+l n ( )

0

Fermiho energii dostaneme ze vztahu

3/2 &
L(ﬂj £2ds=n (16.16)
oVz 2| 32 'c[
tedy
2 2 2/3
& :5‘—(6” nJ . (16.17)
m{ g

Oznatime a=u/(k,T) a zavedeme novou proménnou x=¢/(k,T), takZe pfedchozi vztah

ziska tvar

3/2OO 12
?z(mkgTj xTdx__ (16.18)
2272\ h exp[x—a]+1

0
Pro velké hodnoty parametru o (napfiklad pro u~e- ~5eVa T ~300K je a ~200) ukazeme

aproximativni metodu vypoctu obecngjSiho integralu

0 0

|=J y(x)dx —Jy(xm)dx (16.19)

exp[x—a]+1 ) exp[x]+1
0 -a
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pro velké hodnoty a a funkce y(x)takové, Ze integrél existuje. Provadime nejprve nasledujici

Upravy

exp[-x] 1 exp[x]+1

0

|:Iy(x)dx_jV(Q—X)dX+Jy(x+a)dx

exp[x]+1 exp[x] +1
0 0

a konec¢né

o0

:Ty(x)dx+Jy(“+x) Jy(“ xdx (16.20)

exp[x]+1 exp[x]+1

Treti integral je lze zanedbat, nebot’ je exponencialné (exp[—a]) maly. V Citateli integrandu

v v

pfipadé budeme potfebovat jen prvni — a integral je pak

i y(a+x) y( 0 22n 172_2n B 2n l)
d : 16.21
J exp[x]+1 = nz (2n- 1) (2) (16.21)
0
a tedy
a 2
I zjy(x)dx+%y/(a) : (16.22)
0

Integrél ve (16.18) aproximuje vyrazem

°° 2 ) 3/2 2 2

Jx—dnga?*h”—%:g( H j 1+”—(kBTj . (16.23)
exp[x—a]+1 3 12 o 3k T 8\ wu

0

Pokud bychom se spokojili ve (16.22) jen s prvnim ¢lenem, odpovidalo by to pfilis hrubé

aproximaci, pomoci Diracovy & — funkce mliZzeme potfebné dva ¢leny v derivaci rozdélovaci

funkce zapsat jako

0 1 72 -
E(exp[(g-y)/(kBT)]+1J“_5(5‘#)—g(kBT) §'(s-p) . (16.24)

S pomoci vyrazu pro Fermiho energii (16.17) mGzZeme pro chemicky potencial napsat po
dosazeni (16.23) do (16.18) priblizny vztah
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(16.25)

17. Bily trpaslik

17.1 Elementarni odhad Chandrasekharovy meze
Jiz v roce 1932 proved| Landau (On the theory of stars, Phys. Zs. Sowjet. 1 (1932), 285)

nasledujici Gvahu: mé&jme N fermiond (pro sloZeni hvézdy z **C a O je to N nukleon( a

N/2 elektrond) ve hvézdé poloméru R, takZe &iselna hustota elektrond je n~N/R®. Objem
pfipadajici na jeden elektron je podle Pauliho principu (M)3~1/n. Podle Heisenbergova

principu neurcitosti je nejmenSi moZnd velikost hybnosti p~h/M~hn]/3. Energie
relativistického elektronu je tedy (energii nukleonli zanedbavame vzhledem k jejich velké
hmotnosti)

V3
E, ~nn¥c~ "’CF'? , (17.1)

predpokladame pritom
E. >mc? . (17.2)

Gravitacni energie na jeden nukleon — tady naopak zanedbavame prispévek elektront — je

2
E, ~—GNU (17.3)
R
kde u je atomova jednotka hmotnosti. Celkova energie je
13 2
E-E, +E, - "N —GN; . (17.4)

Pro maly pocet Castic je celkova energie kladnda, zvySovani R sniZuje energii, aZ je porusena
podminka (17.2) a pfechazime do nerelativistické oblasti
2 2/3

- % (17.5)
Potom mdZe byt celkova energie zaporna a se zvySujicim se R jde k nule. Existuje tedy
rovnovazny stav s minimem celkové energie. Naopak pro velky pocet Castic je celkova
energie (17.4) zaporna a se zvysujicim se R stale klesa — rovnovazny stav neexistuje. Mezni
hodnota pocCtu Castic, kdy jesté mlZze existovat rovnovazny stav je tedy uréena z (17.4) pro

E=0.Mame tedy
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hc ¥ fic 92 1
Nmax ~ (G uzj = Mmax = Nmax u-~ (Ej — - (176)

Po dosazeni hodnot zakladnich konstant a hmotnosti Slunce (#%=1,05-10*Js,
c=3,00-10°ms™, G=6,67-10"Jmkg?, u=1,66-10"kg a M_=1,99-10°kg) dostavame
pro maximalni hmotnost

M, ~3,72:10°kg~187M, (17.7)
tedy hodnotu jen ponékud vétsi, nez je v soucasnosti prijata hodnota Chandrasekharovy meze.

Dosazenim N, do (17.1) ziskdme z nerovnosti (17.2) vyraz pro maximalni mozny polomér

12
Rinax ~i( he j : (17.8)

mc| Gu?

coz po dosazeni (m=9,11-10"* kg ) dava
R ~50310°m . (17.9)
Vysledek se da elementarné popsat tak, Ze u bilych trpaslikli je tfeba hmotnost Slunce stlacit
nejmené do objemu Zeme.
Pro zjednoduseni popisu je velmi dllezité, Ze elektronovy plyn mliZzeme povazovat za
Uplné degenerovany, tedy plyn za nulové teploty. Je to prekvapivé, uvazime-li teplotu vnitini

Casti bilého trpaslika, ktera je Fadové 10" K . Fermiho energie extrémné relativistického plynu

je
2 \¥3
g =(3z°n) hc . (17.10)
Podobné jako v pfedchozi kapitole miizeme chemicky potencial aproximovat vyrazem
k, T)°
U= e —2M : (17.11)
s

Jako priklad vezméme parametry hvézdy Sirius B (Barston et al.: HST Spectroscopy of the

Balmer lines in Sirius B, MNRAS 362 (2005), 1134) — hmotnost M =1,02M_, polomér

R=0,0081R, . S hodnotou R, =6,96-10° m dostavame pro numerickou hustotu elektron(

1M 1
n=-————-=815.10¥m™ 17.12
2 u (43)zR° (17.12)
a pro Fermiho energii
g =9,10-10°J~57MeV . (17.13)

Hodnota tepelné energie odpovidajici T ~10" K je ale
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ke T ~1,38:10°J~0,9keV (17.14)

je tak rozmazani skokové funkce rozdéleni podle energie kolem chemického potencialu (ten

je pfi danych podminkach pouze o 0,3eV mensi nez Fermiho energie) zanedbatelné.
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