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UVOD

Tento ucebni text je urcen pro predmét M 1115 Linearni algebra a geometrie 1, ktery
je povinnym predmétem v bakalafském studijnim programu Matematika, studijnich obo-
rech Matematika se zaméfenim na vzdélavani a Matematika pro viceoborové studium na
prirodovédecké fakulté Masarykovy Univerzity v Brné. Jedna se o jednosemestralni kurz,
ktery je doporuceno absolvovat ve 2. semestru studia a ktery navazuje na predmét M 1125
Zaklady matematiky.

Ucebni text predpoklada jednak elementarni znalosti stfedoskolské matematiky a déle
pak zakladni znalosti latky absolvované v predmétu Zaklady matematiky. Po formalni
strance je vyklad veden co nejpodrobnéji, pri¢emz se vzdy vyslovné pfipominaji drob-
né uskali a dilezité malickosti, které by méné zkuSeny ¢tenar mohl ¢asto prehlédnout.
Z téchto diivodii ma podrobné studium poznamek a komentaiti prinejmensim stejny vyz-
nam jako "uceni se" definic a vét. Totéz plati i pro dukazy jednotlivych tvrzeni, které
jsou zde v pfevazné vétsiné naprosto prirozené, prihledné a bez umélych obrati. Konec
diikkazu je v textu vzdy opticky oznacen symbolem B, umisténym na konci pfislusného
radku.

Pro oznacovani zakladnich ¢iselnych mnozin jsou v textu pouzity nésledujici standardni
symboly:

. mnozina vSech prirozenych ¢isel, tzn. ¢isel 1,2,3, ...
. mnozina vsech celych ¢isel
. mnozina vSech racionalnich ¢isel

. mnozina vSech realnych ¢isel

Q@O N Z

. mnozina vSech komplexnich ¢isel.
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Kapitola 1
Vektorové prostory

§1. Vektorovy prostor, podprostory

Pojem vektoru a vektorového prostoru je jednim ze zédkladnich pojmi moderni matem-
atiky, kterého se vyuziva nejenom v fadé disciplin ryzi matematiky, ale rovnéz v mnoha
aplikacich, at uz v prirodnich védach nebo jinde.

Pti zavadéni pojmu vektorového prostoru se situace ponékud komplikuje v tom, ze
pracujeme soucasné se dvéma algebraickymi strukturami, a to s jistou komutativni grupou
(V,+), jejiz prvky budeme oznacovat tuénymi pismeny, a dale s jistym ¢iselnym télesem
(T, +,-). Mezi témito dvéma strukturami pak budou platit urcité vazby.

Pro zjednodusSeni vyjadiovani si zavedme nasledujici tmluvu: pii zapisovani alge-
braickych struktur uz nebudeme vzdy disledné vypisovat symboly operaci, ale casto
budeme k oznaceni celé struktury pouzivat pouze symbol nosné mnoziny. Tedy napf.
misto o grupé (V, +) budeme stru¢né hovorit o grupé V', misto o télese (7', +,-) budeme
stru¢né hovorit o télese 7T', atd. Pfitom je vSak tfeba mit stale na paméti, Ze se jedna
o zjednodusené oznaceni, protoze, jak vime, algebraickou strukturu nelze ztotozhovat
pouze s jeji nosnou mnozinou.

Definice.

Necht V' je komutativni grupa (jejiz prvky nazyvame vektory) a T" je ¢iselné téleso. Necht
pro kazdé ¢islo t € T a kazdy vektor u € V je definovan vektor ¢ - u € V tak, ze pro
libovolné t,s € T a w,v € V plati:

. t-(u+v)=t-u+t-v,

2. (t+s)-u=t-u+s-u,

3. (t-s)-u=t-(s-u),

4. l-u=u

Potom V' se nazyva vektorovy prostor nad télesem T .

Oznaceni.

Nulovy prvek grupy V' se nazyvéa nulovy vektor a oznacuje se symbolem o. Opaé¢ny prvek
k vektoru w se nazyva opacny vektor k vektoru w a oznacuje se symbolem —wu. Vektor
t-u se nazyva soucin cisla t s vektorem u.

Poznamka.

Vyse definovany soucin ¢isla s vektorem je vlastné specidlnim typem zobrazeni, a sice
zobrazenim T' x V' — V| které se nékdy nazyva vnéjsi operace, na rozdil od (binarni)
operace na mnoziné, napt. V', coz je zobrazeni V x V — V| které se pak nazyva vnitini
operace.

V definici vektorového prostoru se setkdvame se tfemi vnitinimi operacemi a jednou
vnéjsi operaci, pricemz nékteré z nich oznac¢ujeme stejnymi symboly (s¢itani ve V' a s¢itani
v T symbolem +, resp. nasobeni v T" a soucin ¢isla s vektorem symbolem ). I kdyZ nemuze
dojit k nedorozuméni (vzhledem k tomu, Ze vektory z V' a ¢isla z T' odliSujeme graficky),
je tfeba si tuto skutecnost dobte uvédomit.



Pripomenme, Zze mame-li korektné definovat néjaky konkrétni vektorovy prostor, pak
z predchozi definice plyne, Ze musime:
zadat ¢iselné téleso T,
zadat mnozinu vektorid V',

1

2

3. zadat, jak je definovano s¢itani vektor,

4. zadat, jak je definovan soucin ¢isla z T' s vektorem z V|
5

ovéfit, ze (V,+) je komutativni grupa a Ze plati vlastnosti 1. az 4. z definice
vektorového prostoru.

Priklad 1.1.
1. Vektorovy prostor 7" .
Necht T je libovolné ¢iselné téleso a necht mnozinou vektori je

T ={(21,...,2,) | x1,...,2, €T}

(tzn. T™ je mnozina vSech usporadanych n-tic prvki z télesa T'). Definujme pro libovolné

u=(Up,...,uy), v=(v1,...,v,) € T" alibovolné t € T
u+v=(u;+v,...,u,+vy,) a tow=(t-uy,... .t uy),
kde symboly +, resp. - na pravych stranadch znaci obycejné s¢itani, resp. nasobeni

Cisel (strucné fikdme, Ze s¢itani vektort a nasobeni ¢isla s vektorem je definovano "po

slozkach"). Pak (T, +) je komutativni grupa a lehce se ovéri, Ze plati vlastnosti 1. az 4.

z definice vektorového prostoru.

Tedy T™ je vektorovym prostorem nad télesem 7'. Specialné, téleso 1" je samo vektorovym

prostorem nad 7.

Poznamenejme, Ze nulovym vektorem je ve vektorovém prostoru 7" ziejmé usporadand

n-tice (0,0,...,0) a opaénym vektorem k (uq,...,u,) je vektor (—uy,...,—u,).
Specialné, napiiklad R?, Q°, C?, Q(v/2 )%, atd. jsou riizné vektorové prostory tohoto

typu.

2. Vektorovy prostor R|z].

Ciselnym télesem necht je téleso R realnych isel. Mnozinou vektorit bude mnozina viech
polynomu o neurc¢ité z s redlnymi koeficienty, kterou oznacime symbolem R[z]. S&tani
vektoru definujeme jako obvyklé s¢éitani polynomi a soucin ¢éisla s vektorem definujeme
jako obvyklé nasobeni realného ¢isla s polynomem. Lehce se ovéri, ze (R[x], +) je komu-
tativni grupa a Ze plati vlastnosti 1. az 4. z definice vektorového prostoru.

Tedy Rz| je vektorovym prostorem nad télesem R.

Nulovym vektorem tohoto vektorového prostoru je pak zfejmé tzv. nulovy polynom, t;j.
polynom, jehoz vSechny koeficienty jsou nulové.

3. Vektorovy prostor R,[z].

Necht n je pevné prirozené ¢islo. Vezméme opét téleso R redlnych ¢isel a mnozinou vektoru
necht je mnozina sestavajici z nulového polynomu a déle ze vSech polynomu o neurcité x
s realnymi koeficienty stupné < n, kterou ozna¢ime symbolem R, [z]. Tedy:

R,[z] = {a,2" + ap_ 12" ' + -+ a1z + ag | ag,ay,...,a, € R}.

Scitani vektori a soucin ¢isla s vektorem definujeme stejné jako v predchozim piikladu.
Lehce se ovéri, ze (R,[z], +) je komutativni grupa a ze plati vlastnosti 1. az 4. z definice
vektorového prostoru.



Tedy R, [z] je vektorovym prostorem nad télesem R.

4. Nulovy vektorovy prostor.

Necht T je libovolné ¢iselné téleso a V' = {0} je libovolna jednoprvkova mnozina. S¢itani

vektort a soucin ¢isla s vektorem definujeme (jedinym moznym zpusobem) takto:
o+o=o0 a t-o=o,prokazdét eT.

Pak zfejmé (V,+) je komutativni grupa a plati vlastnosti 1. az 4. z definice vektorového

prostoru.

Tedy V' je vektorovy prostor nad télesem T', ktery budeme nazyvat nulovy vektorovy
prostor (nad T'). Je to tedy vektorovy prostor obsahujici jediny vektor — a to nulovy.

Poznamka.

Uvédomme si, ze mnozina vektort V' je vzdy neprazdna, dale ze nulovy vektor ve V
existuje jediny a opacny vektor k libovolnému vektoru z V' existuje rovnéz jediny (to vse
plyne ihned z faktu, ze (V,+) je grupa). Pritom je potieba dusledné rozlisovat symboly
o a 0, tzn. nulovy vektor a ¢islo nula.

Dale pfipomenme, Ze podle obvyklé timluvy budeme misto u+ (—wv) psat strucné u—wv.
V nésledujici vété nyni uvedeme dalsi zakladni pravidla pro pocitani s vektory.

Véta 1.1.

Necht'V' je vektorovy prostor nad télesem T, necht't,s,€ T, w,v € V. Pak plati:

1. t-(u—v) =t-u—t-v

2. (t—s)u =t-u—s-u

3. t-u=0 <= t=0 nebo u=o0

4. t-(—u) = (—t)-u = —(t-u); specidlné pak (—=1)-u = —u.

Diikaz.

Dtikaz provedeme uzitim pfedchozi tmluvy a uzitim axiomt 1. az 4. z definice vektorového
prostoru, pripadné uzitim jiz dokazanych pocetnich pravidel. Rozmyslete si vzdy sami,
ktera z uvedenych vlastnosti se pravé pouziva.

L t(u—v)=t(u+ (—v)) +tv—tv="t(u+ (—v) +v) — t-v =t-u —to.

20 (t—s)u=(t+(=s))u+su—su=(t+(—s)+s)u—su=1tu—su.

3: dokadzeme postupné obé implikace.

"=": Necht t-u =0 a necht ¢t # 0. Potom je:

1 1 1 1 1 1
u=1u= (E-t)-u: Z-(t-u) =5 0= ;-(o—o) =5 0-;0=o0.
"<" Jelit=0,pak t-u=0-u=(0-0)-u=0-u—0-u =o0.
Je-iu=o0,pak t-u=t-0o=t-(o—0) =t-o—t-o=o.
4: t-(—u)=t-(o—u)=t-o—t-u=0—-t-u=—(t-u),
(—t)u=0—-t) - u=0-u—t-u=0—-t-u=—(t-u). [

Poznamka.

V predchozi vété je dulezitd zejména jeji tieti ¢ast, ktera uvadi nutnou a dostatecnou
podminku pro to, aby soucin ¢isla s vektorem byl roven nulovému vektoru. Pomoci ni
miizeme mimo jiné upresnit nasi predstavu o poc¢tu vektort ve vektorovém prostoru.



Je-li V' libovolny vektorovy prostor nad 7' rizny od nulového prostoru (jinymi slovy
feCeno — prostor V' obsahuje alespon jeden nenulovy vektor), pak musi tento vektorovy
prostor obsahovat nekone¢né mnoho vektort.

Vezmeme-li totiz libovolny nenulovy vektor w € V a tvoifime souciny vSech prvku
z ¢iselného télesa T (kterych je nekoneéné mnoho, protoze, jak vime, kazdé ¢iselné téleso
T obsahuje mnozinu racionalnich ¢isel Q) s timto vektorem w, dostdvame nekoneéné
mnoho navzéajem riuznych vektoru, protoze plati:

’U,7£O VAN tl%tg - tlu%tg'u,
Dokazme toto tvrzeni (nepiimo).
Je-li t1-u=1ty-u a u+#o,pak ({1 —t2) u=o0, odkud podle véty [1.1]3. plyne, Ze je
(tl — tg) = O, neboli tl = t2 .

Vidime tedy, Ze vektorovy prostor nad ¢iselnym télesem musi sestdvat bud z jednoho
vektoru (nulového) nebo z nekoneéné mnoha vektort.

Definice.
Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T'. Nepréazdna podmnozina U mnoziny V se
nazyva podprostor vektorového prostoru V', jestlize plati:

1. w,v €U lbovolné¢ = u+velU
2. teT,uelUlbovolné = t-uecl.

Poznamka.
1. Lehce se da ovérit (provedte si podrobné sami!), Ze podminky 1. a 2. z predchozi
definice jsou ekvivalentni néasledujici jediné podmince:

3. w,velU,t,seT libovolné — t-u+s-vel.

2. Kazdy podprostor U vektorového prostoru V' musi vzdycky obsahovat nulovy vektor
(je-li w € U libovolny, pak podle 2. a podle véty [1.1]3. je 0-u =0 € U).
Vidime tedy, ze dva podprostory vektorového prostoru V' nemohou byt nikdy disjunktni!!

Véta 1.2.
Necht U je podprostor vektorového prostoru V nad télesem T'. Pak U je sam vektorovym
prostorem nad télesem T'.

Diikaz.

Soucet dvou vektort z U, resp. soucin ¢isla z T' s vektorem z U jsou definovany stejné jako
ve V. Definice podprostoru nam potom zarucuje, Ze jde o vnitini operaci, resp. vnéjsi
operaci na U.

Nyni dokézeme, ze (U,+) je komutativni grupa, a to tak, Ze dokazeme, ze (U,+) je
podgrupou grupy (V,+). K tomu staci (jak vime) napiiklad dokazat, ze pro dva vektory
u,v € U plati: u—v e U.

Necht u,v € U libovolné. Pak (—1)-v=-v €U, atedy u —v =u+ (—v) € U (podle
véty [[.1]4. a definice podprostoru). Tedy (U, +) je komutativni grupou.

Podminky 1. aZ 4. z definice vektorového prostoru jsou v U ziejmé splnény (ponévadZ
jsou splnény v celém V).

Tedy U je vektorovy prostor nad télesem 7. [ ]



Priklad 1.2.
1. Necht V' je libovolny vektorovy prostor nad télesem 7. Pak zfejmé

U ={o} a U=V
jsou vzdy podprostory ve V. Tyto dva podprostory se nazyvaji trividlni podprostory.

Vsechny ostatni podprostory ve V' (pokud existuji) se nazyvaji netrividlni podprostory.

2. Uvazme vektorovy prostor R? (viz pitklad 1.). Potom napiiklad :
Uy = {(z,y,0) | x,y € R 1ib.} je podprostor vektorového prostoru R?,
Uy ={(z,y,2) | z,y,2 € R A x — 2y + 32 =0} je podprostor v R?,
Necht (a,b, c) je pevny vektor prostoru R®. Potom

Us={k-(a,b,c) | k € R} je podprostor v R3.

Z posledniho piikladu je vidét, Ze vektorovy prostor R? obsahuje nekoneéné mnoho pod-
prostori. Na druhé strané je jasné, Ze kazda podmnozina v R?® nemusi byt podprostorem
R3. Napiiklad Uy = {(z,y,1) | ,y € R} neni podprostorem v R? (zdivodnéte pro¢!).

3. Uvazme vektorovy prostor R[z] v8ech polynomi (viz priklad [1.1]2.). Pak nap.:
Uy ={f(x) eRlz] | f(z) = f(—x)} je podprostor v R[z]
Upy={f(z) e Rlz] | 2-f(0)+3-f(1) =0} je podprostor v R[z].
Na druhé strané napitklad mnozina Uz = {2* + ax + b | a,b € R lib.} nen{ podprostorem

v Rz] (pro¢ 7).

Definice.
Necht V' je vektorovy prostor nad 7', necht wq,...,u; je koneéna posloupnost vektoru
zV aty,... tp €T. Pak vektor:

se nazyva linedrni kombinace vektori wy, . .., wg.
Mnozinu vsech linedrnich kombinaci vektord wi,...,u; budeme nazyvat linedrni obal
vektori g, ..., u, a budeme ji oznacovat symbolem L(wq, ..., uy). Je tedy

L(uy,...,ux) ={tru1 + ... + tpuy | t1,...,tx € T libovolné } .

Poznamka.

1. V predchozi definici hovorime o "konecné posloupnosti vektort wy, ..., u,". Znamena
to, Ze je mozné, aby se zde néktery z vektoru vyskytoval pfipadné vicekrat (tzn. muze
se stat, ze u; = u; pro i # j) a dale, ze vektory chapeme v uvedeném pofadi (tento
fakt v8ak bude hrat dulezitou roli az v poslednim paragrafu této kapitoly). Z duavodi
stru¢nosti budeme vsak v dalsim misto "kone¢na posloupnost vektortu wy,...,u;" fikat
obvykle pouze "vektory wq,...,uz".

2. Symbol L(uy, ..., u;) oznac¢uje mnozinu viech (moznych) linearnich kombinaci vektora
uy, ..., U, kterych je ziejmé obecné nekonec¢né mnoho. Uvédomme si dale, Ze mnozina

L(wy, ..., u;) obsahuje vzdy mimo jiné:
— kazdy z vektorti wy, ..., ug (nebot w; = 0-uy+---+0w; 1+ Lw;+ 0w+ - -+ 0-uy)

— nulovy vektor (nebot 0 =0-u;+---+0-wuy).



Véta 1.3.

Necht V' je vektorovy prostor nad T a necht wy, ..., u, je konecnd posloupnost vektori
2z V. Pak linedrni obal L(wuq, ..., uy) je podprostorem ve V.

Diikaz.

Tvrzeni dostaneme bezprostifednim ovérenim definice podprostoru. [ |

V tomto textu budeme ¢asto dokazovat, Ze linedrni obaly dvou kone¢nych posloupnosti
vektorii jsou v inkluzi nebo Ze se rovnaji. Nésledujici véta nam umozni zjednodusit
technické vypocty pfi téchto dukazech.

Véta 1.4.
Necht V' je wvektorovy prostor nad T a necht wy,...,ur a vy,...,Vs jsou konecné po-
sloupnosti vektoriu z V. Pak plati:
Uy, ..., u; € L(vy,...,v5) = L(uy,...,u;) C L(vy,...,v5).
Diikaz.
Tvrzeni se dokaze bezprostfednim technickym rozepsénim. [ |

Jak jiz bylo Tec¢eno, pfedchozi vétu lze s vyhodou pouzit pifi praci s linedrnimi obaly
vektori. Napiiklad k tomu, abychom dokézali, Ze plati mnozinova rovnost

L(uy,...,u;) = L(vy,...,vy)
tedy na zékladé predchozi véty staci dokazat, ze plati
uy, ..., u, € L(vy,...,0;)

a dale, ze plati

vy, ...,V € L(ug, ..., ug).



§2. Generovani podprostoru

Na uvod tohoto paragrafu si nejprve vSimneme chovani podprostortu vektorového pros-
toru vzhledem k mnozinovému priniku. Ukazeme, Ze prunik libovolného neprazdného
systému podprostorii vektorového prostoru V' je opét podprostorem ve V. Vsimnéte si
pritom zpiisobu, jak jsou uvazované podprostory oznacovany. Vzhledem k tomu, Ze nevime
"kolik" jich je, musime k jejich oznacovani pouzit indexovou mnozinu.

Véta 2.1.
Necht' V' je wvektorovy prostor nad télesem T', necht I je meprdzdnd inderovd mnozZina

a necht pro kazdé a € I je U, podprostor ve V. Potom () U, je podprostor ve V.
acl

Diikaz.

Mnozina (U, je ziejmé neprazdné (nebot obsahuje jisté nulovy vektor o). Zbyva tedy
a€el
ovérit platnost podminek 1. a 2. z definice podprostoru.

Necht w,v € [1U,, t € T libovolné. Potom w, v € U, pro kazdé o € I, a tedy (ponévadz
acl

U, je podprostor) je také u+v € U, a t-u € U, pro kazdé o € I. To vSak znamen4,

e u+ve (U, a t-ue [VU,. Podminky 1. a 2. jsou tedy splnény. [ ]
ael a€cl

Poznamenejme, Ze indexova mnoZina I byla libovolna (neprazdna), a tedy predchozi
véta plati jak pro konecny, tak pro nekoneény pocet podprostori. Stru¢né feceno, véta
tvrdi, Ze prinikem libovolného poc¢tu podprostori ve V' je opét podprostor ve V. Tohoto
faktu vyuzijeme v nasledujici diilezité tvaze.

Necht M je libovolna podmnozina vektorového prostoru V' (tzn. M obecné neni pod-
prostorem!). Pak existuje alespoii jeden podprostor obsahujici mnozinu M (napf¥. cely
prostor V' ma tuto vlastnost). MuZeme tedy utvofit prunik vSech podprostori ve V' ob-
sahujicich mnozinu M, ktery oznac¢me symbolem [M] (¢ti "M v hranaté zavorce"). Tedy:

[M] = U, (U, je podprostor ve V takovy, ze M C U, ) (1)
a plati nésledujici tvrzeni.

Véta 2.2.
Necht M je libovolnd podmnozina ve vektorovém prostoru V. Potom:

1. [M] je podprostor ve V,

2. [M] je nejmensi (vzhledem k C) podprostor ve V' obsahugjici mnoZinu M.

Diikaz.

1: Plyne ihned z véty

2: Plyne z 1 a ze zakladnich vlastnosti mnozinového priniku. [ ]
Muze se stat, Ze mnozina M je prazdna. Potom je [0] = {o}, tj. podprostor gen-

erovany prazdnou mnozinou je roven nulovému podprostoru (rozmyslete si pro¢).
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Je-li mnozina M kone¢né, napt. M = {uy,...,ux}, pak misto symbolu [{uy, ..., uy}]
budeme psat struénéji [wq, ..., u;| (¢ti "uy az uwy v hranaté zavorce"). Je tedy:

[wy, ..., ux] = U, (U, je podprostor ve V takovy, Ze ui, ..., u € Uy ) (2)

Definice.
Necht M je podmnoZina ve vektorovém prostoru V. Pak podprostor [M] se nazyva
podprostor generovany mnozinou M.

Déle, podprostor [wq,...,ux] se nazyva podprostor generovany vektory uq,...,ur a
vektory wy, ..., u, se nazyvaji generdtory tohoto podprostoru.
Poznamka.

Je-li U C V vektorovy podprostor ve vektorovém prostoru V', potom [U] = U.

Poznamka.

V predchozi ivaze a definici jsme hovorili o podprostoru generovaném kone¢nou mnozinou
vektorti. Je zfejmé, ze misto "koneéné mnoziny vektori" muzeme vzit téz "konecnou
posloupnost vektora" (ptfipadné opakujici se vektory ani jejich poradi zde nehraji zddnou
roli) a pouzit stejnou symboliku. Néasledujici véta nam ukéaze, Ze podprostor generovany

vektory uq, ..., u; a linedrni obal vektord wq,...,u; jsou vlastné jedno a totéz.
Véta 2.3.
Necht V' je wvektorovy prostor a necht wy,...,uy je konecnd posloupnost vektori z V.
Pak podprostor generovany vektory wy, ..., u je roven linedrnimu obalu téchto vektori,
tzn.
[wy, ..., u,) = L(ug, ..., uyg)

Diikaz.
Vzhledem k budeme dokazovat mnozinovou rovnost :

N U, (U, je podprostor ve V. A ay,...,up € Uy) = L(uy,... uz). (3)
"C": Plyne z vlastnosti mnozinového pruniku, uvédomime-li si, ze L(wuy, ..., u;) je pod-
prostor ve V' (podle véty [1.3)) a Ze je wuq,...,u € L(ug, ..., uy).
"D": Mnozina na levé strané je podprostorem ve V' obsahujicim vektory wq, ..., us,
tzn. musi pak obsahovat také jejich libovolnou linearni kombinaci. [ ]

Priklad 2.1.
1. Rozepsanim se lehce ovéri, ze napriklad

R? = [(170)7(071)] = [(171>7(172)] = [(1?3)7(2>1)7(1a_1)a(_2a3)]7atd'

Vidime tedy, Ze vektorovy prostor R? je moZno generovat dvéma a vice vektory (zfejmé i
nekone¢né mnoha).

Na druhé strané, prostor R? evidentné nelze generovat jednim vektorem, nebot :

(a,0)] = L((a,b)) = { (k-a,kb) | k€eR} S R2.

2. Ve vektorovém prostoru 7" oznac¢me vektory:



e; = (1,0,0,...,0,0), es=(0,1,0,...,0,0), ... , e,=(0,0,0,...,0,1).

Potom zfejmé plati, ze T" = L(ey,...,e,) = [e1,...,e,] (dokazte si podrobné sami),
tzn. vektory ey, ..., e, jsou generatory vektorového prostoru 7" .

3. Ve vektorovém prostoru R, [z] ozna¢me vektory (tj. polynomy):
f1:1’ f2:£l], f3:33'2, “e . fn+1:£L'n.
2 n

Pak ziejmé R, [z] = L(fy, ..., foy1) = [f1.--- Fopa], tzn. polynomy 1, z, 2%, ... |z
jsou generatory vektorového prostoru R, [z].

Uvédomme si, Zze na rozdil od priniku podprostorti neni mnozinové sjednoceni pod-
prostort (dokonce ani dvou) obecné podprostorem daného vektorového prostoru. Napiik-
lad pro podprostory U; a U, vektorového prostoru R? z piikladu [1.2]2. jejich sjed-
noceni U; U U, neni podprostorem v R? (nebot napt. (1,1,0),(1,2,1) € U; U Us, ale
(1,1,0) + (1,2,1) = (2,3,1) € U; U Us).

V dalsim si nyni zavedeme pojem tzv. souc¢tu podprostori, dokdZeme, Ze je podpros-
torem a ukazeme, jaky ma vztah k mnozinovému sjednoceni téchto podprostort.

Definice.
Necht Uy, ..., Uy jsou podprostory vektorového prostoru V. Pak mnozina U; + - - -+ Uy
definovana:
U4+ Uy = {u1+---+uk ’ (51 EUl, Ceey 'U,kEUk}
se nazyva soucet podprostori Uy, ..., Uy.
Véta 2.4.
Necht Uy, ..., Uy jsou podprostory ve V. Pak plati:

1. soucet podprostori Uy + ---+ Uy je podprostorem ve V

2. U4+ U, = [UyU---UU|, t. soucet podprostori Uy, ..., Uy je roven
podprostoru generovanému jejich mnozZinovym sjednocenim.

Dikaz.

1: Ziejmé je Uy + -+ + Ui, # 0 (nebot U; # ). Dale necht w,v € Uy + -+ Uy, t € T
libovolné. Potom v = uw; + -+ 4+ ug, v = v1 + - -+ + v, kde u;,v; € U;, 1 = 1,... k.
Potom ale:

utv=(u+ - +up)+vi+--Fvg)=(u+v1)+- -+ (up+ovg) €U + -+ Uy,
t-u=t-(uy+---4u)=t-u+---+t-u, €U+ + U,
a tedy Uy + - - - + Uy je podprostor ve V.
2: Vzhledem k (1) budeme dokazovat mnozinovou rovnost:
U+---+U, = ﬂWa(Waje podprostor ve V' takovy, ze Uy U---UUy C W, ).

"C": Necht w € Uy + --+ 4+ Ug. Potom u = uy + -+ + ug, kde u; € U;. Je tedy také
u; € W,, kde W, je libovolny podprostor ve V' takovy, ze U;U---UU, C W,. Potom vsak
U +---F+u,=u €W, atedy u € Nw, (W, je podprostor ve VAU U---UU, C W,).



"D": Ziejmé je U; C Uy+- - -+Uy, (nebot pro u; € U; libovolny je u; = o+- - -+u;+---+o0 €
U+ 4+ U, atedy Uy U---UU, C Uy + -+ Ug. Podle 1. ¢asti véty je vsak
Uy + -+ + U, podprostorem ve V', tzn. z vlastnosti mnozinového priniku pak jiz plyne
zadana mnozinova inkluze. [}

Vidime tedy, Ze soucet podprostori U; + - -- 4+ Uy je nejmensim podprostorem ve V'
obsahujicim mnozinové sjednoceni Uy U - - - U Uy, téchto podprostori. Da se ocekavat, ze
soucet podprostori obecné nebude roven jejich mnozinovému sjednoceni.

Déle si uvédomme, ze vyjadieni vektoru w € Uy + - - - 4+ U}, ve tvaru:
kde u; € Uy, ..., up € U, nemusi byt jednoznacné. Oboji si ukdZzeme na jednoduchém
prikladu, a to pro k = 2, coz je situace, s niz se budeme v praxi nejcastéji setkavat.
V tomto ptipadé je tedy:
U+ Uy = {U1+'LL2 | u; € Ul, Uo € UQ} = [U1UU2].

Schematicky je tato situace znazornéna na obr. 1.

<

Sy

Obr. 1.

Priklad 2.2.
Ve vektorovém prostoru R? méjme dany dva podprostory:

U1={(x,y,0)|x,y€R} a UQZ{(U,O,U)IU,UER}.
Ziejmé plati, ze:
Uy uUs ={(a,b,c) | a,b,c € R, b =0 nebo ¢ =0}, resp. U+ U, =R3.

Vidime tedy, ze U; U Us ; U, + Usy, tzn. soucet obou podprostorti neni roven jejich

mnozinovému sjednoceni. Dale, vyjadieni vektoru w € U; + U; ve tvaru:
U= U+ U, kdeuleUl,’U,QEUz,
zde neni jednozna¢né, nebot naptiklad vektor (0,0,0) € Uy + Uy, a pfitom
(0,0,0) = (0,0,0)+ (0,0,0) = (1,0,0) + (—1,0,0)

jsou dvé ruzna vyjadieni vektoru (0, 0,0) v uvedeném tvaru. Poznamenejme, ze v takovém
pripadé méa kazdy vektor z U, +U, dokonce nekoneéné mnoho riznych vyjadieni uvedeného
tvaru.
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Definice.

Necht Uy, . . ., U, jsou podprostory vektorového prostoru V. Soucet podprostora Uy, . .., Uy
se nazyva piimy soucet a oznacuje U+ - - - +Uy, (nebo Uy @ - - - @ Uy), jestlize kazdy vektor
u € Uy + - - + Uy lze vyjadrit jedinym zptisobem ve tvaru:

uU=1u;+ -+ u, kde u, € Uy, ..., u € Uy. (4)
Véta 2.5.
Necht Uy, Us, ..., Uy (k > 2) jsou podprostory vektorového prostoru V. Pak soucet pod-
prostoru Uy, Us, ..., Uy je primym souctem prdaveé kdyz plati

Uiﬂ(U1+~--+UZ-_1+UZ»+1—|—---+U;€)z{o} prokaédéizl,Q,...,k. (5)

t1. prunik kaZdého z podprostori se souctem zbyvajicich podprostori je roven nulovému
prostoru.

Diikaz.
"=": Necht soucet podprostori Uy, ..., Uy je pfimy a necht pro 1 <i¢ <k je

zeUnNU+-+Ur+Ugr+- +U).

Potom je moZno psat: © = wu; + -+ uj—1 + U1 + - -+ + Uy, kde u; € U; . Kromé toho
je ® € U;, tzn. také —x € U;. Pak ale:

o=ur+ -+ Ui+ (—%) F U+ Uy

oO=0+:-+0+0+0+---+o0

jsou dvé vyjadieni nulového vektoru ve tvaru |(4)] tzn. podle predpokladu musi byt
—x = 0 atedy * = o. Dokézali jsme tak, ze UN(Uy+---+U;_1+ U1+ --+Ux) C {o}.
Opacné inkluze je v8ak zfejma (pro¢?), tzn. dohromady plati rovnost. Ponévadz i bylo
libovolné (s vlastnosti 1 <4 < k), plati viechny podminky [(5)]

"«=": Necht plati podminky , necht @ € Uy + - - - + Uy, libovolny a necht:
r = U +---+u, = ’u’,1+"'+’u'§fu

kde w;,u, € U;, i = 1,2,...,k jsou dvé vyjadieni vektoru & ve tvaru Potom pro
libovolné ¢ = 1,2, ..., k po upravé dostavame:

(w; —wj) = (w) —wr) + -+ (g — wior) + (Ui — Wir) + -+ (U, — wi),
odkud okamzité plyne, ze:
(uw; —u) e UN(U 4+ Uiy + Uppa + - - + Up) .
Podle predpokladu, z podminek plyne, ze (u; — u;) = o, neboli u; = wu). Tedy

vyjadreni vektoru x ve tvaru|(4)|je jednoznacné a soucet podprostori Uy, ..., Uy je pfimy.
|
Poznamka.

Rozepiseme-li si predchozi vétu pro néktera konkrétni k, pak dostavame napf.:
pro k = 2: soucet podprostori Uy, Uy je primym souctem <= U; NU; = {o},

pro k = 3: soucet podprostori Uy, Us, Uz je primym souctem <=
Ulﬂ(U2+U3) = {O} N UQﬂ(Ul—i—Ug) = {O} A Ugﬂ(Ul—i—UQ) :{O}
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§3. Linearni zavislost a nezavislost vektort

Definice.

Necht V' je vektorovy prostor nad 1" a necht wuq, ..., u; je konecnd posloupnost vektoru

z V. Jestlize existuji ¢isla tq,...,t, € T', z nichz alespon jedno je rtzné od nuly, tak, ze:
ti-uy 4w, = 0, (1)

pak fikame, ze vektory wy, ..., u; jsou linedrné zduvislé.

V opa¢ném piipadé fikdme, ze vektory wy, ..., wx jsou linedrné nezduvislé.

Poznamka.

1. Vidime, Ze pojem linearni nezavislosti je negaci pojmu linearni zavislosti. Explicitné
vyjadieno to znamena:

jestlize pro vSechna tq,...,t; € T, z nichz alespon jedno je rizné od nuly, plati:
ti-uy+ -+t ug # 0,
pak fikame, ze vektory wq, ..., u; jsou linearné nezavislé.

2. 7 definice lineérni nezavislosti bezprostredné plyne, Ze:

vektory wq, . .., ug jsou linedrné nezavislé prave kdyz plati implikace:
4 Fluy=0 = ti=ty=--=1t,=0.
3. Praktické zjistovani linearni zavislosti ¢i nezavislosti danych vektort uy, . . ., u provadime
obvykle tak, Ze napiSeme rovnost
t1~u1+“'+tk'uk = 0
a hleddme vsechna cisla t1,...,%; € T, kterd tuto rovnost spliiuji. Pritom mohou nastat
dvé moznosti:
— zjistime, Ze rovnost je splnéna pouze pro t; = - -- = t;, = 0. Pak jsou vektory wy, ..., uy
linedrné nezavislé.
— zjistime, Ze rovnost je splnéna i pro néjaké t; # 0. Pak jsou vektory uq, ..., uy linearné

zavislé.

Priklad 3.1.

1. Ve vektorovém prostoru R? jsou naptiklad vektory (1,0), (0,1) linedrn& nezavislé.
Podobné vektory (1,1), (1,2) jsou téz linearné nezavislé. Oboji dostaneme rozepsanim
podle ndvodu uvedeného v predchozi poznamce.

Na druhé strané napiiklad vektory (1,3), (2,1), (1,—1), (=2, 3) jsou linearné zavislé, coz
opét zjistime vypoctem podle vyse uvedeného névodu.

Poznamenejme, Ze vSechny vyse zminhované vypocty vedou v tomto pripadé na feSeni
soustav linedrnich rovnic se dvéma neznidmymi.

2. Ve vektorovém prostoru 7™ jsou vektory

er = (1,0,0,...,0,0), es=(0,1,0,...,0,0), ... , en=(0,0,0,...,0,1)
linedrné nezavislé.
Je-li totiz t,-e; +---+1t, e, =(0,...,0), pak po dosazeni a upravé dostavame, Ze
(tl,...,tn):(O,...,O), atedy tl :tgzztn:()
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3. Ve vektorovém prostoru R, [z] jsou vektory (polynomy)
fi=1, fo=2, ..., fo=2a"
linearné nezavislé. Je-li totiz
t1-1 4ty + o + tpyr-2" = 0,
kde o zna¢i nulovy polynom, tj. polynom, jehoz vSechny koeficienty jsou rovny nule,

potom je t; =ty =--- =1, =0 (nebot dva polynomy se rovnaji, pravé kdyz se rovnaji
jejich koeficienty u stejnych mocnin ).

Jestlize uvazované posloupnost vektori obsahuje pouze jediny vektor, napt. w, pak je
zjistovani linearni zavislosti ¢i nezavislosti velmi jednoduché, nebot z predchozi definice a
z véty [1.1]3. plyne (rozmyslete si podrobné jak!), ze plati:

vektor w je linedrné zdvislj <= u = o. (2)

Pokud uvazované posloupnost vektorti obsahuje alespon dva vektory, pak ekvivalentni
podminku pro jejich linearni zavislost nam udéva nasledujici véta.

Véta 3.1.
Necht V' je wvektorovy prostor nad T, necht k > 2 a necht wi,us,...,up € V. Pak
ndsledugici vyroky jsou ekvivalentni :

1. wektory wy,us, ..., u, jsou linedrné zdvislé

2. i (1 <i<k) tak, Ze vektor u; je linedrni kombinact zbgvajicich vektori (tj. vektori

Up, ..., Wi—1, Wjt1, .- ,’Ll,k),
Drikaz.
"1 = 2": Necht vektory wq,...,u; jsou linearné zavislé. Pak existuji ¢isla tq,...,tx € T,

z nichz alespon jedno je nenulové, tak, ze ty - wy + - - - 4+t - up = 0. Necht napt. t; # 0.
Pak ale upravou z predchozi rovnice dostavame:
3] ti1 tit

- 'Ui+1—"'—i—’:"uk,
coz znamena, ze vektor u; je linedrni kombinaci zbyvajicich vektort.
"2 = 1": Necht plati 2, tzn. existuje index i tak, ze
Wi =t U A i Wiy Tl Wi e e U
Pak (po dpravé, s vyuzitim toho, ze —u; = (—1)-u; ) dostavame
o=ty U+ F iy +(=1) w F b Wi Uy,

tzn. (podle definice linearni zavislosti) vektory wq, ..., uy jsou linedrné zavislé. [ |

Poznamka.

Je tfeba si uvédomit, ze druha ¢ast predchozi véty nam pouze zajistuje existenci vektoru,
ktery lze vyjadrit jako linedrni kombinaci zbyvajicich vektort. Nelze tedy obecné tvrdit,
ze kazdy z linearné zavislych vektort wy, uo, . . ., u; se da vyjadrit jako linedrni kombinace
zbyvajicich vektorti. Nap¥. ve vektorovém prostoru R? jsou vektory:

Uy = (0, 1)7 Ug = (]., ].), Us = (0, —2>

linedrné zavislé (nebot napt. 2-u; + 0-us + 1-ug = 0), ale pritom je ziejmé, Ze vektor us
nelze vyjadrit jako linearni kombinaci vektori wy, us.
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Véta 3.2.

Necht V' je vektorovy prostor nad T a necht wy, ..., u, je konecnd posloupnost vektori
2 V. Pak plati:
1. obsahuje-li posloupnost wy, ..., w, nulovy vektor, pak je linedrné zdvisld
obsahuge-li posloupnost wy, ..., u, dva stejné vektory, pak je linedrné zdvisld
3. je-li néjakd posloupnost vybrand z posloupnosti wy, ..., w, linedrné zdvisld, pak je 1
celd posloupnost wy, ..., wu linedrné zavislda
4.  je-li posloupnost wy, ..., w, linedrné nezavisld, pak je kazdd posloupnost z ni vybrand

také linedrné nezdvisld.

Diikaz.

Prvni tfi tvrzeni plynou bezprostifedné z definice linearni zavislosti vektoru (provedte
prislugné dikazy podrobné sami!). Ctvrté tvrzent je zfejmeé ekvivalentni s tfetim tvrzenim
(jedné se o obménu implikace), tzn. neni tieba je dokazovat. [ ]

Véta 3.3. (Steinitzova véta o vymeéneé)
Necht' V' je vektorovy prostor nad T, wy, ..., W, vy,...,vs € V. Necht vektory wy, ..., u,

jsou linedrné nezdvislé a necht vektory wy,...,u, € L(vy,...,vs). Potom plati:
1. r<s,
2. po vhodném precislovani vektori vy,...,vs je:
L(vy, ..., 00 Upg1, ..., 05) = L(Up, . Uy Vygq, .., V).
Diikaz.

Provedeme matematickou indukei vzhledem k r.
a) Necht r = 1. Pak jisté plati, ze r < s. Nyni dokdZeme pro r = 1 jesté druhou ¢ast
tvrzeni véty. Podle predpokladi véty je vektor w; linedrné nezavisly a plati:

’U,1:t1"01+"'+t5"03. (3)

Protoze je w, linearné nezavisly, pak podle je u; # o a tedy alespon jedno z Cisel
t1,...,ts musi byt nenulové. Pfecislujme vektory vq,...,vs tak, aby t; # 0. Potom po
Upravé z rovnice dostavame :

coz znamend, ze v1 € L(uy,vs,...,vs). Trividlné je v8ak va, ..., vs € L(uy, v, ..., vy),
a tedy podle véty dostavame, ze L(vy,...,v5) C L(uy, vy, ..., v5).

Opacna inkluze plyne ze a ze ziejmého faktu, ze wvay,...,vs € L(vy,...,vs), Opét
uzitim véty [[.4]
Dohromady tedy plati rovnost: L(vy,...,vs) = L(uy,va,...,vs).

B) Prepokladame, Ze tvrzeni véty plati pro 1,...,7—1 (r > 2), a dokdZeme nyni toto
tvrzeni pro r.

Necht tedy vektory wy, . .., u, jsou linearné nezavislé a plati, ze uq, ..., u, € L(vy, ..., v,).

Uvazujme nyni vektory wq, ..., u,_1. Tyto vektory jsou podle véty (Cast 4.) linearné
nezavislé a zrejmé plati uq,...,u,—1 € L(vy,...,v,). Vektory uq,...,u,_; tedy spliuji
predpoklady véty a mizeme na né pouzit indukéni predpoklad. Jeho uzitim dostavame :
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r—1<s (4)
a po vhodném precislovani vektorua wvq,...,v, plati:
L(vy,...,vs) = L(wy, ..., Ur_1,0p,...,05). (5)

Nyni uvazme vektor w,. Podle predpokladu véty je u, € L(vy,...,v,), odkud podle
vztahu dostavame, ze w, € L(uy, ..., U—1,V,,...,0s), tzn.

U, =t U+ -+t U F U, ot - Vs (6)

7 @ a z predpokladu, Ze uq,...,u, jsou linedrné nezavislé pak plyne, Ze v nemuze
nastat rovnost (pfi r—1 = s by totiz platilo, ze w, =t -u;+---+t,_1-u,_1, a vektory
Uy, ..., u, by byly linedrné zéavislé). Je tedy r—1 < s, odkud ihned plyne, Zze

1. plati » < s, coz je prvni ¢ast tvrzeni véty.

2. alespon jedno z ¢isel t,,...,ts musi byt nenulové. Prec¢islujme vektory v,,..., v, tak,
aby bylo ¢, # 0. Potom z @ ipravou dostavame :

131 tr—l 1 tr—‘rl ts
tr tr r—1 tr T tr r+1 tr s ( )

Podle Véty, uzitl’m a@, pak dostavame (rozmyslete si podrobné sami, Ze skutec¢né

plati obé mnozinové inkluze), ze

L(uwy, ..., U 1,0y, ..., 05) = L(wy, ..., %, 0pp1,...,0). (8)

Ze vztahi a pak ihned plyne, ze L(vy,...,vs) = L(wy, ..., Up, Vpyq,...,Vs), COZ

je druha ¢ast tvrzeni véty. [ ]
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§4. Baze a dimenze vektorového prostoru

Definice.

Necht V' je vektorovy prostor nad 7. Konecné posloupnost vektoru wi,...,u, z V se
nazyva baze vektorového prostoru V', jestlize plati:

1. vektory uq,...,u, jsou linedrné nezavislé

2. vektory wq,...,u, generuji vektorovy prostor V.

Poznamka.

Misto obratu "kone¢na posloupnost vektoru wug,...,u, je bazi V" budeme castéji rikat
strucéné "vektory wuq, ..., u, jsou bazi V".

Pripomenme, Ze podminka "vektory wq, ..., w, generuji vektorovy prostor V" znamen4,
ze linearnim obalem vektort wq,...,u, je cely prostor V', coz jinak Feceno znamené, ze

plati rovnost:
[wy,...,u,] = L(uy,...,u,) = V.
Uvédomme si, ze predchozi definice nezarucuje existenci baze ani nic nefikd o tom,
kolik bazi se ve vektorovém prostoru V' dé sestrojit. Z nésledujicich dvou piiklada bude

vidét, ze vektorovy prostor bud bazi nema nebo ma nekoneéné mnoho bézi (rozmyslete
si vzdy proc).
Priklad 4.1.
7 piikladu a bezprostfedné plyne, Ze:
1. Bazi vektorového prostoru R? jsou napi. vektory (1,0), (0,1) nebo vektory (1,1),
(1,2).

Vektorovy prostor R? mé ziejmé nekoneéné mnoho riiznych bazi.
2. Bézi vektorového prostoru T jsou napiiklad vektory

e; =(1,0,...,0), e;=1(0,1,0,...,0), ... , e,=(0,...,0,1).

Baze ey, ..., e, se nazyva kanonickd bize vektorového prostoru 7. Vektorovy prostor

T™ ma ziejmé nekonec¢né mnoho riznych bazi.

3. Bazi vektorového prostoru R, [z] jsou napiiklad vektory (tj. polynomy)

n

f1:17 f2:x7"' ) ‘fn—‘,-l:x'
Vektorovy prostor R, [x] ma zfejmé nekoneéné mnoho riznych bazi.
Priklad 4.2.
1. Nulovy vektorovy prostor V = {0} nemé bazi,

nebot libovolna kone¢na posloupnost vektori z V' muze v tomto pripadé sestavat pouze z
nulovych vektori a je tedy linearné zavisla.

2. Vektorovy prostor R[z| nema bazi,

nebot konecné posloupnost vektorii (polynomit) z R[z| nikdy negeneruje cely prostor R[z].

Je-li totiz g4, ..., g, libovolna kone¢na posloupnost polynomi z R[z] a jestlize polynom
g; mé stupen k;, potom jisté existuje prirozené ¢islo ¢ s vlastnosti: ¢t > k; pro kazdé
i = 1,...,n. Pak ale napf. polynom f = z' se evidentné ned4 napsat jako lineérni

kombinace polynomi g,,...,g, ajetedy [g,,...,g,] & Rlz].
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Poznamka.
Rozebereme-li si definici baze podrobnéji, pak vidime, ze

— baze uq, ..., u, vektorového prostoru V je z hlediska linearni nezavislosti "nejpocet-
néjsi" posloupnosti vektort z V. Presnéji feceno, pokud k bazi pridame dalsi vektor,
pak ziskané vektory sice nadale budou generatory prostoru V', ale nebudou jiz linedrné
nezéavislé (plyne z véty — rozmyslete si podrobné jak).

— béaze uq, ..., u, vektorového prostoru V' je z hlediska generatori "nejméné pocetna"
posloupnost vektorti. Ptesnéji fec¢eno, pokud bychom néktery z vektori baze wy, ..., u,
vypustili, pak zbyvajici vektory sice budou linearné nezéavislé, ale nebudou jiz generovat
vektorovy prostor V' (plyne z véty . a véty — rozmyslete si proc).

Nésleduji dvé véty, z nichz prvni uvadi ekvivalentni podminku pro to, aby vektory
tvorily bazi vektorového prostoru a druhé popisuje dalsi diilezité vlastnosti béazi.

Véta 4.1.

Vektory u, ..., uw, jsou bdzi vektorového prostoru V pravé kdyzZ kaZdy vektor x €V je
mozno jedingm zpusobem vyjadrit ve tvaru:

T =t U+ A+l U, kde ti,...,t, €T. (1)

Diikaz.

"=": Necht uq,...,u, je baze ve V. Pak:

— existence vyjadreni plyne ihned z definice béaze (pro¢?)
— dokézeme jednoznacnost vyjadreni Necht tedy:

T =1t -u+--+t,u, =r-u+---+r,-u,, kdet;,r,eT.
Pak odec¢tenim a tipravou dostavame:
(tiy—r1) ur+-+(t,—1r) u, = o.
Vektory wy,...,u, jsou vSak linearné nezavislé, tzn. musi byt (¢; — r;) = 0, neboli
t; = r; pro kazdé i = 1, ..., n. Vyjadreni je tedy jednoznacné.
"«<": Necht kazdy vektor & € V se da jednozna¢né vyjadiit ve tvaru . Potom:

— vektory wq,...,u, generuji vektorovy prostor V', protoze z existence vyjadieni
plyne, ze V. C L(uq,...,u,) a opacna inkluze, tj. L(ui,...,u,) C V je trivialni.
Dostéavame tak, ze V = L(uq,. .., u,).

— zbyva ukazat, ze vektory uq,...,u, jsou linedrné nezavislé. Necht tedy:
ti-uy+ -+t -u, =o.
Nulovy vektor se vsak ziejmé da také napsat ve tvaru
O-uy+---+0-u, = o.

Vidime, Ze jsme nulovy vektor vyjadiili dvéma zptsoby ve tvaru 7, predpokladu

jednoznacnosti vyjadieni (1) pak plyne, ze t; = -+ = ¢, = 0, coZ znamen4, Ze vektory
Uy, ..., U, jsou linedrné nezavislé.
Dohromady pak dostavame, ze vektory uq, ..., u, jsou bazi prostoru V. [ ]
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Poznamka.
Jsou-li vektory uy, ..., u, bazi vektorového prostoru V', pak

V=Lw)® & Llu,).

Véta 4.2.

Necht' V' je vektorovy prostor ve kterém existuje baze. Pak plati:

1. jestlize wy,...,w, a vi1,...,v; jsou dvé bdize prostoru V', pak je n =k

2. jestliZe vektory v, ...,v, generuji prostor V', pak z nich lze vybrat bazi V'

3. jestliZe vektory vq,...,v, jsou linedrné nezdavislé, pak je lze doplnit na bazi V.
Diikaz.

1: Aplikujeme-li dvakrat Steinitzovu vétu (provedte si podrobné sami!), dostavame jed-
nak n < k a jednak k£ < n, odkud jiz plyne, ze n = k.

2: Necht vektory vy, ..., v, generuji prostor V. Podle predpokladu mé prostor V' bazi, tzn.
musi byt V' # {o}. Pak lze vektory vy, ..., v, piecislovat tak, ze vq,...,v; jsou linearné
nezavislé a vy,...,v;,v; jsou linearné zavislé pro kazdé j s vlastnosti 7 < j < s. Odtud
plyne (pro¢?), ze v; € L(vy,...,v;), atedy V = L(vy,...,vs) C L(vy,...,v;). Inkluze
L(vy,...,v;) C L(vy,...,v5) je vSak trividlni a tedy je V' = L(vy,...,v;). Protoze
vektory vy, ..., v; jsou linearné nezavislé, tvori bézi prostoru V.

3: Necht wy,...,u, je néjaki baze prostoru V (podle predpokladu véty takova béaze
existuje) a necht wvy,...,v, jsou linearné nezavislé vektory z V. Potom (podle definice
baze a podle Steinitzovy véty) po vhodném piecislovani vektora wq, ..., u, dostavame:
V=L(uy,...,u,) = L(vy,..., 0., Ur11,...,U,), odkud podle ¢asti 2 a 1 této véty plyne,
ze vektory vi,..., V., Upi1, ..., Uy, jSOu bazi V. [ ]

Prvni ¢ast predchozi véty nam fika, ze ma-li vektorovy prostor néjakou bézi, pak
vSechny jeho béze sestavaji vzdy ze stejného poctu vektori. Na zakladé tohoto faktu
muzeme vyslovit nasledujici definici.

Definice.
Necht V' je vektorovy prostor nad T'. Pak:

1. je-li V nulovym vektorovym prostorem, pak fikdme, ze dimenze V' je nula
2. existuje-li baze wq,...,u, prostoru V, pak tikame, ze dimenze V je n
3. je-li V nenulovy prostor, ktery nema bazi, fikame, ze dimenze V' je nekonecno.
Piseme potom: dimV =0, resp. dimV =n, resp. dimV = oo.

Vektorové prostory z 1 a 2 se nazyvaji konecnédimenziondlni, vektorové prostory z 3 se
nazyvaji nekonecnédimenziondlni.

Priklad 4.3.

Z prikladu a bezprostiedné plyne, Ze:

1. dimR? = 2,

2. dimT" = n (tzn. specialné napt. dimR3 = 3, dim Q® = 5, dim C* = 4, atd.),
3. dimR,[z] =n+ 1 (tzn. specialné napi. dim Rs[z] = 6, atd.),

4. dim R[z] = 0.
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Umluva.
Vsude v dalsim v tomto textu se budeme zabyvat pouze konecnédimenziondlnimi vek-
torovymi prostory !!

Rekneme-li tedy, ze V je vektorovy prostor nad 7T, bude to automaticky znamenat, Ze
V' je koneénédimenzionalni, tzn. bud nulovy prostor, nebo vektorovy prostor, v némz
existuje baze. K tomu jesté poznamenejme, ze kazdy podprostor kone¢nédimenzional-
niho vektorového prostoru musi byt zfejmé sam také kone¢nédimenzionélnim vektorovym
prostorem.

V praxi se pomérné ¢asto setkdme s tlohou, ze ve vektorovém prostoru V', jehoz dimenzi
zname, napi. dimV = n, ovéfujeme, zda néjaka posloupnost sestavajici z n vektoriu (tzn.
vektoru je tolik, kolik je dimenze prostoru) je bazi. V takovém piipadé staci ovérovat
pouze jednu z podminek 1 a 2 z definice baze, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 4.3.
Necht V' je vektorovy prostor nad T, dimV =n (n > 1) a nechl wy, ..., u, je konecnd
posloupnost n vektori z V. Pak ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:

1. wektory uq,...,w, jsou bazi prostoru V'
2. wvektory wy,...,u, jsou linedrné nezdvislé
3. wektory w,...,u, generuji prostor V.
Diikaz.

"1 = 2": Ziejmé (plyne z definice béze).

"2 = 3": Necht uy, ..., u, jsou linedrné nezavislé vektory. Podle véty [£.2]3. je lze doplnit
na bazi, ktera v8ak musi obsahovat n vektoru (vzhledem k predpokladu, ze dim V' = n).
Tedy vektory uq, ..., u, jsou bazi prostoru V', coz znamena, ze také generuji prostor V.

"3 = 1": Necht uy,...,u, generuji prostor V. Podle véty [£.2]2. z nich lze vybrat bézi,
ktera v8ak musi obsahovat n vektori (vzhledem k predpokladu ze dimV = n). Tedy
vektory wy, ..., u, jsou bazi prostoru V. [ ]

Véta 4.4.
Necht Uy, Us jsou podprostory vektorového prostoru V' takové, Ze Uy C Usy. Potom plati:

1. dimU; < dim U,
2. dimU; =dimU, <+<— U;="U,.

Diikaz.

Pokud U; = {o} nebo U; = {0}, pak obé tvrzeni zfejmé plati (rozmyslete si podrobné
proc).

Necht tedy Uy, Uy # {0} a necht uy, ..., u, je baze Uy, resp. vy,...,v, je baze Us. Podle
predpokladu véty je Uy C Us, tzn. musi byt wq,...,u, € Uy = L(vy,...,vs), prifemz
vektory wq,...,u, jsou linearné nezavislé. Jsou tedy splnény predpoklady Steinitzovy
véty. Potom:

1: podle Steinitzovy véty je r < s, neboli dim U; < dim U,.

2: implikace "<=" zfejmé plati.

Dokazujme implikaci opacnou. Je-li tedy dim U; = dim Uy, tzn. r = s, pak opét podle
Steinitzovy véty dostavame, ze L(vy,...,vs) = L(uq,...,u,), neboli U; = Us. [ ]
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Poznamka.
Z predchozi véty plyne nékolik zfejmych, ale dilezitych dusledk:

1. Dimenze podprostoru je vzdy mensi nebo rovna dimenzi celého prostoru.

2. Je-li podprostor Uy vlastni podmnozinou podprostoru Uy (tzn. Uy & Us), potom
je dimU; < dimU,. Jinymi slovy feceno, nemize se stat, aby dva podprostory stejné
dimenze byly ostie v inkluzi.

Véta 4.5. (Véta o dimenzi souctu a prianiku dvou podprostorii)
Necht Uy, Uy jsou podprostory vektorového prostoru V.. Pak plati:

Diikaz.
Je-li U; = {0} nebo U, = {0}, pak tvrzeni ziejmé plati (rozmyslete si podrobné pro¢!).
Necht tedy dimU; =r#0 a dimU, = s # 0.

Pranik U; NUs je podprostorem ve V', a tedy je bud U; NUs; = {0}, nebo existuje baze
Uy N Us, tj. linearné nezavislé vektory wy, ..., uy s vlastnosti Uy N Us = L(uy, . .., ug).

Podle véty [£.2]3. 1ze linearné nezavislé vektory doplnit na bazi. Existuji tedy vektory
aii1,...,a, € Uy tak, ze uy, ..., ug,ariq,...,a, je baze Uy, a podobné existuji vektory
bpi1,...,bs € Uy tak, ze wy, ..., ug, byiq, ..., bs je baze Uy (v piipadé U; NUs = {o} je
ziejmé k = 0).

Nyni dokdzeme, ze vektory:

Ui,y Upy Ayt Ay b1, ... by (2)

jsou bézi podprostoru U; + Us.
«) Dokazeme, ze vektory jsou linearné nezavislé. Necht tedy:

t1~u1+---+tk~uk—|—tk+1'ak+1—i—~-'+tT~ar+t§€+1-bkﬂ—i—“'—i—tls-bs = oO. (3)

Oznacme:
T o=ty ur ety Up e Qe o+ L G (4)

Ze|(3)| pTi tomto oznaceni dostavame, Zze & = —t),, -byy1 —---—1,-b,. To vSak znamena,
ze x € U NU, alze pak psat:

x=p-u+-+pug=p-ur+--+p-ug+0-ap+---+0-a..  (H)

Ale uy, ..., ug, @gy1,-..,a, je baze Uy, a tedy ze , a z jednoznad¢nosti vyjadient
vektoru pomoci béaze plyne (mimo jiné), ze tpy3 = --- = t, = 0. Dosadime-li tyto
hodnoty do , dostavame:

t1'Ul‘f‘""f‘tk‘uk‘f‘t;Hl'bk+1+"‘+t;‘bs = 0.

Vektory wy, ..., ug, by, - .., bs jsou vsak bézi U, , tzn. jsou linearné nezavislé a dostavame
. ) o . oy _ o
tedy, ze také t; = =t =t = =1, =0.

Ukézali jsme, ze vSechny koeficienty v rovnici jsou rovny nule, a tedy vektory
jsou linearné nezavislé.

) Dokazeme, 7e vektory [(2)] generuji podprostor U; + Us, tzn. Ze plati rovnost :

L(ul,...,uk,akﬂ,...,a,,,ka,...,bs) = U1 —|—U2 (6)
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"C": tato inkluze zfejmé plati (dokazte si sami technickym rozepsanim).
"D": necht € Uy + U, tzn. lze psat € = o1 + a9, kde &1 € Uy, x5 € Us. Potom vsak
x1 €Uy = L(uy,...,uk, Gpy1,---,a:) C L(wg, ... U, @ity .o, Gy bpyq, .0 by)
Lo € U2 = L(ul,...,uk,bk+1,...,bs) g L(ul,...,uk,akﬂ,...,a,r,bkﬂ,...,bs),
odkud jiz plyne, zZe
r = T +a2 € L(ul,...,uk,a,kﬂ,...,a,,,bkﬂ,...,bs).
Dohromady tak dostavame zadanou rovnost @
Dokazali jsme, ze vektory jsou bazi Uy + Us, tzn. dim(U; +Us,) = r+s— k. Potom
viak:

dim(Uy + Us) + dim(Uy1NUs) = r+s—k+k = r+s = dimU; + dimU,,

coz je pozadované tvrzeni véty. (]

Poznamenejme, Ze predchozi vétu nelze piimo zobecnit pro vice nez dva podprostory
daného vektorového prostoru, jak plyne z nasledujiciho prikladu.

Priklad 4.4.

Ve vektorovém prostoru R3 uvazme podprostory:
Uy ={(a,b,0) | a,b € R}, Uy ={(r,0,s)|r,seR}, Us={(0,u,v)]|uvelR}
Ziejmé je dim U; = dim Uy = dim Uz = 2 a dale je (rozmyslete si proc)

U1+U2+U3:R3 a UlﬂUzﬂng{O}.
Je tedy
dlm(U1 + UQ + Ug) + d1m(U1 N U2 N Ug) = 3, ale dim U1 + d1mU2 + dim U3 = 6.

Poznamka.

V nasich avahach o kone¢nych posloupnostech vektorii v predchozim textu (tj. v avahéach
o linearni zavislosti ¢i nezéavislosti vektoru a tvahach o generovéani) nehralo poradi vektori
zadnou podstatnou roli. Se zavedenim pojmu béze se vSak otazka poradi vektorti okamzité
vynoii a bude podstatné, v jakém poradi vektory baze uvazujeme.

Presnéji feceno, danou bazi wq,...,u, vektorového prostoru V chapeme jako uspora-
danou n-tici vektori z V, a tedy napiiklad rovnost dvou béazi znamena rovnost dvou
uspotradanych n-tic vektorti z V. Dilezitost této poznamky se ukaze v dalsim, pii za-
vadéni pojmu soufadnic vektoru.

Definice.
Necht

U,y ..., Uy

je baze vektorového prostoru V' a necht vektor w € V je vyjadien ve tvaru:

U=t -u+---+t, u,.

Pak ¢islo t; nazyvame i-tou souradnici vektoru w v bdzi wq,...,u, a usporadanou n-
tici ¢isel (tq,...,t,) nazyvame souiadnicemi vektoru w v bdzi wy,...,u,. PiSeme u =
(tl,...,tn) v béazi U,y ..., Uy .
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Poznamka.
Je nutné si uvédomit, zZe pojem soutradnic vektoru je vzdy vazan na néjakou pevnou bazi
prostoru V. Ziejmé jeden vektor ma v riznych bazich obecné rizné soutradnice.

Déle si uvédomme, ze véta zajistuje korektnost predchozi definice v tom smyslu, ze
kazdy vektor w € V mé v dané bazi ug,...,u, soufadnice a navic jsou tyto souradnice
urceny jednoznacneé.

Kone¢né poznamenejme, 7Ze souradnice vektoru v dané bézi budeme psat nejen do radku,
jak bylo vyse zavedeno, ale také nékdy podle potieby i do sloupce.

Priiklad 4.5.
Ve vektorovém prostoru R? vezméme vektor u = (1, —2,3). Potom:

1. vektor w ma v bazi e; = (1,0,0), e = (0,1,0), e3 = (0,0, 1) souradnice (1,—2,3)
2. vektor w ma v bazi e; = (0,1,0), e; = (1,0,0), e3 = (0,0, 1) soufadnice (-2, 1, 3)
3. vektor w ma v bazi u; = (1,1,1), uy = (0,1,1), uz = (1,0, 1) soufadnice (—4,2,5)

jak se lehce zjisti rozepsanim z definice souradnic vektoru v béazi (provedte si podrobné
sami).

Poznamka.

Déle budeme pro jednoduchost baze oznacovat jako B = (w4, ..., u,). Potom mizeme
béazi chapat jako bijekci B : V,, — T™, ktera prevadi operace s vektory (s¢itani vektoru a
nasobeni skalarem) ve V,, na "stejné" operace v T", jak ukazuje nasledujici Véta.

Véta 4.6.

Necht wy,...,w, je baze vektorového prostoru V. Nechtt € T a necht vektor x € V,
resp. y €V md v bazi wy, ..., u, souiadnice (x1,...,x,), resp. (Y1,...,Yn). Potom:
1. wvektor x4y md v bizi wy,...,u, souradnice (r1+Yi,...,Tn+ Yn)

2. wektor t-x md v bdzi wy,...,u, soutadnice (t-wz1,...,1-x,).

Drikaz.

Podle predpokladu je
=2 U+t Ty Uy, resp. Y=Y U+ -+ Yp Uy,
tzn. potom (po upravé) dostavame, ze
rc+y=(r1+y) wu+- -+ (T, +yn) Uy,

odkud jiz ihned plyne tvrzeni véty. ]

UvaZujme ve vektorovém prostoru V' dvé baze B = (uq,...,u,) a B = (vy,...,v,).
Necht ma vektor w v bézi B vyjadieni

U=u U+ F Uy Uy, (7)

a v bazi B’ vyjadreni
U =ujv+ -+ U, v, (8)
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Vyjadiime vztah mezi souradnicemi vektoru w v obou bazich. Vektory z baze B’ se daji
v béazi B vyjadrit jako
n

V1 =011 U1 + Q21 U2 + -+ + App Uy = E a1 Wi,
i=1

n
Vp = A1 UL + A2y U + -+ + Ay Uy = E Qi Wy
=1

Dosazenim vyjadreni @ do dostaneme

! !
w=uy (a1 U1 + Go1 Uo + -+ + Ay Up) + -+ - F U, (A1 Wy + Qo U + -+ + Ay Uy,)

/ / / / / /
= (anuj +aruy + -+ ap up) ur o+ (@ UG+ AUy + G ) Uy,

a porovnanim koeficientii u vektori uy, . . ., u, v tomto vyjadieni a v|(7)|dostaneme vztah

n

/ / ! § : /

u1:a11u1+a12u2+~~+a1nun: ay; Uy,
=1

n

!/ / / !/

Up = Ap1 Uy + Apa Uy + -+ - + App U, = g Qi U -
i=1

Rovnice|(10)[se nazyvaji transformace soufadnic vektoru w pii prechodu od baze B k bazi
B
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Kapitola 2
Matice a determinanty

§1. Poradi a permutace

Permutaci libovolné mnoziny M se obecné rozumi kazdé bijektivni zobrazeni mnoziny
M na sebe samu. Nasim cilem vSak tentokrat nebude studium obecnych vlastnosti per-
mutaci libovolnych mnozin, nybrz permutace ndm budou pouze pomocnym nastrojem ke
studiu dalsich pojmi. Omezime se proto v tomto paragrafu jen na vyklad nejzédkladné&jsich
vlastnosti permutaci koneéné mnoziny M, feknéme n-prvkové. Pro zjednodusSeni vy-
jadfovani budeme v dalsim predpokladat, Ze mnozina M se skladé z prvnich n ptirozenych
¢isel, tzn. M ={1,2,...,n}.

Definice.
Necht M = {1,2,...,n}. Pak libovolna usporddana n-tice utvorena ze vSech prvki
mnoziny M se nazyvé poradi z n prvki 1,2,...,n nebo stru¢né porady.

Necht R = (71, ..., 7,) je libovolné poradi. Rekneme, e dvojice 7, r; je inverze v poradi

R, jestlize i < j a r; > r; (tj. jestlize vétsi z obou ¢isel predchazi v daném poradi ¢islu
mensimu).
Poradi, v némz celkovy pocet inverzi je sudé ¢islo (resp. liché &islo), se nazyva sudé
potadi (resp. liché pofadi). Hovofime pak téz o parité poradsi.
Priklad 1.1.
Necht n = 8. Potom:
1. poradi (1,2,3,4,5,6,7,8) je sudé (celkovy pocet inverzi je 0),
2. poradi (3,1,2,7,5,8,6,4) je liché (celkovy pocet inverzi je 9).

Celkovy pocet inverzi v daném konkrétnim potradi zfejmé nejrychleji zjistime tak, ze
bereme odleva jedno ¢islo po druhém a pro kazdé z nich spocitame, kolik mensich ¢isel
stoji za nim (napravo). SeCtenim téchto hodnot pak dostaneme celkovy pocet inverzi
v daném poradi.

Definice.

Necht R = (ry,...,m), S = (S1,...,8,) jsou dvé porfadi. Necht existuji indexy i # j
tak, ze s; = rj, s; = r; a dale r, = s; pro k # i, j. Potom fekneme, Ze potadi S vzniklo
z pofadi R provedenim jedné transpozice.

Poznamka.
Jinymi slovy feceno, provedeni jedné transpozice znamena vzajemnou zaménu dvou ruznych
prvki v daném poradi, pricemz vSechny ostatni prvky zustévaji na pivodnim misté.

Véta 1.1.

Necht n je pevné prirozené cislo. Pak plati:

1. zn proki lze utvorit celkem n! riznijch potady,

2. wSech n! potadi z n prvki lze setadit tak, Ze kazdé ndsledujici potadi obdrZime z pred-
chazejiciho provedenim jedné transpozice. Pritom lze vyjit z libovolného porads.
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Diikaz.

Nejprve piipomeiime, ze symbol n! (¢ti "n faktorial") znaci pfirozené ¢islo definované:
n!l=n-(n—1)- --- -2-1. Dokazovat budeme obé ¢asti véty najednou, a to matematickou
indukei vzhledem k n.

a) Pro n =1 obé tvrzeni trivialné plati.

B) Predpokladejme, Ze obé& tvrzeni plati pro 1,...,n — 1, a budeme je dokazovat pro n.
Necht (r4,...,7r,) je libovolné potradi z n prvki. Podle indukéniho predpokladu je vSech
poradi, kterd maji na poslednim misté prvek r,, celkem (n — 1)! a lze je sefadit tak, ze
néasledujici vznikne z predchoziho provedenim jedné transpozice. V poslednim z téchto
poradi provedme transpozici prvka r, a r; (1 < i < n — 1) a stejnou uvahou jako vyse
dostaneme (n—1)! poradi s prvkem r; na poslednim misté. Takto vystiidame na poslednim
misté vsech n prvki, ¢imz dostaneme vSechna rizné poradi z n prvki, kterych je tedy
n-(n—1)! = n!l, pficemz nasledujici poradi vzniklo vzdy z predchoziho provedenim jedné
transpozice. [

Véta 1.2.
Provedeni jedné transpozice zméni paritu daného poradi.

Diikaz.
Ditkaz provedeme ve dvou krocich. Nejprve pro transpozici dvou sousednich prvki a
potom pro transpozici libovolnych dvou riznych prvka daného poradi.

«) Necht v poradi R = (r1,...,7,Tit1,...,7s) je t inverzi. Provedenim transpozice
sousednich prvki r; a r;;1 dostaneme poradi R = (r1,..., 741,74, .., Ty), v némz je bud
t — 1, nebo ¢t + 1 inverzi (pro¢?). Tedy R’ méa opa¢nou paritu nez R.

B) Necht R = (rq,...,7,...,7j,...,7,) je dané pofadi. Provedenim transpozice prvku
r; a r; dostaneme potadi R' = (r1,...,7;,...,74,...,7,). Tuto transpozici vSak lze real-
izovat postupnym provedenim (j — i) + (j —i — 1) = 2(j — ¢) — 1 transpozic sousednich
prvki. Ale &slo 2(j — i) — 1 je liché, tzn. uZitim «) dostavame tvrzeni. [ ]

Véta 1.3. |
n!
Necht n > 2. Pak z celkového poctu n! rizngch poradi z n prvki je 5 potadi sudijch a

n!
5 poradi lichych.

Diikaz.

Tvrzeni véty plyne ihned v vét a [
Definice.

Necht M = {1,2,...,n} je konetna mnozina o n prvcich. Pak bijektivni zobrazeni P

mnoziny M na sebe se nazyva permutace mnoziny M nebo kratce permutace.

Permutaci P, definovanou predpisem: P(i;) = j;, pro t = 1,...,n, budeme zapisovat ve

tvaru dvoutadkové tabulky :
(il iy - ln>
Ji J2 vt dn)
Poznamka.

Permutace mnoziny M je tedy bijekce M — M, kterou zapisujeme ve tvaru dvouradkové
tabulky. Znamena to, zZe v hornim i dolnim radku této tabulky musi byt vzdy néjaké
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poradi z n prvkia. Ziejmé lze tutéz permutaci P zapsat v uvedeném tvaru celkem n!
formélné riznymi zptisoby (zaménime-li poradi sloupci v tabulce permutace). Vsech
téchto n! zapisi permutace P je samoziejmé naprosto rovnocennych, i kdyz nejcastéji
budeme permutaci zapisovat v tzv. zékladnim tvaru:

(h o n) )

Priklad 1.2.
Pro n =5 jsou:

12345 329145 415 2 3
935 4 1) ™P {53924 1) ™P {42135

tfi formélné rizné zéapisy téze permutace (z celkového poctu 5! = 120 moZnych zapisi
této jedné permutace).

Véta 1.4.
Pocet riznijch permutact n-prvkové mnoziny je roven cislu n!.

Diikaz.
ZapiSeme-li kazdou permutaci v zékladnim tvaru[(1)], pak riznych permutaci bude presné
tolik, kolik bude ruznych pofadi v dolnim fadku. Téch je vSak n!, podle véty [[.1]J1. m

Definice.

Permutace P se nazyva sudd permutace, resp. lichd permutace, jestlize soucet poctu
inverzi v hornim a dolnim fadku tabulky permutace P je sudé ¢islo, resp. liché ¢&islo.
Hovotime pak téz o parité permutace.

Poznamka.

I kdyZz danou permutaci P muzeme zapsat n! formalné riuznymi tabulkami, je predchozi
definice korektni, nebot pfi libovolném zapisu permutace P je parita horntho a dolniho
radku (chapanych jako poradi) bud vzdy stejna, nebo vzdy rozdilna. Tento fakt plyne
z toho, ze pii pfechodu od jednoho zépisu permutace P k jinému provadime totiz jisty
pocet transpozic, a to soucasné v hornim i dolnim radku.

Véta 1.5.
n!

Necht n > 2. Pak z celkového poctu n! riznyjch permutaci n-prvkové mnoziny je 5

n!
permutact sudijch a 5 permutact lichych.

Diikaz.
Kazdou permutaci zapiseme v zakladnim tvaru:

1 2 ... n
ky ky - k)
Parita permutace je pak shodné s paritou poradi v dolnim fadku a véta plyne bezprostiedné

z véty [1.3] [

26



§2. Matice a determinanty

Jednim ze zékladnich pojmu celé moderni matematiky je pojem matice. Teorie matic
hraje tstfedni tilohu v tzv. linearni algebte. Jeji vysledky se pak aplikuji pti feSeni soustav
line4rnich rovnic, pfi studiu vektorovych prostori a v celé fadé dalsich odvétvi nejenom
matematiky.

Definice.
Necht T je ¢iselné téleso, m, n jsou prirozené Cisla. Pak obdélnikové schéma tvaru:

aip Q2 - dip
g1 Qg2 - QA2
A - . . . .n ) (1)
Am1 Am2 - Qmp
kdea;; e Tproi=1,...,maj=1,...,n, se nazyva matice typu m/n (nad télesem 7).

Oznaceni: A = (a;;) typu m/n. Cisla a;j € T se nazyvaji prvky matice A.

Matice A = (a;;) typu m/n a matice B = (b;;) typu p/q jsou si rovny, jestlize jsou
stejného typu (tj. m =p A n =q) a je-li a;; = b;; pro kazdé i, j.

Mnozinu v8ech matic typu m/n nad télesem 7" budeme oznacovat Mat,,, (T').

Poznamka.

1. Predchozi definice matice je sice nézorné, ale piisné vzato neni zcela korektni, nebot
se v ni pouziva formalné nejasného a nepfesného pojmu "obdélnikové schéma" (a je pak
nutné v ni hovofit o rovnosti dvou matic). Zcela pfesné by bylo mozné matici typu m/n
nad télesem T definovat jakozto zobrazeni:

fAL2,....om} x{1,2,....,.n} =T,

kde f((i,7)) = a;. Pii této definici by vSak vétSina tvrzeni o maticich byla formélné
znacné komplikovana a neprehledna. Ponechame tedy definici matice tak, jak byla puvodné
uvedena (tj. vypisujeme vlastné funkéni hodnoty uvedeného zobrazeni f do onoho "ob-
délnikového schématu").

2. Kazdy jednotlivy fadek matice A typu m/n nad télesem T muZeme ziejmé uvaZovat
jako usporadanou n-tici ¢isel z télesa T', tzn. jinak TeCeno, jako vektor z vektorového
prostoru T™. Ma smysl pak hovorit o s¢itani fadki matice, nasobeni fadku ¢islem z T,
linedrni kombinaci fadku, linedrni zéavislosti a nezévislosti Tadku, atd., a to ve smyslu
uvedenych operaci, resp. pojmu tak, jak byly definovany ve vektorovém prostoru 7.
Matici A lze pak téz chapat jako usporadanou m-tici vektora z 1.

Analogicky muzeme sloupce matice A chépat jako vektory z vektorového prostoru 7T
a provadét s nimi tytéz tvahy.

Dostavame tak

Mat,,, (T) =T" x - - x T" =T x .. x T =T""™.

TV TV
m—krat n—krat

Definice.
Necht A = (a;;) je matice typu m/n nad T'. Potom:
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1. jeli a;; = 0 pro kazdé ¢,j (tj. vSechny prvky matice jsou rovny nule), matice se
nazyva nulovd matice (typu m/n) a oznacuje se symbolem 0,,,

2. jellim =mn (tj. pocet fadki je roven poétu sloupcii), matice A se nazyva ctvercovd
matice Tddu n

3. matice A’ = AT typu n/m, ktera vznikne z matice A zdménou fadki za sloupce, tj.:

11 A21 -+ Aml

Q12 Q22 -+ Am2
A= AT =

Aip G2n, " Qmn

se nazyva transponovand matice k matici A
4. Etvercova matice takova, ze AT = A (respektive AT = — A, kde —A = (—ayj)) se
nazyva symetrickd matice (respektive antisymetrickd matice).

Poznamka.

1. Prvky ay;, @ = 1,...,n, ¢vercové matice A fadu n tvori hlavni diagondlu matice A.
Prvky matice a;; takové, ze ¢ + j = n + 1, tvoii vedléjsi diagondlu matice A.

2. Je-li A = (a;j) ¢tvercova matice fadu n, potom A je symetrickd pravé tehdy, kdyz
aj; = a;5, a antisymetrickd pravé tehdy, kdyz a;; = —a;;, pro vSechna 4,7 = 1,...,n. V
antisymetrické matici jsou vSechny prvky na diagonéle rovny nule, t.j. a; = 0.

Ve zbyvajici ¢asti tohoto paragrafu se budeme zabyvat pouze ¢tvercovymi maticemi
rfadu n nad pevnym ciselnym télesem 7. Pro tyto matice nejprve zavedeme nasledujici
pojem.

Definice.
Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n nad télesem T'. Pak determinant matice A je
¢islo z télesa T' oznacené det A (nebo téz |A|) a definované vztahem:

detA e Z (_1)101’»]”) . a’lj1 . a2j2 e e e . a”ﬂjn’
(J1seesn)
kde I(ji,...,jn) znadi celkovy pocet inverzi v permutaci:

(1 2 ... n)
Ji J2 r Jn

pouzitych rfadkovych a sloupcovych indext. Séitani se provadi pres vSechna rizna poradi
(J1,- -+ Jn) sloupcovych indexi.
Vyraz

I(j1,eees]
(_1> (J15e-20n) . a’1j1 . a2j2 e anjn

se nazyva clen determinantu.

Poznamka.

Rozebereme-li si predchozi definici podrobnéji, pak vidime, Ze determinant det A je ¢islo
z T, které dostaneme sectenim celkem n! ¢lentt determinantu (viz véta [1.1]1.). Pritom
kazdy jednotlivy ¢len determinantu je souc¢inem n prvka matice A vybranych tak, ze
z kazdého radku a kazdého sloupce je vybran pravé jeden prvek a tento soucin je "opatien
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znaménkem + nebo —" podle toho, zda permutace utvorena z radkovych a sloupcovych
indexti vybranych n prvki je suda nebo licha.

Daéle je tfeba si uvédomit zasadni rozdil mezi pojmem matice (tj. jakymsi obdél-
nikovym, resp. Ctvercovym schématem) a pojmem determinantu matice (tj. pevnym
¢islem z T).

Priklad 2.1.

Rozepisme si pfedchozi definici determinantu pro nejjednodussi piipady, tj. n = 1,2, 3.

—1- — —9. |G (2] _
n=1: Q11| = a1 n==2uz: = a1 - Q22 — Q12 * A21
Q21 A22
@11 aiz2 Qi3
n=3: Q21 Qg2 Q23| = Q11 - G2 * G33 + G12 - G923 - A31 + Q13 - Q21 - (32 —
a31 daz2 G33 — Q13 Q22 - 31 — A12 * A21 * A33 — A11 * A23 * A32 .

Pro n = 3 se vy$e uvedeny vypocet determinatu nazyva Sarrusovo pravidlo. Sarrusovo
pravidlo se da "zmechanizovat" nasledujicim zptusobem: k matici A pridame dva fadky
a1 Qi2 Qs
Q21 Q22 A23
zopakovanim 1. a 2. fadku, t.j. | as; ass as3 | . Potom ¢leny determinantu s kladnym
a;x G2 13
21 Q22 dA23
znaménkem jsou souciny prvkit na hlavni diagonéale a na "rovnobézkach" lezicich pod
hlavni diagonalou. Cleny determinantu se zapornym znaménkem jsou souciny prvki na
vedlejsi diagonale a na "rovnobézkach" lezicich pod vedlejsi diagonalou.

Je vidét, ze vypocet determinantu matice pouze na zakladé definice by byl netinosné
zdlouhavy a pracny, zejména pro vétsi n. Napr. pro n = 10 by bylo nutno spocitat
pres tii a pul milionu deseti¢lennych soucini (nebot 10! = 3628 800). Z tohoto diavodu
uvedeme nyni nékolik vét popisujicich zédkladni vlastnosti determinanti, které mnohdy
vypocet determinantu podstatné zjednodusi.

Vsude v dalsim v tomto paragrafu budeme symbolem A oznacovat ¢tvercovou matici
A = (a;j) fadu n nad télesem 7'

Véta 2.1.
Transponovanim matice A se hodnota determinantu nezméni, tj. det A* = det A.

Diikaz.

Necht (j1, ja,- ., jn) je libovolné potfadi z n prvki. Pak soucin ayj, - agj, - -+ - ay;, se
vyskytuje pravé jednou v det A i det A’. Tento souéin je v det A vynéasoben ¢islem (—1)",
resp. v det A’ ¢islem (—1)%, kde 7, resp. s znaci celkovy pocet inverzi v permutaci:

2 .- n Ji J2 ot Jn
. .|, resp. :
(]1 jQ DY ‘]n) p < 1 2 DY n
Ziejmé vsak r = s, odkud jiz plyne tvrzeni. [ ]

Véta 2.2.
Necht prvky k-tého tddku matice A magi tvar:
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gl = bgr +cp1, apr =be+cr2, ... App = bpy + Cin

a necht matice B, resp. C se lisi od matice A pouze v prucich k-tého Tddku, pricemz
br1, ..., bgn je k-ty radek matice B, resp. cgi, ..., Crn je k-ty Tddek matice C. Potom
plati :

det A = det B + detC'.
Schématicky zapsdno tedy plati:

a1 s A1n @11 -+ Qin ay; +++ Qin
bii+cr1 o bgntckn| = bk 0 ben| + |ck1 o Chnl-
an1 e Ann S Ann (07 Ann

Diikaz.
Tvrzeni plyne pfimo z definice determinantu, nebot pro kazdy ¢len determinantu det A
plati:

(_1)[(]1,...,]n) . ajljl e e e . (bk‘]k + Ck]k) C e e . anjn —

— I(j1,esdn ) A . — 1) U1dn ) , .
= (—1) (J1 J).aljl. v by g, + (1) (J1 J).aljl. C Oyt g,

Poznamka.

1. Predchozi vétu lze zfejmé rozsitit pro libovolny konecny pocet s¢itancu v k-tém radku
matice A (dokéze se pomoci matematické indukce).

2. Predchozi vétu lze pouzit pro "zjednoduseni" vypoctu determinantu. Napiiklad

1 -1 3 1 0 0 0 0 0
2 2 4 =12 2 4+1|2 2 4]+]2
3 =2 5 3 5 3 > 3

0
2 =18-2-30—-—-14.

Ot i~ W

Véta 2.3.
Necht matice B vznikne z matice A:

1. Zdmeénou dvou riznijch tadki. Potom je det B = — det A.
2. Vyndsobenim jednoho radku pevnym cislem t € T. Potom je det B =t - det A.
3. det(t-A)=1t"-detA, kdet- A= (tay).

Diikaz.
1: Zaménme v matici A k-ty rfadek s r-tym fadkem, kde k # r. Pak souciny vyskytujici
se v det A a det B zustanou stejné, ale maji vzdy opa¢na znaménka, protoze permutace:

<1 T T S n> . (1 T T S n)
TR T SR [T FECUUR N
maji (podle véty [1.2)) riznou paritu. Potom vSak det B = — det A.

2: Plyne pfimo z definice determinantu, nebot vynasobime-li v matici A napt. k-ty radek
prvkem t € T', potom:
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det B = Z (_1)](]1,,]71) . a’ljl B A akjk N a?’ljn —
(jlv"'mjn)
= t- Z (_1)1(]17,]n) . a’lj1 e a/kjk e anjn = t- detA .
(jl:~~~7jn)
3: Plyne pfimo z 2. ]

Véta 2.4.
Necht v matici A:

Jeden rdadek sestdavd ze samijch nul. Potom je det A = 0.

—_

2. Dva rizné rddky jsou shodné. Potom je det A = 0.
3. Jeden tddek je ndsobkem jiného Tddku. Potom je det A = 0.
4

Jeden tadek je linedrni kombinact ostatnich Tddki. Potom je det A = 0.

Drikaz.
1: Plyne pifimo z definice determinantu. Kazdy ¢len det A je totiz roven nule, ponévadz
obsahuje nulu (a sice z toho radku, ktery sestava ze samych nul).

2: Zaménime-li ty dva fadky matice A, které jsou shodné, pak matice A se ziejmé nezméni.
Podle véty [2.3]1. v8ak musi byt det A = —det A, tj. 2-det A = 0, odkud vSak dostavame,
ze det A = 0.

3: Plyne pifmo z véty 2.3]2. a z pravé dokazané ¢asti 2.
4: Necht napt. k-ty fadek matice A je linearni kombinaci ostatnich fadki. Pak det A lze
podle poznamky za vétou vyjadrit jako soucet (n — 1) determinantt, z nichz vsak

v kazdém je k-ty radek nésobkem néjakého jiného fadku. Podle ¢asti 3 této véty je vsak
kazdy z téchto (n — 1) determinantii roven nule, a tedy det A=0+0+---+0=0. N

Véta 2.5.
Hodnota determinantu matice A se nezméni, jestliZe:

1.  k jednomu tdadku matice A pricteme libovolny ndsobek jiného Tdadku
2.k jednomu radku matice A pricteme libovolnou linedrni kombinaci ostatnich Fadkid

Diikaz.

1: Plyne bezprostiedné z vét a2.4]3..

2: Plyne z poznamky za vétou a z vty 2.4]4.. ]
Poznamka.

7 véty plyne, Ze ke kazdé z nasledujicich vét, tj. 2.2] 2.3] 2.4] a2.5] plati ana-
logicka véta, kterou ziskame tak, Ze v puvodni formulaci slovo "fadek" nahradime slovem
"sloupec". Napiiklad tedy plati tvrzeni: "jestliZe v matici A je jeden sloupec linedrni
kombinact ostatnich sloupci, potom je det A = 0", atd.

Tuto tvahu lze ziejmé uplatnit na kazdé tvrzeni o determinantech matice, tykajici se
radka matice. Dostaneme tak stejné tvrzeni, tykajici se sloupcti. Analogicky naopak
(tzn. z kazdého platného tvrzeni o determinantech, tykajiciho se sloupciu dané matice,
dostaneme zaménou slova "sloupec" za slovo "fadek" platné tvrzeni, tykajici se radki).

Vétu E (a odpovidajici vétu pro sloupce) ¢asto vyuzivame pii konkrétnich vypoétech
determinanti, kdy se pfi¢itanim vhodnych nasobkt jednéch fadki (resp. sloupci) k jinym
radkam (resp. sloupcim) snazime matici upravit na takovy tvar, z néhoz jiz determinant
lehce spocitame. Napiiklad, dojdeme-li k matici A tvaru:
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aip G - a1,(n—1) A1n

0 axp - a2 (n—1) Q2p
A — . .
0 0o --- A(n-1),(n—-1) Q(n-1)n
o o .- 0 Gnn
(tj. vSude pod hlavni diagonélou jsou nuly), pak det A = aj1-ag- -+ -apny, jak plyne ihned

z definice determinantu. O takovéto matici fikame, ze je v hornim trouhelnikovém tvaru.
Stejny vysledek (tzn. hodnota determinantu je rovna sou¢inu prvka v hlavni diagonéle)
dostaneme, jestlize v matici jsou samé nuly nad hlavni diagondlou: Potom fikdme, Ze
matice je v dolnim trouhelnikovém tvaru. .

Ve zbyvajici ¢asti tohoto paragrafu pak odvodime jesté jeden zpiisob jak zjednodusit
vypocet determinantu.

Definice.

Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n. Necht je zvoleno k jejich radka a sloupci
(k<mn),asice: 1 <iy <ig <--+<ip <m,resp. 1 <j; <jo<--+ < jr <n. Pak matice
vytvorena ze zvolenych fadkua a sloupct, tj. matice

Qiygy Giggy 0 Qiggy,
Qiggy  Qiggy  * 7" Qiggy,
M= " . :
Qigjr  Qigga " Qigg
se nazyva submatice matice A urcena radky i1,...,4; a sloupci j; ..., jx. Jeji determinant

|M| se nazyva minor fadu k matice A.

Zbyvajicimi (n — k) fadky a (n — k) sloupci je uréena submatice M matice A, kterd se
nazyva doplitkovd submatice k submatici M a jeji minor |M| se nazyva doplnék minoru
| M.

Ozna¢éme sy; = iy + iy + - +ip + j1 + -+ + jr. Pak &slo (—1)*™ - |[M| se nazyva
algebraicky doplnék minoru |M]. Clen doplitku |M| vynasobeny &islem (—1)*M se pak
nazyva Clen algebraického dopliiku minoru |M|.

Determinant submatice tvorené stejnymi fadky a sloupci, tj. @1 = j1,...,%% = Ji, s€
nazyva hlavni minor rddu k.

Priklad 2.2.
Necht A je ¢tvercova matice fadu 4 nad télesem R:

A:

— O N W
[
W = W

|
D= O
DO DN =N

Zvolime-li 41 = 1, i = 3, j1 = 2, jo = 3, tj. prvni a tieti fadek, resp. druhy a tieti
sloupec, pak submatice M urcené zvolenymi fadky a sloupci je tvaru:

2 3 .
M—(2 O)’ tzn. minor |M| = —6.
Dopliitkovou submatici je pak:
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M = (g _g), tzn. doplnék |M| = +18.

Déle je spy =1+ 3+ 2+ 3 =9, tzn. algebraicky doplnék minoru |M]| je:
(=1)*™ . |M| = (-1)"-18 = —18.

Poznamka.

Oznacime-li s3; soucet indext radku a sloupci uréujicich doplitkovou submatici M, pak
ziejmé plati (—1)*™ = (—1)*7, nebot sy + s57 =2 (1 +2+--- 4+ n) je sudé &islo, a tedy
¢isla sy a sy musi byt obé bud soucasné suda, nebo soucasné lichd. Tedy algebraicky
doplnék minoru | M| je téz roven &islu (—1)*7-|M]|, coZ lze nékdy pii praktickych vypoctech
s vyhodou pouzit.

Véta 2.6.

Necht A je ctvercovd matice Fddu n, necht |M| je minor tidu k matice A (k < n).
Pak soucin libovolného ¢lenu minoru |M| s libovolngm élenem jeho algebraického dopliiku
je clenem determinantu |A|.

Diikaz.
Necht submatice M je urcena Ttadky y,...,7; a sloupci ji,...,jr matice A, pricemz i; <
1o < -0 < g, resp. J1 < Jo < -+ < Jg.

Zaménme i;-ty fadek matice A s (i; — 1)-tym radkem, pak s (i; — 2)-tym radkem, atd.,
az s prvnim fadkem. Celkem jsme takto provedli (i; —1) zdmén fadki matice A. Podobné
pomoci (iy — 2) zamén Fadka premistime io-ty Fadek na misto druhého radku, atd., az
pomoci (ix — k) zamén fadka premistime -ty fadek na misto k-tého fadku. Celkem jsme
tedy provedli (i — 1)+ (io —2)+ -+ (i — k) = (i1 + -+ 1) — (1 +2+--- + k) zamén
radki matice A. Analogicky pomoci (j; +---+jx) — (14+2+- - -+ k) zdmén sloupct matice
A pfemistime ji, ..., ji-ty sloupec na misto prvniho, ..., az k-tého sloupce. (Dilezité je,
ze se po provedeni téchto Gprav nezménilo ptivodni poradi fadki a sloupci submatice M
ani jeji doplitkové submatice M, tzn. nezménily se hodnoty jednotlivych ¢lent minoru
| M| ani ¢lent jeho doplitku |[M].)

Tedy pomoci (iy + - +ig+j1+ -+ Jjx) —2- (1 +-- -+ k) zameén radka, resp. sloupci
jsme z matice A dostali jistou matici B, pfi¢emz podle véty [2.3]1. plati:

|B| = |A| . (_]_>i1+"‘+ik+j1+'“+jk—2'(1+~--+k) _ |A| . (_1)i1+"'+ik~+j1+“'+jk7

odkud po vynasobeni &islem (—1)%+Tititt+ir dostdvame:
|A| _ |B| . (_1)i1+"'+ik+j1+"'+jk. (2)

Submatice M je v matici B urcena prvnimi k£ fadky a prvnimi k& sloupci. Potom
viak souéin libovolného ¢lenu minoru |M| s libovolnym ¢lenem doplitku |M| je ¢lenem
determinantu |B|, nebot oznacime-li B = (b;;), pak ¢len minoru [M]|, resp. ¢len doplitku
|M| jsou tvaru:

(_1)[(t1,...,tk) “byg, - -+ b, Tesp. (_1)I(tk+1,...,tn) . bk+1,tk+1 R (3)
. . k
kde I(ty,...,tx) znaci pocet inverzi v permutaci (t ; > ,resp. I(tgy1,...,1t,) znaci
1 k
1 ...
pocet inverzi v permutaci ( t+ t”) . Oznag¢ime-li I(ty,...,t,) pocet inverzi v per-
kb1 ot

. (1
mutaci
i1

tn), pak plati (rozmyslete si pro¢!): I(ty,...,tx) + L(ter1, ..., tn) =
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I(ty,...,t,). Potom v8ak vynasobenim obou &lenii z |(3)| dostavame: (—1)1Ctwtn) . b, .
- bpt,,, coz je v8ak ¢len determinantu |B].

Odtud (podle souéin libovolného ¢lenu minoru |M]| s libovolnym ¢lenem doplitku
|M| vynasobeny &islem (—1)i++&+ii++it je ¢lenem determinantu |A]. To vSak je jiz 74-
dané tvrzeni, nebot libovolny ¢len algebraického doplitku minoru |M| v matici A obdrzime
z libovolného ¢lenu doplitku |M| vynasobenim Gislem (—1)%+Fiktit+ik, ]

Véta 2.7. (Laplaceova véta)

Necht A je ctvercovd matice Tddu n a mecht je pevné zvoleno k Tddki matice A, kde
0<k<n.

Pak determinant matice A je roven souctu vsech (Z) soucint minori Tddu k, vybranych
ze zvolengch k radki, s jejich algebraickymi doplnky.

Diikaz.

Ze zvolenych k tadku lze zfejmé vybrat submatici fadu k pravé (Z) riznymi zpusoby.
Podle véty [2.6] soucin ¢lenu pfislusného minoru s ¢lenem jeho algebraického doplitku je
¢lenem determinantu matice A. Pritom je zfejmé, Ze dostavame navzajem ruzné c¢leny
determinantu matice A.

K dikazu naseho tvrzeni tedy staci spocitat, zda uvedenym zplisobem dostaneme
vechny ¢leny determinantu matice A (kterych, jak vime, je n!). Ale kazdy minor fadu
k méa k! ¢lentt, kazdy jeho algebraicky doplnék ma (n — k)! ¢lenit a vybranych minori je
(Z), tzn. celkem dostavame:

K=k (R) =k (n— k) =2 = nl

¢lenti determinantu matice A, a tedy véta plati. [ ]

Poznamka.

Laplaceova véta se také nékdy nazyva "véta o rozvoji determinantu podle zvolenych k

radka". Jeji prakticky vyznam spociva v tom, Ze vypocet determinantu matice uréitého

radu prevadime na vypocet jistého poc¢tu determinanti matic mensiho radu.
Pripomenme, Ze na zakladé véty plati analogicka véta k Laplaceové vété zformulo-

vana pro sloupce (tzn. slovo "fadek" v Laplaceové vété nahradime slovem "sloupec").

Rikéme pak, ze jsme determinant vyjadrili rozvinutim podle danych & sloupci.

Definice.

Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n. Pak algebraicky doplnék minoru jednoprvkové
submatice sestavajici z prvku a;; budeme kratce nazyvat algebraicky doplnek prvku a;; a
oznacovat symbolem A;;.

Disledek.
Necht A = (a;j) je ctvercovd matice Fddu n. Pak plati
1. nechti je pevné zvoleny radkovy index. Potom
Al = an - A+ aip- Aig + -+ @i - Aiy
2. necht j je pevné zvoleny sloupcovy index. Potom
Al = ay; - Ay + agj - Agj + -+ + anj - Anj.

Diikaz.
Prvni ¢ast disledku je doslovnym pirepisem Laplaceovy véty, a sice pro k£ = 1. Druha cast
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dusledku je Laplaceova véta preformulované pro sloupce (ve smyslu predchozi poznamky),
a to opét pro k = 1. [

Priklad 2.3.
Uzitim Laplaceovy véty spoc¢téme determinant |A|, kde A je matice fadu 4 (nad R):

=W N =
O O =
N O O W
T DN 00 W~

1. Vypocet provedeme rozvinutim podle 2. a 3. fadku (pii praktickém vypoctu je ziejmé
nejvyhodnéjsi volit fadky, v nichz se vyskytuje pokud mozno hodné nul). Pak:

20| 34, e 20 (14l e 28] [T 3], 0
|A|_‘30' ‘75' (=1) +’30 ’45‘ (=1) +‘3 2’ ‘47‘ (=D)7+
0 0] |1 4] o, |0 8] |1 3] no, |08 11 o
+'00‘ '45‘ (=1) +‘02‘ 47‘ A N P M
2 8| |13
—‘3 2H4 7‘—(—20).(—5)—100.
2. Spoctéme tentyz determinant rozvinutim podle 1. sloupce. Pak:
008 134 134 134
A =110 0 2|-(=1)*+2-|0 0 2|-(—=1)3+3-]0 0 8|-(=1)*+4-]0 0 8|-(—1)° =
475 475 475 00 2

= 0-2-10+3-40+0 = 100.
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§3. Algebra matic

V tomto paragrafu se nejprve vratime k maticim typu m/n (tj. obecné k obdélnikovym
maticim) a ukdZeme si nékteré algebraické struktury, které lze pomoci matic utvorit.
Budeme stéle predpokladat, Zze vSechny matice jsou uvazovany nad pevnym ciselnym
télesem T' (nebude-li vyslovné fe¢eno jinak).

Oznaceni.

Vsude v dalsim budeme symbolem Mat,,,(T") oznacovat mnozinu vSech matic typu m/n
nad pevnym ¢&iselnym télesem 7. NapiSeme-li tedy, ze A € Mat,,,(T), pak to bude
znamenat, ze A je matice typu m/n nad télesem 7.

Definice.
Necht A = (a;;), B = (bi;) € Mat,,,,(T), t € T libovolné. Pak:

1. matice A+ B = (¢;;) € Mat,,,(T') definovana:
Cij:ai]’—‘—bi]’ proizl,...,m,jzl,...,n

se nazyva soucet matic A, B

2. matice t - A = (d;;) € Mat,,,(T") definovana:
dij:t-aij proizl,...,m,jzl,...,n

se nazyva soucin c¢isla t s matici A nebo néasobek matice A ¢islem ¢.

Vidime, Ze soucCet matic je definovan pouze pro matice stejného typu, pficemz pak
s¢itdme "odpovidajici si prvky" obou matic. S¢itani matic je zfejmé operaci na mnoziné
Mat,,,,(T'). Podobné, pii soucinu ¢isla s matici nasobime timto ¢islem kazdy prvek dané
matice.

Véta 3.1.
(Mat,,, (1), +) je komutativni grupa.

Diikaz.

7, predchozi definice a ze znamych vlastnosti obycejného scitani c¢isel ihned plyne, Ze
(Mat,,,(T'),+) je pologrupa, ktera je komutativni.

Lehce se ovéri, ze nulova matice 0,,, je nulou této pologrupy. Dale, pro libovolnou matici
A = (a;;) € Mat,,,(T) je zfejmé matice (—a;;) € Mat,,,(T) opacnym prvkem k A.
Oznacujeme (—a;;) = —A.

Tedy (Mat,,,(T),+) je komutativni grupa. [}
Véta 3.2.

Mnozina Mat,,,(T) je vektorovy prostor nad T (vzhledem k operacim scitani matic a
soucinu ¢isla s matici), jehoZ dimenze je rovna m-n .
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Diikaz.

Podle predchozi véty je (Mat,,,(T),+) komutativni grupou. Déle, rozepsanim se lehce
ovéfi, Ze pro pro libovolné t,s € T a A, B € Mat,,,(T) plati:

1. t-(A+B)=t-A+t B

2. (t+s)-A=t-A+s-A

4. 1-A=A.
Tedy z definice vektorového prostoru plyne, ze Mat,,,(T) je vektorovy prostor nad 7.
Roli vektori zde tedy hraji matice typu m/n nad T

Zbyva ukazat, ze dim Mat,,,(T") = m - n, coz provedeme tak, Ze zkonstruujeme bézi
vektorového prostoru Mat,,, (7). Pror =1,...,m, s = 1,...,n ozna¢me symbolem U,
matici typu m/n, kterd ma na r, s-tém misté (tj. v r-tém radku a s-tém sloupci) jednicku
a vSude jinde samé nuly. Tedy:

Urs = (u;) je typu m/n, pii¢emz  u;; = P J
0 jinak

Dostéavame tak celkem m - n matic:

U117 ot U1n7 U217 cet U2n7 ot Um17 ] Umn7

o nichz se rozepsanim lehce ukaze (provedte si podrobné samil), Ze jsou linearné nezavislé
a ze generuji cely prostor Mat,,, (7)), tzn. jsou jeho bazi, tj.

A:ZaijUzj, 2:1,,mj:1,,n
1]

Poznamka.

Vektorovy prostor Mat,,, (1) je izomorfni s vektorovym prostorem 7"™. Opravdu s¢itani
matic odpovida sc¢itdni vektora v 7™ a nasobeni matic skaldrem odpovida nasobeni
vektora v T™™ skalérem.

Definice.
Necht A = (a;;) je matice typu m/n, B = (b;;) je matice typu n/p (obé nad tymz télesem
T). Pak matice A-B =C = (¢;;), typu m/p, kde:

n

Cij = Zaik'bkj,

k=1
proi=1,...,m,j=1,...,p, se nazyva soucin matic A, B (v tomto poradi).
Priklad 3.1.
Necht A, B jsou matice nad R tvaru:
1 2-1 0 _Z ?
A= 0 1-1-7 , B =
-8 0 0-— Lo
-2 -3

Pak:
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—6 4
A-B=| 922/,
14 —1

resp. sou¢in B - A neni vibec definovéan.

Poznamka.

P1i nasobeni dvou matic A, B zfejmé podstatné zélezi na jejich poradi. Z pifedchoziho
prikladu vidime, Ze se muze stat, ze soucin A- B je definovan, kdezto souc¢in B- A definovan
neni. Ale i v pripadé, Ze oba sou¢iny A - B a B - A jsou definovany a jsou stejného typu
(tzn. A, B jsou ¢tvercové matice stejného typu), neznamena to, ze A- B = B - A, jak je
vidét z nasledujiciho prikladu.

Priklad 3.2.

Necht n > 2 a A, B jsou ¢tvercové matice fadu n (nad T') tvaru:

10 0 00 0
00 0 10 0
A= . B=

Pak prfimym vypoctem zjistime, ze A - B = 0,,, kdezto B - A = B, coZz znamena, 7e
A-B+# B - A.

Vidime tedy, Ze nasobeni matic obecné neni komutativni. Na druhé strané, nasobeni
matic je vSak asociativni a nésobeni matic je distributivni vzhledem ke s¢itdni matic
(samoziejmé za predpokladu, Ze vSechny pouzité soucty a souc¢iny matic jsou definovany),
jak ukazuji néasledujici dvé véty.

Véta 3.3.
Ndsobeni matic je asociativni, tj. nechl matice A je typu m/n, B je typu n/p a C je
typu p/q. Potom plati:

A-(B-C)=(A-B)-C.

Diikaz.
Necht plati pfedpoklady véty, pficemz A = (a;;), B = (biy;), C = (¢;5). Pak matice

n

A-B = (d;;) je typu m/p, pticemz d;; = Zaw -by;. Déle pak (A-B)-C = (f;;) je matice

P

typu m/q, kde fi; = > diy - cyj = Z Zaw - byy - Cyj, Piemz v poslednim vyrazu neni
v=1 v=1u=

tfeba v sou¢inu za sumacnimi znaky Zavorkovat, nebot se jedna o soucin &isel (z T'), pro

ktery plati asociativni zakon.
P
Podobné, matice B - C = (g;;) je typu n/q, kde g;; = > _ by - ¢y;. Déle pak A- (B-C) =
v=1
(hij) je matice typu m/q, kde:

n n p
hzj: Zaiu'guj: Zaiu' Zbuv'cvj_ Zzazu' cCyj = f’bj
u=1 u=1 v=1

v=lu=

Dohromady tedy plati dokazované rovnost. [ ]

38



Véta 3.4.
Ndsobeni matic je distributivni vzhledem ke scitani matic, tj.:

1. Necht matice A je typu m/n, resp. B, C jsou typu n/p. Potom plati:
A-(B+C)=A-B+A-C.

2. Necht matice F, G jsou typu m/n, resp. H je typu n/p. Potom plati:
(F+G)-H=F -H+G-H.

Diikaz.
1: Necht A = (a;;) je typu m/n, resp. B = (b;j), C = (¢;;) jsou typu n/p. Potom

A (B+C) = (d;j) je matice typu m/p, pficemz d;; = > a; - (bgj + cx;). Déle, matice
k=1
A-B+ A-C = (f;) je typu m/p a plati:

fijg = Do ai - bgj + Y i cxy =

k=1 k=1

@ik, - (b + cxj) = dij

Eo
g

tzn. dokazali jsme 1.

2: Dokéze se analogickym zptisobem jako 1. [ ]

Definice.
Ctvercova matice fadu n (nad T) tvaru:

100 - 00

010 - 0 0
E, =

000 - 10

0 00 1

(tj. matice majici v hlavni diagonale samé jednicky a vSude jinde samé nuly) se nazyva
jednotkovd matice (fadu n).

Poznamka.
i ) _ . 1 proit=yj .
Prvky jednotkové matice budeme oznacovat E, = (d;;), kde d;; = 7 e
0 proi#j

takzvané Kroneckerovo delta.

Véta 3.5.

Mnozina vsech ctvercovych matic Fadu n (nad T) s operacemi scitani matic a ndsobeni
matic, tj. (Mat,,,(T'),+,-), je okruhem s jednickou.

Tento okruh je pro n > 2 nekomutationi a obsahuje délitele nuly.

Diikaz.

Je zfejmé, 7ze s¢itani matic, resp. nasobeni matic jsou operace na mnoziné Mat,,, (7).
Z vét (3.1 3.3 a|3.4.| pak ihned plyne, ze (Mat,,(T),+, ) je okruh. Déle, pro libovolnou
matici A € Mat,,,,(T) zfejmé plati (ovéfte si rozepsanim!), zZe:

E,-A=A-E, = A,

39



a tedy jednotkova matice £, je jednickou okruhu (Mat,,,(T"), +, ).

7 prikladu pak plyne, Ze pro n > 2 tento okruh neni komutativni a obsahuje
délitele nuly (nulou je zde ziejmé nulova matice fadu n, tzn. 0,,). [

Poznamenejme, ze okruh (Mat,,,(T"), +, -), struéné téz nazyvany "okruh matic", je jed-
nim z nejjednodussich prikladi nekomutativniho okruhu.

Véta 3.6.
Necht A je matice typu m/n a B je matice typu n/p. Pak plati:

(A-B)Y = B - A
t3. transponovand matice k soucinu matic je rovna soucinu transponovanych matic v opacném

potadi.

Diikaz.
Necht A = (a;;) je typu m/n, resp. B = (b;;) je typu n/p. Pak matice (A-B) = (¢;)
je typu p/m, pficemz jeji prvek ¢;; je prvkem, ktery v matici A - B stoji v j-tém radku

a i-tém sloupci, tzn. ¢;; = > aji - by;.
k=1

Analogicky, matice B" - A" = (d;;) je typu p/m, kde d;; = > bi; - ajr = D ajk - by .
k=1 k=1

Dostavame tak, Ze ¢;; = d;; , tzn. plati dokazovana rovnost. [ ]

Véta 3.7. (Cauchyova véta)
Necht A, B jsou c¢tvercové matice fadu n. Pak plati:

A-B| = |4] - |B].

Diikaz.
Necht A = (a;j), B = (b;;) . Uvazme matici H fadu 2n tvaru:
ap; ayp o a0 0o - 0
a1 Gy - Qg O 0o - 0
Clawm a2 - @, 00 - 0
H= 1 0 -+ 0 by bp - by
0 =1 -+ 0 by by -+ by

Uzitim Laplaceovy véty (a sice rozvinutim podle prvnich n fadka) dostavame:
[H| = [A] - |B]. (1)

Nyni ke kazdému z poslednich n sloupcii pricteme vhodnou kombinaci prvnich n sloupct
tak, aby na misté kazdého b;; vznikla nula (presnéji feceno: k (n+j)-tému sloupci pricteme
byj-krat 1. sloupec + - - - 4 b,;-kréat n-ty sloupec, pro j = 1,...,n). Dostavame tak matici:
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11 A2 -+ Qip C11 Ci2 " Cin

Q21 Qg2 -+ Agp C21 Co2 --° Cop
o Gp1 Ap2 " Anp Cp1 Cp2 - Cpp
K= -1 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0

Vv iz ¢j; = a1 by + - 4 Qi - bpj = D ai - biy, pro i, j = 1,...,n. Pri tomto oznaceni je
k=1
tedy (c;;) = A- B. Rozvinutim podle poslednich n fadka matice K pak dostavame:

|K’ — (_1)n . ‘A . B‘ . (_1)1+---+n+(n+1)+---+2n _ ’A i Bl . (_1)2-n-(n+1) — ‘A . B‘ ) (2>

n

Ale tpravy, pomoci nichZ jsme z matice H dostali matici K, neméni hodnotu determi-
nantu (podle vty 2.5]2. zformulované pro sloupce), a tedy |H| = | K|, odkud pomocf
a dostavame ihned tvrzeni véty. [}

Poznamka.

Jako dusledek Cauchyovy véty dostavame, ze determinant je homomorfizmus z pologrupy
(Mat,,,,(T'); ) do pologrupy (T’;-) . I kdyZ nésobeni matic neni komutativni, plati |A- B| =
|B - Al

Definice.
Ctvercova matice A se nazyva reguldrni matice, je-li |A| # 0, resp. singuldrni matice, je-li
Al =0.

Disledek.
Necht A, B jsou ctvercové matice stejného tddu n. Pak plati:

matice A-B je requldarni <= obé matice A i B jsou regquldrni.

Diikaz.
Tvrzeni plyne pfimo z definice regularni matice a z Cauchyovy véty. [ ]

Definice.
Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Matice X s vlastnosti:

A-X=FE, AN X-A=E, (3)

se nazyva inverzni matice k matici A a oznacuje se symbolem A~!,

Poznamka.

Predchozi definice zfejmé nezarucuje, ze k dané ¢tvercové matici A musi existovat matice
inverzni. Nicméné, z faktu, ze (Mat,,,(T), -) je pologrupa s jednic¢kou E,, (coz bezprostiedné
vyplyva z vty a z faktu, Ze pojem inverzni matice k matici A je totozny s pojmem
inverzniho prvku k danému prvku v této pologrupé, plyne , ze k matici A existuje nejvyse
jedna inverzni matice a pouzivani oznaceni A~! je tedy korektni.

Nésledujici véta uvede nutnou a dostatecnou podminku existence inverzni matice k matici
A. Jeji disledek pak uvede vzorec pro vypodet této inverzni matice A=, K tomu vsak
bude potieba nejprve zavést nasledujici pojem.
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Definice.
Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n. Pak matice

All A21 o Anl
A — A'12 A‘22 o An2
Aln A2n e Ann

se nazyva adjungovand matice k matici A.

Poznamka.

Vidime, ze v adjungované matici A* se na 4, j-tém misté nachézi ¢islo A;; (pozor na pofadi
indexi!), tzn. algebraicky doplnék prvku stojicitho na j,i-tém misté v pavodni matici A.
[ustrujme si tento pojem na jednoduchém piikladu (pfislusné vypocty si sami ovéite).

12 1 Ay Ay Ag 6 -4 1
Necht A=|(0 3 2 Potom A* = A12 AQQ A32 = 2 1 -2
10 2 Ay Ags Asg 3 2 3

Véta 3.8.

Necht A je ctvercovd matice 7adu n. Pak plati:

k matici A existuje matice inverzni <= A je reguldrni matice.
Diikaz.
Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n. Dokazeme postupné obé implikace.

"=": Necht k matici A existuje inverzni matice A~!. Pak plati E, = A- A~ odkud
prechodem k determinantim a pouzitim Cauchyovy véty dostdvame :

L= |Ea| = |A- A7 = |A] - |A7Y].

Musi tedy byt |A| # 0, coz znamend, Ze A je regularni matice.

"<": Necht A je regularni matice, tzn. |A| # 0. Nyni vezmeme matici X = |7}| - A" a
dokazeme, ze X je inverzni matici k matici A.
Ozna¢me A - X = (¢;;) . Potom po rozepsani dostavame:

Ci1 Ci2 -+ Cip aj; Qa2 - Aip Ay e Ajl e Ag

Ay - A - A
1 ) ) :

CGir G2 0 CGn | = g i1 Qi2 - Qin

Cnl Cpn2 " Cpp ap1 Qp2 *°  App Aln e Ajn e Ann
odkud

Cz‘j:ﬁ'(aﬂ'Ajl + @i Ajp + o0+ in - Ajn).
Potom

—pro i = j dostavame (uzitim dusledku Laplaceovy véty)

Cz’i:‘?}l'(ail'Ail +ai2'Az'2+"'+ain'Ain):‘7}|'|A|:1‘
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— pro ¢ # j dostavame (opét uzitim dusledku Laplaceovy véty)
Cij:ﬁ'(ail'Ajl +oap - Ajp + oo+ ain'Ajn):ri”'O:O'

Uvédomme si, ze vyraz v zavorce je roven nule, protoze podle disledku Laplaceovy véty
se jedné o determinant matice, v niz i-ty a j-ty fadek jsou stejné (oba dva zminované radky
sestavaji z prvki a;1, aze, -+ Qi ).

Dostavame tedy, ze A-X = E, . Analogickym zpusobem se dokaze, ze také X-A = E,,,

coZ znamena, ze matice X je hledané inverzni maticie k matici A. [}
Daisledek.

Necht A je requldrni matice. Pak A~' = ﬁ AT

Diikaz.

Tvrzeni plyne ihned z 2. ¢éasti diikazu predchozi véty. [ |
Poznamka.

Pokud ovérujeme, zda matice X je inverzni matici k matici A, pak staci ovéfovat pouze
jednu z obou podminek uvedenych v definici inverzni matice k matici A, tj. jednu z
rovnosti

A-X=FE, N X-A=E,,

protoze druhé rovnost je v tomto pripadé jiz vynucena. Je—li napiiklad A - X = FE,,
pak je matice A regularni a existuje matice A=!. Po vynasobeni vychoziho vztahu zleva
matici A~ a zprava matici A dostavame

A1 (A-X)-A= A1 E,- A,
odkud po upravé vychazi X -A = FE,.

Nékteré jednoduché zékladni vlastnosti inverznich matic k reguldrnim maticim nam
popisuji nasledujici dvé véty.
Véta 3.9.
Necht A, B jsou requldrni matice Fddu n. Pak plati:
. (A H)1t=A4
2. (A-B)y'=pB"1.A"!
1
A7 = o
|4
4. (A7t =(A71Y.

w

Diikaz.
1. a 2. plynou z véty 3.8] z faktu, ze (Mat,,(T), ) je pologrupa s jednitkou a ze znamych
vlastnosti pologrup.

3: Z¥ejmé A - A~! = E,,, odkud podle Cauchyovy véty je

Al [A7Y = |EW| = 1, tn. [A7Y] = .
4: Podle véty [3.6] je

(AN A =(A-AYY=FE =E,
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a analogicky téz
A (ATY = E,,
tzn. podle je (A1) inverzni matici k matici A’, neboli plati 4. [ ]

Véta 3.10.
MnoZzina vSech reguldrnich matic 7ddu n (nad T) s operaci ndsobeni matic je grupa, kterd
je pro n > 2 nekomutativni.

Diikaz.
Ozna¢me mnozinu vSech regularnich matic fadu n nad 7' symbolem (Reg,,,,(T),-).

Podle diisledku Cauchyovy véty je (Reg,,,(T'), -) grupoidem, podle véty [3.3] je pologrupou
a ziejmé F, € Reg,,,. (T) je zde jednickou. Podle véty ke kazdému prvku (tj. matici)
z Reg,,,,(T') existuje prvek (matice) inverzni, a tedy (Reg,,,(T),-) je grupou.

Déle necht n > 2. Vezméme matice A, B fadu n tvaru:

110 00 00 001

010 00 00 010

00 1 00 0 0 100
A= , B =

000 10 01 000

000 0 1 10 000

Potom zfejmé A, B jsou regularni, tj. A, B € Reg,,(T) a plati A- B # B - A (ovéite
si sami vypo¢tem — pocitejte pritom prvek v prvnim fadku a (n — 1)-nim sloupci obou
soucinii matic). Tedy uvazovanéa grupa neni komutativni. [ ]

Poznamenejme, ze vyse uvedena multiplikativni grupa regularnich matic fadun (n > 2)
je dalsim pomérné jednoduchym prikladem nekomutativni grupy.
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§4. Hodnost matice

V tomto paragrafu bude A = (a;;) znacit matici typu m/n nad ¢iselnym télesem T,
tzn.:

aix Q12 A1n
Q21 Q22 -+  Q2p

A= . . . . kde Qi eT.
Am1 Am2 - Amn

Jak jiz bylo diive Teceno, fadky matice A mizeme chapat jako vektory z vektorového
prostoru T™. Potom vektory — fadky matice A generuji v T™ jisty podprostor U a my se
v dalsim budeme zajimat o jeho dimenzi.

Podobné, sloupce matice A lze chapat téz jako vektory — tentokrat z vektorového
prostoru T, pricemz tyto vektory — sloupce matice A generuji v 1™ jisty podprostor
H. Je ziejmé, ze T™ a T™ jsou obecné dva rizné vektorové prostory a totéz plati i
o podprostorech U a H. Pfesto vSak ukazeme, Ze dimenze obou téchto podprostorti musi
byt stejné, tzn. dimU = dim H.

Definice.
Necht A je matice typu m/n nad T. Pak dimenze podprostoru vektorového prostoru 7",
ktery je generovan fadky matice A, se nazyva hodnost matice A a oznacuje se symbolem

h(A).

Véta 4.1.
Hodnost matice je rovna mazimdlnimu poctu jejich linedrné nezdvislych rddkii.

Diikaz.

Tvrzeni plyne ihned z definice hodnosti matice, definice dimenze vektorového prostoru a
z definice baze vektorového prostoru. [ ]
Poznamka.

7, predchoziho je ziejmé, Ze hodnost matice A je rovna nule, pravé kdyz A je nulovou
matici. Je-li matice A nenulova, pak jeji hodnost je rovna nékterému prirozenému ¢islu.

Dalsi moznost vyjadreni hodnosti matice ndm ukaze nésledujici véta. Poznamenejme
k ni jesté to, ze pojem minoru fadu k£ matice A lze zfejmé stejnym zptsobem jako v §2
definovat i pro libovolnou (obecné obdélnikovou) matici A typu m/n za predpokladu, ze
k < min{m,n}. Je-li vSak m # n, nelze pak jiz samozfejmé hovofit o doplitku tohoto
minoru.

Véta 4.2.
Necht A je nenulovd matice typu m/n. Pak hodnost matice A je rovna mazximdlnimu
z Tdadi nenulovych minorid matice A.

Diikaz.
Necht A = (a;;) je nenulova matice typu m/n. Pak zfejmé existuje minor |M| fadu k > 0
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tak, ze |[M| # 0 a v8echny minory fadu vétsiho nez k (pokud vibec existuji) jsou rovny
nule. Bez Gjmy na obecnosti 1ze predpokladat, ze submatice M je uréena prvnimi k radky
a prvnimi & sloupci matice A. Chceme nyni dokézat, ze h(A) = k. Ale plati:

a) Prvnich k fadka matice A je linearné nezavislych.

V opacném piipadé by byly i fadky submatice M linearné zavislé, tzn. podle véty
kapitoly I. a véty by byl |M| = 0, coZ je spor.

p) r-ty fadek (k < r < m) matice A je linedrni kombinaci prvnich k radkua.

Necht tedy k < r < m a necht 1 < j < n libovolné. Utvorfme matici:

ayp - Qg Ayy
Dj -

Qg1 -+ Qg Qgj

Qry - Qrg Qpj

tak, ze matici M "ovroubime" odpovidajicimi prvky r-tého fadku a j-tého sloupce matice
A. Determinant |D;| je zfejmé roven nule, nebot pro j > k je |D;| minorem fadu k + 1,
resp. pro j < k obsahuje matice D; dva stejné sloupce. Rozviiime nyni |D;| podle
posledniho sloupce. Dostéavame:

O:|Dj|:a1j~L1+a2j-L2+---+akj-Lk—|—arj-|M|,

kde L; (i = 1,...,k) jsou algebraické doplitky prvki posledniho sloupce (uvédomme si,
ze L; nezavisi na 7). Ponévadz |M| # 0, miZzeme psat:

L, Lk
Grj = —707 A1 ] " Okj

pro kazdé j = 1,2,...,n, coz vSak znamené, ze r-ty rfadek je linedrni kombinaci prvnich
k radku.

Z «) a () plyne, ze maximalni pocet linearné nezéavislych radki matice A je roven ¢islu
k, a tedy podle véty [1.1] je h(A) = k. ]

Disledek.
Transponovdnim matice se jeji hodnost nezmént, tj. h(A) = h(A').

Diikaz.

Je-li A nulova matice, pak A’ je téz nulova matice a tvrzeni plati. Necht tedy A je nenulova
matice a necht h(A) = k. Pak podle pfedchozi véty existuje v A nenulovy minor fadu k a
vSechny minory radu vétstho nez k jsou rovny nule. Uvazme nyni transponovanou matici
A'. Vzhledem k tomu, Ze transponovanim se neméni hodnoty minori (plyne z véty [2.1]),
existuje tedy i v matici A" nenulovy minor fadu k£ a vSechny minory rfadu vétsiho nez k
v A’ jsou rovny nule. To ale znamena (opét podle predchozi véty), ze h(A’) = k, a tedy
h(A) = h(A). [ ]

Véta 4.3.
Hodnost matice je rovna mazimdlnimu poctu jejich linedrné nezdvislych sloupcii.

Diikaz.

Podle predchoziho disledku a podle véty je hodnost matice A rovna maximal-
nimu poc¢tu linearné nezavislych radku transponované matice A’, tj. maximéalnimu poc¢tu
linedrné nezavislych sloupct ptuvodni matice A. [ ]
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7 predchozich tvrzeni jiz vyplyva to, o ¢em jsme hovofili na zacatku paragrafu, a sice
je-li matice A matice typu m/n, pak dimenze podprostoru (v T") generovaného radky
matice A je rovna dimenzi podprostoru (v T™) generovaného sloupci matice A.

V dalsim si nejprve vSimneme piipadu, kdy matice A je ¢tvercovi a uvedeme charak-
terizaci regularni matice pomoci jeji hodnosti, resp. pomoci linearni nezéavislosti jejich
radkid nebo sloupci.

Véta 4.4.
Necht A je ctvercovd matice rdadu n. Pak ndsledujici vijroky jsou ekvivalentni:

1. matice A je requldrni,

2. h(A) =n,

3. Tadky matice A jsou linedrné nezdvislé,
4.  sloupce matice A jsou linedrné nezdvislé.

Diikaz.

"l = 2": Necht A je regularni, tzn. |A| # 0. Pak z véty plyne, ze h(A) = n.

"2 = 3": Plyne z véty

"3 = 4": Plyne z v&t afd.3]

"4 = 1": Plyne z vét [£.3] a[4.2] ]

Predchozi véta nam samoziejmé zaroven podéava i odpovidajici charakterizaci singularni
matice. Provedenim obmén vSech implikaci totiz dostavime, Ze ekvivalentni jsou téz
vyroky:
matice A je singulérni,

h(A) < n,
radky matice A jsou linearné zavislé,

Ll e

sloupce matice A jsou linedrné zavislé.

Nyni se vratime jesté k obdélnikovym maticim a ukazeme si, co je mozno tici o hodnosti
sou¢inu dvou matic.

Véta 4.5.
Necht A je matice typu m/n. Pak plati:

1. je-li B matice typu n/p, pak:
MA-B)<h(A) o  h(A-B)<h(B),

2. je-li R reguldrni matice Fadu n, resp. S je requldrni matice radu m, pak:
h(A-R) = h(A) a h(S-A)=h(A).

Diikaz.

1: Necht A = (a;;), B = (b;j). Ozna¢me A - B = (¢;;) a dale ozna¢me:

a1 -+ Qip Ci1 - Cip

D=

Am1 *** Qmn Cm1 *°° Cmp
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Matici D muzeme chapat jakozto matici A, k niz bylo (vpravo) pfidano jistych p sloupci.
Z definice sou¢inu matic ale plyne, Ze:

n
Cij = Dk by = bij - @iy + byj - g + -+ + by - i
k=1

pro pevné j a pro kazdé ¢ = 1,...,m. Jinak zapsédno to znamena, ze pro kazdé j =1,...,p
plati:
Ci1j a11 @12 Q1n
:blj' _|_b2j. +"'+bnj'
Cmyj Am1 Am2 Qmn

Vidime tedy, Ze kazdy pridany sloupec je vzdy linearni kombinaci prvnich n sloupci,
odkud vyplyva, ze h(D) = h(A).

Matici D vSak muzeme také chapat jakozto matici A- B, k niz jsme (zleva) pridali jistych
n sloupci. Pridanim sloupct k néjaké matici se v8ak hodnost bud nezméni nebo zvétsi.
Poto tedy plati h(A-B) < h(D).
Dohromady tak dostavame, ze h(A-B) < h(A).

Analogickym zptisobem (tj. pfidanim vSech radka matice A - B k fadkim matice B)
se dokaze, ze h(A-B) < h(B) (rozmyslete si podrobné sami!).

2: Podle pravé dokazané casti 1 je h(A - R) < h(A). Dokazeme, Ze plati také opacna
nerovnost. Podle pfedpokladu je matice R regularni, tzn. existuje k ni inverzni matice
R~ a lze psat:
A= (AR -R1'.
Nyni vSak opét podle jiz dokdzané ¢asti 1 je
h(A) = h((A-R)-R™') < h(A-R).
Dohromady pak dostavame, ze h(A- R) = h(A).

Druh4 ¢ast tvrzeni 2 se dokaze analogicky (provedte si podrobné sami). [ ]

Na zévér tohoto paragrafu si odvodime jednu jednoduchou praktickou metodu vypoctu
hodnosti matice. K tomu vsak bude potfeba nejprve zavést nasledujici pojem.

Definice.
Necht A je matice typu m/n nad télesem T'. Pak kazda z nasledujicich aprav matice A
se nazyva elementdrni rddkovd uprava matice A:

1. libovolna zameéna poradi radki,
2. vynasobeni libovolného fadku nenulovym ¢éislem z T,
3.  k jednomu radku pric¢teni jiného Ffadku vynasobeného libovolnym ¢éislem z 7.

Poznamka.
Rekli jsme si, ze fadky matice A budeme chépat jako vektory z vektorového prostoru 7™.

V tomto smyslu pak elementarni fadkové tpravy matice A chapeme jako vysSe popsané
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manipulace s vektory z T". Rédky matice A generuji ve vektorovém prostoru 1" jisty
podprostor U. Dulezité je (jak ukaze nasledujici véta), ze provedeni libovolné elementérni
radkové tpravy neovlivni tento podprostor U.

Véta 4.6.

Necht A je matice typu m/n nad T a necht matice B vznikne z matice A provedenim
elementdrni radkové ipravy.

Pak podprostor (ve vektorovém prostoru T™) generovany iddky matice A je roven podpros-
toru generovanému Tddky matice B.

Diikaz.

Rédky matice A (chapané jako vektory ve vektorovém prostoru 77) oznacme uy, . .., Up,.
Podle véty 2.3]2., kap. 1., je podprostor generovany rfadky matice A roven mnoziné vsech
linearnich kombinaci téchto radki, tzn.:

(Wi, ..., U] = L(ug, ..., upy).

Podprostor L(uy,...,u,,) se nezméni, jestlize:
a) zaménime libovolné poradi fadka matice A, coZ je ziejmé.

f) vynasobime i-ty fadek matice A nenulovym ¢islem ¢ € T.

Ziejmeé je wy, ..., Wi, ..., Uy € L(uy,...,t - w;, ..., uy) (rozmyslete si, jak se pfitom
vyuzije fakt, ze t # 0), a tedy podle véty , kap. I. je
Lwy, . sty uy) © L(wg, .oyt Uyy).

Podobné je wi,...,t U, ..., Uy € L(ug,...,u;. .., uy), a tedy opét podle véty [1.4]
kap. I. je

L(wy, ..., t-wiy .o ) C L(wg, . g, Uy
Dohromady pak dostavame pozadovanou rovnost:

L(wy, ... oy uy) = Llwy, ooty Uy).
) pri¢teme k i-tému fadku matice A t-nasobek j-tého radku (i # j).

Plati, ze wi,..., W, ..., Uy € L(uy,...,u;+t-u;,...,uy,) (rozmyslete si podrobné pro¢
tomu tak je a zejména si uvédomte, jakym zptsobem se vektor w; napise jako linearni
kombinace vektori wy,...,w; 4+t uj, ..., Uy ). Potom podle véty [I.4] kapitoly I. dosta-

vame, ze  L(wy, ..., Wi, ..., Wy) C L(Up, ..., u; +1-Uj, ..., Uy,).

Podobné je wy,...,u; +1t-uj, ..., Uy € L(Uy,..., U .., Uy), a tedy podle véty [1.4]
kapitoly I. dostavame, ze L(wy,...,w; +1-wj, ..., Up) C L(Ut, ..., Ui ..., Up) .
Dohromady potom plati rovnost: L(wy,..., U, ..., Upy) = L(Wy, ..., 8 +1-Uj, ..., Up).
Ukazali jsme tedy, Zze podprostor [wi,...,u,] v T™ se nezméni provedenim libovolné
elementarni fadkové upravy matice A. [}
Ddsledek.

Provedent libovolné elementdrni rddkové ipravy matice A nezmeéni hodnost matice A.

Drikaz.
Tvrzeni plyne bezprostiedné z definice hodnosti matice a z predchozi véty. [ ]
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7 ptedchozich tvah vyplyva, ze pii praktickém zjistovani hodnosti dané matice A bude
ziejmé vyhodné pomoci elementarnich fadkovych uprav (které neméni hodnost) prevést
matici A na néjaky "jednoduchy tvar", z néhoz jiz hodnost okamzité urcime. Tento
"jednoduchy tvar" popisuje nésledujici definice.

Definice.
Necht A je matice typu m/n. Rekneme, ze A je matice ve schodovitém tvaru, jestlize
v matici A kazdy nenulovy fadek zac¢ina vétsim poc¢tem nul nez predchozi fadek.

Poznamka.

Rozebereme-li si podrobnéji predchozi definici, pak vidime, Ze:

1. Libovolna matice typu 1/n, tj. matice sestavajici pouze z jednoho fadku, je vzdy ve
schodovitém tvaru.

2. Je-li matice A ve schodovitém tvaru, pak pripadné nulové fadky musi byt v matici A
umistény "dole". Specidlné, nulova matice 0,,, je zfejmé zvlastnim pripadem matice ve
schodovitém tvaru.

3. Je-li nenulova matice A ve schodovitém tvaru, pak svym tvarem skutecné odpovidéa
tomuto nézvu, nebot nuly v matici A tvori jakési "schody". Pritom prvni radek mize, ale
nemusi za¢inat nulou (resp. nulami), druhy fadek vsak jiz musi zacinat alespon jednou
nulou, treti fadek musi zac¢inat alespon dvéma nulami, atd. Schématicky znazornéna
vypadéa nenulova matice A ve schodovitém tvaru takto:

0 0 a1j1 .................... A1n

o.--.... 0 Qoj, ** vt re e Qop,
A= 0.« e 0 R I pn |,

[ S S 0

[ I T T 0

kde 1 < j; < jo < -+ < jp < n, resp. 1 < k < min{m,n}, resp. a;;; # 0 pro
i=1.2,.. k

Véta 4.7.
KaZdou matici lze konecnym poctem elementdrnich radkovych iprav prevést na schodovity
tvar.

Diikaz.
Necht A = (a;;) je matice typu m/n. Je-li A nulova matice, pak je jiz ve schodovitém tvaru
a jsme hotovi. Necht tedy A je nenulova matice. Dikaz nyni provedeme matematickou

indukei vzhledem k m (tj. vzhledem k poc¢tu rfadka matice A).

a) Pro m =1 je matice A jiz ve schodovitém tvaru a tvrzeni plati.

B) Predpokladejme, ze kazdou matici o 1,2, ..., m fadcich lze kone¢nym poétem elemen-
tarnich radkovych tuprav prevést na schodovity tvar. Necht nyni A je matice o (m + 1)
radcich. Necht s-ty sloupec je prvnim nenulovym sloupcem matice A. Pak pfipadnou
vyménou dvou Fadka dostaneme z matice A matici B = (b;;), kterd ma v 1. fadku a
s-tém sloupci nenulovy prvek by, # 0. Nyni k i-tému fadku matice B pri¢teme (—é’i—i)—

nasobek prvniho fadku, postupné pro ¢ = 2,...,m + 1. Dostaneme tak matici C' = (¢;;),
ktera ma v prvnich s sloupcich samé nuly s vyjimkou prvku ¢y, # 0. Aplikujeme-li nyni
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na matici sestavajici z poslednich m radka matice C' indukéni predpoklad, dostavame
tvrzeni véty (rozmyslete si podrobné proc!). [

Véta 4.8.
Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovyjch Tddkii.

Diikaz.
Necht A je matice typu m/n ve schodovitém tvaru. Je-li A nulova matice, pak h(A) =0
a tvrzeni plati.

Necht tedy A je nenulova matice ve schodovitém tvaru, ktera obsahuje k& nenulovych
radka. Téchto k Ffadki musi byt linearné nezavislych (plyne rozepséanim piimo z definice
matice ve schodovitém tvaru) a vSechny ostatni fadky (pokud existuji) jsou nulové. To
znamend, ze maximalni pocet linedrné nezavislych fadku matice A je roven k, a tedy

podle véty je h(A) = k. [ |

Pomoci poslednich dvou vét a disledku véty miizeme nyn{ pomérné jednoduse
zjistovat hodnost dané matice A. Matici A nejprve prevedeme pomoci elementarnich
radkovych tprav na schodovity tvar (algoritmus je popsan v dikazu véty ktery
byl konstruktivni), v némz pak jen spoc¢itdme pocet nenulovych fadka. Cely postup si
ukidzeme na nasledujicim prikladu.

Priklad 4.1.
Urcete hodnost matice A (nad télesem R) tvaru:

A=

N /= O

1
2
1
1

o O OO
N A~ N

1
-1 —
0—
—1

W w O

Resent: Nejprve zaménou 1. a 2. faddku dosdhneme toho, Ze v levém hornim rohu matice
bude nenulovy prvek. Potom vynasobenim 1. fadku vhodnym ¢islem (zde readlnym) a jeho
prictenim k 2., 3., resp. 4. faddku dosahneme toho, Ze pod timto nenulovym prvkem v 1.
sloupci budou samé nuly. Analogickym zptisobem pak upravujeme submatici sestavajici
z 2., 3. a 4. radku, atd., az nakonec dostaneme matici ve schodovitém tvaru.

Poznamenejme, Ze po tpravé budeme mezi jednotlivymi maticemi psat symbol —.
7, uspornych divodu provadime obvykle vzdy nékolik elementérnich radkovych tprav
typu 3 najednou. Tedy:

1 2 0 0-1-2 1 2 0 0-1-2
A 01 1 0 1 1 _ 01 1 0 1 1 _

-1 1 3 0 0-4 0 3 3 0-1-6

2 1-3 0-1 2 0-3-3 0 1 6

1 2 0 0-1-2 1 2 0 0-1-2

. 0 1 1 0 1 1 _ 01 1 0 1 1
0 0 0 0-4-9 0 0 0 0-4-9

0 00 0 4 9 0O 00 0 0 0

Vidime, Ze posledni matice je ve schodovitém tvaru a ma 3 nenulové fadky. Je tedy

h(A) = 3.
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§5. Dalsi vlastnosti a uziti matic

V tomto paragrafu si nejprve ukdzeme moznosti uziti vypoctu hodnosti matice pii fesent
tloh o vektorovych prostorech 7" a nasledné odvodime dalsi metodu vypoctu inverzni
matice k dané matici. Na zavér se budeme zabyvat uzitim maticového aparatu pii studiu
vztaht mezi dvéma béazemi téhoz vektorového prostoru.

Metodu vypoc¢tu hodnosti matice pomoci elementarnich fadkovych tuprav miizeme
s vyhodou pouzit pfi feSeni celé fady tloh o vektorovém prostoru 7. Chceme-li napiik-
lad v T™ zjistit dimenzi a bazi néjakého podprostoru U, generovaného kone¢nym poctem
zadanych vektori, pak tyto vektory napiseme jako radky do matice, kterou elementarnimi
radkovymi tipravami prevedeme na schodovity tvar. Nenulové fadky takto ziskané matice
ve schodovitém tvaru jsou pak béazi podprostoru U (jak plyne z vét a[4.8)). Podobnym
zpusobem lze postupovat napriklad pfi zjistovani dimenze a baze sou¢tu dvou podprostoriu
v T, jak ukazuje nésledujici priklad.

Priklad 5.1.
Ve vektorovém prostoru R® jsou dany podprostory Uy = [ay, as,as3] a Uy = [by, by, b3],
kde
ar = (1,-1,2,4,0), as = (0,0,1,3,2), az = (1, —1,1,1, —2),
resp.
by =(0,1,0,2,—2), by = (—1,2,1,3,-2), by = (—1,0,1, —1,2).
Urcéete dimenzi a bazi podprostoru U; 4+ Us .

Resent: Vektory aq, as, as, by, by, b3 generuji podprostor U; 4+ U, , tzn.

Ul + U2 = [a17a27a’37 b17b27 b3]

(rozepiste si podrobné sami, Ze tomu tak skutecné je!). Stac¢i tedy napsat uvedenych Sest
vektori do radki matice a tuto matici prevést elementarnimi radkovymi tpravami na
schodovity tvar.

1-1 2 4 0 1-1 2 4 0 1-1 2 4 0
0O 0 1 3 2 0O 1 0 2-2 0O 1 0 2-2
1-1 1 1-2 0O 0 1 3 2 0O 01 3 2
010 2-2|"foo-1-32[7]o o0o-1-3-2]"
-1 2 1 3-2 0 1 3 7-2 0 0 3 5 0
-1 0 1-1 2 0-1 3 3 2 0O 0 3 5 0

1-1 2 4 0 1-1 2 4 0

0O 1 0 2-2 0O 1 0 2-2

O 0 1 3 2 _ O 0 1 3 2

0O 0 0 0 O 0O 0 0 4 6

0O 0 0—-4-6 0O 0 0 0 O

0O 0 0-4-6 0O 0 0 0 O

Tedy dim(U; + Us) = 4, pficemz bazi U; + Us tvoii napiiklad nenulové radky posledni

matice, tj. vektory

up = (1,-1,2,4,0), us = (0,1,0,2,—2), us = (0,0,1,3,2), ug = (0,0,0,4,6) .
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Jednou z dalsich zakladnich tloh linedrni algebry je hledani inverzni matice k dané
¢tvercové regularni matici A fadu n. Z disledku véty [3.8] vime, Ze:

1 1 gs
A = 7] A

Y

kde A* je adjungovana matice k matici A, a podle tohoto vzorce mizeme téz inverzni
matici A~! pfimo spoéitat. Je viak vidét, Ze pro vétsi n bude vypocet piili§ pracny
(je t¥eba vypoditat jeden determinant matice fadu n a déle n? determinantt matic fadu
n — 1). Proto si nyni odvodime jednu pomérné jednoduchou a pro ruéni vypocet celkem
vhodnou metodu nalezeni inverzni matice k dané matici A .

Véta 5.1.
Necht A je requldarni matice fddu n nad T. Pak plati:

1.  matici A lze konecnym poctem elementdrnich 7dadkovych tiprav prevést na jednotkovou
matict B,

2. provedent jedné Fdadkové elementdrni ipravy matice A je ekvivalentni vyndsobeni mat-
ice A zleva jistou requldrni matici Tadu n.

Diikaz.

1: Podle predpokladu je h(A) = n, a tedy (podle vét a matici A lze koneénym
poctem elementéarnich fadkovych tprav prevést na tvar, v némz v hlavni diagonale jsou
nenulové prvky a pod ni jsou samé nuly. Vynésobenim jednotlivych fadkt vhodnymi
nenulovymi ¢isly z T' dostaneme v hlavni diagonale samé jednicky a pak koneénym poctem
elementarnich radkovych tuprav typu 3 nad diagonalou samé nuly. Tedy dostaneme jed-
notkovou matici E,,.

2: Rozepséanim se bezprostifedné oveéri, ze:

«) Zaména dvou fadki (i-tého a j-tého) matice A je ekvivalentni vynasobeni matice A
zleva matici F', kde F' je matice vznikla z jednotkové matice E, (fadu n) zdménou i-tého
a j-tého fadku. Ziejmeé ale |F| = —1, tzn. matice F' je regularni.

f) Vynasobeni i-tého fadku matice A nenulovym &islem ¢ € T je ekvivalentni vynéa-
sobeni matice A zleva matici G, kde G je matice vznikla z jednotkové matice F, vyné-
sobenim i-tého fadku ¢islem ¢. Ale |G| =t # 0, tzn. matice G je regularni.

v) Pricteni ¢t-nasobku j-tého fadku k i-tému fadku matice A (kde i # j at € T
libovolny) je ekvivalentni vynasobeni matice A zleva matici H, kde H je matice vznikla
z jednotkové matice FE, prictenim t-nasobku j-tého tfadku k i-tému rfadku. Podle véty
2.5]1. vsak |H| =1, tzn. H je regularni matice. [ ]

7 predchozi véty uz nyni bezprostiedné vyplyva metoda vypoctu inverzni matice k matici
A. Spociva v tom, ze elementarnimi fadkovymi tpravami pievedeme matici A na jed-
notkovou matici F, a tytéz elementarni radkové upravy soucasné aplikujeme na jed-
notkovou matici E,, kterd nam nakonec piejde v hledanou inverzni matici A=!, nebot

podle predchozi véty existuji regularni matice Ry, ..., R, takové, Ze:
(Ry- -+ -Ry-Ry)-A = E,,
coz znamend, 7e (R, -+ - Ry - Ry) = A~ Soucasné v8ak tytéz tpravy aplikujeme na

jednotkovou matici F,, a dostaneme :

(Ry- -+ "Ry Ry)-E, = (R, -+ Ry Ry) = A1
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Prakticky provadime vypocet tak, Zze obé matice, tj. A a FE,, napiSeme vedle sebe a
oddélime svislou ¢arou. Pak provadime zvolené elementarni radkové Gpravy, a to soucasné
pro obé matice najednou. Vysledné matice budeme pritom oddélovat Sipkou.

Poznamka.

Predchozi postup se d& uplatnit i na elementérni sloupcové tpravy matice A. Kazda
regularni matice fadu n se da pomoci konecného poctu sloupcovych tprav prevést na
jednotkovou matici E,,, pritom kazdéa elementérni sloupcova tprava odpovida vynasobeni
matice A zprava jistou regularni matici fadu n. NapiSeme-li nyni matice A a F,, pod sebe
a prevedeme pomoci sloupcovych elementarnich iprav matici A na matici E,,, pfevede se
matice F, na inverzni matici A™!.

Priklad 5.2.
K dané regularnf matici A (nad télesem R) naleznéte inverzni matici A~'. Pfitom:

11 1
A=(1 3 2
1 10
Regeni
1 1. 1/1 0 0 1 1 1] 10 0 1 1 1] 1 00
1 32/010|—={021|-110|—={013|-2 3 0]
1 1.0/0 0 1 0 0-1]-1 0 1 00 1] 1 0-1
1 1. 0] 0 01 1 0 0] 1—5 3
—-{0 1 0|-1 5 3]—=101 0|-1 35 3
00 1] 1 0-1 00 1] 1 0-1
Hledanou inverzni matici je tedy matice:
-3 4
AT
1 0-1

V nasich predchozich tivahéch o vektorovych prostorech jsme doposud vystacili vzdy
s jednou pevnou béazi daného vektorového prostoru, vzhledem k niz jsme vyjadiovali
napiiklad soutradnice vektoru, atd. Nyni budeme vysSetfovat vzajemny vztah mezi dvéma
bézemi daného vektorového prostoru, resp. vztah mezi souradnicemi téhoz vektoru v riznych
bézich daného prostoru.

Definice.
Necht V' je vektorovy prostor nad T a necht wuq,...,w, a vi,...,v, jsou dvé béaze
prostoru V. Necht dale je:

v1:all-u1+a21~u2+--~+an1-un
Vo = Q12U + A2 - U+ -+ A2 - Uy

Up = Q1p - UL+ Ao~ Ug + -+ F Ay - Uy
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Pak matice

aip Qi2 -+ Qin
A 21 Q22 -+ d2n
an1 QAp2 *°  OApp
se nazyva matice prechodu od biaze wy,...,u, k bdzi vy,...,v,.

Poznamka.

1. Rozebereme-li si predchozi definici, pak vidime, Zze matici A prechodu od jedné béze
ke druhé bazi prostoru V' zkonstruujeme tak, ze j-ty vektor druhé baze vyjadiime jako
linedrni kombinaci vektort prvni baze a jeji koeficienty pak zapiSeme do j-tého sloupce
matice A (pro j = 1,2,...,n). Pfitom je samoziejmé, ze jak pofadi obou bazi, tak i
poradi vektorii v téchto bazich je podstatné a nelze je zadnym zptsobem zaménovat.

2. Matice pfechodu od jedné baze k druhé bazi vektorového prostoru V' musi byt vzdy
regularni, coz plyne z rovnic a z linearni nezavislosti vektort druhé baze (provedte si
sami podrobné rozepsani).

Priklad 5.3.

Ve vektorovém prostoru R? méjme dany dvé baze:
uy = (171a1)a u2:(17170)7 ’U,3:(1,0,0),
v =(2,3,2), vy=1(3,1,2), wv3=(4,3,3).

Technickym rozepsénim se ovéri, ze plati:

V=2 U+ Uy — U3 U =V + V2 — U3
'02:2"(1,1—UQ+2'U3 resp. UQ:—4"U1—5"UQ+6"U3
’1)3:3"LL1—|—U3 ’ll/3:—3"l)1—3"02+4"03
odkud jiz plyne, Ze matice A pfechodu od béze w4, ..., u, k bazi vq,...,v, , resp. matice
B ptechodu od baze vq,...,v, k bazi uy,...,u, maji tvar:
2 2 3 1 -4 -3
A= 1-1 0 resp. B = 1-5-3
-1 2 1 -1 6 4

Vidime tedy, ze predevsim je A # B, ale na druhé strané se vypoctem lehce zjisti,
7e A- B = FEs, coz znamena, 7e B = A™!. Tedy, zaménénim poiadi bazi ui,...,u,
a vi,...,v, jsme v tomto pfipadé dostali matici pfechodu, ktera je k ptvodni matici
prechodu inverzni. Nasledujici véta ukaze, ze tomu tak musi byt vzdycky.

Véta 5.2.

Necht wy,...,u, a vi,...,v, jsou dvé bdze vektorového prostoru V. Necht matice
A je matici prechodu od bize wq,...,u, k bizi vq,...,v,.

Potom matici prechodu od bdze wvi,...,v, kbdzi wi,...,u, je matice A7'.
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Diikaz.

Necht A = (a;;). Pak podle definice matice prechodu od béaze uy, ..., u, k bazi vy,...,v,
je:
Vi = ) Qg - U pro kazdé j=1,...,n.
k=1

Necht dale B = (b;;) je matice pfechodu od baze vy,...,v, k bazi u,,...,u,. Pak je:

n
wup = Y by - v; pro kazdé k=1,...,n.
=1

1=

Po dosazeni dostavame:
n n n n
vj = Yag Y bi-vi = Yo Db ak; ) v
k=1 i=1 i=1 \k=1

pro kazdé 7 =1,....,n.

Podle véty [A.1] kap. 1., se kazdy vektor z V' da napsat pouze jedinym zpusobem jako
linedrni kombinace vektort dané baze. Ziejmé vsak lze také psat :

v, =0-v1+--+0-v;4+1-v;+0- v+ +0- vy, pro kazdé j=1,...,n.
Porovnénim poslednich dvou rovnosti pak dostavame:

n 0 proi#j

Zbik CAkg; = { . .

k=1 1 proz=
coz maticové vyjadieno ¥ika, ze B - A = E, , odkud jiz plyne, ze B = A™!. ]
Poznamka.

Z definice matice prechodu plyne, ze zadanim dvou bazi prostoru V' je jednozna¢né urc¢ena
matice prechodu od prvni baze ke druhé bazi, tj. jista regularni matice A.

Podobné vsak, mame-li danu béazi wq, ..., u, a néjakou regularni matici A, pak je témito
dvéma udaji (pomoci vztahi jednoznacné urcena baze vq,...,v, takova, ze matice
A je matici pfechodu od baze wq,...,u, k bazi v{,...,v,.

Stejné tak, zadanim béze vq,...,v, a regularni matice A je jednozna¢né urcena béze
uy,...,u, takova, ze A je matici prechodu od béaze uq,...,u, k bazi v,...,v,. Bazi
Uuy, ..., u, mizeme v tomto pripadé zkonstruovat napt. uzitim véty (tzn. ze vztahi
(1)} pomoci baze vy, ..., v, a matice A71).

Zcela na zavér nyni jesté odvodime, jaky je vzajemny vztah mezi soufadnicemi jednoho
vektoru ve dvou riznych bazich prostoru V. Je samoziejmé, Ze pii zméné baze se zméni
i soufadnice vektoru vzhledem k bazi. PonévadZz mnohdy pro jednoduchost vypocti je
vhodné specidlni volba béze, je dulezité znat pravidla, podle nichZz se méni soutadnice
vektoru pii zméné baze. Touto otazkou, nazyvanou transformace soutadnic vektoru, se
nyni budeme zabyvat.

Necht tedy
B=(uy,...,u,) a B = (vy,...,v,)

jsou dvé baze vektorového prostoru V a necht A = (a;;) je matice pfechodu od baze
B k bazi B'. Dale necht w € V je vektor, pfi¢emZ w méa v bazi B, resp. v bazi B,
soufadnice:

<l
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: , resp. :
) Un)
To ale znamené, Ze plati:
W=, U+ + Ty U, (2)
W=y V1t YpUp (3)

Dosadime-li do |(3)| vztahy dostavame:

W= Y YV = DY ) A U = Z(Zakj'yj) F U (4)
Jj=1 j=1 k=1 1\j=1

k=
Nyni vSak porovnanim pravych stran a dostavame:
Ty UL+ Ty Uy = (Y o Q) U (@Y e Gundn) U,
odkud z jednoznacnosti obou vyjadieni plyne rovnost odpovidajicich si koeficientu, tj.:

T1 = anyr + -+ Qs
To = a21Y1 + -+ + QoY

Ty = Gp1Y1 + -+ Gpnln

coz vSak miizeme zapsat také

:cj:Zajiyi, jzl,...,n (5)
i=1

nebo v maticovém tvaru:

Timto zpiusobem jsme tedy dostali soufadnice vektoru w v bazi B vyjadrené pomoci
soufadnic téhoz vektoru v bazi B’'.

Kdybychom chtéli naopak vyjadrit souradnice vektoru w v béazi B’ pomoci jeho sourad-
nic v béazi B, pak staci obé strany posledni maticové rovnice vynéasobit zleva matici A~
(ktera existuje, nebot matice A je regularni). Dostaneme pak:

U1 T1

= A_l .

Yn) g Tn) 4
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Kapitola 3
Soustavy linearnich rovnic

§1. Gaussova metoda reSeni soustav linearnich rovnic

Se soustavami linearnich rovnic a jejich feSenim je mozné se v urcitych jednoduchych,
resp. specidlnich pfipadech setkat jiz na stfedni skole. V tomto paragrafu ukazeme jednu
z mnoha znamych metod praktického reSeni obecnych soustav linearnich rovnic. Vyklad je
veden tak, Ze je mozno tento paragraf studovat nezavisle na jeho zarazeni do III. kapitoly
(z predchozi latky se pouziva pouze pojem matice, matice ve schodovitém tvaru, elemen-
tarni fadkova tprava matice a nékteré jednoduché vlastnosti vektorového prostoru 77)
a je pak mozno jej pouzit pri feSeni konkrétnich piiklada vztahujicich se k problematice
probirané drive.

Definice.
Necht T je ¢iselné téleso. Pak soustava rovnic:

a11T1 + A12T2 + -+ + ATy = b1
A91T1 + A29T2 + * * * + AopnTy, = b2 (1>

QAp1T1 + Qo2 + -+ Apnly — bk

kde a;; € T', b; € T', se nazyva (nehomogenni) soustava k linedrnich rovnic o n nezndmych
(nad 7).

Resent soustavy je kazda usporadana n-tice (tq,...,t,) prvkia z T takova, Ze po
dosazeni t; za x; (i = 1,...,n) vSechny rovnice v prejdou v identity, tj. plati:

a11t1 + a12t2 + -+ alntn = b1
a21t1 + a22t2 + -+ CLQntn = b2

apty + agaty + - -+ agpt, = by

Poznamka.

1. Pro lepsi vyjadiovani zavedme jesté nasledujici oznaceni a nazvy: ¢islo a;; v soustavé
budeme nazyvat koeficient (v i-té rovnici u j-té neznamé), resp. ¢&islo b; budeme
nazyvat absolutni élen (i-té rovnice). Déle, matice:

ai; @12 -+ Aip aj; a2 - ap by

Q21 Q22 -+ A2y — Az Qg -+ Gon b
A= . . A resp. A=

a1 Qg2 -+ Qgp a1 Qg2 - Qgn by

se nazyva matice soustavy resp. rozsitend matice soustavy . Abychom opticky
odlisili absolutni ¢leny od koeficienti soustavy , budeme obvykle v rozsifené matici
soustavy A psat pfed sloupcem absolutnich ¢lent svislou ¢aru.
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2. Kazdé teseni soustavy je, jak bylo v definici feceno, usporddana n-tice prvku z télesa
T, tzn. muze byt povazovano za vektor z vektorového prostoru 7". Mnozinu vSech feSeni
soustavy 1ze pak chapat jako jistou podmnozinu prostoru 7™ (ktera muze byt piipadné
i prazdna, nema-li soustava zadné TeSeni).

3. Oznacime-li:

Ty bl
X=1:1, resp. B=1] 1],
Ty by,

pak mizeme ziejmé soustavu |(1)|zapsat struénéji maticovou rovnici:
A-X = B.

Tento maticovy zpiisob zapisu soustav linearnich rovnic nam pak v dalsim ¢asto umozni
piehledné a strucné vyjadiovani.

Definice.
Soustava linearnich rovnic se nazyva fesitelnd soustava (resp. nefesitelnd soustava), jestli-
ze existuje alespon jedno jeji feSeni (resp. neexistuje zadné jeji feSeni).

Dvé soustavy linearnich rovnic o n neznamych (nad tymz télesem T') se nazyvaji ek-
vivalentni soustavy, jestlize mnoziny jejich Teseni si jsou rovny. Jakakoliv tprava dané
soustavy linearnich rovnic, po niz vznikne soustava ekvivalentni, se nazyva ekvivalentni
uprava dané soustavy lineadrnich rovnic.

Uvédomme si, Ze "Fesit" danou soustavu linearnich rovnic znamena bud najit vSechna
jeji feSeni, nebo zjistit, Zze je nefeSitelnad. Pokud jde o pocet feSeni soustavy linearnich
rovnic, nastane ziejmé vzdycky pravé jeden z nasledujicich tii pripadi:

1. soustava nemé zadné FeSeni (tj. je nefeSitelna)
2. soustava ma jediné reSeni

3. soustava ma vice nez jedno FeSeni (ukézeme, ze nekone¢né mnoho).

Véta 1.1.
Necht je ddna soustava linedrnich rovnic . Pak nasledujici ipravy jsou ekvivalentnims
upravami této soustavy:

1. libovolnd zameéna poradi rovnic

2. wyndsobeni libovolné rovnice nenulovym cislem z T

3.k jedné rovnici prictent jiné rovnice vyndsobené libovolnym cislem z T
4. wypusteni rovnice, kterd je linedrni kombinaci ostatnich rovnic.

Diikaz.

1, 2: Ziejmé.

3: Vzhledem k 1. mizeme predpokladat, Ze k prvni rovnici soustavy pri¢teme druhou
rovnici vynasobenou ¢islem p € T'. Dostavame tak soustavu tvaru:

an®i + -+ a1ty +p - (anr + -+ a2nTy) = by +p- by
ao1x1 + - -+ + Aoy, = by

ap1xq + -+ Qe Ly — bk
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Nyni, je-li usporadana n—tice (ti,...,t,) FeSenim soustavy , pak ziejmé je (t,...,t,)
také FeSenim soustavy

Naopak, necht (t1,...,%,) je feSenim soustavy . Pak po dosazeni do prvni rovnice
soustavy dostavame:

anty + -+ aty +p- (ants + -+ agtn) = by +p-bs.
Podle predpokladu vsak asi1t; + - - - + aspnt, = be, tzn. po dosazeni a odecteni dostavame:
apity + -+ apty, = by,

odkud jiz ihned plyne, ze (ty,...,t,) je FeSenim soustavy (ponévadz druha az k-ta
rovnice v a v|(1)| jsou stejné).
Dokazali jsme tedy, Ze soustavy a jsou ekvivalentni.

4: Vzhledem k 1. predpokladejme, Ze v soustavé je prvni rovnice linedrni kombinaci
ostatnich rovnic, tj. soustava je tvaru:

P2 (@ + -+ ag@n) + -+ pp - (@1 + -+ Qkp®y) = P2 b+ + Dy - b
a21x1—|—~~+a2nxn = b2
. (3)

Ap1T1 + -+ QpnTy — bk

kde po,...,pr € T. Uvazme dale soustavu , ktera vznikne ze soustavy vypusténim
prvni rovnice, tj.:
A91T1 + + -+ AopTy = by

Ap1T1 + *+ + ATy = bk

Nynf je vSak bezprostiedné videt, Ze (i, ...,t,) je fesenim [(3)] prave kdyz (t1,...,t,) je
feSenim [(4), neboli Ze soustavy a|(4)| jsou ekvivalentni. [

Pri provadéni ekvivalentnich tiprav dané soustavy linedrnich rovnic neni nutné stale
opisovat celou soustavu i s neznamymi, ale zifejmé staci pracovat s jeji rozsifenou matici
soustavy. Uvédomme si, ze pak providéni tprav 1.—4. na dané soustavé rovnic je ekvi-
valentni provadéni elementarnich fadkovych dprav na jeji rozsifené matici soustavy do-
plnénému o vypousténi radka matice, které jsou linearnimi kombinacemi ostatnich radk.

Na této uvaze je pak zalozena metoda Teseni soustav lineadrnich rovnic, kterou nyni
popiSeme. Jeji princip spoc¢iva v tom, ze danou soustavu linearnich rovnic prevedeme na
ekvivalentni, ale "jednodussi" soustavu, jejiz feseni (ktera jsou zaroven i feSenimi ptivodni
soustavy) bude mozno viceméné ihned vypsat.

Gaussova metoda Tesent soustavy linedrnich rovnic.

Necht je dana soustava linearnich rovnic Pak ekvivalentnimi tpravami z véty
prevedeme soustavu na soustavu (1’), jejiz rozsifena matice soustavy je ve schodovitém
tvaru, pricemz vzdy vypustime kazdou rovnici, ktera je linedrni kombinaci ostatnich rovnic
(z predchozi avahy a z véty , kap. II., plyne, Ze toho lze po koneéném poctu kroku
vzdy dosdhnout). Necht soustava (1’) ma s rovnic. Potom:

1. Vyskytne-li se v (17) rovnice, v niz vSechny koeficienty jsou nulové a absolutni ¢len je
ruzny od nuly, pak zfejmé soustava (1), a tedy i soustava je neresitelna.
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V opac¢ném pripadé je soustava resitelna, a sice:

2. M4 jediné teseni, je-li s = n.

Toto feSeni lehce spoc¢itame postupnym dosazovanim ze soustavy (17).

3. Ma nekonec¢né mnoho feseni, je-li s < n.

V tomto piipadé (opét postupnym dosazovanim z (1’)) vyjadiime jistych s neznamych
pomoci zbyvajicich (n — s) neznamych (které budeme téz nazyvat volné nezndmé).

Dosazujeme-li za volné neznameé libovolné ¢isla z T' (kterych je nekoneéné mnoho), dostavame
pak jednotliva konkrétni reseni soustavy (kterych je tedy také nekoneéné mnoho).

[lustrujme si nyni Gaussovu metodu feseni soustavy linearnich rovnic na nékolika typ-
ickych prikladech.

Priklad 1.1.
Reste soustavu linearnich rovnic (nad R):

[E1+2[L'2— T3 + x4 = 1
—2x1 — 3x9 + 223 — 34 = 2
Ty + T — x3+2x4:—1
i) + 2134 = 3

Reseni: NapiSeme rozsifenou matici této soustavy a pomoci elementarnich radkovych
uprav ji prevedeme na schodovity tvar. Navic vypoustime radky, které jsou linearni
kombinaci ostatnich rfadka (pokud se takové vyskytnou).

1 2-1 1] 1 1 2-1 1] 1 1 2-1 1] 1
9.3 2-3| 2 0 1 0-1] 4 0 1 0-1] 4
1 1-1 2|=1| 7 lo=1 0o 1l=2] 7o 0o 0 of 2
01 0 2| 3 01 0 2| 3 00 0 3]|-1

I kdyz posledni matice jesté neni formalné upravena na schodovity tvar, vidime, ze dana
soustava je nefeSitelna, nebot ve tfetim radku této matice, tj. ve tfeti rovnici posledni
soustavy, jsou vSechny koeficienty u neznamych nulové a absolutni ¢len je od nuly rizny.

Priklad 1.2.
Reste soustavu linearnich rovnic (nad R):

1 — 2!172 + T3 = —1
T + x3= 1
21’1 — 5372 + 4.1'3 =
21’1 - 3132 =—4
Resent:
1-2 1]-1 1-2 1 |-1
Lo 1) 1 fo 20} 2 é?é_i
2-5 4 0 0-1 2 2 0 0 2 3
2-3 0 |—4 0 1-21]-2
7 posledni rovnice dostavame: 2x3 = 3, neboli 3 = % Dale z predposledni rovnice primo
plyne: x5 =1 a kone¢né z prvni rovnice dostdvame: z; = —1 4 2z — x3, tj. po dosazeni
za To a x3 je pak: x; = —%.

1

?

\CJ[dV]

Dana soustava ma tedy jediné Teseni (—% , ) .
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Priklad 1.3.
Reste soustavu linearnich rovnic (nad R):

I1—21'2+ l'3+3?4: 2
.T1—2.’132— $3+.T4:—2
Ty — 209 + 33 + 4= 6

ées%m’:
1-2 1 1] 2 1-2 1 1] 2
1-2-1 1/-2] =10 0-2 0|-4] — (é_g 1 é ;)
1-2 3 1| 6 00 2 0| 4

Dostévame soustavu rovnic, v niz budou dvé volné neznamé (ziejmé kterékoliv dvé z neznamych
T1, Tg, T4, nikoliv vSak neznadmé x3). Zvolime-li za volné neznamé napf. neznamé o, x4,
pak lehce vypocteme: x5 =2, x; =219 — 24.

Tedy (polozime-li zy = ¢, z4 = s) dana soustava mé nekone¢né mnoho feseni tvaru
(2t —s,t,2,s), kde t,s jsou libovolna realna ¢isla.

Vysledek miizeme podle potieby téz zapsat v mnozinovém tvaru, tzn. muzeme fici, ze
dana soustava linedrnich rovnic mé mnozinu feSeni

{(2t — s,t,2,s) | t,s € R libovolna } .

Poznamka.

Jestlize mé soustava linearnich rovnic nekoneéné mnoho reSeni, pak z Gaussovy metody
vyplyva pouze to, kolik neznamych volime za volné neznamé, nikoliv vsak, které neznamé
to jsou. Muze se totiz stat, ze nékterou neznamou nesmime volit za volnou neznamou
(napf. neznamou xz v piikladu nebo naopak, nékterou neznamou musime volit
za volnou neznamou. Napiiklad v soustavé dvou linearnich rovnic o ¢tyfech neznamych
tvaru:

T +2.’173+.CE4:1
T3 — x4 =10

musime ziejmé za jednu ze dvou volnych neznamych zvolit neznamou x5 .
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§2. Zakladni vlastnosti soustav linearnich rovnic

Me¢jme danu nehomogenni soustavu k linearnich rovnic o n nezndmych nad T, tj.
soustavu:
a;ry + aps + -+ a1y, = bl
211 + Q222 + -+ + + QopTy = b2
(1)
Ap1T1 + AgoZo + + -+ + AppTn = bk

kde A, resp. A bude znacit matici této soustavy, resp. rozsifenou matici této soustavy.
Zajiméame-li se o hodnost matic A a A, pak ihned vidime, Ze zfejmé mohou dva piipady:
bud je h(A) = h(A), nebo je h(A) = h(A) + 1. Piitom h(A) = h(A) nastane pravé tehdy,
kdyz sloupec absolutnich ¢lent je linearni kombinaci sloupcii matice A (proc¢?).

Nyni si uvedeme diilezitou vétu, kterd ndm umozni rozhodnout o fesitelnosti ¢i netesitel-

nosti soustavy linearnich rovnic, aniz bychom hledali jeji feSeni.

Véta 2.1. (Frobeniova véta, resp. Kronecker-Capelliho véta)
Soustava linedrnich rovnic (nad T) je Fesitelnd, prdvé kdyZ hodnost matice této sous-
tavy je rovna hodnosti rozsirené matice této soustavy.

Diikaz.
Uvazujme soustavu , kde A, resp. A znac¢i matici soustavy , resp. rozsifenou matici

soustavy .
"=": Necht[(1)] je Fesitelna soustava a necht (¢1,...,t,) je FeSeni[(1)] Pak plati:

ayty + arote + - - + appty, = by
a21t1 + azgtz + -+ azntn = bQ

akltl + akgtz + -+ Cl]mtn = bk

neboli:
by a1 a12 A1n
by a21 22 A2p,
=t 0 e >
by, g1 k2 Akp,

coz znamena, ze sloupec absolutnich ¢lenu je linearni kombinaci sloupct matice A, a tedy

h(A) = h(A).

"<": Necht h(A) = h(A). Potom (jak bylo fe¢eno v tvodu tohoto paragrafu) sloupec
absolutnich ¢lent musi byt linedrni kombinaci sloupcti matice A. Oznacime-li koefi-

cienty v této linearni kombinaci tq,...,t,, pak stejnym obratem jako v 1. c¢ésti dikazu
dostaneme, ze (t1,...,t,) je FeSenim soustavy . Tedy soustava je Tesitelna. [ ]

Frobeniova véta je jednoduchym kriteriem reSitelnosti soustav linearnich rovnic, ovsem
v pripadé fesitelné soustavy nefikd nic o poctu feSeni ani o tom, jak vSechna feSeni vy-
padaji. Takové ivahy budou nyni obsahem zbytku tohoto paragrafu. Nejprve vySetfime
specialni pripad soustavy , kdy k& = n (tzn. rovnic je tolik jako neznamych) a navic
matice soustavy je regularni.
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Véta 2.2. (Cramerovo pravidlo)
Necht je ddna soustava n linedrnich rovnic o n nezndmiyjch, jejiz matice soustavy A je
requldrni. Pak soustava md jediné FeSent (xq,...,x,), pficemz plati:

_ 144l

x]'—‘A| pro 3 =1,2,...,n,

kde A; je matice vznikld z matice A nahrazenim j-tého sloupce sloupcem absolutnich clenii.

Diikaz.
Uvazme soustavu , v niz k = n, a kterou tedy mizeme maticové zapsat ve tvaru:
I b1
A-X = B, kde X = , B=1]+:1]. (2)
T, b,

Matice A je vsak podle piedpokladu regularni, tzn. existuje inverzni matice A=!. Potom
vynasobenim rovnosti |(2)| zleva matici A" dostaneme A~ - (A X) = A~' - B, odkud:

X = A1 B, (3)
coz je tedy feseni dané soustavy, které (jak plyne z provedeného odvozeni) je jediné.

Pokusme se nyni nalezené feSeni explicitné vyjadfit. Podle disledku véty 3.8] kap. IL.,
je:

All A21 e Anl

eI R
— | ‘ 15 27 nj )

Aln A2n e Ann

kde A;; je algebraicky doplnék prvku a;; v matici A. Dosazenim do [(3)] dostavéme :

X1 An Ann - An by

: 1 : : : : :
Wl = Ay Ay Ay o Anj | - | b
Tp Aln A2n e Ann bn

Vyjadiime-li z této maticové rovnice neznamou x;, pak rozepsinim a uzitim dtsledku
Laplaceovy véty dostavame :

app o a1 bioarjy o an
1 1 . . . .
xj = ﬁ'(Alj'bl‘i‘AQj'bQ‘i" . '+Anj'bn) = ﬁ
Qp1 **+ Qpgj—1 bn Anj+1 **°  Qnn
A.
Tedy skutecné je: z; = |—J| pro kazdé 7 =1,....,n. [ ]

Nyni vyfesime obecny pripad, tzn. popiSeme feSeni obecné soustavy k linearnich rovnic
o n neznamych, o niz vime, Ze je Tesitelna.
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Véta 2.3. (Obecné Cramerovo pravidlo)

Necht[(1)] je resitelnd soustava linedrnich rovnic a necht h(A) = r. Dale :

— vybereme z matice A r linedrné nezavislych radki a ddle uvaZujeme pouze ty rovnice,
jejichz koeficienty se nachdzeji ve vybrangjch tddcich.

— ponechdme na levé strané takovych r nezndmijch, Ze matice sestavend z koeficienti
u téchto nezndmych je requldrni. Ostatni nezndmé (pokud existuji) prevedeme na pravé
strany a nazveme je volné nezndme.

Potom, zvolime-li za volné nezndamé libovolné pevné prvky z T a vypocitame-li Cramerovym
pravidlem zbyvagici nezndmé, dostaneme timto zpiusobem prdavé vsSechna TeSeni soustavy

(1)l

Diikaz.

Podle piedpokladu je h(A) = h(A) = r. Vzhledem k vété 1. muzeme bez 4jmy na
obecnosti predpokladat, ze prvnich r fadkt matice A je linearné nezéavislych a ostatni
radky jsou linearni kombinaci prvnich r fadka. Potom podle véty 4. je soustava
ekvivalentni soustavé lineadrnich rovnic:

anzy + -+ apx, = by

11+ -+ ATy = br

Nyni mohou nastat dva ptipady:
I. Je-li r = n, pak |A]| # 0 a podle véty existuje jediné feSent soustavy [(4)] a tedy
1 soustavy které spoc¢teme Cramerovym pravidlem, tzn. tvrzeni plati.

II. Necht r < n a necht pro prehlednost zapisu je nenulovy minor rfadu r matice
soustavytvofen prvnimi 7 sloupci. Prevedenim zbyvajicich nezndmych na pravé strany

a dosazenim x; = ¢;, kde ¢; € T', j = r + 1,...,n dostavame:
a1 Ty + -+ apx, = by — a1 1641 — 0 — QinCy
: (5)
Ar1T1 + - A ATy = br = Qrr1Cryp1 — 000 T AppCp

Na soustavu muzeme nyni pouzit Cramerovo pravidlo, ¢imz dostaneme jediné feSeni
(c1,...,cr) soustavy [(5)]

Potom v8ak je usporadana n-tice (ci,...,¢r, Cri1, ..., Cy) zlejmé FeSenim soustavy a
tedy i FeSenim soustavy .

Naopak musime ukazat, ze kazdé Teseni soustavy lze obdrzet popsanym zptisobem.
Necht tedy (c1,...,c,) je libovolné FeSent soustavy [(1)} Pak (ci,...,c,) je FeSenim sous-
tavy . Dosadime-li ¢; za x; pro j =r+1,...,n, pak (c1,...,¢) je feSenim soustavy
, a musi tedy byt rovno tomu jedinému feSeni, které dostaneme pouzitim Cramerova
pravidla. Tedy FeSeni (ci,...,¢,) jsme dostali postupem uvedenym ve vété. [ ]

Disledek.
Necht je ddna soustava linedrnich rovnic . Potom:

1. soustcwa md jediné teseni prdvé kdyz h(A) = h(A) =n,
2. soustcwa md nekonecné mnoho teseni prdave kdyz h(A) = h(A) < n.
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Diikaz.

Obé tvrzeni plynou piimo z Frobeniovy véty a z dikazu obecného Cramerova pravidla,
podle néhoz ma soustava jediné TeSeni, pravé kdyz neexistuje zadna volna neznamé,
tzn. pravé kdyz h(A) = n. [

Poznamka.

Poznamenejme, Ze feSeni soustav linearnich rovnic pomoci Cramerova pravidla, resp.
obecného Cramerova pravidla ma spiSe teoreticky vyznam, protoze je numericky pomérné
naro¢né (napft. rozhodné naro¢néjsi nez Gaussova metoda popsana v §1). Na druhé strané
nam ale Cramerovo pravidlo umoziuje piimy vypocet jednotlivych neznamych, coz muze
byt nékdy vyhodné.
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§3. Homogenni soustavy linearnich rovnic

Definice.
Soustava linearnich rovnic

a11T1 + A19T2 + -+ - + A1pTy = 0

(1)

Ap1T1 + Qoo + -+ + QppTy, = 0

kde a;; € T', se nazyva homogenni soustava k linearnich rovnic o n nezndmych nad 7.

Poznamka.
Matici soustavy , resp. rozsifenou matici soustavy budeme opét znacit A, resp.
A. Protoze matice A vznikla z matice A piidanim sloupce skladajiciho se ze samych nul,
je ziejmé h(A) = h(A), a tedy (podle Frobeniovy véty) homogenni soustava |(1)| je vidy
resitelnd. Usporadana n-tice (0,0,...,0) je zfejmé vzdy FeSenim soustavy [(1)] Toto fesent
se nazyva nulové resent.

Vidime tedy, ze homogenni soustava ma bud jediné feSeni (a sice nulové), anebo méa
nekoneéné mnoho feseni (tj. kromé nulového i nenulova feSeni). Kriterium pro oba
pripady udava nasledujici véta.

Véta 3.1.

Necht je ddna homogenni soustava s matici soustavy A. Potom:
1. soustava[(1)| md pouze nulové Feseni <= h(A)=n

2. soustava ma téz nenulovd Teseni <= h(A) <n.

Diikaz.
Tvrzeni plyne piimo z dusledku véty , nebot v |(1)|je h(A) = h(A). [ ]

Jak jiz bylo drive FeCeno, kazdé feSeni soustavy linedrnich rovnic o n nezndmych nad
T je mozno povazovat za vektor z vektorového prostoru 7™. Mnozina U vSech TeSeni
této soustavy je pak podmnozinou v T", ktera v piipadé nehomogenni soustavy ziejmé
neni nikdy vektorovym podprostorem v 7™ (nebot zcela jisté neobsahuje nulovy vektor).
V pripadé homogennich soustav je vSak situace jina, jak ukazuje nésledujici véta.

Véta 3.2.
Mnozina U wvSech Teseni homogenni soustavy je wvektorovym podprostorem ve vek-
torovém prostoru T™ a plati: dimU = n — h(A).

Diikaz.
I. Dok4zeme, Zze U je podprostor v T™.
Ziejmé je (0,0,...,0) € U, tzn. U # (). Déle, necht (¢1,...,¢,),(d1,...,d,) €U, t,s €T

libovolné, tzn. je: Y a;c; =0, > a;jd; =0 pro kazdé i =1,..., k. Potom je:
j=1 j=1

aij(t-cj+3-dj) = t-Zaijcj%-s-Zaijdj = t0+80 = O
=1 Jj=1 Jj=1

J
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pro kazdé i = 1,..., k. To v8ak znamena, ze t - (¢1,...,¢,) + s+ (dy,...,d,) € U, a tedy

U je podprostor v T™.

II. Dokazeme, 7ze dimU = n — h(A).

Ozna¢me h(A) = r. Zrejmé musi byt 0 < r < n. Je-li r = 0, pak U = T™, resp. je-li

r=mn, pak U = {(0,0,...,0)}, a v obou pfipadech plati, ze dimU =n —r =n — h(A).
Predpokléadejme tedy, ze 1 < r < n — 1. Protoze h(A) = r, 1ze v matici A soustavy [(1)]

najit nenulovy minor fadu r. Bez tjmy na obecnosti mtizeme predpokladat, Ze:

11 aiz2 - QAip
Q21 Q22 -+ QA

£ 0.
Ar1 Apy  * - Ary

Podle obecného Cramerova pravidla je pak U rovno mnoziné vSech feSeni soustavy:

anTy + appTy + -+ ATy + a1 p41Tr4 + 00 F a1, = 0

r121 + Qa2 + -+ - + Qpp Ty + Q41T 41 +- -+ apmr, =0

v niz volnymi nezndmymi jsou nezndmé x, 1, ..., T, .

Oznacme wuq, ..., u,_, nasledujici feSeni soustavy , a tedy i soustavy

’U,1:<CH, <oy C1p, 170,0,...,0,0)
’LLQZ(Czl, cevy Copy 0,1,0,...,0,0)

Up—r = (cnfr,17 "'7Cnfr,r> 070707"'7071)'

Tedy uq,...,u,_, € U a ukdzeme, Ze tyto vektory tvoii bazi podprostoru U .

a) Vektory uy, ..., u,_, jsou ziejmé linedrné nezavislé (rozmyslete si podrobné proc).
B) Dokazeme, ze vektory uy, ..., u,_, generuji U , tzn., ze L(uy, ..., u,—,) = U.
Inkluze "C" je zfejma a stadi tedy dokazat inkluzi opa¢nou. Necht v = (vy,...,v,) € U,

tzn. v je feSenim soustavy [(1)l Uvazme vektor
Y="0Urq1 UL+ + Uy Up—y .

Ziejmé jey € U aplati y = (Y1, .- -, Yr, Uri1, - - -, Un), Kde 41, ..., y, jsou néjaka cisla z T
Vidime, ze vektory v a y maji poslednich (n — r) slozek shodnych a oba jsou z U, tzn.
oba jsou FeSenimi . Pak ovSsem podle obecného Cramerova pravidla musi byt

=01, -« Yo = Up,
odkud plyne, ze v = y. Vektor v je tedy linedrni kombinaci vektort wy,...,u,_,, coz
jsme méli dokazat.
Dohromady dostavame, 7ze dimU = n—r = n — h(A). [ ]

Poznamka.

1. Na zakladé predchozi véty jsme u homogenni soustavy opravnéni hovorit o podprostoru
v8ech feSeni misto o mnoziné vsech feseni. Déle je dobré si uvédomit, ze ¢islo n — h(A)
udava pocet volnych neznamych, a tedy dimenze podprostoru feseni dané homogenni
soustavy je rovna poc¢tu volnych neznédmych v této soustaveé.
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2. Pri praktickém hledani baze podprostoru feseni U je nejvyhodnéjsi postupovat tak, ze
si nejprve obecné vyjadiime feSeni dané homogenni soustavy, potom (n — h(A)) volnych
neznamych zvolime (n — h(A)) linedrné nezéavislymi zptisoby a spoc¢itame vektory baze
U. Je zfejmé, ze bazi U je nekone¢né mnoho, pficemz pocetné nejjednodussi volbou bude
volba provedena v dikazu predchozi véty (tj. volba vzdy jedné jednicky a ostatnich nul).
3. Béze podprostort feseni homogenni soustavy rovnic se nazyva fundamantdlni systém
reSeni homogenni soustavy rovnic.

Priklad 3.1.
Naleznéte dvé baze podprostoru feseni U homogenni soustavy (nad R):

.T1—|—132+l’3—l’4:0
x3 + x4 = 0

Reseni: Soustavu zfejmé neni nutné upravovat, volné neznamé budou dvé, napriklad
To a 1y, priCemz pak je x3 = —x4, x1 = —x9 + 224. ReSeni soustavy jsou tedy tvaru
(—t+ 2s,t,—s, ) pro libovolna t,s € R.

1. volime-li naptiklad ¢ =1, s =0, resp. t =0, s = 1, dostdvame bazi podprostoru
feSeni U tvaru

(=1,1,0,0), (2,0,—1,1).

2. podobné, volime-li napiiklad ¢t =1, s =1, resp. t = —1, s =2 (uvédomme si, Ze
se jedna o dvé linearné nezavislé volby!), dostavame béazi podprostoru feseni U tvaru

(1,1,-1,1), (1+2v2,-1,—v2,V2).

Ptedchozi véta v podstaté tika, ze homogenni soustavou linearnich rovnic o n neznamych
je ur€en jisty podprostor vektorového prostoru 7. Toto tvrzeni lze vSak také obréatit, jak
ukazuje nasledujici véta.

Véta 3.3.
Necht'U je libovolny podprostor vektorového prostoruT". Pak existuje homogenni soustava
linedrnich rovnic (o n nezndmych, nad T ), jejiz mnoZina FeSeni je rovna U .

Diikaz.
Je-li U = {(0,...,0)}, resp. U = T", pak véta ziejmé plati (hledanou soustavou je pak
napf. soustava s matici soustavy E,,, resp. Oyy).

Necht tedy {(0,...,0)} & U & T" anecht vektory:

u; = (U11,U12, e 7U1n) y reey U = (Ukl,uk27 e 7ukn>
jsou bazi podprostoru U. Utvorme nejprve homogenni soustavu linedrnich rovnic

UL L1 + U12To + ++ + + U1nTy = 0

(3)

UR1T1 + UpaTo + - + UppTy, = 0.

Hodnost matice soustavy je rovna k, nebot jeji fadky jsou linedrné nezéavislé. Oznacme
pismenem W podprostor feseni soustavy . Podle véty je dimW =n — k(> 0).
Necht:
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w, = (?1)11, w12, - - - 7w1n) y ceey Wpog = (wnfk,l y Wn—k25 -+ wnfk:,n)
je pevna baze podprostoru W. Utvorme dalsi homogenni soustavu linearnich rovnic

w1y + Wil + -4+ Wi, =0
: (4)

Wp—k 101 + Wy—p 2T + o+ + Wy n Ty = 0.

o niz dokazeme, Ze je hledanou soustavou, tzn. oznac¢ime-li podprostor feSeni soustavy

jako H, musime dokazat, ze U = H .

a) Nejprve dokdzeme mnozinovou inkluzi U C H .
Plati, ze vektor u; je TfeSenim soustavy 7 protoZe po jeho dosazeni do ((4), tpravé a

vyuziti toho, ze vektory wy , ..., w,_x spliuji prvni rovnici ze |(3)| dostavame :

Wiy +o Wiy, = U Wi o+ Ui, = 0

Wp—k,1U11 +--+ Wn—knUln = U11Wn—F,1 +--+ UinWn—kn = 0.

Tedy w; € H. Analogickym zptusobem se dokaze, ze také wo,...,ur € H. To vsak
znamend, ze L(uy,...,u;) € H,neboi U C H.

f) Dale, hodnost matice soustavy je ziejmé n — k, tzn. podle véty je pak
dmH =n—(n—k) =k =dimU.

Dokazali jsme tedy, ze
UCH AN dimU=dimH,

odkud jiz podle véty [.4]2., kap. 1., dostavame, ze U = H . [

Poznamka.

Je tfeba si uvédomit, ze homogenni soustava, jejiz existenci predchozi véta zarucuje, neni
ziejmé urcena jednoznacné. Dale pripomenme, ze obrati uvedenych v dikazu predchozi
véty se pouziva pii feSeni konkrétnich prikladd, a je proto nutné algoritmus popsany
v diukazu véty znét.

Disledek.

Jako disledek predchozi véty dostavame, ze kazdy k-dimenzionalni vektorovy poprostor
vT" 0 <k <mn (apfi volbé libovolné baze ve vektorovém prostoru V,, i libovolny
podprostor ve V,,) lze vyjadrit jako feseni homogenni soustavy (n — k) linearnich rovnic.
Fundamentalni systém feSeni je potom systém linedrné nezavislych generatori daného
podprostoru.

Priklad 3.2.
Naleznéte soustavu homogennich linearnich rovnic (nad R), jejiz mnoZina feSeni je rovna
podprostoru U vektorového prostoru R*, kde U je generovan vektory:

u = (1,2,1,1), uy=(0,1,-1,1), u3=(1,3,0,2).

Resen: Nejprve si napiSeme soustavu (pfitom neni nutné z generéatori podprostoru
U predem vybirat bazi U, nebot eventuelni nadbytecné rovnice vbéhem vypoctu stejné
vypadnou), pak najdeme bézi jejtho podprostoru feSeni W a nakonec pak slozky vektori
béze W budou vystupovat jako koeficienty v hledané soustavé

Nejprve tedy fesime soustavu linearnich rovnic:

70



I1+2$2+I3+ 13420 1 2 1 1 0
1 2 1 10
To — T3+ 4= 0 = 0 1-1 1 0 — s = 0 1-1 1 0/
odkud dostavame xo = x3 — x4, 1 = —3x3+ x4, tzn. baze podprostoru feseni této

soustavy je napiiklad uw; = (—3,1,1,0), us = (1,—1,0,1).
Hledané soustava linearnich rovnic je pak napiiklad:

—3x1 + Ty + 23 =0
Tr1 — X2 + 24

I
o

Na zéavér celé kapitoly se vratime jesté k obecnym soustavam linearnich rovnic (nad
T) a budeme se snazit Fici néco vice o mnoziné FeSeni takové soustavy. Hlavni vyznam
nasledujicich ivah a tvrzeni se vSak ukaze a vyuzije pozdéji v geometrii.

Definice.
Necht je dana nehomogenni soustava lineadrnich rovnic nad 7"

a1 + 122 + -+ ATy = bl

ap1T1 + agaTa + -+ ApnTn = by
Pak homogenni soustava linearnich rovnic s tymiz koeficienty u neznamgych, tj.:

a11T1 + A19T2 + - - - + ATy = 0

Ap1T1 + Qoo + -+ - + QppTy, = 0

se nazyva zhomogenizovand soustava k soustavé |(5)|

Véta 3.4.
Necht je ddna nehomogenni soustava linedrnich rovnic . Pak plati:

1.  soucet libovolného Teseni soustavy s libovolnym Tesenim k ni zhomogenizované
soustavy je FeSenim soustavy

2. rozdil libovolnijch dvou Fesent soustavy|(5)|je Fesenim k ni zhomogenizované soustavy.

Diikaz.
1: Necht w = (uq,...,u,) je FeSeni soustavy a necht v/ = (v],...,v]) je feSeni k ni
zhomogenizované soustavy @, tzn. plati:

> aiju; = b; a > aiv; =0 proi=1,...,k.
Jj=1 J=1
Pak u +v' = (uy +v4,...,u, +v),) a plati:
Sag(u;+v5) = Yagu; + Yavi = b +0 =b  proi=1,... .k,
J=1 j=1 j=1

a tedy u + v’ je FeSenim soustavy .
2: Necht w = (uq,...,up), resp. v = (v1,...,v,) jsou dvé fesenf soustavy [(5)} tzn. plati:
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n n
Zaijuj :bz a Zaijvj :bz pl"OiZ 1,...,]{7.
j=1 j=1
Pak v —v = (u3 —v1,...,u, —v,) a plati:
n n n
Yoaij(uj —v;) = Yaju; — Yjav; = b — b =0 proi=1,...,k,
j=1 j=1 j=1
a tedy w — v je feSenim zhomogenizované soustavy @ [ |

Véta 3.5.
Necht|(5)| je Fesitelnd nehomogenni soustava linedrnich rovnic. Pak vSechna TeSent sous-
tavy[(5)] obdrzime prictenim vsech resent zhomogenizované soustavy((6)| k jednomu pevnému

reSent soustavy .

Diikaz.
Ozna¢me M mnozinu vSech feSeni soustavy . Podle predpokladu je M # (). Necht
uy € M je pevné feSeni soustavy . Ozna¢me dale:

M ={ug+v' | v je feéem’@[}.
Dokazeme, ze M = M.

"C": Necht u € M je libovolné feSeni soustavy . Podle véty 2. je u — ug feSenim
zhomogenizované soustavy @ Ale pak je: u = ug + (u — ug) € M.

"D": Plyne ihned z véty [3.4]1.. ]

Poznamka.

Jedno konkrétni reSeni nehomogenni soustavy rovnic nazyvame partikuldrni reseni
soustavy nehomogennich rovnic, potom tvrzeni predchozi Véty se d& jednoduse formulo-
vat takto: vsechna Teseni nehomogenni soustavy rovnic se skladaji z partikuldrniho
resent, ke kterému pricteme vSechny linedrni kombinace fundamentdlniho systému resent
zhomogenizované soustavy @
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Kapitola 4
Euklidovské vektorové prostory

§1. Skalarni soucin, velikost a odchylka vektori

Pf1i nasich dosavadnich tivahach o vektorovych prostorech jsme pomoci operaci s¢itéani
vektorii a nasobeni ¢isla s vektorem vySetfovali pojmy jako byla linearni zéavislost a
nezavislost vektori, generovani, souradnice vektoru, atd. Prozatim jsme vSak neméli
moznost ve vektorovych prostorech "mérit", tzn. zjistovat a porovnéavat délky vektoru,
resp. odchylky (tj. velikosti thli), coz jsou pojmy, které hraji podstatnou roli nap¥. v ge-
ometrii. Jejich definice jsou zalozeny na pojmu skaldrniho souc¢inu, ktery nyni zavedeme.
Omezime se pritom vSak pouze na vektorové prostory nad télesem realnych cisel.

Umluva.
Vsude v dalsim v této kapitole budeme vektorovym prostorem rozumét redlny vektorovy
prostor, tj. koneénédimenzionalni vektorovy prostor nad télesem realnych ¢isel R.

Definice.

Necht V' je vektorovy prostor (nad R) a necht kazdé dvojici vektort uw,v € V' je pfifazeno
realné ¢islo w - v tak, Ze pro kazdé w,v,w €V, r € R plati:

1. vw-v=v-u,

2. (u+v)-w=(u-w)+ (v -w),

3. (r-u)-v=r-(u-v),

4. je-liu # o, pak u-u > 0.

Potom realné ¢islo w - v se nazyva skaldrni soucin vektori u, v.

Vektorovy prostor, v némz je definovan skalarni souc¢in, se nazyva euklidovsky vektorovy
prostor nebo kratce euklidovsky prostor.

Poznamka.
1. Z definice plyne, Ze euklidovsky prostor je vlastné usporadané dvojice (V) -) sestavajici
z vektorového prostoru V' a ze skalarniho souc¢inu - definovaného ve V. 7 divodu

stru¢nosti vSak budeme obvykle fikat pouze "euklidovsky prostor V" (tzn. zavedeme
podobnou tmluvu jako u grup nebo téles, u nichz pti oznacovani vynechaviame symboly
operaci, pokud neni nebezpe¢i nedorozumeéni).

2. 7 kapitoly I. vime, Zze kazdy podprostor vektorového prostoru V nad T je sdm vek-
torovym prostorem nad 7. Je-li specidlné V' euklidovskym prostorem, tzn. je to realny
vektorovy prostor s definovanym skaldrnim souc¢inem, pak ziejmé axiomy skalarniho souc¢inu
budou jisté splnény i v jeho libovolném (vektorovém) podprostoru. To znamené, Ze
kazdy (vektorovy) podprostor euklidovského prostoru V' je sam euklidovskym prostorem.
Budeme jej strucné nazyvat podprostor euklidovského prostoru.

3. Skalarni sou¢in muzeme chapat jako zobrazeni
VXV =R,

které je symetrické a spliiuje podminky 2. - 4. z definice.
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Ptedchozi definice nic nefikd o tom, zda v libovolném vektorovém prostoru (nad R)
lze definovat skalarni soucin, resp. kolika zpusoby. Odpovéd na tyto otazky nam da
nésledujici ptiklad a véta.

Priklad 1.1.
Necht V' = R? a necht u = (uy, us),v = (vy,v5) € R% Pak:
1. Polozime-li u - v = ujv1 + ugvo,
jsou ziejmé splnény axiomy skalarniho sou¢inu a R? s timto skaldrnim soucinem je eukli-
dovskym prostorem.
2. Polozime-li u - v = 4ujv1 4 2uqv9 + 2uqv1 + 3usvs,
pak jsou opét splnény axiomy skalarniho sou¢inu (ovéfte si sami podrobnym rozepsanim!),
tzn. R? s timto skalarnim soucinem je euklidovskym prostorem.

Je vidét, Ze i kdyZ se v obou pifpadech jedna o tentyz vektorovy prostor R2, jsou
definované skalarni souciny rizné, a tedy rizné jsou pak i pomoci nich ziskané euklidovské
prostory.

Priklad 1.2.
Necht V = R,[z] a necht f = f(x), g = g(x) € R,[z] jsou libovolné vektory, tj. polyno-
my. Polozime-li

fo ) dx,

pak rozepsanim (s vyuzitim zakladmch vét o 1ntegrovan1, znamych z analyzy) se overi
platnost axiomt skalarniho sou¢inu. Tedy R, [z] s timto skalarnim souc¢inem je euklidovsky
prostor.

Véta 1.1.
V kazdém redlném vektorovém prostoru V lze definovat skaldrni soucin.

Drikaz.
Pro nulovy vektorovy prostor véta ziejmé plati (staci polozit o-o0 = 0). Necht tedy
dimV = mn > 0 a necht eq,...,e, je pevna baze prostoru V. Pak libovolné vektory

u,v € V lze (jednoznacné) vyjadiit ve tvaru:
u:xl.el_i_..._i_:[;n.en resp. U:yl'el+"'+yn'en'
Polozime-li:
UV = 1Y+ Tpln,
pak zfejmé u-v € R a technickym rozepsdnim se lehce ovéfi, Ze jsou splnény axiomy

1.—4. 7z definice skalarniho soudinu. [ ]

Shrneme-li nase dosavadni tvahy, muzeme fict, Ze z kazdého realného vektorového
prostoru lze utvorit euklidovsky prostor, obecné vsak nikoliv jedinym zptsobem.

Véta 1.2.
Necht' V' je euklidovsky vektorovy prostor a necht w,v,w,u;,v; € V, r,p;,r; € R. Pak
plati:

. v (v+w) = (u-v)+ (v w)
2. u-(r-v)=r-(u-v)
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Diikaz.
1 a 2: bezprostfedné vyplyva z definice skalarniho soucinu.

3: dokaze se matematickou indukeci.
4:0-u=(0-0)-u=0-(0o-u)=0. Zbytek tvrzeni se dokdze analogicky.
5: "=": plyne z axiomu 4 skaldrniho souc¢inu
"<": plyne z pravé dokdzané c¢asti 4. [ ]

Definice.
Necht V' je euklidovsky prostor, w € V. Pak nezaporné realné ¢islo

Vu-u
se nazyva velikost vektoru w a oznacuje se symbolem || u]|.

Je-li ||u|| = 1, pak fikdme, Ze vektor u je normovany.

Véta 1.3. (Schwarzova nerovnost)
Necht' V' je euklidovsky prostor, w,v € V libovolné. Pak plati:

fu-vf < Jlull- ol (1)

tzn. absolutni hodnota skaldrniho soucinu dvou vektori je mensi nebo rovna soucinu
velikosti téchto vektori.

Diikaz.
Je-liv=o0,pak [u-o| =0=|u| | o] a véta plati.

Necht tedy v # o. Uvazme vektor (u — - v), kde 7 € R je libovolné. Pak je:

0 < (u—r-v)-(u—r-v) =u-u—2r (u-v)+r* (v-v).
Zvolime-li nyni r=2"9 (coz lze, nebot v # 0, a tedy v - v > 0), dostaneme::
v-v
. . 2
0 < u-u—2-(u U)-(u-v)+(u v)
(v-v)

(’U"U>2.<'v.v)’

odkud po tpravé a sec¢teni poslednich dvou ¢lenti a nésledném vynésobeni obou stran
nerovnosti (kladnym!) ¢islem v - v dostavame :

0 < (u-u):(v-v)—(u-v)?

neboli:

(u-v)? < (u-u)- (v-v),
coz po odmocnéni dava dokazovanou nerovnost ]
Disledek.

Ve Schwarzové nerovnosti nastane rovnost, pravé kdyZ vektory w,v jsou linedrné
zdvislé.
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Drikaz.
7, dikazu predchozi véty plyne, Ze v nastane rovnost, pravé kdyz

V=0 \% u—r-v = o0,

tzn. pravé kdyz vektory w, v jsou linearné zavislé. [ ]

Poznamka.
Schwarzovu nerovnost |(1)| ¢asto zapisujeme v ekvivalentnim tvaru:

2 2
(w-v)* < flul” ol

Poznamenejme jesté, Ze pro nerovnost se v literature pouziva téz pojmenovani
"Cauchyova nerovnost", resp. "Cauchy-Bunjakovského nerovnost", event. "Cauchy-
Schwarzova nerovnost".

Véta 1.4.

Necht'V' je euklidovsky prostor, w,v € V, r € R. Pak plati:
1. |lul] > 0, pricemz |u] =0 prdvé kdyz u = o

2. lr-ul = r-Jlul

3. Jlutwll < [luf+[v]

4. je-liu+# o, pak -u  je normovany vektor.

1
|l
Diikaz.

1. a 4. jsou bezprostrednimi diisledky definice velikosti vektoru.

2: uzitim definice velikosti vektoru, ipravou a odmocnénim dostavame :

Ir-ull = rw-(r-u) = V12 (u-u) = |r]-|ul.
3: 7 definice velikosti vektoru, rozepsanim a uzitim Schwarzovy nerovnosti dostavame :
Ju+ o]’ = (w+v) - (u+v) = (u-w)+2- (u-v)+ (v-v) <
<(u-u)+2- ullfo]+ @ v) = [ul?+2- Jul|v]+[v]* = (lu]+ o))"

Protoze vsak ||u+v| i ([[u] + ||v]) jsou nezdporna &sla, dostavame po odmocnéni
zadané tvrzeni. [ |

Poznamka.

1. Nerovnost uvedené ve 3. Césti véty se obvykle nazyva "trojihelnikova nerovnost".

2. Pouzijeme-li obratu provedeného ve 4. ¢asti véty (tzn. nenulovy vektor u vynasobime
prevracenou hodnotou jeho velikosti), pak fikame, Ze jsme vektor w "normovali".

Definice.
Necht u, v jsou nenulové vektory z euklidovského prostoru V. Pak reélné ¢islo ¢ spliujici
vztahy:
u-v
CoS (p = ———— A 0<ep<m (2)
Jwll - [l
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se nazyva odchylka vektori w,v.

Poznamka.
Je potieba si rozmyslet, Ze uvedena definice odchylky je korektni, tzn. Ze ¢islo ¢ spliu-
jici podminky existuje, a to jediné. Ale uzitim pravidel pro pocitani s absolutnimi
hodnotami a uzitim Schwarzovy nerovnosti dostavame:

|u - v

= = <

‘HUII o] [ |- ol ’

coz znamena, ze plati:

~ el

Vidime tedy (na zékladé nasich znalosti o goniometrickych funkcich), Ze existuje prave
jedno realné ¢islo ¢, spliujici podminky .

Zduraznéme, ze v definici odchylky dvou vektoru je podstatny predpoklad, Ze oba
uvazované vektory jsou nenulové! Znamené to, Ze odchylka dvou vektort neni definovana
pro pripad, kdy néktery z téchto vektort je nulovym vektorem.
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§2. Ortogonalnost, ortonormalni baze

Definice.
Necht V' je euklidovsky vektorovy prostor a necht uw, v € V. Vektory w, v jsou kolmé
(ortogondlni), znac¢ime u L v, pravé tehdy kdyz u - v.

Poznamka.
Z definice kolmosti vektori je zfejmé, Ze nezélezi na potadi vektort, t.j.

ulov <— v lu.

Véta 2.1.
Necht' V' je euklidovsky vektorovy prostor. Pak pro vektory z V' plati:

1. v lwu S u=o0

2. ulxprokeidéxecV <+ u=o,
k
3. ulw;,proi=1,....k <+ uL(Zri-'wi) pro kazdé r; € R.

=1

Diikaz.
1 a 2: obé tvrzeni ihned plynou z predchozi definice a z definice skalarniho soucinu.

3: "=": Necht v L w;, tzn. w-w; =0 proi=1,...,k Uzitim véty [[.4]3. dostavame

oo (Erm) = Srww = Fro o

i=1 i=1
k
a tedy u L (Zrz . wz)
i=1

"&<": Zvolime-lir;, =1 ar; =0pro j#1¢, paku L w;, proi=1,...,k. ]

Definice.

Necht V' je euklidovsky vektorovy prostor a necht wq,...,u; je koneéna posloupnost
vektora z V. Rekneme, ze posloupnost vektord wq, ..., u; je ortogonalni nebo strucné,
ze vektory wq, . .., u, jsou ortogondlni, jestlize

pro kazdé i #j je wu;-u; =0.

Je-li kazdy z ortogonalnich vektori wy, ..., u; navic normovany, pak rikdme, ze vektory
Uy, ..., U, jsou ortonormdlini .

Jsou-li ortogonalni (resp. ortonormélni) vektory navic bézi, prostoru V, nazyvaji se or-
togondlni bdze (resp. ortonormdlni baze) prostoru V.

Poznamka.
Rozebereme si definici ortogonalnich vektort wuy, ..., u; pro nejjednodussi hodnoty k.

a) k=1.

Posloupnost sestavajici z jednoho vektoru je vzdy ortogonalni (bez ohledu na to, zda napf.
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dany vektor je nulovy ¢ nikoliv). Tento fakt plyne ihned z predchozi definice (rozmyslete
si podrobné pro¢)

g) k=2.

Vektory w, us jsou ortogonélni, pravé kdyz u, - uy = 0. V tomto piipadé budeme psat
u; L us nebo uy L uy (zfejmé zde nezélezi na poradi vektori).

Jsou-li dva vektory w,us nenulové, pak tyto vektory jsou ortogonélni, pravé kdyz jejich
odchylka je 7 (plyne ihned z definice odchylky). Na druhé strané, dva vektory, z nichz
alespon jeden je nulovy, jsou vzdycky ortogonalni, pricemz jejich odchylka samoziejmé
neni definovana.

Uvédomme si, jaky je prakticky vyznam ortonormalni baze v euklidovském vektorovém
prostoru. Necht B = (e, ..., e,) je libovolna ortonormalni béze n-dimenzionalniho vek-
torového prostoru V,. Potom plati e; - e; = ¢;5, 7,7 = 1,...,n. Uvazujme vektory

n n
wu=> . ue,v=y . ve. Potom

n n n n
’UJ"UZ(E uzez)(g vje;) = E uivjei'ej:ulvl+"'+unvn:E Ui Vi
i=1 j=1 ij=1 i=1
tj. v libovolné ortonormélni bazi mé skalarni soucin stejné souradnicové vyjadreni. Jako

dusledek dostavame "jednoduché" soutradnicové vyjadreni pro velikost vektoru u ve tvaru

Jull = /uf+- - +u
a pro odchylku ¢ dvou nenulovych vektort w,v ve tvaru

ULV + e+ Uy Uy
\/U%+“'+U%'\/U%+"‘+U%'

cos p =

Nasledujici diilezité tvrzeni ukazuje, jaka je vzajemna souvislost mezi ortogonélnosti
vektorl a linearni nezavislosti vektori.

Véta 2.2.

Necht wy,...,ur € V jsou nenulové ortogondlni vektory v euklidovském prostoru V.
Potom vektory wy,...,ur €V jsou linedrné nezdvislé.

Diikaz.

Predpokladame, Ze uq, ..., u, € V jsou nenulové ortogonalni vektory a budeme dokazovat,

7e jsou linearné nezavislé. Necht tedy :

ti1-ur+ -+t -u, = o.
Provedeme-li (pro libovolné i = 1,. .., k) skalarni sou¢in vektoru u; s obéma stranami
této rovnosti, dostaneme:
(tl-u1+---+tk-uk)-ui = 0" Uu;,

odkud po upravé, s vyuzitim ortogonalnosti zadanych vektori dostavame :

ProtoZe podle predpokladu je u; # o, je potom w; - u; # 0, a musi tedy byt ¢; = 0 (pro
kazdé i = 1,...,k). To v8ak znamena, ze vektory u,,...,u; jsou linedrné nezavisle. W
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Poznamka.

Poznamenejme, ze predpoklad nenulovosti vSech vektori je v predchozi vété podstatny
a bez néj véta neplati. Jinak feceno, jsou-li ortogonalni vektory z V linearné zavislé,
znamena to, ze alespon jeden z nich musi byt nulovy.

P1i ivahéach o podprostorech euklidovskych prostori je vyhodné pracovat s generatory
nebo bazemi které sestavaji z ortogonalnich vektort, protoze skalarni souciny ortogonal-
nich vektori jsou rovny nule a vypocty se technicky zjednodusi. Nasledujici véta ukaze,
jak se takové ortogonalni vektory sestroji. Dikaz véty je konstruktivni a jeho algoritmus
se nazyva Gram-Schmidtiv ortogonalizacni proces.

Véta 2.3.
Necht uy,...,u € V jsou libovolné vektory z euklidovského prostoru V. Pak existuji ve
V' ortogondlni vektory ey, . . ., ey, které generuji tentyz podprostor jako vektory wy, ..., us,

tzn. plati L(uy,...,ug) = L(e,...,eg).

Diikaz.
Dtkaz provedeme matematickou indukei vzhledem ke k.
a) necht k£ = 1.

Polozme e; = u;. Pak vektor e; je ortogonalni (protoze, jak vime, kazda posloupnost
sestavajici z jednoho vektoru je vzdy ortogonalni) a zfejmé plati, ze L(ui) = L(ey).

B) Predpokladejme, ze tvrzeni véty plati pro 1,2,...,k — 1 (k > 2). Dokazeme nyni
tvrzeni véty pro k.

Necht tedy wq, ..., u; jsou libovolné vektory z V' . Vezméme z nich vektory wq, ..., w1 .
Podle indukéniho predpokladu existuji ortogonalni vektory ey, ..., e._; tak, ze:
L(ul,...,uk_l) :L(el,...,ek_l). (1)

Nyni zkonstruujeme vektor e, . Polozime :
er=pi-er+ +pp1-er1+ U, (2)

kde p; € R, a ur¢ime koeficienty p; tak, aby platilo
e.reg=0 A e,-ea=0 A ... N ep-e._1=0.

To provedeme tak, Ze rovnici postupné skalarné vynasobime vektory eq,...,ei_1. Po
provedeni skaldrniho sou¢inu vektoru e; (proi =1,2,...,k—1) s obéma stranami rovnice

dostaneme :

er-e =0 =p;-(e- e)+(us-e)
(vyuzili jsme pfitom predpoklad, Zze vektory ej,...,ex_1 jsou ortogonalni), odkud jiz
lehce vypocitame koeficienty pj :

Ui - €;

Di = €; - €;
libovolné je-li e; = o

je-lie; # o

Dosazenim takto ziskanych hodnot pq, ..., px_1 do rovnice dostaneme vektor e;. Vek-
tory ey,...,ex jsou tedy nyni ortogonalni.

Zbyvé uz jen dokdzat mnozinovou rovnost L(wq,...,u;) = L(ey,...,ex).
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"C": staci dokazat, ze wq,...,u, € L(eq, ..., ex). Ale z[(1)| plyne:
Uy, ...,U_1 € L(ul, . ,’U;kfl) = L(el, .. .,6]671) - L(el, . ,ek)

a ze [(2)] plyne:

U, — —pr1-€ — ... —Pk—1 "€r—1 + e GL(el,...,ek).
"D": staci dokéazat, ze eq,...,er € L(uy, ..., ug).
Alezplyne:
e1,...,€6_1 € L(el,. . .,ek,l) = L(ul, . ,’U,kfl) - L(’U,l, . ,’U,k).

Z (1) plyne, Ze kazdy z vektorti ey, ..., e,_; je linedrni kombinaci vektord wi, ..., us_; a

proto pak ze[(2)| plyne, Ze
er € L(uy, ..., uy).

Plati tedy: L(us,...,u;) = L(ey,...,e;) a cela véta je tak dokdzana. ]

Poznamka.

V predchozi vété se nic nepredpokldda o linedrni zavislosti nebo nezéavislosti vektori
Uy, ..., u,. Proto vysledné ortogonalni vektory ey, ..., e mohou, ale nemusi byt vSechny
nenulové. Presnéji feCeno, je-li

dim L(wq,...,u;) =7 (< k), pak je samoziejmé také dim L(ey,...,ex) =1,
coz znamend (vzhledem k tomu, ze vektory ey, ..., e, jsou ortogonalni), ze pravé (k —r)

z vektori eq, ..., e, musi byt nulovych. Zbyvajicich r vektortu je pak nenulovych a tvori
ortogonalni bazi podprostoru L(uy, ..., ug).

Specielné, jsou-li vychozi vektory wu, ..., u; linearné nezavislé, tzn. tvori bazi podpros-
toru L(uy,...,ux), pak vektory ey, ..., ey tvoii ortogonélni bazi tohoto podprostoru.

Véta 2.4.
V kazdém nenulovém euklidovském prostoru V' existuje ortogondlni baze (resp. ortonor-
malng bdze).

Diikaz.

Necht wq,...,u, je libovolna baze V. Pak podle predchozi véty a poznamky existuje
ortogonalni béaze eq,...,e, prostoru V. Normovanim kazdého z vektoru eq,...,e, pak
dostaneme ortonormalni bazi m “eq, ..., ||e1nH - e, prostoru V. [ |

Priklad 2.1.

V euklidovském prostoru R?* se skalarnim soucinem definovanym:

(1, T2, w3, T4) -+ (Y1, Y2, Y3, Ya) = T1Y1 + T2y2 + T3ys + T4y
naleznéte ortogonalni bazi podprostoru U generovaného vektory wq, uo, w3. Pritom:
u; =(0,1,2,1), uy=(-1,1,1,1), uz=(1,0,1,0).

Resent: Plati U = L(uy,us,u3). Potom: e; =wu; =(0,1,2,1).

Polozime e; = p- ey + us a spocitame koeficient p. Pak

_ _ _ u2-er __ 2
e-ep =0=p-e-estuy-e = p=—27=—3.
_ _2 _ 1 11
Tedy 62——§'€1+UQ—(—1,§,—§,§).
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Polozime e3 = p;-e; + poy - €3+ uz a spocitame koeficienty p; a po. Pak

— — us-e 1
63‘61—0—p1'€1'€1+p2'€2'61+'u3'61:>p1 _% —=
uz-e
63'62—O—p1'€1'€2+p2-€2'€2+U3'€2ipg———ﬁ——

Tedy 63:—%‘614-1-62—1—’11,3: (0,0,0,0) = o.

Vysledek: ortogonélni bazi podprostoru U tvori napiiklad vektory e, e .

Definice.
Necht A, B jsou libovolné podmnoziny euklidovského prostoru V. Je-li:

a-b=0 pro kazdé a € A, b e B,

pak fikdme, ze A, B jsou ortogondlni mnoziny a piSeme A 1 B nebo téz B L A.

Poznamka.
Rec¢eno jinymi slovy, A, B jsou ortogonélni mnoziny, pravé kdyz pro kazdé a € A, b € B
jsou vektory a, b ortogonalni.

Ve specielnich piipadech dostavame: prazdna mnozina a mnozina {o} jsou ziejmé orto-
gonalni ke kazdé podmnoziné ve V. Dale z definice bezprostiedné plyne, Ze:

AlB — AnB=0 v AnB ={o}.
Nésledujici véta pak ukaze, ze pii studiu ortogonalnich mnozin bude mit smysl omezit

se pouze na podprostory euklidovského prostoru V.

Véta 2.5.
Necht A, B jsou podmnoziny euklidovského prostoru V. Pak plati:

AlB << [A1l][B],
tzn. dvé mnoZiny jsou ortogondlni, prdavé kdyzZ jsou ortogondlni podprostory generované
temito mnozZinama.
Diikaz.
"<": Plyne z ptredchozi definice, uvédomime-li si, ze A C [A] a B C [B].

"=": Predpokladejme, ze A L B. Necht ddle u € [A], v € [B].

Podprostor [A] je roven mnoziné vSech linearnich kombinaci kone¢né mnoha vektori z A.
Tento fakt se dokaze analogickym zptsobem, jako jsme dokazovali vétu [2.3] kapitoly I.
(provedte si podrobné sami!). Podobné, podprostor [B] je roven mnoziné vsech linearnich
kombinaci kone¢né mnoha vektort z B . Je tedy:

u=p -a+---+p;-a;, kdea, €A a v=r-by+---+1,-b,, kdeb; € B.

Potom vsak:

wro = (Epea)-(£n0) = £y =0

j=1 i=1j=1

protoze a; - b; = 0. Tedy plati [A] L [B], coz jsme méli dokézat. [ ]

Definice.
Necht U je podprostor euklidovského prostoru V. Pak mnozina:
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Ut={x eV |z -u=0prokazdé¢ uec U}

se nazyva ortogondlni doplnék podprostoru U (ve V).

Poznamka.
Ziejmé plati, ze U L U+, tzn. mnoziny U a U~ jsou ortogonalni. Ve specidlnich piipa-
dech pfimo z definice ortogonalniho dopliikku dostéavame, ze

Vi ={o} a {o}t =V.

Zakladni vlastnosti ortogonalnich doplikt podprostorii v euklidovském prostoru popisuji
nasledujici dvé véty.

Véta 2.6.
Necht U, W jsou podprostory euklidovského prostoru V. Pak plati:

1. U* je podprostor ve V

2. V=U®®@ U, twn. cely prostor V je primym souctem podprostori U a U~
3. je-li U C W, potom W+ C U+,

Diikaz.

1: Ziejmé o € U+, a tedy Ut # (). Necht z,y € U+, r € R. Dokdzeme, 7e ¢ +y € U~
ar-xecUt
Necht tedy wu je libovolny vektor z podprostoru U. Pak:

(x+y) - u=(x-u)+(y-u)=0+0=0 a (r-x)-u=r-(x-u)=r-0=0,
coz znamena, ze € +y € Ut a r-x € UL. Tedy Ut je podprostor ve V.
2: Je-li U = {0}, pak UL =V a tvrzeni plati. Necht tedy U # {0} a nechf ey,..., e je
ortonormalni baze U (jeji existence je zaru¢ena vétou [2.4.).
a) Dokdzeme, 7e U +U*+ =V,
Inkluze "C" je zfejma. Budeme dokazovat inkluzi "D". Necht tedy v € V. Oznac¢me:

r=(v-e) e+ -+ (v-eg)- e

Pak ziejmé o € U. Dale vezméme vektor (—x + v) a pro libovolné i = 1, ..., k spoctéme
skalarni sou¢in (—x + v) - e;. Uzitim predchoziho vztahu dostaneme:

(—x+v)-e,=—(x-€e)+(v-e)=—(v-e)+(v-e)=0.
Potom viak je (—x +v) € UL (proc?), odkud dostévame, ze v = ¢+ (—x+v) € U+U".
b) Dokazeme, ze U NU* = {o}.
Inkluze "D" je zfejméa a budeme tedy dokazovat pouze inkluzi opac¢nou.

Necht v €¢ UNU+. Pakje v € U a v € Ut, atedy v-v = 0. To vSak znamena
(podle véty [1.2]5.), ze je v = o.

Dohromady pak z a) a b) plyne, ze V = U @& U+t.
3: Necht w € W+ je libovolny vektor. Potom w je kolmy na viechny vektory z W, ale z
inkluze U C W i na viechny vektory z U. Tedy w € U™. [ ]
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Véta 2.7.
Necht U, S jsou podprostory euklidovského prostoru V. Pak plati:

. (UHt=U
2. (U+8)*t=Utnst
3. (UNS)t=U++5+.

Diikaz.
1: Podle véty 2.6] je U@ U+ = V atake U@ (U')*+ = V, odkud plyne (uzitim véty
o dimenzi sou¢tu a praniku podprostori), ze

dimU =dimV —dim U+ ataké dim(Ut)t =dimV —dimU*.
Tedy dimenze podprostorit U a (U+)* se rovnaji a déle zfejmé plati, ze U C (U+)*L.
Potom (podle véty 2.7 kapitoly 1.) je U = (U4)*.
2: Inkluze "C" plynez U CU+S a S CU+S. Potom (U+S)t C U+ a(U+S5)*+ C S+

Dokazeme inkluzi "2". Necht & € U+ NSt a necht v € (U + 5) je libovolny, tzn.
v=u+s,kdeu U, s S. Potom:

z-v=zx-(ut+s)=x-ut+x-s=0+0=0,

a tedy je x € (U+S)*. Je tedy Ut NSt C (U + S)* a dohromady plati Zadané rovnost.
3: Uzitim 1 a 2 dostavame:

UNS)=(UH)N(SH): = (U +584),
odkud plyne:

UNS)E = (U + 54" = Ut + 54,

coz je pozadované tvrzeni. [ |

Definice.
Necht U je podprostor ve V' a necht vektor v € V' je vyjadien ve tvaru:

v=x+y kde ze U, yeUL

Pak vektor & se nazyva ortogondlni projekce vektoru v do podprostoru U a vektor y se
nazyva ortogondlni komponenta vektoru v vzhledem k podprostoru U .

Poznamka.

1. Uvédomme si, ze predchozi definice je korektni, protoze podle 2. ¢ésti predchozi véty
se libovolny vektor v € V' da napsat ve vySe uvedeném tvaru, a to jedinym zpusobem.
Tedy ortogonalni projekce vektoru v do podprostoru U je vzdy jednoznac¢né urcena.

2. Ortogonéalni komponenta vektoru v vzhledem k podprostoru U je vlastné ortogonélni
projekce v do podprostoru U+. Podobné ortogonalni projekce vektoru v do podprostoru
U je ortogonalni komponenta v vzhledem k podprostoru U-+.

Véta 2.8.

Necht U je podprostor euklidovského prostoru V. Necht x je ortogondlni projekce vek-
toru v do podprostoru U, necht €' je ortogondlni projekce vektoru v' do podprostoru U a
necht r € R libovolné. Pak plati:

1. (x+ ) je ortogondlni projekce vektoru (v +v') do U

2. r-x je ortogondlni projekce vektoru r - v do U .
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Diikaz.
Obé tvrzeni véty dostaneme bezprostfednim technickym rozepsanim z definice ortogonalni
projekce (provedte si podrobné sami). [}

Priiklad 2.2.
V euklidovském prostoru R* se skalarnim soucinem definovanym:

(21, %9, T3, 24) * (Y1, Y2, Y3, Ya) = T1Y1 + Tayz + T3y3 + Ty
naleznéte ortogonalni projekci vektoru v = (4, —1, —3,4) do podprostoru U generovaného
vektory wq, ug, ug. Pritom: w; = (1,1,1,1), us = (1,0,0,3), uz = (1,2,2,—1).

Reseni: Je-li podprostor zadan pomoci generdtort, pak je dobré nejprve zkusit z
generatoru vybrat bazi. Pokud zadané generdtory bézi tvori, pak je tento vypocet sice
vlastné zbytecny, ale pokud generatory bazi netvori, pak se cely dalsi vypocet technicky
velmi zjednodusi a zkrati. Hledejme tedy bazi podprostoru U.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 3 — 0 1 1-2 — 0 1 1-2
1 2 2-1 0-1-1 2 0 0 0 0

Vidime, ze dimU = 2, tzn. bazi podprostoru U jsou napiiklad vektory w;, us.
Vektor v 1ze jednozna¢né vyjadrit ve tvaru
v=x+1y, kdexc U, yec U™,
Protoze « € U, lze psat @ =t - uy + t9 - uy, odkud po dosazeni dostavame:
vV = t-u +t-u +y.

Posledni rovnici nyni skalarné vynasobime nejprve vektorem w; a potom vektorem wo
(vyuzijeme piitom faktu, ze u; -y =0 a wuy-y = 0). Dostavame tak soustavu dvou
line4rnich rovnic o dvou neznamych ¢y, t5 tvaru:

vu = tl-ul-ul + tQ'UQ"U,l + 0 . 4t1—|— 4t2 = 4
V-Uy = t1~u1-u2 + tQ'UQ‘UQ + 0 4t1 -+ 10t2 = 16

odkud po jednoduchém vypoctu vychazi, ze t; = —1, to = 2. Tedy
z = (-1)-u + 2-uy, = (1,-1,-1, 5)

je hledana ortogonalni projekce vektoru v do podprostoru U .

Popisme nyni transformaci soutfadnic pii prechodu od jedné ortonormalni baze B =
(eq,...,e,) k jiné ortonormalni bazi B = (e}, ..., e!). Uvazujme vektory w, v. Potom
YAl ] — n . . — n . . Pl A7] /3 — n I ol
v bazi Bjeu =) uje; av =7y ", ve. Podobné v bazi B jeu = > ue; a

n ~_ . .
v =), v e, Transformacni rovnice jsou potom tvaru
n

n
/ ’ .
uizzaijuj7 Uizzaijvj, 1=1,...,n, (3)
=1

J=1

(viz Kapitola 2, §5 vzorec [(5))).

Pripomenme soufadnicové vyjadieni skalarniho souc¢inu v libovolné ortonormalni bazi
ve tvaru

Uu- - v = Zn:ul V; (4)
i=1
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a soucasné
n
- 2 : ’o
i=1

Dosazenim transformacnich vztahu do dostaneme

v v — Z ((Z ay )3 agev})) = Z (( Z (aij - i) v} . (6)

Porovnanim a [(6)] dostaneme
n
Z Q5+ Qi = 5jk ) (7)
i1

coZ znamend, 7e matice A = (a;;) spliuje podminku A" A = E,,.

Definice.
Ctvercova matice fadu n, ktera spliuje podminku AT A = E,, se nazyva ortogondlni
matice.

Disledek.
Matice prechodu od ortonormalni baze B k ortonormélni béazi B’ je ortogonalni matice.

Poznamka.

Pro ortogonélni matici A plati |[A| = +1. Opravdu, z podminky AT A = E, plyne
|AT A| = |AT| - |A| = |E,|, a protoze |AT| = |A] a |E,| = 1, dostaname |A|?> = 1, coZ po
odmocnéni dava |A| = +1.

<l

Pozor, opa¢na implikace neplati! Z podminy |A| = +1 neplyne, ze A je ortogonalni
matice.
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Kapitola 5

Linearni zobrazeni vektorovych
prostoru

§1. Zakladni vlastnosti lineArniho zobrazeni

V naSich pfedchozich tvahach o vektorovych prostorech jsme vzdy vysetrovali vlast-
nosti jednoho vektorového prostoru (pro tplnost pripomeinime, Ze vektorovym prostorem
rozumime vzdy kone¢nédimenzionélni vektorovy prostor nad ¢iselnym télesem). V této
kapitole se naopak budeme zabyvat vzajemnymi vztahy mezi dvéma, pripadné i vice vek-
torovymi prostory. Tyto "vzajemné vztahy" budeme studovat pomoci zobrazeni jednoho
vektorového prostoru do druhého. Aby naSe tvahy mély prakticky smysl, bude zifejmé
nutné pracovat s takovymi zobrazenimi, ktera néjakym zptsobem "zachovavaji strukturu"
danych vektorovych prostori, tj. zachovavaji jednak soucet vektori a jednak nasobek
¢isla s vektorem. Pritom ziejmé druhy pozadavek bude moci byt splnén jen tehdy, kdyz
uvazované vektorové prostory budou nad stejnym ¢iselnym télesem.

Definice.
Necht V', V' jsou vektorové prostory nad tymz ¢iselnym télesem T'. Zobrazeni ¢ : V — V'
spliwjici pro kazdé w,v € V, t € T vztahy:

Lo plu+v) =p(u) + o)
2. pt-u)=1t-p(u)
se nazyva linedrni zobrazeni (nebo homomorfizmus) vektorového prostoru V' do V.

Je-li navic ¢ bijektivni, pak se nazyva izomorfismus vektorového prostoru V na V'.

Linearni zobrazeni z vektorového prostoru V' do télesa T' (které chapeme jako vektorovy
prostor) se nazyva linedrni forma na V.

Poznamka.

1. Je nutné si uvédomit, Zze vektorové prostory V' a V' jsou obecné rizné, a tedy i operace
s¢itani vektoru (resp. nésobeni ¢isla s vektorem) ve V' a ve V'’ jsou pak samoziejmé také
rizné. Presto v8ak je budeme pro jednoduchost oznacovat stejnym symbolem + (resp.
symbolem -). Nebude moci dojit k nedorozuméni, ponévadz ze souvislosti a z ostatni
symboliky bude vzdy zfejmé, co ktery symbol znamené. Pro ulehc¢eni orientace budeme
vektory z V' obvykle oznacovat ¢arkované, kdezto vektory z V necarkované. Specialné
tedy symbol o’ bude znacit nulovy vektor z V', kdeZto o bude znacit nulovy vektor z V.

2. Lehce se ukaze, ze podminky 1 a 2 z pfedchozi definice jsou ekvivalentni jediné pod-
mince:

3. pt-u+s-v)=t-p(u)+s-¢) prou,v € V, t,s € T libovolné.

Ovérujeme-li tedy, ze zobrazeni ¢ : V' — V' je linearni zobrazeni, pak ovéfujeme bud
podminky 1 a 2 nebo pouze jedinou podminku 3.

Matematickou indukei 1ze zfejmé platnost podminky 3 rozsitit na libovolny konecny
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pocet sc¢itancl. Je-li tedy ¢ linearni zobrazeni, pak pro wy,...,ur € V aty,...t, €T
plati:

Oty w4+ Ft-ug) =t -p(ur) + -+t o(ug)

coz muzeme také zapisovat jako

p(Ftiw) = St o).

Priklad 1.1.
Necht V', V' jsou vektorové prostory nad T, necht t € T'. Pak:

1. Zobrazeni ¢ : V' — V definované:
olu)=t-u pro kazdé u € V

je linearni zobrazeni. Je-li t # 0, pak ¢ je dokonce izomorfismus (ovéfte si rozepsanim!).
Specialné, pro t = 1 dostavame identické zobrazeni idy, které je tedy izomorfismem
vektorového prostoru V na V.

2. Zobrazeni w : V — V' definované:
w(u) =0 prokazdé u eV
je linearni zobrazeni, které budeme nazyvat nulové linedrni zobrazend.

Priklad 1.2.
Zobrazeni ¢ : R® — R? definované:

@((xl,acg,xg)) = (221 + 23,1 — T2 — T3) pro V (z1, 19, 23) € R?

je linearni zobrazeni, které neni izomorfismem.
Déle, napiiklad zobrazeni ¢ : R® — R? definované:
)

w((xl,xg,xg)) = (2x1+ 1,21 — 29 — x3) pro V (z1, 79, z3) € R?

neni linedrni zobrazeni (ovéite si sami, Ze neplati zadna z podminek 1 , 2 z definice
linedrniho zobrazeni).

Priiklad 1.3.
Zobrazeni ¢ : R, [z] — R, [z] definované:

5(f(x)) = f'()  pro¥ f(z) € Rylal,

tj. zobrazeni piifazujici polynomu f(z) jeho derivaci f'(z), je linearni zobrazeni (pfi
ovérovani podminek 1 a 2 se vyuzije nékterych vét o derivovani funkei znamych z analyzy).
Zobrazeni 0 neni bijektivni (pro¢?), a tedy neni izomorfismem.

Priklad 1.4.
azi B muzeme chépat jako izomorfizmus vektorového prostoru V,, na 7", ktery kazdému
vektoru priradi usporadanou n-tici jeho souradnic.

Priklad 1.5.

rtogonélni projekce vektori z euklidovského vektorového prostoru V' na jeho podprostor U
je linearni zobrazeni V' na U. Podobné ortogonalni komponenta vektort z euklidovského
vektorového prostoru V vzhledem k podprostoru U je linearni zobrazeni V na U-~.
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Néasledujici tfi véty uvedou dalsi pocetni pravidla pro linedrni zobrazeni a ukazi, jak
se linedrni zobrazeni chova viici zakladnim pojmim a vlastnostem vektorovych prostortu
(tzn. linearni zavislosti vektorii, resp. podprostorim, jejich generovani a dimenzi, resp.
skladani linearnich zobrazeni a izomorfizmu).

Véta 1.1.
Necht ¢ : V. — V' je linedrni zobrazeni. Pak plati:

1. (o) =0", tj. nulovy vektor se vidy musi zobrazit na nulovy vektor
2. p(—u)=—p(u) proVu eV

3. uy,...,ur €V jsou linedrné zavislé vektory — p(uy),...,p(ug) jsou linedrné
zavislé vektory (ve V').

Diikaz.
1: zfejmé je 0 = 0-0, tzn. pak (uzitim definice linedrniho zobrazeni a toho, Zze nasobenim
nulou dostaneme vzdy nulovy vektor) :

/

p(o) = ¢(0-0) = 0-p(0) = 0.

2: uzitim definice linearniho zobrazeni a véty [1.1]4., kapitoly I dostavame:
p(-u) = o((-1) u) = (-1)-p(u) = —p(u).
3: necht wuq,...,u; jsou linedrné zavislé vektory. Potom existuji ¢isla tq,...,t, € T,
z nichz alespon jedno je rizné od nuly, tak, ze plati:
t1-up+---+ilp-u, = 0.
Pak o(t;-uy + -+t - ug) = ¢(0), odkud uzitim definice lineédrniho zobrazeni a pravé
dokéazané ¢asti 1. dostéavame:
ty-p(u) + -+ tg - pug) =0,

coz znamené (vzhledem k tomu, Ze alespon jedno z Cisel ¢y, ..., je rizné od nuly), Ze
vektory p(uq), ..., p(ug) jsou linedrné zavislé. [

Vsimnéme si toho, ze predchozi véta nic nefika o tom, jak se linedrni zobrazeni chova
k linearné nezavislym vektortim. Je to proto, ze linearni zobrazeni muze linearné nezavislé
vektory nékdy zobrazit na linearné nezavislé vektory a jindy na linearné zavislé vektory
(rozmyslete si sami piislusné priklady).

Dalsi véta se zabyva otézkou, jak se linearni zobrazeni chova vici podprostortm.
Pripomeiime v této souvislosti dfivéjsi amluvu, Ze je-li ¢ : V. — V' zobrazeni a A je
jakékoliv neprazdna podmnozina ve V', pak symbolem ¢(A) oznacujeme mnoZinu obrazi
vSech prvku z A, tj.:

p(A)={a’ € V' | Ju € A tak, ze p(u) = x'}.

Véta 1.2.
Necht ¢ : V- — V' je linedrni zobrazeni a necht U je podprostor ve V. Pak:

L. o(U) je podprostor ve V'

2. uwy,...,u; jsou generdtory podprostoru U = p(uy),...,p(uy) jsou generdtory
podprostoru (U)

3. dim¢(U) < dimU.
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Drikaz.
1: dokaze se piimym ovérenim definice podprostoru (provedte si sami).

2: necht ' € ¢(U) je libovolny. Pak existuje uw € U tak, ze @ = ¢(u). Podle
predpokladu je vsak w =ty - u; + - - - + t - ui, a tedy

= pu) =@ty -ur+-Ftp-ug) =t p(ug) + -+t pug),
odkud plyne, ze vektory ¢(uq), ..., ¢(ug) jsou generatory podprostoru ¢(U).

3: je-li U = {0}, pak p(U) = {0’} a tvrzeni ziejmé plati.

Necht tedy U # {o} a necht wuy,...,u; je baze podprostoru U. Pak podle ¢asti 2
jsou vektory o(uy),...,p(ur) generatory podprostoru ¢(U), a tedy plati (pro¢?), ze
dimp(U) < k = dimU . [ ]

Véta 1.3.
1. sloZeni dvou linedrnich zobrazent je opét linedrnim zobrazenim

2. inverzni zobrazeni k izomorfizmu je opét izomorfizmem.

Diikaz.
1: Necht ¢ : V —= V' 4 : V' — V" jsou linearni zobrazeni. Ovéfime, Ze slozené zobrazeni
(1 o ) spliwje definici linedrniho zobrazeni. Necht tedy w,v € V, t € T'. Pak:

(Vo) (utv)=y(p(utv))=(p(u)+p(v))=t(p(u))+(p(v))=(Yop)(u)+(Yop)(v)
(Wop)t-u) =y (p(t-u)) =9 (- p(u) =t (Plpu) =t-((op)(u)),
a tedy (¢ o ¢) je linearni zobrazeni.

2: Necht ¢ : V — V' je izomorfizmus. Vzhledem k tomu, Ze zobrazeni ¢ je bijektivni,
existuje k nému inverzni zobrazeni ¢! : V' — V| které je (jak vime) také bijektivni.
Zbyva tedy dokazat, Ze zobrazeni ¢! je linedrnim zobrazenim.

Necht tedy w',v' € V', t € T. Ozna¢me ¢ '(u') = u, ¢ '(v') = v. Potom z definice
inverzniho zobrazeni ¢! plyne, ze ¢(u) = u’, ¢(v) = v’ a plati
p(u+v)=pu)+e)=u+v atedy o (v +v)=u+v=p )+ ()
ot-u)=t-pu)=t-u atedy @ (t-uw)=t-u=t - tu).

Dokazali jsme tak, Ze ¢! je izomorfizmus. [ ]

Nasledujici dulezita véta ukédze, Ze k uplnému zadani linearniho zobrazeni V- — V'
staci zadat pouze obrazy vektori pevné baze prostoru V' a obrazy zbyvajicich vektora z V'
jsou pak jiz jednoznacné vynuceny. Na druhé strané se ale takovyto vysledek da celkem
o¢ekavat, pokud si uvédomime, ze kazdy vektor z V' je jistou, jednoznacéné urcéenou linearni
kombinaci vektori baze a ze linearni zobrazeni "zachovava linearni kombinace vektori".

Véta 1.4. (Zakladni véta o linearnich zobrazenich)
Necht V', V' jsou vektorové prostory nad T, necht wy, ..., u, je baze prostoru V a necht
v, ..., v jsou libovolné vektory z V'.

Pak existuge jediné linedrni zobrazeni ¢ : V. — V' takové, Ze

oluy) = vy, ... , o(uy,) = vl .
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Diikaz.

Vétu dokazeme postupné ve dvou krocich, a to tak, ze nejprve dokazeme (a to konstruk-
tivné) existenci hledaného linearniho zobrazeni ¢ a potom dokézeme jednozna¢nost tohoto
zobrazeni.

. dikaz existence linedrniho zobrazeni .
Necht € V je libovolny vektor, pficemz « = x1 - u; + - - - + x,, - u,, . PoloZzme:

Sp(m) :xlv/l_i__i_xnv’/n

Potom ¢ je zobrazeni V do V', pro které ziejmé plati (rozmyslete si podrobné proc), ze
olu)) =v), ... , p(u,) =v) . Zbyva tedy dokazat, ze ¢ je linedrnim zobrazenim.

Necht tedy ¢,y € V', t €T, pficemz:
x:ml.u1+...+xn.un7 y:y1u1++ynun
Potom :
r+y = (r1+wy) w+- -+ (@p+Yn) U, t-x = (try) -ur + - + (tx,)u, .
Podle definice zobrazeni ¢ a po upravé pak dostavame, ze
ple+y) = (T1+y) Vit F (Tt v, =
= (@ vi+Fanvy) + (Vi e v) = e(@) +e(y),
a podobnym zpusobem dostavame, ze
ot -x) = (toy) v+ + (tz,) v, = t-(x1-V)+--+z, v) =t o).
Dokézali jsme tedy, Ze ¢ je linearni zobrazeni s pozadovanymi vlastnostmi.
II. dikaz jednoznacnosti linedrniho zobrazeni ¢ .
Necht ¢ je vySe zkonstruované linearni zobrazeni a necht déale ¢ : V' — V' je linearni

zobrazeni takové, ze ¥(uy) = v}, ..., ¥(u,) = v/,. Budeme dokazovat, Ze je ¥ = ¢.
K tomu zfejmé staci dokézat, pro libovolné x € V plati ¢(x) = ¢(x).

Necht tedy « € V' pficemz je €« = x1-u; + - + x, - u, . Potom:

Dokazali jsme tak, Ze zobrazeni ¢ je ur¢eno jednoznacné. [ ]

Definice.
Necht ¢ : V' — V' je linearni zobrazeni. Pak:

1. mnozina Kerp ={u € V | p(u) = o'} se nazyva jddro linedrniho zobrazeni ¢

2. mnozina Im g = (V) se nazyva obraz linedrniho zobrazeni ¢ .

Poznamka.
Oznaceni Ker ¢, resp. Im ¢ jsou v literatuie bézné pouzivané zkratky pro anglické nazvy
"kernel" = jadro, resp. "image" = obraz. Nasledujici tvrzeni ukazi, ze obé podmnoziny

jsou dokonce podprostory a popisi jejich zakladni vlastnosti.

Véta 1.5.
Necht ¢ -V — V' je linedrni zobrazeni. Pak plati :

1. jddro Ker ¢ je podprostorem ve V'

2. obraz Im ¢ je podprostorem ve V.
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Diikaz.
1: Ziejmé o € Kerp, a tedy Kerp # (. Dale, necht u,v € Kerp, tzn. je p(u) = o,
¢(v) = o. Pak plati:

pu+v) =pu)+pv) =0 +0 =0,
coz znamena, ze u+ v € Kergp.
Podobné se dokaze, ze prou € Kerp, t € T je t-u € Ker . Dohromady tedy dostavame,
ze Ker ¢ je podprostorem ve V.

2: tvrzeni je pouze specialnim ptipadem véty [1.2]1.. [

Definice.
Hodnosti linedrniho zobrazeni ¢ : V' — V' rozumime dimenzi Im . Znaéime h(p) =
dim(Im ¢).

Véta 1.6.
Necht ¢ : V. — V' je linedrni zobrazeni. Pak ¢ je injektivni <= Kerp = {o}.

Diikaz.

"=": Necht ¢ je injektivni zobrazeni. DokaZeme mnozinovou rovnost Kerp = {o}.
Inkluze "2" je v8ak zfejma (protoze p(o) = 0'), tzn. sta¢i dokazat inkluzi opac¢nou.
Necht tedy € Ker¢. Pak p(x) = o’. Vime v8ak, ze je také (o) = o', tzn. dostavame
tak, Zze p(x) = p(0). Zobrazeni ¢ je vsak injektivni, a tedy @ = o € {0} . Dokazali jsme
tak, ze Ker ¢ C {0} a dohromady pak Kery = {o}.

"<": Necht je Kerp = {0} . Dokazeme, Ze zobrazeni ¢ je injektivnim zobrazenim.

Necht je tedy ¢(u) = ¢(v). Potom ¢(u) — p(v) = o a uzitim toho, Ze ¢ je linearni
zobrazeni dostavame p(u —wv) = o' . To vSak znamen4, ze u — v € Ker ¢, odkud podle
predpokladu plyne, Ze w —v = o, tzn. u = v. Dokazali jsme tak, Ze zobrazeni ¢ je
injektivni. [}

Véta 1.7. (Véta o dimenzi jadra a obrazu linearniho zobrazeni)
Necht ¢ : V- — V' je linedrni zobrazeni. Pak plati:

dim(Ker¢) + dim(Img) = dimV .
Diikaz.

Je-li Im p = {0'}, pak Ker p =V a véta ziejmé plati.

Necht je tedy Im ¢ # {0’} a necht v},...,v. je baze Im . Pak existuji vektory (obecné
nikoliv jednoznacné!) wuq,...,u, € V tak, ze o(uy) =v], ..., p(u,) =v..

Z veéty [1.1]3. plyne, Ze vektory wuq, ..., u, jsou linedrné nezavislé, tzn. plati potom, Ze
dim L(wy,...,u,) = r = dim(Imy). (1)

Dale:
I. Ukdzeme, Ze Keryp + L(uq,...,u,)=V.

Inkluze "C" je v8ak zfejma, tzn. budeme dokazovat inkluzi opacnou. Necht tedy x € V,
libovolny. Pak ¢(x) € Im . Vyjadiime vektor ¢(x) pomoci baze Im ¢ :

o(x) =c1 -V, + -+ -V, kde ¢; € T'.

Uvazme nyni vektor u = ¢; - uy + -+ + ¢, - w,.. Ziejmé je u € L(uq, ..., u,) a dale:
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gp(u) = @(Cl'ul_F' . '+Cr'u7”) = Cl.gp(ul)_i_. . '+Cr'90(ur) = CI'U/1+' "+C7-'v,/,, = gp(w)’
odkud ¢(x) — p(u) = 0, tzn. p(x — u) = o', neboli x — u € Ker p. Potom vsak:

r=(x—u)+tuecKerp+ Lluy,...,u,),

II. Ukdzeme, Ze Kero N L(uy,...,u,) ={0}.

Ziejmé staci dokazovat pouze inkluzi "C". Necht tedy & € Kerp N L(uq,...,u,). Pak
o(x) = 0 asoutasné x =t -uy + -+ +t, - u,, odkud dostavame :

0’:%0(58)Itl-gp(ul)—i—-..—i—tr..gp(ur):tl.v,1+...+tr.v;_
Z linearni nezavislosti vektorii v,..., v nyni plyne, ze t; = --- = t,, = 0, a tedy po

dosazeni dostévame x = o.

7 1. aIl., uzitim véty dimenzi o souc¢tu a pruniku podprostori a Vztahu pak dostavame :
dimV = dim (Kergp + L(uy, ... ,u,,)) =
= dimKer¢ + dim L(uy, ..., u,) — dim (Kerp N L(uy,...,u,)) =

= dimKery + dimlmy — 0 = dimKery 4+ dimIm¢
a véta tedy plati. ]

Definice.
Necht V., V' jsou vektorové prostory nad T a necht existuje izomorfismus vektorového

prostoru V' na V’. Pak fikime, ze V a V' jsou izomorfni vektorové prostory a piSeme
V=V,

Véta 1.8.

Y

Relace = je relaci ekvivalence na mnoziné vSech (konecnédimenziondlnich) vektorovych
prostori nad télesem T

Diikaz.
Reflexivnost relace 22 je zfejma, nebot idy je izomorfismus V na V, a tedy V = V.

Symetrie: necht plati V' = V', tzn. existuje izomorfismus ¢ : V' — V’. Pak zobrazeni
0 ' V' — V je podle véty [1.3]2. také izomorfizmus, coz znamema, ze V' = V.

Tranzitivita relace = plyne z vlastnosti bijekce a z véty [L.3]1. [ ]

Véta 1.9.
Necht ¢ - V = V' je izomorfismus a uy,...,u, € V. Pak plati:

1. wy,...,ug jsou linedrné zdvislé <= @(uy),...,p(ug) jsou linedrné zdvislé

2. uy,...,uy jsou linedrné nezdvislé <= @(uq),...,o(ug) jsou linedrné nezdvislé
3. Uy,...,uy, je bdze V = p(u1),...,¢o(u,) je bize V'

4. dimV =dimV’.
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Diikaz.
Podle predpokladu je ¢ : V' — V' bijektivni linearni zobrazeni a podle dukazu predchozi
véty je o1 V' — V také bijektivni linearni zobrazeni. Potom:

1: Plyne z véty [1.1]3. aplikované na ¢, resp. na ¢!,
2: Je logickym dusledkem 1.
3: Plyne z 2 a z véty [1.2]2., uvédomime-li si, ze p(V) = V' a ¢ (V') = V.

4: Je-li V nulovym prostorem, pak je tvrzeni zfejmé. V ostatnich piipadech plynez 3. W

Poznamka.
Utvofime-li na mnoziné v8ech (kone¢nédimenzionalnich) vektorovych prostorti nad T rozk-
lad prislusny ekvivalenci 22, pak v kazdé t¥idé tohoto rozkladu budou vzdy vSechny navza-
jem izomorfni vektorové prostory. 7Z véty pak plyne, Ze tyto izomorfni vektorové pros-
tory maji z algebraického hlediska stejné vlastnosti. V matematice se obvykle o takovych
algebraickych strukturach tika, ze jsou "stejné, az na izomorfismus" a Casto se dokonce
ztotoznuji.

Nésledujici véta pak poda velmi jednoduchou charakterizaci izomorfnich vektorovych
prostori, tj. vektorovych prostort patricich do jedné tiidy zminéného rozkladu. Ukaze
se, ze dva vektorové prostory jsou izomorfni pravé kdyz maji stejnou dimenzi.

Véta 1.10. (Véta o izomorfismu vektorovych prostorii)
Necht' V', V' jsou vektorové prostory nad T. Pak:

VeV +«— dmV=dmV’.

Diikaz.

"=": Plyne pfimo z véty [1.9/4..

""" Je-li dimV = dim V' = 0, pak oba prostory jsou nulovymi vektorovymi prostory a
ziejmé je V =2 V', Necht tedy dimV =dim V' =n, kde n > 1 a necht

U, ..., u, jebazeV a u),...,u,, jebaze V.

Nyni sestrojime hledany izomorfizmus prostoru V' do prostoru V’. Necht @ € V', pficemz

=21 U+ -+ 2, u, (vime, Ze toto vyjadieni existuje, a to jediné). Polozme :

ol®)=x;-u|+- 4z, u,.

Pak zfejmé ¢ : V' — V’ je zobrazeni, o kterém ukaZeme, Ze je hledanym izomorfizmem.

L. ¢ je biyektivni zobrazend.

Libovolny vektor ' € V' kde o’ =t - u| + - - - + ¢, - u,, ma pii zobrazeni ¢ jediny vzor
ve V, a to vektor @ = t; - u; + --- + t, - u,, coz ihned plyne z definice zobrazeni ¢ a
z jednoznacnosti vyjadieni vektori pomoci baze. Tedy ¢ je bijektivni zobrazeni.

II.  je linedrni zobrazen.
Necht x,y e V.t € T, pficemzZ  =x1 - U1+ +Tp Uy, Y=Y1 - UL+ + Yp - Uy .
Potom je € +y = (z1+y1) w1+ + (Tp+yn) - Up, t-x = (try) s+ -+ (tx,)u, .
Podle definice zobrazeni ¢ a po upravé pak dostavame :

ole+y) = (x1ty) vy + -+ (Tptyn) - u, =

= (mu) + - +xul) + (pu) + -+ yul) = o(x) + o(y).
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Analogickym zptisobem (rozepiste si podrobné sami) dostaneme, ze ¢(t-x) =t - p(x).
Tedy ¢ je linearni zobrazeni.

Dohromady dostéavame, Ze ¢ je izomorfismus prostoru V na V' a je tedy V = V. [ ]

Poznamka.

Z predchozi véty plyne, Ze pri zadaném c¢iselném télese T je kazdy vektorovy prostor jed-
noznacné (az na izomorfismus) urcen svoji dimenzi. Pfitom napf. ziejmé kazdy nenulovy
n-dimenzionélni vektorovy prostor nad 7' je izomorfni s prostorem 7. Vidime tedy,
ze vektorové prostory T™ pro n = 1,2,3,... vyCerpavaji (az na izomorfismus) vSechny
nenulové vektorové prostory nad 7. Mohlo by se tedy na prvni pohled zdat, Ze pti bu-
dovani obecné teorie vektorovych prostorii by vlastné stacilo omezit se pouze na prostory
T". Je vsak ihned vidét, Ze bychom timto nedosahli podstatného zjednoduSeni, nebot
z dukazu predchozi véty plyne, Ze pouzity izomorfismus zavisi na volbé béze. Pokud
bychom tedy chtéli néjaké tvrzeni o prostoru 1™ prenést na libovolny n-dimenzionalni
vektorovy prostor, znamenalo by to vzdy dokazat jeho nezavislost na volbé baze.

Véta 1.11.
Necht o, : V. — V' jsou dvé linedrni zobrazeni a t € T. Potom

1. Zobrazeni definované jako (¢ +v)(u) = @(u) + ¥ (u) je linedrni zobrazeni z V' do
V.

2. Zobrazeni definované jako (t-¢)(u) =t - p(u) je linedrni zobrazeni z V do V.

Diikaz.
Dtkaz spociva v ovéfeni vlastnosti linearnich zobrazeni a ponechame ho na ¢tenéfi. W

Definice.
Necht p,1 : V — V' jsou dvé linearni zobrazeni a t € T.

Linearni zobrazeni (¢ + ¢)(u) = ¢(u) + 1 (u) se nazyva soucet linedrnich zobrazeni ¢
a 1.

Linearni zobrazeni (- ¢)(u) = t- p(u) se nazyva ndsobek linedrniho zobrazent ¢ cislem
t nebo soucin linedrniho zobrazeni ¢ a cisla t.

Oznac¢me jako Hom(V, V') mnozinu vSech linearnich zobrazeni. Potom plati

Véta 1.12.
Hom(V, V') s operact scitani linedrnich zobrazeni a ndsobeni linedrniho zobrazeni skaldrem
je vektorovy prostor nad télesem T'.

Diikaz.
Musime ovéfit, ze (Hom(V, V'), +) je komutativni grupa. Komutativita vyplyva z komu-
tativity s¢itani ve V’. Nulovym prvkem je nulové linearni zobrazeni w(u) = o’. Opaénym
prvkem k linedrnimu zobrazenip bude linearni zobrazeni (—p)(u) = —p(u).

Ovéreni axiomu vektorového prostoru ponechame na ¢tenari jako cviceni. [ |

Predpokladejme nyni vektorovy prostor Hom(V,,, V) pro koneéné dimenzionalni pros-
tory. Jaka bude jeho dimenze? To snadno uréime, pokud si linearni zobrazeni vyjadiime v
soutradnicich vzhledem k pevné zvolenym bazim B = (uy, ..., u,) ve V, a B’ = (vq,...,v,)
ve V.
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Libovolny vektor & = Y | x; u; € V,, zobrazime a dostaneme

p(x) = sz p(u;) €V, . (2)

Na druhé strané

o) =) ajv,€V,,. (3)
j=1

Abychom mohli tato dvé vyjadieni porovnat, musime vyjadiit vektory p(u;) v bazi B'.

Dostaneme
m

p(ui) = ajiv;.

=1
Dosazenim tohoto vyjadieni do [(2)| dostaneme

p(x) = le Z aj; v; . (4)

Z jednozna¢nosti souradnicového vyjadfeni a porovnanim s |(3)| dostaneme soufadnicové
vyjadieni linearntho zobrazeni ¢ ve tvaru

a:;:z%-ixi, j=1,...,m, (5)
i=1

coz budeme maticové zapisovat ve tvaru

/
X ayr .- QA1 T

Bl

Souradnicovy zapis @ budeme zkracené zapisovat také jako

(p(x))s = Ay ()5, (7)

kde (x)p znaci sloupcovou matici soufadnic vektoru @ v béazi B a podobné (¢(x))s je
sloupcova matice soufadnic vektoru ¢(x) v bazi B'.
ayr ... QA1n
Matici A, = : : budeme nazyvat matici linedrniho zobrazeni ¢ vzhle-
aAml --- Qmn
dem ke zvolenym bazim B a B’. Naopak, pro libovolnou matici A typu m/n a baze B a
B’ je zobrazeni, které je dano rovnicemi a[(6)] linedrn{ zobrazeni z V,, do V!, (ovérte!).
Pfi pevné zvolenych bézich tak dostavame bijekci mezi Hom(V,,, V) a Mat,,,(T"). Navic
je toto zobrazeni linedrni izomorfismus. Opravdu, snadno ovérime, ze

Appp = A+ Ay, Ay =tA,.

Je tedy dim(Hom(V,,,V))) = dim(Mat,,, (7)) = mn.

Poznamka.

Matice linearniho zobrazeni ¢ vzhledem ke zvolenym béazim B a I’ je tvofena souradnicemi
vektora ¢(wu;) v bazi B’ umisténym do sloupcii. Protoze vektory o(u;) generuji Im ¢, je

h(yp) = h(A,).
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Priklad 1.6.
Necht ¢ : R? — R? je ddno v kanonickych bazich jako

B\ _ (2 0 3\ (]
) \1 -1 —1 2

xs3

Urcete Im ¢ a Ker ¢.

Rzéesvem’: L Imy = L(So(elv 90(627 90(63)) = L<<2> 1)7 (07 _1)7 (37 _1>> = L((Qv 1)7 (07 _1)) =

2. Ker ¢ je feseni homogenni soustavy linearnich rovnic

21‘1 +3ZE3:O

T1 — X9 — T3 = 0.
Kerp = L((—3,-5,2)).

VySe popsané prifazeni matice A, linedrnimu zobrazeni ¢ : V,, — V.| v podstatné mife
zavisi na zvolenych bazich. Pti volbé jinych bazi dostaneme jinou matici téhoz linedrniho
zobrazeni. Existuji i baze, ve kterych ma ¢ velice jednoduché souradnicové vyjadieni.

Véta 1.13.
Necht ¢ : 'V, — V! je linedrni zobrazeni hodnosti h, potom ezistuji bize B ve V,, a
baze B' ve V! takové, Ze ¢ md soutadnicové vyjadient

T =x;, i=1,...,h,
¥=0,  j=h+l-,m.

Diikaz.

Staci zvolit libovolnou bazi B = (uy, ..., u,) ve V, takovou, aby Im ¢ = L(p(u1), ..., ¢(uyp),
a bazi B’ = (vy,...,v,,) ve V] takovou, ze prvnich h vektori v; = o(u;), i = 1,..., h.
Zbyvajici vektory do baze B’ volime libovolné, pokud jiz vySe uvedené vektory netvori
béazi. [}
Disledek.

Je-li h = m, tj. zobrazeni je surjektivni, je souradnicové vyjadieni ve vySe popsanych
bézich kanonické zobrazeni 7" na 7™, n > m, kde poslednich (n—m) soufadnic vynechame.

Je-li h = n, tj. zobrazeni je injektivni, je soufadnicové vyjadieni ve vySe popsanych
bazich kanonické vlozeni 7" do T™, n < m, kde n soufadnic doplnime na m soutadnic
nulami.

Véta 1.14.

Necht jsou ddny dvé bize B a B ve V,, a dvé bize B' a B ve V. Necht A, je matice
linedrniho zobrazent ¢ : V,, = V.| vzhledem k bazim B a B' a B, je matice téhoZ zobrazeni
vzhledem k bazim B a B'. Potom

B,=K A, L, (8)

kde K je matice prechodu od bdze B' k bdzi B ve V! a L je matice prechodu od bize B k
bdzi B ve V,.
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Diikaz.

Ozna¢me (x)p sloupcovou matici soufadnic vektoru @ € V,, ovzhledem k béazi B a (Z)z

sloupcovou matici soufadnic & vzhledem k bazi B. Potom pifechod od baze B k bazi B ve

V,, je dan matici L, tj. (z)s = L (&)z. Podobné, necht (y)g je sloupcova matice soufadnic

vektoru y € V! vzhledem k béazi B’ a (y’)z sloupcova matice souradnic y vzhledem k

bazi B'. Potom ptechod od baze B’ k bazi B’ ve V!, je ddn matici K, tj. (y)s = K (95 )-
Podle |(7)| je vzhledem k bazim B a B’ linearni zobrazeni y = ¢(x) dano rovnici

(V) = Ay, (T)5

a podobné, vzhledem k bazim B a B, je ¢ dano rovnici

(¥5) = B, (T5) -
Dosazenim transformacnich rovnic prechodu od bézi B a B’ k bazim B a B’ dostaneme

K (@8’) - Acp L (ié) )

tj.

(g5) = (K~ A, L) (%),
a porovnanim s rovnici ¢ v bézich B a B’ dostaneme B, = K1 A, L. [ |
Disledek.

Jsou-li matice A, respektive B, dvé matice téhoz linearniho zobrazeni ¢ : V,, — V,,
vyjadfené v riiznych bazich B, respektive B, ve V,, a B, respektive B', ve V! potom
existuje takova regularni matice K typu m/m a regularni matice L typu n/n, ze B, =
K1 A, L. Pfitom K je matice pfechodu od baze B’ k bazi B' ve V! a L je matice
piechodu od baze B k bazi B ve V. o

Disledek.

Hodnost linedrniho zobrazeni je rovna hodnosti jeho matice vzhledem k libovolnym béazim.
Opravdu pfi pfechodu k novym béazim se hodnost neméni, protoze matice B, = K~ ' A, L
mé stejnou hodnost jako matice A, coz vyplyva z toho, Ze matice pfechodu K a L jsou
regularni. o
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§2. Linearni transformace a jeji matice

Definice.

Necht V' je vektorovy prostor nad 7. Linearni zobrazeni ¢ : V' — V se nazyva linedrni
transformace vektorového prostoru V.

Je-li navic ¢ bijektivni, pak se nazyva automorfismus vektorového prostoru V.

Poznamka.
Vidime, Ze linearni transformace je specialnim piipadem linearniho zobrazeni, a sice pro
V! = V. Znamena to tedy, Ze v8echny tuvahy z pFedchoziho paragrafu ztstavaji v platnosti
i pro linearni transformace a pro linearni transformace bude zfejmé platit jesté néco navic.
Napriklad plati
dim V' = dim(Im ¢) 4 dim(Ker ¢)

V=Imp®dKerp.

Déle si vSimnéme toho, ze je-li V' = {0}, pak existuje pouze jedina, a to identicka
linearni transformace prostoru V' a vSechny tvahy o ni jsou viceméné trividlni. Proto
se v dalsim budeme zabyvat pouze linearnimi transformacemi nenulovych vektorovych
prostori. Nejprve uvedeme vétu, ktera nam poda radu ekvivalentnich podminek pro to,
aby linearni transformace byla automorfismem, tj. aby byla bijektivni.

Véta 2.1.
Necht ¢ je linedrni transformace prostoru V. Pak ndsledujici vijroky jsou ekvivalentni :

1. je automorfismus

2. je injektivni zobrazent

3. je surjektioni zobrazeni

4. p zobrazuge libovolnou bdzi prostoru V' na bazi prostoru V-
5

@ zobrazuge libovolné linedrne nezdvislé vektory opét na linedrné nezdvislé vektory.

Diikaz.

"1 = 2": Zfejmé.

"2 = 3": Necht ¢ je injektivni zobrazeni. Pak podle véty je Kergp = {o}, a tedy
podle véty o dimenzi jadra a obrazu linearntho zorazeni je dimImy = dim V' . Protoze
viak je Imy C V', musi byt (V) = V. To vSak znamen4, ze ¢ je surjektivni zobrazeni.

"3 = 4": Necht ¢ surjektivni zobrazeni, tzn. ¢(V) = V. Necht nyni wy,...,u, je
baze prostoru V. Podle véty [1.2]2. jsou p(ui),...,¢(u,) generatory o(V) = V. Ale
z generatoru prostoru V' lze vybrat bazi V', kterd vSak v nasem piipadé musi sestavat z n
vektort, coz znamena, ze p(uy),. .., p(u,) je baze V.

"4 = 5": Necht plati 4. a necht wq,...,u; € V jsou linedrné nezavislé vektory. Ale
linearné nezavislé vektory z V lze doplnit na bazi prostoru V, naptiklad wuy, ..., uy,
Vgil,- .., Uy . Podle 4. jsou vektory ¢(uy),...po(ux), p(Vks1), - - ., ©(v,) bazi prostoru V,
tzn. jsou linedrné nezavislé. Potom také vektory ¢(uq), ..., @(ug) jsou linedrné nezavislé.
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"5 = 1": Necht plati 5. Nejprve dokazeme, zZe je Ker ¢ = {0}. Je-li v8ak & # o, pak je
vektor x linearné nezavisly, a tedy podle 5 je ¢(x) také linearné nezavisly, coz znamena,
ze p(x) # o. Dokazali jsme tak, ze Ker ¢ = {o}.

Je-li Ker p = {0}, pak z véty plyne, Ze zobrazeni ¢ je injektivni. Dale pak, stejnym
zpusobem jako v dikazu implikace "2 = 3" dokazeme, Ze zobrazeni ¢ je surjektivni.

Dohromady dostavame, Ze ¢ je bijektivni linearni transformace, tzn. automorfismus. W

Definice.
Necht ¢ je linearni transformace prostoru V. Necht B = (uq,...,u,) je pevnd béaze
prostoru V' a plati:

o(ur) = an -uy + ag1 - Ug +- -+ Ap1 - Uy = 2?11Gj1uj

o(ug) = ajg-up + g U + -+ Apg - U, = Z?Zlajz’uj

n
P(un) = a1y - U + Agp - U+ Qup - Up = D5 A U

Pak matice:
aj;p a2 - Qip
A Q21 Q22 - A2p
ap1 Ap2 - Ann

se nazyva matice linedrni transformace ¢ v bazi B.

Poznamka.
Vidime, 7e matice A je ¢tvercovou matici fadu n (kde n = dim V'), ktera je utvorena
tak, ze soufadnice vektoru ¢(u;) v béazi B jsou napsany do j-tého sloupce matice A
(j =1,...,n). Tyto souradnice jsou ureny jednoznacéné, coz znamena, ze i matice A je
urcena jednoznac¢né.

Uvédomme si déle, Zze pojem matice linearni transformace je vazan podstatnym zpu-
sobem na pevnou béazi prostoru V. Zrejmé matice téze linearni transformace ¢ v riznych
bazich prostoru V' budou obecné rizné.

Oznaceni.
Mnozinu v8ech linearnich transformaci prostoru V' budeme oznacovat symbolem L£(V) =
Hom(V, V). Mnozinu vSech automorfismi vektorového prostoru V' budeme oznacovat

symbolem Aut(V) C L(V).

Prvky mnoziny £(V) jsou tedy linearni transformace vektorového prostoru V', tj. jista
zobrazeni V' — V. Ztejmé je L(V') # (), nebot napiiklad identické zobrazeni idy € L(V).
Na mnoziné £(V') nyni uréitym pfirozenym zpusobem definujeme soucet a soucin, resp.
nasobek ¢islem a popiSeme zékladni vlastnosti takto vzniklych algebraickych struktur.

Definice.
Necht ¢, € L(V), t € T libovolné. Pak zobrazeni :

1. @+ :V =V definované

(o +¢)(u) = ¢(u) + Y(u) proVu eV
se nazyva soucet linedrnich transformaci @ a ¢
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2. @po1:V — V definované
(pov)(u)=p(d(u)  proVueV

se nazyva soucin linedrnich transformaci ¢ a
3. t-p:V —V definované
(t-@)(u) =t (p(u)) proVu eV

se nazyva soucin c¢isla t s linearni transformaci p nebo ndsobek linedrni transformace
@ cislem t.

Véta 2.2.
Necht p, v jsou linedrni transformace prostoru V, t € T libovolné. Pak plati:

1. o+, po), t-p jsou linedrni transformace prostoru V-

2. (L(V),+) je komutativni grupa

3. (L(V),+,0) je okruh s jednickou

4. (Aut(V),0) je grupa

5. L(V) je vektorovy prostor nad télesem T (vzhledem k +, resp. -).

Diikaz.
1: Ziejmé @+, wo1, t-¢ jsou zobrazeni V — V. Rozepsanim se bezprostiedné
overi, ze jsou to linearni zobrazeni.

2: Dokaze se rozepsanim. Pritom roli nulového prvku hraje nulova linearni transformace
w:V =V, definovani: w(u) =0proVu eV,
resp. opa¢nym prvkem k ¢ € L(V) je linearni transformace
0:V =V, definovana: o(u) =—p(u) proVu e V.

3: Dokaze se opét rozepsanim, s vyuzitim 2. Jedni¢kou tohoto okruhu je ziejmé identicka
transformace idy .

4: Slozeni dvou automorfismu je opét automorfismus. Neutrdlnim prvkem je identita a
opacnym prvkem k automorfismu ¢ je ¢~t.

5: Dokaze se uzitim 2 a bezprostfednim ovéfenim axiomi vektorového prostoru. [ |

Véta 2.3.

Necht @, jsou linedrni transformace prostoru V, dimV =mn > 1. Necht matici linedrni
transformace @ v bdzi B = (uq,...,u,) je matice A a necht matici linedrni transformace
Y v bdzi B je matice B. Potom :

1. matict linedrnt transformace ¢ + 1 v bdzi B je matice A+ B
2. matici linedrnt transformace ¢ o1 v bazi B je matice A - B

3. matici linedrn? transformace t - @ v bazi B je matice t - A.

Diikaz.
Necht A = (a;j), B = (b;;), i,j = 1,...,n. Pii tomto oznaceni pak plati:
o(uj) = > a-u,, P(u;) = Dby - u, proj=1,...,n.
r=1 r=1

Potom :
1: Proj=1,....,nje
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(o +¥)(u)) = o(uy) + P(uy) = ;am‘ Sy + ;brj CUy = ;(am‘ + brj) - uy
a tedy matici linearni transformace ¢ + ¢ v béazi B je matice (a;; + b;;) = A+ B.

2: Oznacme A - B = (¢;j), tzn. ¢;; = Y a, - by pro i,j = 1,...,n. Potom
k=1

(o)) = o Eby e ) = Eby-olur) =

n n n n n
Zbrj : Zasr “Ug = Z (Zasrbrj> ‘U = chj cUs,
r=1 s=1 s=1 \r=1 s=1
odkud plyne, Ze matici linearni transformace ¢ o v v bazi B je matice A - B.
3:Projg=1,...,nje

n

(t- @) uy) =t () =t~ Sary - ur = 3 (- ar) - u,.

r=1

a tedy matici linearni transformace ¢ - ¢ v bazi B je matice (¢t - a;;) =t - A. [

Véta 2.4.
Necht' V' je vektorovy prostor nad T', dimV =n > 1. Pak plati:

1. grupa (L(V),+) je izomorfni s grupou (Mat,,(T),+)

2. okruh (L(V),+,0) je izomorfni s okruhem (Mat,,(T),+, -)
3. grupa (Aut(V),o) je izomorfni s grupou (Reg,,, (1), ")
4

vektorovy prostor L(V') je izomorfni s vektorovym prostorem Mat,,, (T).

Diikaz.
Necht B = (uy,...,u,) je pevna baze V. Definujme zobrazeni F' : L(V) — Mat,,,(T)
takto: pro libovolné ¢ € L(V') polozme:

Flp) = A,

kde A je matice linearni transformace ¢ v bazi B. Nyni dokazeme, Ze:

I. F je bijektivni zobrazeni.

Necht A € Mat,,(T') libovolna. Ozna¢me vy, ..., v, vektory z V, jejichz soufadnicemi
v béazi B jsou po fadé sloupce matice A. Podle zakladni véty o linedrnich zobrazenich
existuje jedina linearni transformace ¢ prostoru V' s vlastnosti

olu)) =vy, ..., p(u,) =v,.
Ale matici linearni transformace ¢ v bazi B je pak pravé matice A. Tedy existuje praveé
jedno ¢ € L(V) tak, ze F(¢) = A, neboli matice A ma pfi zobrazeni F' pravé jeden vzor,
coz znamena, ze F' je bijektivni zobrazeni.

IT. F je homomorfizmus grup, resp. homomorfizmus okruhii, resp. linearni zobrazeni.

Dtkaz provedeme pro posledni pfipad, ve zbyvajicich piipadech se postupuje analogicky
(proved'te si podrobné sami).

Necht tedy ¢, v € L(V), t € T libovolné, pficemz F(p) = A, F(y) = B. Pak podle véty
2.3]1., resp. podle véty 2.3]3. je

Flo+y)=A+B=F(e)+F(), resp. F(t-p)=t-A=t-F(p).
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Dokézali jsme tak, ze F' je linearni zobrazeni.

Dohromady, F' je izomorfismus vektorovych prostori, neboli £(V') = Mat,,,, (7). ]

Poznamenejme, Ze z predchozi véty okamzité plyne, ze okruh (L£(V'),+,0) je pron > 2
nekomutativni (pro¢?) a déle, Ze dimenze vektorového prostoru £(V) je n? (pro¢?).

Na zavér paragrafu si jesté struéné vSimneme toho, jak vypadaji matice téze linearni
transformace v riznych béazich prostoru V' a jaké jsou nékteré jejich zédkladni vlastnosti.

Véta 2.5.
Necht A, B € Mat,,(T), necht dimV =n (> 1). Pak plati:

A, B jsou maticemi téZe linedrni transformace prostoru V (ve vhodniych bdzich) pravé
kdyz existuje requldrni matice S tak, e B=S"1-A-.S.

Diikaz.
"=": Necht A = (a;;) je matice linearni transformace ¢ v bazi B = (u4,...,u,) a necht
B = (bi;) je matice téze linearni transformace ¢ v bazi B’ = (u}, ..., u)).

Dale necht S = (s;;) je matice pfechodu od baze B k bazi B, tzn. S je regularni matice
a plati:
u}:i%sij-ui proj=1,...,n.

Potom vsak:

p(uy) = D by-up = Y by Y s up = Z<Zsikbkj) S U

k=1 k=1 i=1 i=1 \k=1
a také:
@(u;') = @(Zskj Uk) = Zskj cp(ug) = Zskj DI IRE T (Zaikskj) © Uy,
k=1 k=1 k=1 i=1 k=1

i=1
odkud porovnanim pravych stran (na zakladé jednoznacnosti vyjadieni vektoru ¢(u,)
pomoci baze B) dostavame, Ze:

n n
Zszkbk] = Zaikskj pro /l?j = 17"‘7”7
k=1 k=1

coz véak znamena, 7e S-B=A-S,neboli B=S"1-A-85.

"<": Necht B=S"1-A-S anecht B= (uy,...,u,) je pevna baze vektorového prostoru
V. Pak (podle dikazu véty [2.4)) existuje jediné linearni transformace ¢ prostoru V'
takova, ze A je matici ¢ v bazi B.

Déle, S je regularni matice, tzn. existuje (jedind) baze B’ = (u},...,u),) prostoru V
takovéa, Ze S je matice prechodu od baze B k bazi B'.

Konec¢né, podle predpokladu je S- B = A - S, neboli
> Sikbg; = Y QikSk;j proi,j=1,....n.
k=1 k=1

Potom stejnymi Gpravami jako v prvni ¢asti diikkazu dostavame:
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@(u;) = Z(Zaikskj) U, = Z(Zsikbkj> = ) by wg
k=1 k=1 k=1

i=1 i=1
pro j = 1,...,n, coz vSak znamend, ze B je matici linearni transformace ¢ v bazi B'.
Tedy matice A, B jsou maticemi téze linearni transformace prostoru V. [ ]
Definice.

Necht A, B € Mat,,,(T) a necht existuje regularni matice S takova, ze B = S~1-A-S.
Pak rikame, Ze matice A, B jsou podobné matice a piSeme A ~ B.

Véta 2.6.
Relace ~ podobnosti matic je relaci ekvivalence na mnoziné Mat,,,(T).

gggg;vita: pro libovolnou matici A € Mat,,,(T) ziejmé plati, e A = E;' - A- E,, kde
E, je jednotkova matice fadu n. Je tedy A ~ A.
Symetrie: necht A ~ B, tzn. existuje regularni matice S tak, 7e B = S"!-A.S. Pak ale
A=S-B-S7t=(S1H1.A4.(87),
kde S7! je ziejmé regularni. Tedy B ~ A.
Tranzitivita: necht A ~ B a B ~ C, tzn. existuji regularni matice S, @) tak, ze
B=S1.A4.8 a C=Q ' B-Q.
Po dosazeni dostavame
C=Q 151 A5 Q=(5Q) A (SQ),
pricemz matice S - @ je zfejmé regularni. Tedy je A ~ C. [ ]
Definice.

Necht A = (a;j) je ¢tvercova matice fadu n (nad 7T') a necht A je proménna. Potom
determinant :

apj; — A 12 s Q1n
a1 gy — A -+ Q2p,
A= \E,| =|
an1 an2 e Anp — /\

se nazyva charakteristicky polynom matice A.

Poznamka.
Provedeme-li vypocet predchoziho determinantu (napf. wuzitim véty 2.2] kap. IL),
dostaneme:

A= AE,| = (=)™ - X"+ (=1)" ' (ay; +aga + -+ Gnn) - N - A
= (=" A"+ (=) AT e (=) Sy AT

kde J; je soucet hlavnich minort rfadu i. Je tedy okamzité vidét, Ze se skutecné jedna
o polynom proménné A, ktery je stupné n a jeho koeficienty jsou z ¢iselného télesa T

Konkrétné, napriklad pro n = 3 dostaneme rozepsanim :
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apj; — A a2 @13
|A - >\E3\ = 21 ag — A 23 =
a3 a32 asz — A

Ag2 A3
az2 as3

11 Qi3
31 Aass

a1x a2

= —)\3 + (an + G99 + a33) . )\2 — (
21 22

)AL

Véta 2.7.
Necht A, B jsou podobné matice. Pak :

1. matice A, B mayji stejné determinanty, tj. |A| = |B|

2. matice A, B maji stejnou hodnost, tj. h(A) = h(B)

3. matice A, B maji stejné charakteristické polynomy, tj. |A — AE,| = |B — AE,|.
Diikaz.

Necht A, B € Mat,,(T) jsou podobné matice, tzn. existuje regularni matice S tak, ze
B=S"1.A.8. Potom:

1: Uzitim Cauchyovy véty a véty [3.9]3., kap. II., dostavame:

. 1
Bl =15 1~A.S|:m.|A|-|5|:\A|.

2: Uzitim véty [4.5]2., kap. IL., je:
h(B)=h(S7'-A-S)=h(A-S)=h(A).

3: Uzitim Cauchyovy véty a ziejmého faktu, ze A\E,, = S~ - (AE,) - S, dostavame:
|B—ME,| = |S7'A- S-S (AE,) -S| =
1

=[S (A=AE,) -S| = 5] 1A ABIS] = 1A= AR

Poznamka.

Poznamenejme, Ze predchozi vétu nelze obréatit, tzn. rovnost determinantii, rovnost hod-
nosti a rovnost charakteristickych polynomii dvou matic jsou pouze nutné, nikoliv v8ak
dostatecné podminky pro podobnost téchto matic. Vezmeme-li naptiklad matice

10 11
mer) o me(on)

|Ex| = [B| a h(Ex)=h(B) a [Ey— AEy|=|B—AEy,

ale matice Fy a B evidentné nejsou podobné, protoze pro kazdou regularni matici S fadu
dvaje S7'.E,-S = FE,, coz znamené, Ze matice Fy je podobné pouze sama sobé.

pak zfejmé

Jak jiz bylo fec¢eno, vSechny matice dané linearni transformace ¢ jsou navzajem podobné.
Z predchozi véty potom plyne, Ze determinant (resp. hodnost, resp. charakteristicky poly-
nom) vSech matic dané linearni transformace ¢ je vzdy stejny. Vidime tedy, ze tyto pojmy
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zavisi pouze na linearni transformaci samotné, nikoliv na jeji konkrétni matici v jisté bazi.
Z tohoto zjisténi pak plyne korektnost nésledujiciho pojmu a véty.

Definice.

Necht ¢ je linearni transformace vektorového prostoru V a necht A je matice lineadrni
transformace ¢ (v jisté bazi prostoru V). Pak charakteristicky polynom matice A, tj.
|A — AE,|, se nazyva charakteristicky polynom linedrni transformace .

Véta 2.8.
Necht o je linedrni transformace vektorového prostoru V a necht A je matice linedrni
transformace @ (v jisté bdazi prostoru V). Pak plati:

dimIme = h(A),

Diikaz.
Necht A je matice linedrni transformace ¢ v bézi B = (uy,...,u,). Podle véty [1.2]2.,
vektory ¢(uq), ..., o(u,) jsou generatory podprostoru ¢(V') = Im ¢, pti¢emz souradnice

téchto vektortu v bazi B tvoii po fadé fadky matice A, tj. transponované matice k matici
A.

Prifadime-li nyni kazdému vektoru z V' usporadanou n-tici jeho souradnic v bézi B,
dostaneme izomorfismus prostoru V' na prostor 7", pomoci néhoz jiz lehce ukazeme, ze
h(A") = dimIm ¢ (rozmyslete si podrobné sami!). Ale h(A") = h(A), a tedy dostéavame,
ze dim Im ¢ = h(A). [
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§3. Vlastni vektory a vlastni hodnoty

Definice.
Necht ¢ je linearni transformace vektorového prostoru V. Podprostor U vektorového
prostoru V' se nazyva tnvariantni podprostor vzhledem k ¢, je-li:

e(U) CU, tzn. pro libovolny vektor & € U plati p(x) € U.

Priklad 3.1.

Necht V' je libovolny pevny vektorovy prostor nad 7. Uvazme :

1. Identickou linearni transformaci idy : V' — V. Pak zfejmé kazdy podprostor U ve V
je invariantni vzhledem k idy .

2. Nulovou linearni transformaci w : V' — V' (definovanou w(x) = o pro Vo € V). Pak
opét kazdy podprostor U ve V je invariantni vzhledem k w.

3. Libovolnou linearni transformaci ¢ : V' — V. Pak trividlni podprostory ve V (tzn.
podprostory {0} a V') jsou invariantni vzhledem k ¢.

Priklad 3.2.
Ve vektorovém prostoru R? uvazme podprostor U = {(x,0) | z € R} a déle uvazme
dvé linearni transformace ¢ a 1) prostoru R? definované:

90(@1»952)) = (21 + 22,0) a @/)((51317@)) = (z2,11)

pro kazdé (z1, 7o) € R?. Lehce se ovéii, Ze U je invariantni podprostor vzhledem k ¢, za-
timco tentyZz podprostor U neni invariantnim podprostorem vzhledem k ¢ (nebot napiik-
lad (1,0) € U, ale ¢((1,0)) = (0,1) ¢ U).

Poznamka.

V prikladu jsou uvedeny specidlni, trivialni pfipady. Uvédomme si, Ze obecné pod-
prostor U muze, ale nemusi byt invariantni vzhledem k ¢ a dale, Ze podprostor, ktery je
invariantni vzhledem k jedné linearni transformaci, nemusi byt invariantni vzhledem k jiné
linedrni transformaci (viz piiklad [3.2]). Vidime tedy, Ze pojem invariantniho podprostoru
je vzdy vazan na pevnou linearni transformaci.

Poznamka.
Je-li U C V invariantni podprostor vzhledem k line4rni transformaci ¢ : V' — V| potom
zazeni o|U : U — U je linearni transformace na U.

Dalsi priklady obecnych konstrukei invariantnich podprostorii (vzhledem k ¢) nam
ukazi nasledujici dvé véty.
Véta 3.1.

Necht ¢ je linedrni transformace prostoru V. Pak jidro Kery a obraz Imy jsou in-
variantnimi podprostory vzhledem k .

Diikaz.

Podle véty jsou Ker ¢ i Im ¢ podprostory ve V. Ukazeme jejich invariantnost vzhle-
dem k . Necht u € Kerp. Pak p(u) = 0 € Ker ¢, a tedy Ker ¢ je invariantni vzhledem
k ¢. Dale necht w € Imyp. Ziejmé je u € V. Pak ale p(u) € ¢(V) = Imyp, a Imyp je
tedy invariantni vzhledem k . [ ]
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Véta 3.2.

Necht ¢ je linedrni transformace prostoru V a necht Uy, ..., Uy jsou podprostory ve V,
které jsou invariantni vzhledem k . Pak pranik (Uy N ---NUy) a soucet (Uy + -+ + Uy)
Jsou invariantni podprostory vzhledem k .

Diikaz.
Vime, ze (U3 N---NUy), resp. (Up + - - -+ Uy) jsou podprostory ve V. DodaZeme, Ze se v
obou pripadech jedna o invariantni podprostory vzhledem k .

a) Necht w € U; N --- N Uy libovolny. Pak uw € U; a podle predpokladu ¢(u) € U; pro
kazdéi=1,...,k. Tedy p(u) € UyN---NUy, coZ znamend, ze Uy N---NUj je invariantni
podprostor vzhledem k ¢.

b) Necht w € Uy + -+ + Uy, tzn. w = uy + - - - + uy, kde u; € U;. Pak:
plu) = p(ur + - +ug) = p(ur) +-- +p(up) € U + -+ + Uy,

nebot podle predpokladu ¢(u;) € U;. Tedy U; + --- + Uy je invariantni podprostor
vzhledem k . |

Diilezitou roli pfi studiu lineadrnich transformaci hraji jednodimenzionalni invariantni
podprostory. Z kapitoly o vektorovych prostorech vime, Ze jednodimenzionalni podprostor
U ve vektorovém prostoru V' (nad T') je generovan jednim nenulovym vektorem u € V,
tzn. je pak:

U=Lu) ={t-u|teT}.

Mame-li navic danu linearni transformaci ¢ prostoru V', pak zfejmé podprostor U = L(u)
je invariantni vzhledem k ¢, pravé kdyz existuje ¢islo A € T tak, ze p(u) = A-u, tzn. pravé
kdyZ se generator u podprostoru U zobrazi na jisty sviij nasobek (rozepiste si podrobné
sami!). A pravé vektory tohoto typu se budeme v dalsim zabyvat.

Pripomenme, Ze jednodimenzionéalni podprostor U = L(u) = {t-u | t € T} se také
nazyva smer urceny vektorem u.

Definice.
Necht ¢ je linearni transformace vektorového prostoru V' (nad 7). Necht w € V, A € T
splhuji:

uzo A p(u)=>X u.

Pak ¢islo A se nazyva vlastni hodnota (¢islo) linedrni transformace ¢ a vektor u se nazyva
vlastni vektor linedrni transformace ¢ prislusny vlastni hodnoté .

Poznamka.

7 predchozi definice ihned plyne, Ze je-li u vlastnim vektorem linedrni transformace ¢,
prislusnym vlastni hodnoté A, pak také kazdy nenulovy vektor v € L(u), tj. kazdy
nenulovy nasobek vektoru u, je také vlastnim vektorem linedrni transformace ¢, pris-
lusnym téze vlastni hodnoté \. Opravdu, pro v = a u, dostaneme

ov)=ap(u)=a(Au) =ANau) =Av

a je-li navic v # o, je v vlastni vektor pro vlastni ¢islo \.

Jednodimenzionalni podprostor L(u) uréeny vlastnim vektorem se nazyva vlastni smeér
linedrnt transformace .
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Priklad 3.3.
Necht V je libovolny pevny vektorovy prostor nad 7. Dale necht :

1. idy : V — V je identicka linearni transformace prostoru V.

Pak zfejmé kazdy nenulovy vektor z V je vlastnim vektorem idy piislusnym vlastni hod-
noté A =1 (coz je jedina vlastni hodnota idy ).

2. w:V =V je nulova linearni transformace prostoru V.

Pak kazdy nenulovy vektor z V' je vlastnim vektorem transformace w prislusnym vlastni
hodnoté A = 0 (coz je opét jedina vlastni hodnota w).

3. ¢:V =V jelibovolné line4rni transformace prostoru V.

Pak vSechny nenulové vektory z Ker ¢ (pokud existuji) jsou vlastnimi vektory ¢ piis-
lusnymi vlastni hodnoté A = 0. Pritom samoziejmé ¢ mize obecné mit dalsi vlastni
hodnoty a jim odpovidajici vlastni vektory.

Priklad 3.4.

Necht ¢ : R, [z] — Ry[z] je linedrn{ transformace derivovani (viz priklad [1.3]).
Bezprostiedné je vidét, ze polynomy stupné nula (tj. nenulové realné konstantni poly-
nomy) jsou vlastnimi vektory linearni transformace ¢, pfislusnymi vlastni hodnoté A = 0
a ze zadné jiné vlastni hodnoty a vlastni vektory linearni transformace § neexistuji.

Piedchozi pifklady vlastnich hodnot a vektort byly viceméné trivialni. Uplny popis
vlastnich hodnot a vlastnich vektoru linearni transformace v obecném pripadé podéava
nasledujici véta.

Véta 3.3.

Necht ¢ je linedrni transformace vektorového prostoru V- nad T. Pak:

1. wlastnimi hodnotami ¢ jsou prdveé vsechny koteny (patiici do T') charakteristického
polynomu linedrni transformace ¢

2. ge-li A € T vlastni hodnota p, pak vlastni vektory ¢ prislusné A jsou prdaveé vSechny
nenulové vektory z podprostoru Ker (o — X -idy ) .

Diikaz.
Nejprve dokdzeme 2. ¢ast véty a potom 1. c¢ast véty.

2: Necht A € T je vlastni hodnota ¢. Pak u € V je vlastni vektor ¢ prislusny vlastni
hodnoté A\, prave kdyz:
uto N ¢lu)=\ u. (1)

Ale A-u = \-idy(u), a tedy po dosazeni a tpravé dostavame ekvivalentni podminku:
u#o N (p—A-idy)(u) =o. (2)

Mnozina vektoru spliujicich je vsak rovna mnoziné vSech nenulovych vektortu z pod-
prostoru Ker (¢ — A -idy) vektorového prostoru V.

1: Z prave dokazaného a z vét a plyne:
A je vlastni hodnota ¢ <= A €T A Ker(p—A-idy) # {0} —

<= X €T A matice linearni transformace (o — X - idy) je singularni.

Je-li A matici linearni transformace ¢ (v pevné bazi prostoru V'), pak ziejmé (A — - E,,)
je matici linearni transformace (¢ — A -idy) v téZze bazi. Tedy pak:
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A je vlastnf hodnota ¢ <= AXeT A |A—-AX-E,| =0,

neboli A € T je kofenem charakteristického polynomu linearni transformace . [ ]
Poznamka.
Rovnice

|[A—X-E,| =0

se nazyva charakteristickd rovnice linedrni transformace ¢ (nebo také charakteristickd
rovnice matice A).

Disledek.

Necht ¢ je linedrni transformace prostoru V, necht A = (a;;), 1 <1i,j < n, je matice ¢
(v dané bazi prostoru V') a necht A\ je vlastni hodnota ¢. Pak vlastni vektory transfor-
mace p prislusné A (vyjadiené v dané bdzi) jsou pravé vSechna nenulovd FesSeni soustavy
linedrnich rovnic:

(a1 — Ny + a12T2 + -+ a1nTy =0
911 + (a22 — )\),TQ +---4+ AonTy — 0
. (3)
ap1 1 + ApaTy + -+ (Apn — N)xp =0
Drikaz.
Necht (uy, ..., u,) je dané baze V a necht vektor u ma v této bazi souradnice (x1, ..., x,),

tj. wu =21 -u +---+ 2, u,. Pak po dosazeni a upravé dostavame :
(p—A-idy)(u) = p(u) =X u = ((a11—A)x1 + @102y + - - - + A1py) - Ur+
+(a21x1 + (aga—=A)wg + - + a2n$n)'u2 +oee (anlxl + QpaTy + -+ (ann_)‘)xn)'un .

Podle ptredchozi véty je vsak w vlastnim vektorem transformace ¢ prislusnym vlastni
hodnoté A, pravé kdyz u # o a u € Ker(p — X -idy). Ale to vzhledem k predchozimu
vyjadieni nastane, pravé kdyZ u je nenulovy a jeho soutadnice spliuji|(3)| [ ]

Charakteristicky polynom, a tim i vlastni hodnoty, byl nezavisly na volbé baze, ve které
jsme jej vyjadrili. Jak je to ale z vypoctem vlastnich vektori, které jsou reSenim soustavy
homogennich line4rnich rovnic Tuto soustavu mizeme v bazi B symbolicky maticové
zapisovat jako

(Ap = AEn)(u)p = (0)s.
Je-li ale B’ jina baze, dostaneme pro vypocet vlastnich vektora soustavu
(Bgo - )\En)(’u,)g/ = (O)B/ .

Protoze B, = S7 1A, S, kde S je matice pfechodu od baze B k bazi B', dostaneme
(By—=AE,)(u)p = (STPA, S=AST1E, S)(u)g = S™! (A,— A E,) S(u)p a tedy soustavu
rovnic

Sil (Aap - )\En) S(U)B/ = (O)B’ .

Vynasobenim matici S zleva dostaneme soustavu
<A¥’ - )\En) S(’U,)B/ = (O)B .
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Porovnanim s prvni soustavou pro matici A, tak dostaneme (u)p = S(u)g/, coz je vztah
pro transformaci soufadnic vektoru w pii prechodu od baze B k bazi B'. Jedna se tedy
stale o stejny vlastni vektor, aly vyjadieny v souradnicich v riznych bazich.

Poznamka.

1. S problémem nalezeni vlastnich hodnot a vlastnich vektort se velmi ¢asto setkavame pii
feSeni praktickych tloh, a to nejen v matematice, ale i v riznych technickych aplikacich.
Uvédomme si vSak, Ze predchozi véta nam dava odpovéd pouze na teoretické trovni,
nebot hledani vlastnich hodnot prevadi na hledani kofenti polynomu n-tého stupné, coz je
tloha, ktera obecné nenf algoritmicky Fesitelna. Samoziejmé existuje pro hledani vliastnich
hodnot a vlastnich vektorii fada numerickych metod, které vsak zde nebudeme uvadeét,
nebot presahuji ramec tohoto kurzu.

2. Poznamenejme jesté, ze z hlediska aplikaci byva vyhodné sestavit z vlastnich vektoru
béazi prostoru V' (pokud samoziejmé takova baze vibec existuje), nebot potom se cela
situace pocetné velmi zjednodusi. Duvodem je, ze dané linearni transformace ma pak
v takové béazi diagonalni matici. (Diagondlni matice je Ctvercova matice, v niz viude
mimo hlavni diagonalu stoji samé nuly. Pfitom v hlavni diagonale nuly byt mohou, ale
nemusi. )

Skute¢né, je-li B = (uy,...,u,) baze prostoru V sestavajici z vlastnich vektort linearni
transformace ¢ prislusnych vlastnim hodnotam Ay, ..., \,, pak je
QO(Ul):Al"U/l, 790(11’71):)\71'“%7

a tedy matice linearni transformace ¢ v bazi B ma tvar:

A 0 0 - 0 0

0 X 0 -+ 0 0

0 0 A3 -+ O 0
oo : : (4)

0 0 0 -+ X1 O

o 0 0 -+ 0 N\
Naopak, mé-li linedrni transformace ¢ v néjaké bazi B diagonalni matici tvaru , pak
Uy, ..., U, jsou ziejmé vlastnimi vektory linearni transformace ¢ prislusnymi vlastnim

hodnotam Aq, ..., A\, (jak plyne ihned z definice matice linearni transformace).

Néasledujici uvahy nas privedou k jedné dostateé¢né podmince pro existenci vyse popsané
baze, tj. baze sestévajici z vlastnich vektori dané linearni transformace.

Véta 3.4.
Necht ¢ je linedarni transformace prostoru V. Pak vlastni vektory linedrni transformace
@ prislusné navzdjem ruznygm vlastnim hodnotdm jsou linedrné nezdvislé.

Diikaz.

Necht uq, ..., u; jsou vlastni vektory linearni transformace ¢ prislusné navzajem riznym
vlastnim hodnotdm Ay, ..., A\x. Z posloupnosti vektori uy, ..., u; vybereme libovolnou
maximalni linearné nezavislou posloupnost. Bez tjmy na obecnosti 1ze pfedpokladat, ze ji
tvofi napiiklad prvnich r vektort, tj. wq,...,u,. Zfejmé je 1 < r < k. Dale pokracujme
sporem. Predpokladejme, Ze r < k. Pak lze ale psét:

Upy1 = Z:ltl © Uy, tl € T; (5)
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odkud po vynésobeni ¢islem \,.;; dostavame:
T
Ar1 - Upgp1 = 2 Apgr - 4 - Uy
i=1

Soucasné vsak je:

T

Art1 - Upg1 = @(Uppr) = @(Zti : Ui) =t N
i=1 ;

Porovnénim pravych stran pak dostavame:

DAt = Yot A,
=1 i=1

odkud:

.,

Ztl : ()\r+1 — /\z) - U; = 0.

i=1
Z predpokladané linearni nezavislosti vektort uy, . .., u, v8ak plyne, ze ;- (\.y1 —N\;) =0
pro i = 1,...,r. Podle predpokladu véty je vSak \..1 — \; # 0, a tedy musi byt t;, = 0
proi=1,...,r. Po dosazeni do pak dostavame, ze u, 1 = 0, coz je ale spor s definici
vlastniho vektoru. Je tedy r = k, tzn. vektory wq, ..., u; jsou linedrné nezavislé. [ |
Disledek.

Necht o je linedrni transformace n-dimenziondlniho vektorového prostoru V', kterd md n
navzdjem ruznych vlastnich hodnot. Pak matice linedrni transformace ¢ v bazi sestavagict
z vlastnich vektori prislusnijch témto vlastnim hodnotdm je diagondlni.

Diikaz.

Necht wq,...,u, jsou vlastni vektory piislusné navzajem riznym vlastnim hodnotdam
Aty ..., A, linedrni transformace ¢. Pak podle predchozi véty vektory wq,...,u, tvoii
bézi prostoru V' a tvrzeni dusledku ihned plyne z 2. ¢asti posledni poznamky. ]

Priklad 3.5.
Linearni transformace ¢ na R3 je dana v kanonické bazi matici

3 2 0
A=|-2 5 —4
0 -7 3

Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory ¢.

Regeni: Charakteristicky polynom ¢ je |A — AE3| = A — 11A\% + 15\ + 27, jeho

kofeny jsou \; = —1, Ay = 3 a A3 = 9. Matice homogenni soustavy rovnic pro A; je
4 2 0

—2 6 —4] a obecné feSeni této soustavy je generovano vektorem w; = (—2;4;7).

0 -7 4

0o 2 0
Dale matice pro Ay je | =2 2 —4 | a obecné TeSeni je generovano vektorem u, =
0 -7 0
-6 2 0
(—2;0;1). Koneéné matice pro A3 je | =2 —4 —4 ] a obecné feSeni je generovano
0 -7 —6
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vektorem w3 = (2; —6;7). Snadno se vidi, Ze u, us, u3 jsou linearné nezavislé. Potom v

-1 0 0
bézi (w1, us, u3) mé matice linearni transformace ¢ tvar [ 0 3 0
0 09
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§4. Ortogonalni zobrazeni, ortogonalni matice

V tomto paragrafu se vratime k euklidovskym vektorovym prostoriim a budeme stu-
dovat vzajemné vztahy mezi nimi. Pouzijeme k tomu linearnich zobrazeni, ktera vsak
navic budou "zachovavat skalarni soucin".

Definice.
Necht V', V"’ jsou euklidovské vektorové prostory. Necht ¢ : V' — V’ je linearni zobrazent,
pro néz plati:

u-v=p(u)- p) pro kazdé u,v € V.
Pak ¢ se nazyva ortogondlni zobrazeni euklidovského prostoru V do V.

Je-li navic zobrazeni ¢ bijektivni, pak se nazyva izomorfismus euklidovského prostoru
V na V' a euklidovské prostory V', V' se nazyvaji izomorfni.

Je-li specialné V' = V', pak se ortogonalni zobrazeni ¢ nazyva ortogondlni transformace
euklidovského prostoru V.

Podminku "zachovani skalarntho sou¢inu" z ptredchozi definice je mozné pro linearni
zobrazeni vyjadrit nékolika ekvivalentnimi zptsoby, jak ukazuje néasledujici véta.

Véta 4.1.
Necht' V', V' jsou euklidovské prostory a ¢ : V. — V' je linedrni zobrazeni. Pak ndsledujici
vyroky jsou ekvivalentni:

1. u-v=op(u)- ev) prokeidé u,v eV,
2. |lul=|le)| pro kazdé u eV,

3. jsou-li uy,...,uy ortonormdlni vektory ve V', pak p(uq),...,p(ug) jsou ortonor-
mdlni vektory ve V'.

Diikaz.
"l = 2": Necht plati 1 a necht w € V. Pak (uzitim 1) dostavame :

lull* = u-u=pu) - p(u) = ()|,
odkud pak [[u|[ = [l (u)].

"2 = 3": Necht plati 2 a necht uq,...,u jsou ortonormalni vektory ve V. Necht i,j =
1,..., k. Pak (uzitim 2):

—prodi=jplati:  p(u) - p(uw) = [ew) |* = [Jw " =1
— pro i # j plati:
2-p(wi) - p(uy) = o(u; +uy) - plu; +uy) — e(w) - p(ui) —o(uy) - p(u;) =
= [leo(uitu;) "= [lo(w) | =1 () [I* = [Tt | = = s ||* = 2-uu; = 0
odkud tedy plyne, ze ¢(u;) - ¢(u;) = 0.

Dohromady dostéavame, ze vektory o(uy), ..., p(uy) jsou ortonormélni.
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"3 = 1": Necht plati 3 a w,v € V. Je-li u = o, pak vyrok 1 zfejmé plati. Necht tedy
u # 0. Mohou nastat dva pripady :

a) Vektory w, v jsou linearné nezévislé.
Pak podle poznamky za vétou 2.3] kap. IV., existuji ortonormalni vektory e;, e tak, ze
U =1Uy- e+ us- ey a V=€ +Uy-ey.

Podle 3 vsak ¢(e1), p(ez) jsou ortonormalni vektory a plati:

ou) - p(v) = ou;-e;+ug-ey) vy -e;+vs-€) = UV +UVe = U- .
B) Vektory u, v jsou linearné zavislé.
Pak opét podle poznamky za vétou kap. IV., existuje normovany vektor e tak, Ze

u=t-e a v=s5-€.

Podle 3 je vektor ¢(e) normovany a plati:

o) p(v) = plt-e)-p(s-e) = t-s = (t-e)-(s-€) = u-v.

Dohromady tak dostavame, ze plati 1. [ ]

Podle predchozi véty ortogonalni zobrazeni zachovava délku a kolmost vektori. Jak je
to ale s odchylkami vektori?

Véta 4.2.
Ortogondlni zobrazeni zachovdvd odchylku nenulovych vektori, tj.

£(p(u), p(v)) = £(u,v)

pro libovolné nenulové vektory w,v € V.

Diikaz.
Oznacme o = L(u,v) a § = L(¢(u), p(v)). Potom
I 2 (R A A
= ol Tl ~ Tl - foll ~
a tedy 0 = a. [ ]

Véta 4.3. (Véta o izomorfismu euklidovskych prostori)
Duva euklidovské prostory jsou izomorfni, praveé kdyzZ maji stejnou dimenzi.

Diikaz.
Necht V', V' jsou euklidovské prostory. Dokézeme postupné obé implikace.

"=": Necht V, V' jsou izomorfni (ve smyslu izomorfismu euklidovskych prostori). Pak
jsou V| V' izomorfni jako vektorové prostory a podle véty o izomorfismu vektorovych
prostort je dimV = dim V"’ .

"<": Necht dimV =dim V' = n.

Je-li n = 0, pak zfejmé V a V' jsou oba nulovymi euklidovskymi prostory a jsou tedy
ziejmé izomorfni.

Necht tedy n > 1 a necht:
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€i,...,e, je ortonorméalni baze V a e},...,e, je ortonormalni baze V’.
Necht w € V je libovolny vektor, pficemz: w=wu;-e;+ -+ u,-€,.
Polozme nyni :
Sp(u):ule/l_i__‘_une%

Pak ¢ je ziejmé zobrazeni prostoru V do V', o némz se rozepsinim lehce ovéri, Ze je
bijektivni a Ze je linedrnim zobrazenim (provedte si sami!). Navic je:

it I = ) = (Su-et)-( Sy ) =t 4 vy = w =l
i= j=

tzn. ||o(u)|| = [|u||, a tedy ¢ je podle véty ortogonalni zobrazeni. Dohromady pak
dostavame, 7Ze ¢ je izomorfismus euklidovského prostoru V' na V’. [ ]

Podminka "zachovavani skalarniho sou¢inu", pozadovana v definici ortogonalniho zo-
brazeni ¢ je pomérné velmi silna. Nasledujici véta ukaze, ze tato podminka vynuti injek-
tivnost zobrazeni ¢ .

Véta 4.4.
Necht V', V' jsou euklidovské prostory a necht ¢ : V. — V' je ortogondlni zobrazeni.
Pak ¢ je injektioni zobrazend.

Diikaz.
Injektivnost zobrazeni ¢ budeme tentokrat dokazovat pomoci véty [I.6] tzn. budeme
dokazovat, ze jadro Ker ¢ = {0} . Pfitom zfejmé staci dokazat inkluzi "C".

Necht tedy € Ker ¢, tzn. p(x) = o’. Pak podle véty je:

[zl = lle@)] = llo'] =0,
a tedy, podle véty 1., kap. IV., je = o. Dostavame tak, ze Ker p = {0}, odkud
podle véty plyne, Ze ¢ je injektivni zobrazeni. [

Uvazujme ortonormélni bazi B ve V' a ortonormalni bazi B’ ve V’. Pripomenme, Ze
linearni zobrazeni ¢ : V' — V/ ma v bazich B a B’ maticové vyjadieni

(o(w))s = A, (u)s
a skalarni soucin vzhledem k libovolné ortonormalni bazi ve V' (a podobné ve V') ma
vyjadieni

U-v=uv; + - U, = (u)g B, (v)s.

Potom

p(u) - o(v) = (p(u)p Enlp(v)s = (Ap (u)s)" En(A, (v)5) = (w)p A; A, (v)5

a porovnanim se skalarnim soucinem

dostaneme, ze matice ortogonalniho zobrazeni ¢ : V' — V' musi splhovat podminku
T
A, Ay =E,.
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Ve zbyvajici ¢asti tohoto paragrafu se budeme zabyvat ortogonalnimi transformacemi
daného euklidovského prostoru V. Je-li specidlné V' = {0} nulovy euklidovsky prostor,
pak zfejmé jedinou moznou ortogonalni transformaci prostoru V je identické zobrazeni.
Tento triviadlni pripad nebudeme v dalsim uvazovat a budeme se zabyvat pouze ortogonal-
nimi transformacemi nenulového euklidovského prostoru V. Nékteré zakladni vlastnosti
ortogonalni transformace nenulového euklidovského prostoru popisuje nasledujici véta.

Véta 4.5.
Necht p : V. — V' je ortogondlni transformace euklidovského prostoru V. Pak plati:

1. ¢ je bigektivnt zobrazent
2. inverzni zobrazeni o' je ortogondlni transformaci prostoru V

3. je-lu A vlastni hodnota ortogondlni transformace ¢, pak A = +1.

Diikaz.
1: Plyne piimo z véty a vety
2: Podle pravé dokdzaného bodu 1. je ¢ bijektivnim linearnim zobrazenim. Potom
podle véty 2. je 71 : V. — V izomorfizmem vektorového prostoru V, tzn. ¢!
je bijektivnim linedrnim zobrazenim. Zbyvé tedy dokazat, Ze ¢~! splituje podminku z
definice ortogonalniho zobrazeni, tj. "zachovavé skalarni soucin".

Necht u,v € V libovolné. Oznacme ¢ '(u) = a, p~'(v) = b. Potom je p(a) = u,
©(b) = v a plati (s vyuzitim faktu, Ze ¢ je ortogonalnim zobrazenim) :

u-v = ¢la)-pb) = a-b = pHu) ¢ (v),

tzn. dostavame, Ze ¢! je ortogonalni transformace euklidovského prostoru V.

3: Necht A je vlastni hodnota ortogonalni transformace ¢ (tj. musi byt A € R) a necht u
je vlastni vektor ¢ piislusny vlastni hodnoté A. Pak je o(u) =A-u a u # o, odkud:

wew = p(u) o) = () (Aow) = V- (u-w).
Ale u-u # 0 (ponévadZ u # 0), a tedy musi byt A? =1, neboli \ = +1. ]

Kazda ortogonalni transformace (euklidovského) prostoru V' je ziejmé linearni transfor-
maci tohoto (vektorového) prostoru V', a tedy miuizeme sestrojit jeji matici v néjaké dané
bézi prostoru V', specialné naptiklad v dané ortonormalni bazi prostoru V. UkéZeme, ze
v takovém pripadé bude pak mit tato matice jisty specialni tvar.

Definice.
Necht A je ¢tvercova matice nad R takova, Ze A je regularni a plati A=! = A’ (tj. inverzni
matice je rovna matici transponované). Pak matice A se nazyva ortogondlni matice.

Véta 4.6.
Necht A je ctvercovd matice Tddu n nad R. Pak ndsledujici viroky jsou ekvivalentni :

1. A je ortogondlni matice

2. A-A=E,

3. A-A=E,.

Diikaz.

Véta plyne bezprostiedné z definice ortogonalni matice, definice inverzni matice a poznamky
za vétou [3.8] kapitoly II. [ ]

117



Véta 4.7.
Necht A, B jsou ortogondlni matice 7dadu n. Pak plati:

1. A- B je ortogondlni matice
2. A7l je ortogondlni matice
3. Al =+£1.
Diikaz.
1: tvrzeni dokdzeme uzitim 2. ¢asti pfedchozi véty. Plati:
(A-B)-(A-B) = A-(B-B)- A =A-FE,-A =A-A = E,
odkud podle véty dostavame, ze A - B je ortogonalni matici.
2: ovéiime definici ortogonalni matice pro matici A~!. S vyuzitim véty [3.9]4. kapitoly
I1. dostavame:
(A= = (A)F = (A7l
coZ znamena, %e matice A~! je ortogonalni.
3: vime, ze |A| = |A’|, tzn. pak z véty a z Cauchyovy véty dostavame:
1 = [E| = |[A- A = |A]-]A] = |AP,
odkud ihned plyne, 7e |A| = +1. [

Disledek.
Mnozina vsech ortogondlnich matic Tddu n s operaci ndsobeni matic je grupou, kterd je
pro n > 2 nekomutativni.

Diikaz.

Prvni ¢ast disledku plyne z predchozi véty, uvédomime-li si navic, Ze nasobeni matic je
asociativni a ze jednotkova matice F, je ortogonalni.

Dale necht n > 2. Vezméme matice A, B fadu n tvaru:

1 0 0 0 0 0 0 0 1
0 -1 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 -1 0 0 0 0 1 0 0

A= |, B=
0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0

Potom zfejmé matice A, B jsou ortogonélni, a plati A- B # B - A (ovéite si sami vy-
poc¢tem — pocitejte pritom prvek v prvnim fadku a n-tém sloupci obou sou¢ini matic).
Tedy uvazovana grupa je pro n > 2 nekomutativni. ]

Véta 4.8.

Necht' V' je euklidovsky prostor a ¢ : V. — V je linedrni transformace. Pak ¢ je or-
togondlni transformace <= matice transformace ¢ v ortonormdlni bazi prostoru V' je
ortogondlni.

Diikaz.
Necht ey,...,e, je ortonormalni baze prostoru V' a necht A = (a;;) je matice linearni
transformace ¢ v této béazi ey, ..., e, . DokaZzeme postupné obé implikace.
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"=": Necht ¢ je ortogonalni transformace euklidovského prostoru V. Pak podle véty
jsou vektory ¢(eq), ..., ¢(e,) ortonormalni. Oznac¢me A’ - A = (b;;). Pak plati:

plei) - ple;) = (ari-er+ -+ ani-€n) - (ary- e+ 4 anj-€n) = > ari - akj = bij,
k=1

Odkud plyne7 ze bz] =1 pro 7/ = j, resp. b’L] = 0 pro ’L # j Tedy A/ . A — En a podle Véty
6] je pak matice A ortogonalni.

"«": Necht matice A je ortogonalni, tzn. plati (dle véty [1.6]3.):

1 prot =j
0 proi # j

kilaki iy = { (1)

n n
Necht déle u € V libovolny, picemz u = > u; - ;. Potom je: |||’ =u-u =Y u?.
=1

i=1 i
Dale je:
n n n n n
p(u) = > u; - ple) = Y ui- Y ap -ex = Y | Yapu | - ey,
i=1 =1 k=1 k=1 \i=1
odkud rozepsanim a tpravou (uzitim ortonormalnosti vektori ey, ..., e,) dostavame:

et = o) o) = o = 35 ( Sy Juas.

i=1j k=1

tzn. po dosazeni z|(1)|je pak: |p(u)|* = S u?.

i=1
Dohromady potom dostéavame, 7e ||u|® = ||¢(w)|?, neboli ||u| = ||¢(w)||, coZ zna-
mena, ze @ je ortogonalni transformace. [ ]
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permutace, 2 vlastni vektor linearni transformace, (108
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