Nésledujici text neni ni¢im vice, nez zapisem prednasky prfedmétu M4010 Rovnice matematické fyziky. Ma
slouzit pfedevsim k tomu, aby student-ky/i nebyl-y/i béhem pfednasky nucen-y/i si délat podrobné poznamky,
prepisovat ¢asto komplikované formule z tabule do svych papiri (coz je natolik intenzivnim zdrojem chyb, Ze
se jim prakticky nelze vyhnout). Poté miize poslouzit jako rychld pfipominka toho, co ¢lovék jiz znd. V zddném
pfipadé nemize byt povazovan za zdroj, z néhoz se lze rovnicim matematické fyziky naucit. SAm o sobé bez
komentait béhem predndsky je méalo srozumitelny az nesrozumitelny (aby byl s komentafi srozumitelny, je mym
pranim a snahou; nakolik se to skuteéné zdafi, nechdm k posouzeni laskavym student-kdm /tm).

V textu asi zustaly néjaké nedtslednosti, formula¢ni nejasnosti nebo dokonce chyby. Budu vdéény kazdému,
kdo mé na né upozorni.

Zdenék Pospisil
unor 2017
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Dukladna ucebnice, v podstaté encyklopedie klasickych metod FeSeni parcidlnich diferencialnich rovnic
druhého tadu.

R. Rychnovsky, J. Vyborna: Parcidlni diferencidlni rovnice a jejich nékterd resent, SNTL, Praha 1963,
167 stran.

Stru¢ny tvod do problematiky parcialnich diferencidlnich rovnic. Pékné jsou zpracovany rovnice prvniho
radu.

S. Mika, A. Kufner: Okrajové ilohy pro obycejné diferencidlni rovnice, Edice Matematika pro VST, sesit
XIX, SNTL, Praha 1981, 88 stran.

S. Mika, A. Kufner: Parcidlni diferencidini rovnice I. Staciondrni rovnice, Edice Matematika pro VST,
sesit XX, SNTL, Praha 1983, 181 stran.

J. Barték, L. Herrmann, V. Lovicar, O. Vejvoda: Parcidlni diferencidlni rovnice II. Evolucni rovnice, Edice
Matematika pro VST, sesit XXI, SNTL, Praha 1988, 220 stran.

J. Francu: Parcialni diferencidlni rovnice, VUT, PC-DIR Real s.r.o., Brno 2000, 155 stran.
Prehledna a srozumiteln4 skripta. Jejich rozsah se zhruba shoduje s rozsahem pfedmétu M4010.

P. Cihédk a kol.: Matematickd analyza pro fyziky (V), Matfyzpress, Praha 2001, 320 stran.
Skripta, podle nichz se uc¢i na spratelené fakulté.

J Kopédek a kol.: Priklady z matematiky pro fyziky [V], Matfyzpress, Praha 2003, 306 stran.
Uzite¢néa sbirka uloh.

7 anglicky psanych ucebnic lze uvést:

i

ii.

G. Evans, J. Blackledge, P. Yardley: Analytic Methods for Partial Differential Equations, Springer, London
2000, xii4-299 stran.
Piistupné psana ucebnici ze série Springer Undergraduate Mathematics.

M. E. Taylor: Partial Differential Equations I. Basic Theory, Springer, New York-Dordrecht-Heidelberg-
London 2010, xxii+654 stran.

Prvni dil dikladné tfidilné monografie o parcialnich diferencidlnich rovnicich. Pfedpoklada zakladni zna-
losti realné a komplexni analyzy, difererencialni geometrie a teorie miry.
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Motivacni tlohy

Vymirani populace

Uvazujme néjakou populaci, napiiklad obyvatele né€jakého izolovaného ostrova. Pfedpokladejme, ze zname slo-
7eni této populace v néjakém case a zajima nés, jak se bude vyvijet velikost této ¢asti populace (tj. tvorené
jedinci, ktef{ byli Zivi jiz na podatku, jedince, ktefi se v pribéhu ¢asu narodili, neuvazujeme). K popisu veli-
kosti populace mizeme pouzivat dvé veli¢iny. Mtzeme ji vyjadfovat jako mnozstvi jedinct, ktefi maji v case ¢
vék v rozmezi od a do a + 7, tj. jedince, ktefi maji v Case t vék z intervalu [a,a + 7); tuto veli¢inu oznacime
N(t,a, 7). Velikost populace vSak muZzeme vyjadiit také jako tzv. hustotu populace véku a v case t, kterou
ozna¢ime symbolem u(¢, a). Hustota populace u a velikost populace N jsou vdzdny vztahem

a+T1
N(t,a,7) = /u(t,f)df.

O hustoté u budeme pfedpokladat, ze je to spojité diferencovatelnd funkce. Zména velikosti vymezené casti
populace je ddna umiranim. Ozna¢me proto symbolem D(t, a, 7) mnozstvi jedinct, ktefi zemfou béhem ¢asového
intervalu (¢,¢ + 7] a v ¢ase ¢t maji vék v rozmezi [a,a + 7). Jedinci, ktef{ béhem ¢asového intervalu délky 7
nezemfeli, zestarli o 7. Tuto trividlni skutecnost (zédkon zachovéani) vyjadiime rovnosti

N(t+r1,a+7,7)=N(ta,7)— D(t,a,1). (1)
Pomoci substituce n = £ — 7 vyjadfime levou stranu této rovnosti,
a+27 a-+7
Nit+ra+7,7)= / u(t+7,£)d¢ = / u(t +71,n+ 7)dn,
atr a
takze s vyuzitim Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté pro funkce dvou proménnych mizeme psat
atr
N(t+7,a+7,7)— N(t,a,7) = / (u(t+T,§+T) fu(t,g))dg =

a

a+T a+1
= [ (Gresomesnr Gheeronr)as=r [ (Grasomesn+ Fineson)ae @

kde ¥, ¥2 jsou néjaka ¢isla z intervalu [0, 1]. K vyjddfeni mnozstvi umirajicich jedincd budeme pfedpokladat,
ze podil zemfelych jedincu jistého véku za kratky casovy interval délky At mezi vSemi jedinci téhoz véku je
pfimo timérny trvani At procesu umirani,

D(t,a, At)

N(t,a,At) n(a)At.

Koeficient Gmérnosti p(a), ktery zavisi na véku a, nazyvame specifickd umrinost (mortalita) ve véku a. Z uve-
deného predpokladu dostaneme vyjadieni mnozstvi umirajicich jedinct ve tvaru

at+At
D(t,a,At) = At | p(a) / u(t,§)d¢ | . (3)



Polozime 7 = At a dosadime rovnosti (2) a (3) do relace (1). Dostaneme

at+At

(%(t + 1AL €+ At) + %(t, €+ 02A8) + p(a)u(t, 5)) g =0.

a

Tato rovnost mé platit pro libovolnd a > 0, ¢ > 0 a At > 0. To je mozné jen tak, Ze pro vSechna piipustna
a,t, At plati

0 0
a—:f(t F AL a+ AL) + a—“(t, a+ 92 At) + p(a)u(t,a) = 0
a
a odtud limitnim pfechodem At — 0 dostaneme McKendrickovu-von Foersterovu rovnici
O 1) + 2%t ) = —p(apult, a). (@

Znédmé slozeni populace na pocatku vyjadiime pocdtecni podminkou
u(0,a) = p(a). ()
Cést populace, ktera od ¢asu t = 0 vymira, je popsdna hustotou u(t,a) definovanou na mnoziné
{(t,a) eR*: a>0,t<a}. (6)
Zvolime libovolné ag > 0 a pro a > ag polozime
z(a) = u(a — ag, a).
Pak podle Fetézového pravidla pro vypocet derivaci sloZené funkce a podle rovnice (4) plati

0 d(a— 5} 3}
u (a a0)+_u a

N — (g — =% _
x'(a) = dau(a ag, a) (a — ap,a) 50 aa(a

Z pocéteni podminky (5) dostaneme

x(ag) = u(ag — ag, ao) = p(ao). (7)

Funkce z je tedy fesenim obycejné linearni homogenni rovnice

s poéateéni podminkou (7). To znamena, Ze

~ ] n(e)ag
z(a) = p(agle

a ponévadz u(t,a) = u(a — (a — t),a), mizeme psat FeSeni rovnice (4) s po¢ateéni podminkou (5) na mnoziné
(6) ve tvaru

- fa w(€)dg
u(t,a) = pla —t)e ¢ .

Advekce a difaze

Uvazujme tenky dlouhy vélec, v némz proudi kapalina. Polomér vélce je vzhledem k jeho vysce (délce) tak maly,
7e vélec s kapalinou miZzeme povaZovat za jednorozmérny objekt a jeho jediny rozmér (délku) za nekoneény.
Osu valce ztotoznime se soufadnou osou z. Predstavme si, ze v proudici kapaliné je né&jaka latka, ktera je
jednak unésena proudem, jednak v kapaliné difunduje. Ozna¢me u = u(t, 2) koncentraci latky v ¢ase ¢t a v misté



o soufadnici z. Timto oznacenim a terminologii se mini skutecnost, ze mnozstvi latky, které se v casovém
okamziku ¢ nachézi v tseku vélce od souradnice a do soufadnice 8 je dano integralem

B

[ utt.e

(03

Chceme najit koncentraci latky v kazdém bodé valce v kazdém case, pokud zname koncentraci na zacatku déje,
tj. v case t = 0.

Oznacme rychlost proudici kapaliny symbolem v. Tato rychlost mize byt v kazdém misté jind a mize se
ménit s Casem, tj. v = v(t, x). Pokud kapalina proud{ v kladném sméru osy x, je v > 0, pokud v zédporném
smeru, je v < 0.

Zavedeme déle difizni tok jako veli¢inu g = g(t,x); tato veli¢ina pfedstavuje rychlost ¢astice latky zpi-
sobenou diftzi, znaménko urcujeme podle stejné konvence jako v pripadé rychlosti v. Diftzni tok vyjadiuje,
ze mnozstvi latky, které se dostane diftzi pres levou hranici useku valce o do tohoto tseku za kratky casovy
interval [t,t + At] je rovno

g(t, ) At,

a mnozstvi latky, které se dostane pies pravou hranici 8 z tohoto tseku za stejny ¢asovy interval je rovno
g(t, B)AL;

tato interpretace predpoklada, ze g(t, ) > 0, g(t, 5) > 0, kdyby tyto nerovnosti nebyly splnény, odpovidajicim
zplisobem bychom vyménili slova ,,do tseku“ za ,z tiseku“ a naopak.

Mnozstvi ¢astic, které je undSeno rychlosti v pfes bod o soufadnici o do tseku («, 3), resp. pies bod o
soufadnici § z useku (a, §), je rovno

u(t, )v(t,a)At, resp. u(t, B)v(t, B)At.

Ze zékona zachovani hmoty a naslednou tpravou s vyuzitim Newtonovy-Leibnizovy formule dostaneme rovnost

B B
/ u(t + At,€)de = / w(t, )A€ + g(t, a)At — glt, B)AL + u(t, a)o(t, a)At — ult, Bult, B)AL =

B B
= [utt9as— | [ 5 (000, + ult. 0l ) | A
Tuto rovnost upravime na tvar
B
t+ AL ) — ult, ) d
[ (RS Do+ (vl ute.6) ) ag 0.

[e3

Usek valce od soufadnice a do soufadnice 3 byl vybran libovolné, stejné tak i ¢asovy okamzik ¢. To znamena,
Ze pro vSechna x a vSechna ¢ musi platit

u(t+ At,x) —u(t,z) 0 o
N i (t,z) — %(v(t, x)u(t, :E))

Odtud dostaneme limitnim prechodem At — 0 relaci

%u(t,x) = —(,%g(t, x) — %(U(t,x)u(t,x)). (8)

Tato relace vdZze nezndmou funkci u (hustotu) a nezndmou funkci g (difazni tok). Potfebujeme tedy jesté
néjak funkci g urcit. Predpokladejme tedy, ze difiizi se ¢astice pfesunuje z mista s vétsi koncentraci na misto
s koncentraci mensi (to je pfedpoklad celkem prirozeny) a Ze rychlost difundujici éastice je pfimo tmérn4 rozdilu
(gradientu) koncentraci (tento predpoklad byva nazyvin Fickiv zdkon). Tedy

5,
g(t,x) = —D%u(t, x).



Kladny koeficient Gmérnosti D se nazyvéa difuzivita; mize se ménit s Casem i s mistem, tedy D = D(¢,x).
Dosazenim do rovnosti (8) dostaneme rovnici advekce-difize

%u(t x) = 6830 <D(t,x)%u(t,z)> - 8836( (t,z)u(t, z)). (9)

Tato rovnice mé byt splnéna pro kazdy cas t > 0 a kazdy bod =z € R. K rovnici pfidame pocdtecni podminku
vyjadiujici koncentraci difundujici latky v pocate¢nim case t = 0

u(0, ) = p(x), (10)

kterda méa platit pro kazdé x € R.
Pokud je kapalina homogenni, v ¢ase se neméni, tj. D(¢t,z) = a®> = const, a proudi konstantni rychlosti
v(t,x) = const, mizeme obecnou rovnici advekce-diftize (9) zjednodusit na tvar

2

u(t,x) = a28—u(t,x) - vgu(t, x). (11)

ot 02 oz

V tomto pfipadé mizeme prostorovou soutfadnici transformovat — zavést novou soufadnou soustavu, ktera je
y,2unasena rychlosti v“. Zavedeme tedy novou prostorovou soutradnici & vztahem

E=x— ot

Pak podle fetézového pravidla pro vypocet parcidlnich derivaci slozenych funkci plati

8 8 B 8 8 8 0&(t,x) 2 ﬁ
a analogicky a strucnéji (bez psani nezavisle proménnych)
u_dudt ouoe _ou 00 (ow)_ P
dr  Otox 06 0x O’ ox2  9x \0¢) 02

Dosazenim do rovnice (9) dostaneme rovnici difize

ou 5 0%u

o~ "o

Uvazujme jednoduchou situaci: v jednom bodé (ktery miuZzeme povazovat za pocatek soufadnic) do kapaliny

N4

v pocateénim okamziku ,,umistime” néjaké mnozstvi A latky, kterd se bude v neproudici kapaliné §ifit difazi.
Vyvoj koncentrace difundujici latky bude popsan rovnici

2
%(t,x) Qgg(t z), t>0, z€R. (12)

Na pocatku je vsechna difundujici latka koncentrovana v jediném bodé. To znamenad, ze pro jeji koncentraci

v Case t = 0 musi platit
o0

A= /u(o,g)dg.

— 00

Tato podminka bude splnéna, pokud poéateéni podminku pro rovnici (12) napiSeme ve tvaru
u(0,x) = Ad(x), z € R, (13)

kde 4 je Diracova distribuce, sr. dodatek A. Ze zakona zachovani hmoty plyne, Ze musi byt splnéna podminka

/ u(t,§)dé = A pro vSechna t > 0. (14)

— 00



Pokusime se ,,uhodnout® FeSeni rovnice (12) s poc¢ateéni podminkou (13). MiZeme si pfedstavovat, ze difize
probiha tak, Ze jednotlivé molekuly latky se nahodné pohybuji a Ze pravdépodobnost pohybu nalevo je stejna
jako pravdépodobnost pohybu napravo. Koncentrace latky po jistém case by tedy mohla mit tvar normélniho
(Gaussova) rozlozeni pravdépodobnosti se stfedni hodnotou 0. Rozptyl se v8ak s ¢asem méni — na pocatku je
nulovy a s postupem ¢asu se zvétsuje. Pro rozptyl o2 = o(t)? tedy plati

o(0) =0. (15)

Reseni rovnice (12) s po¢éteéni podminkou (13) tedy budeme hledat ve tvaru

12

1 S S
u(t,z) = A—=——e 2207,

V2ro(t)

7 vlastnosti rozlozeni pravdépodobnosti je vidét, Ze pfi této volbé v kazdém case t plati

i r 1 &
/U(t,g)dgi A /me 20 ()2 df = A7

takze podminka (14) je splnéna. M4 byt splnéna také rovnice (12). Proto vyjadiime

St = = (e 0+ =i (-5 (2007 20) ) 7 -

A =2 x? 1 A =2 o' (t)
— o 202 4/ _ — o 2012 2 _ 2
\/ﬂe o' (t) < > me (z o(t) ) T

Pug o D (AL amm (L 20 WA L0 )
022" " 9x \Vam () 20(02)) = Jzm o)y ox \"° =

= % 0(1)3 (1 i <202<—3§)2>) = J%eﬁ 0(1)5 SR

Po dosazeni do rovnice (12) a jednoduché tipravé dostaneme obyéejnou diferencialni rovnici pro nezndmou funkeci
o

a2

o' (t) = o)

Reseni této rovnice se separovanymi proménnymi, které splituje poc¢ateéni podminku (15) je o(t) = v2a?t.
Dostévame tedy feSeni pocate¢ni tlohy (12), (13) ve tvaru

22

u(t,z) = PWpo e daZr.

Kmitani struny

Uvazujme tenkou strunu napjatou podél osy z silou 7. Chceme popsat malé kmity této struny, tj. odchylku
kazdého bodu struny od rovnovazné polohy v kazdém case. Aby tento problém byl relativné snadno zvladnutelny,
prijmeme nékolik zjednodusujicich predpokladii:

e Vychylky struny jsou tak malé, Ze jeji délku muZzeme povazovat za konstantni.
e Struna neklade odpor vuci ohybani, je dokonale pruzné.
e Kazdy bod vykonava pohyb pouze ve sméru kolmém na osu x, tj. kmity jsou pricné.

Ozna¢me u(t, z) vychylku bodu o soufadnici z v ¢asovém okamziku ¢t. Uvazujme sily, které piisobi na tisek
struny mezi body « a 5.

Na strunu muize piisobit néjaka vnéjsi sila. Vzhledem ke tfetimu pfedpokladu staci uvazovat jeji slozku F
kolmou na osu x. Tato sila miize byt v kazdém bodé struny jina a také se mize ménit s ¢asem. Proto ji vyjadiime



pomoci jeji hustoty g = g(t, x); hustota sily je definovana tak, Ze vnéjsi sila F,(¢) piisobici na uvazovany tsek
struny v Case t je rovna
B

E@:/W@%-

o
Tahova sila T ptisobi v bodé a ve sméru teény ke struné v tomto bodé. Jeji slozka F, kolmé na osu x ma velikost
—T'sin p,, kde ¢, je thel, ktery svird osa = s tecnou ke struné v bodé «. Ponévadz ale kmity povazujeme za
malé, je thel ¢, také maly, takZe sinp, ~ tgy,. Hodnota tg ¢, je soucasné smérnici teény k funkci u(t, -)
v bodé «. Silu F,, v Case t tedy mizeme vyjadrit jako

5]
Fo(t) = —T£u(t, Q).

Podobné slozku tahové sily ptsobici na strunu v bodé 8 vyjadiime jako

Fs(t) = Ta%u(t, 3).

Celkova sila plisobici na tsek struny mezi body a a 3 je tedy déna souctem F. + Fjg + F,, ktery upravime
s vyuzitim Newtonovy-Leibnizovy formule:

B
FO) = (0 + F0) + Fal0) = [0+ T (Frult. ) - Fult.o)

(e

=jm@@+ﬁﬁ%wmm=fC%§W@+m@)m<m

(03 [e3 [e3

Silu pusobici na uvazovany usek struny vSak muzeme také vyjadrit pomoci zakona sily. K tomu oznacime
0 = o(z) linedrni hustotu struny v bodé z. Linedrni hustota je definovana tak, Zze hmotnost Gseku struny mezi

body a a 8 je dana integralem
B

/m9@.

[e3

Hmotnost kratkého tiseku struny mezi body = a x + Az je tedy podle véty o stfedni hodnoté integralniho pocétu

rovna
z+Ax

Am = / 0(§)d¢ = o(x + YAx)Ax,
kde ¥ € [0, 1] je néjaké ¢islo. Zrychleni bodu struny o soufadnici z + YAz je rovno

2

%u(t, x4+ 9Ax).

Silu ptisobici na uvazovany kratky tsek struny tedy mizeme vyjadrit jako soucin tohoto zrychleni a hmotnosti

Am,
2

oz + 19Ax)%u(t, x + 9Ax)Ax

a celkovou silu ptisobici na usek struny mezi body « a 3 jako soucet

2
Z oz + ﬂAz)%u(t, x4+ 9Ax)Ax,

82
kde s¢itdme pfes vSechny tseky struny mezi body «, 8. Tento soucet je integralnim souc¢tem funkce o(-) @u(t, ),

takze pro Az — 0 dostaneme silu F'(t), pusobici v ¢ase ¢ na tsek struny mezi body « a (3, vyjadfenu Rieman-
novym integralem

A 2
F(0) = [ ol6) gzult. ). (1)



Porovnanim (16) a (17) dostaneme

i < ©) §t2 (t,€) - 58,52 (t,6) = (t,é)) d¢ = 0.

(e

Tato rovnost mize byt pro libovolné hodnoty a a 3 splnéna jen tak, ze integrovana funkce je nulova, tedy

62 2
Q(ﬂﬁ)@u(t T) = T@U(Tf, ) + g(t, ).
Nyni polozime
T 9(t,x)
a=a(r)= , = f(t,z) =
(z) o07) f=ft ) o)
a dostaneme rovnici kmitani struny
02 0?
0t2 (t :L') = a(z)Q@u(t, ZL') + f(ta :L')

Uvazujme nejjednodussi piipad — struna je homogenni, tj. o(x) = const a neptisobi na ni Zadna vnéjsi sila,
tj. g(t,z) = 0. Je tedy také a(x) = a = const a f(t,x) = 0. Rovnice kmitani struny nyni nabyva tvaru
2 2

0
wu(t,x) = aQ@u(t,x). (18)

Oznac¢me délku struny ¢ a uvazujme, Ze struna je v krajnich bodech 0 a ¢ upevnéna, nevykonavéa v téchto bodech
zadny pohyb. K rovnici (18) tak dostdvame okrajové podminky

u(t,0) =u(t, ) =0 (19)

pro kazdy ¢as t > 0. Strunu rozkmitame tak, ze ji v pocatecnim okamziku ¢ = 0 vychylime z jeji rovnovazné
polohy a vypustime. Struna mé tedy v ¢ase t = 0 néjaky tvar a nulovou rychlost, tj. funkce u spliuje pocdtecni
podminky

u(0,z) = (), %U(O,l‘) =0 (20)

pro kazdy bod z € [0,!]. Poc¢ate¢ni funkce ¢ samoziejmé musi spliiovat podminku ¢(0) = ¢(¢) = 0.

Reseni rovnice (18) s podminkami (19), (20) ,sly$ime“: zni zakladni tén a tény alikvotni. Struna tedy
vykonava harmonicky pohyb o néjaké zakladni frekvenci w a také harmonické pohyby s frekvencemi, které jsou
nasobky zakladni. MtiZzeme proto hidat, ze feseni by mélo byt tvaru

E an s1n nwt + cn g an sm Cy, COS NWt + €oS ¢y, sin nwt)

) cos nwt + by, (z) sin nwt);

I
Nt
=

Oznadili jsme ap () = an(x)sinc,, by (z) = an(x) cos ¢,; s¢itdme pro n az do nekoneéna, abychom néjak umeéle
neomezovali pocet alikvotnich tént. Pokud budeme ptredpokladat, ze

an(0) = an(f) = b,(0) = bn(¢) = 0, (21)
budou splnény okrajové podminky (19). Funkce u musi spliiovat rovnici (18), tedy
Z z)n’w? cos nwt + by, (2)n’w? sin nwt) = a® Z (air(x) cos nwt + bl () sin nwt)
n=1 n=1

neboli

Z a’ap(x) + n*wan(z)) cosnwt + (a®bl1(x) + n*w’by () sin nwt] .

n=1



Ponévadz funkce cosnwt a sin nwt jsou linedrné nezavislé, musi platit
a*all + n*w?a, =0, a®v!! + n*w?b, =

pro vSechna n = 1,2,3,.... Prvni z téchto obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic druhého fadu upravime na tvar

2
al + (%) an, =0.

a

Tato linedrni homogenni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty ma feseni
nw . nw
an(z) = C1 cos —x + Cy sin — .
a a

Chceme, aby byla splnéna prvni z podminek (21), tedy
0 =a,(0) =C1.

Odtud dale dostaneme e
0=a,({) = Cysin —/.
a

Ta
Tato rovnost je splnéna pro w = - @ libovolnou konstantu Cy. Oznacime Cy = A,, a funkci a,, zapiSeme ve
tvaru nra i
a Apsin —zx = A, sin —ux.
n(@) = al " l
Podobné dostaneme -
bp(z) = By sin —x.

14
Tyto funkce dosadime do vyjadieni funkce u a dostaneme
> nma nma nmw
t,x) = (A ey L B, s —t) in .
u(t, z) 7;) n €08 ——t + By sin ——t ) sin —-

Tato funkce formalné splituje rovnici (18) a okrajové podminky (19). Je$té ur¢ime konstanty A, a B, tak, aby
byly splnény pocateéni podminky (20). M4 platit

o(x) = u(0,x) ZA sin

Tuto rovnost mizeme chapat jako vyjadieni funkce ¢ ve tvaru sinové rady. Je tedy

0
/cp sin %fdf
0

Nll\')

pro kazdé n = 1,2, 3,.... Dale plati

a oo
0= EU(O, x) = nz:;) ?Bn sin n%x

Odtud a z véty o jednoznacnosti Fourierovych fad dostaneme, ze B, = 0 pro vSechnan =1,2,3,....
Resen{ rovnice (18) s podminkami (19) a (20) timto zptisobem dostavame ve tvaru

L

Y
= (2 . nr nwa . Nw 2SN . nr. . nw nmwa
x) = Z: 7 /<p(§) sin TEd'f cos Ttsm - T= /(p(&) <Z;sm 7§sm & cos 71?) d¢.

n= 0 0

Jesté poznamenejme, ze zakladni frekvence kmitajici struny nam vysla jako



Kapitola 1

Metody charakteristik

1.1 Parcialni diferencialni rovnice prvniho radu

1.1.1 Linearni homogenni parcialni diferencialni rovnice ve dvou nezavisle pro-
ménnych

ou ou

Resenim je funkce u = u(z, y).
Hledame vrstevnice funkce u. Nechf maji parametrické vyjadieni = = x(s), y = y(s). Pak u(xz(s),y(s)) =
const a tedy
d Oudr Oudy
&U(w(s)w(s)) = 92 0s + Oy s

Porovnanim s (1.1) vidime, ze pokud funkce = = x(s), y = y(s) jsou feSenimi systému autonomnich oby¢ejnych
diferencialnich rovnic

0.

x' = a(x,y),

Yy = b(z,y), (1.2)

kde ’ oznacuje obycejnou derivaci podle nezavisle proménné s, pak jsou parametrickymi rovnicemi vrstevnic
feSeni rovnice (1.1). Systém (1.2) se nazyva charakteristickd soustava rovnic rovnice (1.1), jeho trajektorie se
nazyvajl charakteristiky rovnice (1.1).
Necht rovnice ¢(z,y) = ¢ je implicitnim popisem charakteristik rovnice (1.1), tj. vrstevnic FeSeni této rovnice,
a ® je libovoln4 diferencovatelna funkce jedné proménné. Pak u = u(x,y) = ®(¢(x,y)) je FeSenim rovnice (1.1).
. VR . Ou 0
D.: Podle ,fetézového pravidla“ pro parcialni derivaci slozené funkce je — = &' —, — = ®'— na charak-
or oz’ Oy dy
teristikdch = = z(s), y = y(s) plati p(z(s),y(s)) = c a tedy

Ju(z,y)
ox

a(z,y) ou(z,y) do(x,y) b&p(x, y)) _

+ b(w,y)Ty = @' (p(,y)) (a Ee + oy

¢ dzdy  dyde _ o Opdz  Opdy
=2 (e(x.v) (ds@erds@y =¥ (¢(x.v) 8J:ds+8yds

O

) = ¥ (ple0) goela(s).0(5) =

1.1.2 Okrajova tuloha pro linearni homogenni parcialni diferencialni rovnice ve
dvou nezavisle proménnych

Necht = ¢(0), y = ¥ (o) je parametricky popis rovinné k¥ivky, kterd protind kazdou z charakteristik rovnice
(1.1) pravé jednou, a necht f je funkce se stejnym definiénim oborem jako ¢ a . Podminka

u(p(0), ¥(0)) = f(o) (1.3)



se nazyva okrajovd podminka pro rovnici (1.1).

Heuristicka tvaha: Podminku (1.3) si lze pfedstavit jako prostorovou kiivku. Déle si lze predstavit, Ze
méame vrstevnice feSeni, tj. charakteristiky, vytvofené napt¥ z dratu. Tyto vrstevnice umistujeme na kiivku
vyjadiujici okrajovou podminku.

Necht charakteristiky rovnice (1.1), tj. trajektorie systému (1.2), maji obecné parametrické vyjadieni

T :.T(S,Cl,CQ),

(1.4)
y= y(sa C1, 02)3
kde ¢1, co jsou integracéni konstanty. Dale nechf okrajova podminka je parametricky vyjadfena rovnicemi
x = (o),
y =v(0), (1.5)
u=f(o)
Pro jednu hodnotu parametru s, feknéme pro s = 0, vrstevnice protind kfivku, na niz je zadana okrajovi

podminka, tedy
:C(Ov C1, 02) = 50(0—)7
y(ov C1, 62) = 7/)(‘7)

Z t&chto rovnic vypocitdme konstanty ci, ca v zévislosti na parametru o, tedy ¢; = ¢1(0), c2 = ca(o). Toto
vyjadfeni dosadime do (1.4) a dostaneme soustavu dvou rovic pro dvé neznamé s a o:

T :z(s, c1(o), CQ(U)),
y =y(s,c1(0), c2(0)).

Tuto soustavu vytesime; zejména vyjddiime o pomoci z a y, tj. 0 = o(z,y) a dosadime do posledni z rovnic
(1.5). Tim dostaneme feseni tlohy (1.1), (1.3) ve tvaru u(z,y) = f(co(z,y)).

1.1.3 Quasilinearni parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu ve dvou nezavisle
proménnych

ou ou
a(zayvu)% + b(zayvu)a_y - C(zayvu)' (16)

Resenim je opét funkce u = u(x,y). Pfedpoklddejme, Ze toto feSeni je implicitné dano rovnici F(z,y,u) = 0,
tedy

F(z,y,u(z,y)) = 0.
Odtud dostaneme

d OF  OF Ou d OF  OF Ou

Prvni z téchto rovnic vynasobime funkci a, druhou z nich funkei b, seéteme je a upravime s vyuzitim (1.6):

0=a2E 08 (OB (O 0u) _ OF o, OF
=~ You Oy  Ou “ox Oy = Yor oy “ou’

Pokud funkce x = x(s), y = y(s) a u = u(s) jsou FeSenim nésledujici charakteristické soustavy rovnic rovnice
(1.6)
r = G/(.Z', y) ’LL),
y' = b(z,y,u), (1.7)
u = 6(1:7 y, u)?

pak podle predchozi rovnosti plati

d OFdx OFdy OFdu OF OF oF

10



Trajektorie systému autonomnich obyéejnych diferencidlnich rovnic (1.7) — prostorové kiivky — se nazyvaji
charakteristiky rovnice (1.6). Z provedeného vypoctu plyne, Ze podél charakteristik je funkce F' konstantni.
Necht rovnice ¢1(z,y,u) = ¢1 a pa(x,y,u) = co jsou implicitnim popisem charakteristik rovnice (1.6)
(jednorozmérné variety v t¥irozmérném prostoru) a ® je libovolna diferencovatelnd funkce dvou proménngch.
Pak funkce u = u(x,y) implicitné zadana rovnici
<I>(g01(x,y,u),<p2(x,y,u)) =0 (18)
je FeSenim rovnice (1.6).

D.: Rovnici (1.8), v ni% u povazujeme za funkci proménnych z a y, derivujme parcialné podle proménné x:

0B (Dpr, dp 0w, 0% (O OpaOu) _
O&pl<8$ + 8u8$>+8@2<ax+6u63€ N
_ 02 0p1 , 9% 9py | (0D Op1 , O Dy Ou
 Opy O Opg Ox dp1 Ou  Opy Ou ) Ox’
9% 9p1 | 02 D¢,
Op1 Ou 0o Ou
Ou_ 1 (0% 090 0% 0oz
dp1 Oz Opg Oz )

Oznacime-li A = , dostaneme z predchozi rovnosti

or A
Analogickym postupem bychom dostali

o L(2000, 08 0en)

Oy A\dp1 Oy Opz Oy )~
Ponévadz na charakteristikach plati

Lo (#() (51 ul) =0, =pa(w(s),y(s) u(s)) =0

dostaneme vzhledem k (1.7):
Ou  Wou_ 1 (0® (Opr -\ D1\ O (Dps \ Opa AN
’ <5w1<5wa+ 6yb)+am<aw” o)) =
_ 1 (9% (dordr  Opidy) | 0P (Opadr  Opzdy))
A\ 9y \ Oz ds Jy ds Jpg \ Ox ds Jy ds N
1 /0% (d 01 du 0® [ d Jpy du B
— 4 (2 (fa6eae.ue) - G258+ 22 (faue.u0) - 224 ) -
_ L (22901, 0% Oz du
A \Oyp; Ou Oy Ou

a@x+ a_yiiA

ds

O
Necht x = ¢(0), y = (o) je parametricky popis néjaké rovinné k¥ivky, a necht f je redlnd funkce se stejnym

defini¢nim oborem jako funkce ¢, 1. Podminka
u(p(0),9(0)) = f(o) (1.9)

se nazyva okrajovd podminka pro rovnici (1.6). Okrajovou tlohu fesime analogicky jako okrajovou dlohu (1.1),
(1.3):

Necht charakteristiky rovnice (1.6) maji parametrické vyjadieni
= x(s,c1,C2,C3),
y(S, C1,C2, 03)3

= U(S, C1, C2, 63)7

(1.10)

x
Y
U

11



kde c1, ca, c3 jsou néjaké konstanty. Ma-li soustava rovnic

2(0,¢1,¢2,c3) = o
y(0,c1,c2,¢c3) = Y(0), (1.11)
u(0,c1,c0,c3) = f(
pro nezndmé cy, ca, ¢z feseni ¢; = ¢1(0), ca = c2(0), ¢3 = ¢3(0), dosadime je do prvnich dvou rovnic soustavy
(1.10):
5;61(0)562(0)703(0))7

1(0), ca(0), 03(0)).

Ma4-li tato soustava rovnic feSeni o = o(z,y), s = s(z,y), dosadime je do t¥eti z rovnic (1.10). Tim dostaneme
feSeni tlohy (1.6), (1.9) ve tvaru

<
Il
S
—~
\.CIJ
e}

u = u(s(ac, Y), c1 (U(ac, y)) ,C2 (a(x, y)) ,C3 (a(x, y)))

1.1.4 Obecna parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu ve dvou nezavisle pro-
ménnych

Jedna se o rovnici

Ju Ou
F — = | = 1.12
(e G 5] =0, (1.12)

kde F je redlnd funkce péti proménnych, u je (hledand) funkce dvou proménnych, z, y jsou nezéavisle proménné.
Oznacme
Ju ou
= U, = -, = Uy = —.
b * =9 1 Y oy

Pak rovnici (1.12) miZeme zapsat ve tvaru

F(x,y,u,p,q) =0.

Autonomni soustavu obycejnych diferencialnich rovnic

Ew = Fp(x7yau7paq)7

d

Ey = Fq(xay;%P;Q)v

d

Eu = pr(x7yau7paq)+qu(x7yau7paq)7 (113)
d

Ep = _Fz(x7yau7paq)_pFu($5y7uap7q)a

d

Eq = _Fy(x7yau7paq)_un($5y7uap7q)a

nazyvame charakteristickd soustava rovnice (1.12), trajektorie jejtho feseni (kiivky v prostoru R®) nazjvame
charakteristicky pruh rovnice (1.12).

Necht funkce = = z(s), y = y(s), u = u(s), p = p(s), ¢ = q(s) jsou feSenim charakteristické soustavy (1.13).
Pak plati

dz dy du dp dgq
—F = —F(x(s),y(s),u(s),p(s),q(s)) = Fz& + Fy& + Fu& + Fp& +Fq£ =

= Fp By + FyFq+ Fu(pFy + qFy) — Fp(Fy + pFy) — Fy(Fy + qFy,) = 0.

To znamend, Ze na charakteristickém pruhu je funkce F' konstantni. Pokud tedy pocate¢ni hodnoty feSeni
charakteristické soustavy (1.13) splituji podminku



pak kiivka (z(s), y(s), u(s)) lezi na grafu feSeni rovnice (1.12).
Necht x = ¢(0), y = (o) je parametricky popis néjaké rovinné kiivky a f je redlnd funkce se stejnym
definiénim oborem, jako funkce ¢, 1. Rovnost

u(p(0), ¥(0)) = f(o) (1.14)

se nazyvéa okrajovd podminka pro rovnici (1.12). Derivovanim okrajové podminky dostaneme rovnost, kterou
na ni musi spliiovat funkce p a g,

O _ L 60).00)) = p(e0).00) 22 1 4((0). 0(0)) 22

Necht nyni pg = po(0), g0 = qo(0) je FeSenim soustavy dvou rovnic pro dvé neznadmé

F(‘P(U)a 1/}(0-)5 f(0)7p07 QO) = 07

de(o) dy(o) _ df(o)
Po do t do do

Reseni charakteristické soustavy (1.13), které spliiuje po¢ateéni podminky

2(0) = ¢(0),  y(0) =(0), u(0)=f(o), p(0)=po, q(0)=qo
(2(s;0),y(s;0),u(s;0), p(s;0), 4(s30)).
Je-li s = s(x,y), o(x,y) FeSenim soustavy rovnic
x = x(s;0),
= y(s;0),

tj. parametry s, o vyjadiime pomoci soufadnic x, y, pak funkce u definovana vztahem

u(z,y) = u(s(z,y);o(z,y))

je TeSenim rovnice (1.12) s okrajovou podminkou (1.14).

1.1.5 Quasilinearni parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu
Rovnici

ou(xy, ..., Tn)
axl

+"'+an(zla"'azn7u)w = f(zlv"'v:rn;u)v (1]‘5)

a1 (z1, ..., Tn,u)

kde a1, ..., an, f jsou funkce n + 1 proménnych a u je (hledana) funkce n proménnych, nazyvime quasilinedrni
parcidlni diferencidlni rovnice prvniho vddu; v pripadé f = 0 homogenni, v opacném nehomogenni. Pokud
funkce a1, ..., a, nezavisi na posledni proménné a funkce f zavisi na posledni proménné linedrné, nazyvame
tuto rovnici linedrni parcialni diferencidalni rovnice proniho tdadu.

Soustavu obyc¢ejnych diferencialnich rovnic

d
azl(s) = ay(z1(s), ..., zn(s),u(s)),
d
azn(s) = an(z1(5),...,2n(s),u(s)),
d

gu(s) = f(z1(5),- -, @a(s), uls)),

nazjyvame (rozsitend) charakteristickd soustava rovnice (1.15). Trajektorie (x1(s),...,2n(s),u(s)) feSeni cha-
rakteristické soustavy (kiivky v prostoru R™*1) nazyvame charakteristiky rovnice (1.15).
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Bud D € R"! oteviend mnozina a
I = {(z1,...,2,) ER": 21 = 1(01, -+, 0n-1)y- s Tn = @n(01,...,0n-1),(01,...,0n-1) € D}

reguldrni (n — 1)-rozmérnd nadplocha v n-rozmérném prostoru R™. Déle bud ugp = wo(o1,...,0,-1) spojita
funkce definovana na D. Podminka

w(p1(o1, .- y0n=1)y- oy @n(01,...y0n-1)) = ug(o1,...,0n-1), (61y...,0n-1) €D (1.16)
se nazyva okrajovd podminka pro rovnici (1.15).
Jsou-li funkce aq,...,a,, f diferencovatelné, pak charakteristicka soustava s Cauchyovymi podminkami
.Tl(O) = (p1(0'1,...,0‘n_1),
2n(0) = on(o1,...,0n-1),
U(O) = UO(Ula"'7an—1);

mé pro kazdé (o1,...,0,-1) € D jediné feSeni (podle Picardovy-Lindelsfovy véty, viz napf. Kalas J., R4b M.:
Oby¢ejné diferencidlni rovnice, MU 2001, str. 64). Oznac¢me toto FeSeni

(7,/}1(5,01,...,Un,l),...,1/)”(5,01,...,Jn,l),i/)nJrl(s,Jl,...,Un,l)).
Plati
1/}1(050—17 .. '70-7’7,71) = 901(0-17 .. '70-7’7,71)7 cee 7"/)71(070-15 ce ;O—nfl) = Sﬁn(o—la . '70—7’171)5
’l/)nJrl(O,O'l,...,O'n,l) :uo(al,...,onfl)
tedy
0 0p;
wZ(O Oly.veyOpn_1) = %(01,...,0",1), i=1,2...,n,j=1,2,...n—1, prokazdé (o1,...,0,-1) €D
(’)aj an
a dale
o1 o )
P (0,01,...,0n-1) = ai(tpl(al,...,an_l),...,(pn(al,...,on_l),uo(al,...,an_l)).
Funkcemi 1, ...,1, je uréeno zobrazeni ¥ : R x D — R™. Jacobidn J = J(o1,...,0,-1) zobrazeni ¥ v bodé
(0,01,...,0n-1) je
a1(p1(01, .o s 0n-1)y ooy 0n(01, oy 0n—1) .. an(p1(o1,.. s 0n-1)s- , @n(01,...,0n-1)
0 0
ail(dl,...,a’n_l) %(0‘1,.“,0-”_1)
a(,01 a‘Pn
80’,”71 (0’1,...,0n_1) 80'"71 (01,...70n_1)
Je-li J(01,...,0n—1) # 0 pro kazdé (o1,...,0,_1) € D, existuje inversni zobrazeni ¥=! : R* — R x D (podle

véty o existenci inversniho zobrazeni, viz napt. Dosla Z., Dosly O.: Diferencidlni pocet funkci vice proménnych,
MU 1999, str. 84).
Polozme u(z1, . ..

,Tp) = Uny1 (P21, ..., 20)). Pak u je feseni tlohy (1.15), (1.16):

dnc;C ou 0s ou GUJ 0s dnc;C s GUJ dnc;C B
Z k ds Os &’ck Jz: Ooj Oxy, Z Oxp ds Z Z Oxp ds
~ 0u0s Ou Oo;  du
" s 0s ZGUJ ds  ds =/

Toto feseni je jediné.

14



1.1.6 Kanonicky tvar parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu ve dvou neza-
visle proménnych linearni v prvnich derivacich

ou

a(x,y)% + b(xay)a_y = f(x,y,u), (1'17)

funkce a, b jsou definovany na mnoziné G C R2, funkce f je definovdna na mnoziné G x R, pro funkce a, b plati

a(z,y) # 0 # b(z,y) pro (z,y) € G. Parcidlni rovnici (1.17) pfifadime jeji obyéejnou charakteristickou rovnici

y = 25y (1.18)

a(z,y)’

kde ’ oznacuje obyéejnou derivaci podle x. Pfedpoklddejme, Ze charakteristickd rovnice (1.18) m4 FeSeni, které
lze implicitné zapsat ve tvaru

o(x,y) =C, (1.19)
kde C je integra¢ni konstanta. Pak je ¢ (z,y) + v ¢, (2, y) = 0, tj.

apy + by, = 0. (1.20)

Poznamenejme, Ze charakteristickd rovnice linedrni homogenni rovnice ve dvou nezavisle proménnych (1.1)
je podilem jednotlivych rovnic charakteristické soustavy (1.2) této rovnice a tedy rovnost (1.19) vyjadiuje
charakteristiky rovnice (1.1) také ve smyslu oddilu 1.1.1.

Polozme

E=ply),  n=y
Pak &1y —&yne = ¢2(2,y), tedy na mnozing H = {(z,y) € R : ¢ (z,y) # 0} C G je zobrazeni (£,n) : H — R?
prosté. Toto zobrazeni na mnoziné H transformuje rovnici (1.17) na rovnici
auepy + b(ugpy + uy) = f.
Tuto rovnici lze upravit na tvar
(aps + b‘:"y) ug + buy = f,
takze vzhledem k (1.20) a pfedpoklddané nenulovosti funkce b plati

Un(fan) = F(ganvu)a

kde F = f/b. Tato rovnice je kanonickym tvarem rovnice (1.17). PonévadZ se v ni vyskytuje pouze jedna
parcidlni derivace, lze ji povaZovat za rovnici obyc¢ejnou takovou, ze hledana funkce u je funkci jedné nezavisle
proménné n a zavisi na parametru &.

1.2 Parcialni diferencialni rovnice druhého radu linearni ve druhych
derivacich

Jedna se o rovnici

Z aij(w)a ux) _ F (:B,u(:c), u(z) 8u(m)) , (1.21)

S 835183:] h 8351 ’ ’ axn

1,7=1
kde * = (z1,22,...,2,) je n-tice nezdvisle proménnych, u je (hledand) funkce n proménnych, a;j, i,j =
1,2,...,n jsou funkce n proménnych takové, Ze jejich defini¢ni obory maji neprazdny prunik D C R"™ a plati

a;j(x) = a;;(x) pro vSechna x € D a vSechny dvojice indexi ¢, j. Pfitom predpokladame, Ze pro alespon jednu
dvojici indext 4, j plati a;; # 0. Funkce F' na pravé strané rovnice je néjaka funkce 2n + 1 proménnych.

Bud zy € D libovolny bod. Pak A = (a;;(x)) je symetrickd matice typu n x n. Takovou matici je definovana
kvadraticka forma ¥ : R” — R,

n

\P(ylayQV"ayn) = (ylayQa'"ayn)A(ylvaa"'ayn)T = Z az](mo)yzyj
i,j5=1
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Plati Sylvestertiv [1814 — 1897] zakon setrvacnosti kvadratickych forem: Existuje reguldrni matice B typu n X n
a jednoznacné urcend prirozena Cisla k, m, 0 < k < m < n takova, Ze po transformaci

(y17y25 s 7yn)T = (77177727 . ann)B

k m q
m4 kvadratickd forma ¥ kanonicky tvar > n? — > n?. (Pfitom klademe >  o; =0 prop = ¢+ 1.)

i=1 i=k+1 i=p
Rovnice (1.21) se nazyva
eliptickd m=mnake{0,n},
hyperbolickd m=nake{ln—1},
ultrahyperbolickd v bodé g € D, jestlize m=na2<k<n-—2
parabolickd m<n,
parabolickd v uzsim smyslu m=n—1lak=0,nebok=m=n-—1.

Rovnice (1.24) se nazyva eliptickd, hyperbolickd, ... v oteviené mnoziné G C D, je-li eliptickd, hyperbolicka, ...

v kazdém bodé = € G.

Oznac¢me B;; prvky matice B. Transformaci prevadéjici kvadratickou formu ¥ na kanonicky tvar tedy mi-

Zeme zapsat jako
n
y’bzznpﬂpia i:172a"'an
p=1

a transformaci kvadratické formy ¥ prepsat ve tvaru

n n

n n n k m
> a(@o)yiy; = Y aij(®0) Y mpBpi Y MaBai = P aij(@0)BpiBejtpng = Y 1 — >, i (1.22)

3,j=1 3,j=1 p=1 q=1 %,J,p,q=1 i=1 i=k+1
Nyni budeme v rovnici (1.21) transformovat nezavisle proménné. Nové nezdvisle proménné &1, &s, . . ., &, definu-
jeme vztahy
n
&= E BipTp, 1=1,2,...,n. (1.23)
=1
. 0§ e . L <
Pak je P Bij a s vyuzitim fetézového pravidla pro pro derivaci slozené funkce postupné dostaneme
N
J

9 du <~ , Ou
axz Z dx; OE, ; Bri &’

0?u 9, Pu = 0?u
D0 Zﬂma ag Zﬂmz dx; OO, Zﬂmzﬂ‘”ag ¢, p;lﬁ il V0E,0¢,

Lev4 strana rovnice (1.21) se tedy v bodé & = x( transformuje na tvar

- - - 0%u
Z az]( Z azg :130 Z ﬂpzﬂqg Z aij(mO)ﬂpiﬂqj—-
) 8:616% e S 8«5 (’)fq I 0€,0¢,

Porovnanim s rovnosti (1.22) vidime, Ze transformace (1.23) nezavisle proménnych prevadi levou stranu parcidlni
diferencidlni rovnice (1.21) v bodé & = x na tvar

Z Ui 82’&.
2 PY2R
9¢; i=k+1 0

tento tvar rovnice se nazyva kanonicky v bodé xy.

Pokud je funkce F' na pravé strané rovnice (1.21) tvaru

P (w0, 28, 22 by () 21)




kde b;, ¢, f,i =1.2,...,n jsou funkce n proménnych takové, ze defini¢ni obor kazdé z nich ma neprazdny prinik
se spole¢nou €¢asti D defini¢nich obort funkei a;;, pak mtzZeme rovnici (1.21) pfepsat na tvar

S Pu(z) & du(z)
Tuto rovnici nazyvame linedrni parcidalni diferencidalni rovnice druhého rdidu; v piipadé f = 0 homogenni,

v opacném nehomogenni.
Pro homogenni linearni rovnici plati princip superpozice: Je-li a libovolnd konstanta a wuy, us jsou feSeni
rovnice

> ()G + Y @) G+ c@hu(e) = 0.

ij=1

pak také au; a wu; + ug jsou FeSenim této rovnice. (Platnost tohoto tvrzeni lze ovéfit pfimym dosazenim.)
Funkce u = 0 je zfejmé také fesenim této rovnice. Odtud plyne, Zze mnozina vSech feseni homogenni rovnice
tvori vektorovy prostor.

1.3 Kanonicky tvar parcialni diferencialni rovnice druhého radu ve
dvou nezavisle proménnych linearni ve druhych derivacich

Az, y)uge + 2B(z,y)ugy + C(z,y)uyy = F(z,y,u, ug, uy) , (1.25)

pro funkce A, B, C plati |A(z,y)|+|B(z,y)|+|C(z,y)| > 0 pro viechna (z,y) € D = Dom ANDom BNDom C.
Uvazujme kvadratickou formu ¥(r, s) = Ar? 4+ 2Brs + Cs?.
Pokud A # 0, plati

B\> B?
Ar? +2Brs+ Cs®> = A(r—i—zs) —752—1—052 = A(r—i—
pokud C' # 0, plati
B\> B?
Ar? +2Brs+Cs? = C<S+5T) fFTZJrArQ = C<s+
pokud A = C =0, pak B # 0 a plati
B B
Ar? +2Brs+ Cs®> = 2Brs = 5(r+s)2—5(r—s)2.

Odtud plyne: Je-li pro kazdé (z,y) z oteviené mnoziny G C D

(B(x,9))? — A(z,y)C(z,y) >0 hyperbolickd
(B(x,y))* — A(z,y)C(z,y) =0 pak rovnice (1.25) je parabolickd v G
(B(z,v))? — A(z,y)C(z,y) <0 elipticka

1.3.1 Transformace rovnice (1.25)

Budte ¢,1 : G — R takové funkce, ze @, (x,y)¥y(x,y) — @y(x, y)¥z(z,y) # 0 pro vSechna (z,y) € G. Pak
transformace

£ = o(z,y), n = Y(x,y) (1.26)

bijektivné zobrazi mnozinu G na otevienou mnozinu a rovnici (1.25) transformuje na tvar (vyuzivame formule
pro druhé parcidlni derivace slozené funkce)

a(év 77)“66 + 2b(§a 77)“677 + C(év 77)“7777 = F(f, 777 ’LL, ufv un) Ll (127)
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kde
2
a = Ap:+2Bo,po,+Col = ¢ (A <&> —2B <&> +C> ,

Py Py
2
¢ = AYI+2BYpy, +CY) = o (A <%) — 2B <%) n c) ;
Y Y

naznacenou tpravu vyrazu pro funkce a nebo c lze samoziejmé provést pouze v ptipadé, ze ¢, # 0 nebo v, # 0.
Pfi hledani inversni transformace k transformaci (1.26) feSime soustavu rovnic (1.26) pro nezndmé z, y.

Pfitom prvni z rovnic je implicitné ddna funkce y; = y1 (), pro jejiz derivaci plati y; = f&, a druhou z rovnic
Y
je implicitné déna funkce yo = ya(x), pro jejiz derivaci plati y5 = f% (podle vzorce pro derivaci implicitné
Y

zadané funkce, viz nap¥. Dosla Z., Dosly O.: Diferencidlni pocet funkci vice proménnych, MU 1999, str. 96).

1.3.2 Charakteristiky rovnice (1.25)

Obycejna diferencidlni rovnice v implicitnim tvaru (nerozieSend vzhledem k derivaci)
Az, y)y? — 2B(z,y)y + C(z,y) = 0 (1.29)

se nazyva charakteristickd rovnice parcidlni diferencidlni rovnice (1.25). Jeji feSeni se nazyvaji charakteristiky.
Z predchozich tvah je vidét, ze plati: Je-li rovnice (1.25) hyperbolickd, ma dvé jednoparametrické mnoziny
charakteristik, které jsou fesenimi obycejnych diferencidlnich rovnic

’ B(l‘,y) +\/(B($ay))2 —A(x,y)C(x,y) ’ B(‘T’y) _\/(B(xvy))Q —A(Jc,y)C(ac,y)
y = a y = . (1.30)
A(z,y) Alz,y)
Je-li rovnice (1.25) parabolickd, mé jednu jednoparametrickou mnozinu charakteristik, ktera je feSenim obycejné
diferencialni rovnice
, _ B(x,y)

V= ey (1.31)

Je-1i rovnice (1.25) eliptickd, nemé redlné charakteristiky.

1.3.3 Kanonicky tvar hyperbolické rovnice
Jsou-li p(z,y) = Cy a Y(x,y) = Cy implicitni popisy FeSeni rovnic (1.30) (tedy charakteristiky rovnice (1.25),
pak AP jsou kofeny charakteristické rovnice (1.29), takze v (1.28) dostaneme a = ¢ = 0. Kanonicky

Y y
tvar hyperbolické rovnice (1.25) je
uﬁ’r] = F1(§5n7uauf7un) .

1.3.4 Kanonicky tvar parabolické rovnice
V tomto piipadé je B> = AC. Je-li ¢(x,y) = C implicitni popis feseni rovnice (1.31) a ¢(z,y) je libovolna
funkce nezévisla na funkci ¢, pak ———= = —, tj. ¥, = fzwy, a —— je kofenem charakteristické rovnice (1.29).

vy A Yy
V rovnostech (1.28) tedy dostaneme ¢ =0 a

B B2 AC — B?
b = *B@xwy +B (Sﬁzwy - Z‘way) JFC‘PM/’y = (C 7) Sﬁywy = T%vﬂ/)y = 0.

Kanonicky tvar parabolické rovnice (1.25) je
Uge = F2(§a n,u, ufvuﬁ) .
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1.3.5 Kanonicky tvar eliptické rovnice

Elipticka rovnice (1.25) nemd reilné charakteristiky. Pro jeji transformaci zavedeme nejprve oznacéeni

B A w)Cy) - (B.y)
Mo = Yy V0= ) |

Daéle necht ®(x,y) = C1, resp. ¥(z,y) = Cs, je implicitni popis FeSeni rovnice
y' =z, y) +iv(z,y), resp. y' = p(z,y) —iv(z,y).

To znamena, ze

v
fgz:quiy, —qj—z:u—iy.

Polozime
Pak plati
1 1 . . 1 1
Oz = 5(‘1’1 +9,)= §(fu<l>y —iv®@, — p¥, +ivl,) = EV(CI’y -0,) - Eu(fby +0,) = vihy — ey,

1 1 . . 1 1
= 5((1% -¥,) = Z(_N(I)y —iv®, +p¥, —iv¥,) = _E/L((I)y -¥,) - 5”((1)1/ + Uy) = —uahy — vepy.

Dosazenim téchto vyjaddfeni do rovnosti (1.28) dostaneme

Va

a= A2 +2Bp,p, + Cgaf/ =A (1/21/12 — 2y Py + “29012/) + 2B (voythy — ,LLQDZ) + Cgaf/ =
= (Ap® —2Bu + C)(pi + AZ/Qwi +2v(B — Ap)pythy =
B> _B? , AC - B? AC - B?

2 2 2
I*QIJFC 1 ¢y+2V(B*B)¢y¢y:T(@y+¢y),

b= A‘pacwz + B(‘Pw"/}y + (pywz) + C(pywy =
= —A (vp] — 1P oytby + VP oy — el + B (v — ppythy — ppythy — vl) + Coythy =
= (Ap — B)vg: + (B — Ap)v; + (Ap® — Av® —2Bu+ C) pyipy =

B2 AC-B?> 2B?> AC
= (B = B) (ve;, — viy) + (I_T_TJFT) pyty =0,

¢ = A2 + 2By + O = A (1P + 2uviypy + 1202) — 2B (uap2 + vipyiby ) + CY7 =
= AP0 + (Ap? —2Bu+ C) 42 + 2v(Ap — B)pyth, =
AC - B?

B? B? AC — B?
+ <7 -2+ C) Uy +20(B = Blpyty = ——— (¢ +¢7)

tedy a = ¢, b = 0. Kanonicky tvar eliptické rovnice (1.25) je

Uge + Upn = F3(§7775u7u£7u77) .

1.3.6 Kanonicky tvar linearni parcialni diferencialni rovnice druhého fadu ve dvou
nezavisle proménnych s konstantnimi koeficienty

AUgg + 2bUgy + cUyy = dug +euy + fu+g(z,y), (1.32)
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kde a,b,c,d,e, f €R a g : R? = R. Vyse popsané transformace pievedou tuto rovnici na néktery z tvarti

ugy, = diug +eruy + fru+ g1(€,m), pokud b —ac >0,
uge = doug + eauy + fou+ g2(&,m), pokud b —ac=0, (1.33)
Uge +Uppy = dsug +esu, + fau+g3(€&,n), pokud b? —ac < 0.

Zavedeme novou nezndmou funkci v vztahem

u = velTHn,

kde A\, p jsou zatim neurcené konstanty. Pak je

Ug = e)"EJr'Lm()\’U + ’UE) R Uge = e)‘EJr‘Lm()\Z’U + 2)\1)5 + Ugg) R
uy = (v vy ugy = I\ + pvg + Aoy + vgy)
Upy = TE(U20 + 200, + vyy) -

Dosadime do rovnic (1.33) a vykratime vyrazem e TH7 =£ 0:

ven = (di — p)ve + (e1 — Aoy + (did + e — A+ fi)v+ §i(§,m) pro hyperbolickou rovnici,
vee = (da — 2M\)ve + eavy + (de X + eapt — A% + fo)v + G2(€,m)  pro parabolickou rovnici,
Vee FUpy = (ds — 2N\)ve + (e3 — 21)v, + (da) + eapp — A — 1% + f3)v + G3(€,m)  pro eliptickou rovnici.

Konstanty A\, p zvolime tak, aby pravé strany byly co nejjednodussi. Konkrétné:

e Pro hyperbolickou rovnici 4 = d;, A = e;. Dostaneme

vey = (erdy + fr)v+g1(€,m).

d 4 d3
e Pro parabolickou rovnici A = 32, W= f%. Dostaneme
€2
vge = eavy + G2(§,m) -
o . . ds €3
e Pro eliptickou rovnici A = S5 H=g Dostaneme
di+e3+4fs
Ve + gy = —————v+ G3(&,7) -

4

1.4 Pocatecni uloha pro hyperbolickou rovnici ve dvou nezavisle
proménnych

1.4.1 ReSeni pocateéni tilohy pro homogenni hyperbolickou rovnici ve dvou neza-
visle proménnych (kmity nekone¢né struny)

utt(t; 1') = azumm(tv x) s (tv x) € (Oa OO) X (7007 OO) ) (134)
w(0,2) = ¢(z), w(0,z) = P(x), x € (—00,00), (1.35)

kde a > 0, funkce ¢ je dvakrat diferencovatelné a funkce v je diferencovatelna.
Charakteristickd rovnice parcidlni rovnice (1.34) je 22 — a? = 0, tedy 2’ = +a, z éehoz x(t) = +at + const.

Transformaci
&=z —at, n=ux+at

pfejde rovnice (1.34) na tvar
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Odtud plyne, Ze u¢ nezéavisi na 7, tedy
ug(§m) = f(&)-

Tuto rovnici zintegrujeme podle ¢ a dostaneme

u(§,n) = FE)+Gm),

kde F' je funkce primitivni k f a G je libovolna funkce. Zpétnou transformaci tedy dostaneme FeSeni rovnice
(1.34) ve tvaru
u(t,z) = F(z —at) + G(x + at), (1.36)
kde F, G jsou libovolné dvakrat diferencovatelné funkce. Urcime je tak, aby byly splnény pocateéni podminky
(1.35), tedy
F(x)+G(z) = @),  —aF'(z)+aCG (z) = ¥(z).
G

Druhou z téchto rovnosti pfepiSeme na tvar (F(z) — G(z)) =

a integrujeme. Dostaneme

F(2) = Gla) ~ (Fa) - Gla) = —5 [ 0(©)de.

kde x( je né€jaké ¢islo. Resime tedy soustavu rovnic

F@)+6@) = ),
F() = Gla) = Fleo) = Gloo) 7 [ 0(6)de

a dostaneme

1 1 F G 1 1 [ F G
Fa) = 3olo) — 5o [w@ae + T00 - EOL Gy = Jowy + L [uigag - T, Slo)
Dosazenim do (1.36) nyni dostaneme Feseni tilohy (1.34), (1.35) ve tvaru
x+at
uta) = ALZEATED L L[ ey,
x—at

Posledni formule se nazyva d’Alembertiv vzorec.

1.4.2 ReSeni pocateéni tilohy pro homogenni hyperbolickou rovnici ve dvou neza-
visle proménnych s obecnym pocatkem

u(t,x) = a®ug(t,z), (t,z) € (0,00) x (—00,00), (1.37)
u(o,z) = o), w(o,x) = P(x), x € (—00,00), (1.38)

kde a > 0, o € R, funkce ¢ je dvakrat diferencovatelna a funkce ¢ je diferencovatelna.
Transformaci 7 = t — ¢ tato tloha prejde na

Urr (T,2) = 02Uy (T, ), (1,2) € (0,00) X (—00,00),
u(0,z) = ¢(x), u(0,z) = (), x € (—00,00).

Podle 1.4.1 mé tato tloha feSeni

xz+aTt

u(rs) = 3 (pla—ar) + oo +ar) + 50 [ v,
takze FeSeni tlohy (1.37), (1.38) je
z+a(t—o)
R N R C
z—a(t—o)
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1.4.3

ReSeni pocéateéni tilohy pro nehomogenni hyperbolickou rovnici ve dvou
proménnych s homogenni pocateé¢ni podminkou (buzené kmity nekoneéné
struny)

uge(t,x) = a*uge(t,z) + f(t, 2), (t,z) € (0,00) X (—00,00), (1.39)
u(0,2) = 0, w(0,z) = 0, x € (—00,00), (1.40)

kde a > 0 a funkce f je spojita.

Tato tloha popisuje kmity struny, kterd je na pocatku v klidu a v rovnovazné poloze. Kmity jsou bu-
zené pusobenim vnéjsi sily f. Mutzeme si tak predstavit, Ze od pocatku se v pribéhu postupné ,nascitaji“
nebo,naintegruji“ vlivy sily f. Tedy, Ze FeSeni je tvaru

t

ult,z) = / w(t,z,0)do.

0

Tato myslenka se nazyva Duhameliv princip. Plati

¢
w(0,2) = 0, a wu(t,z) = w(t,$,t)+/wt(t,1',0')d0'.
0

Ke splnéni podminky u:(0, z) = 0 staéi, aby pro vSechna ¢ > 0 funkce w = w(t, z, o) splilovala

w(o,z,0) = 0. (1.41)

Dale plati

0? 3] / 0 /
wu(t,x) = % w(t, x,t) +/w‘1(t,ac,0)da = 5 0+/w|1(t,x,a)da =
0 0

t
= 7~U|1(t;$;t)+/w\171(t,x,0)da,
0

0? /
@u(t,x) = /w‘zg (t,z,0)do .
0

t
M4 platit uy(t, ) — a®uz(t,z) = f(t,x), tedy f(t,z) = wp (t,z,t) + [ (w|111(t,ac,o) — a2w|212(t,x,0)) do.
0

Posledni rovnice bude splnéna napiiklad pro funkci w = w(t, z, o), ktera spliiuje pro kazdé o > 0

wi(t,x,0) = a*wes(t,z,0), (t,z) € (0,00) X (—00,00), (1.42)
wi(o,z,0) = flo,z), x € (—00,00). (1.43)

Podle 1.4.2 je feSeni tlohy (1.42), (1.41), (1.43) déno formuli

z+a(t—o)

’U_)(t,l',O') = 2_10, / f(o—ag)dga

z—a(t—o)

takze FeSeni tlohy (1.39), (1.40) je

t z+a(t—o)

1
uto) =5 [| [ rega | o
0 —a(t—o)
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Dvojnasobny integral na pravé strané rovnosti je nékdy uzitecné vyjadrit jako integral dvojny, tj.

t z+a(t—o)

0/ | o] o - é/ £(0,€)dade,

z—a(t—o)

kde

Q={(0,) eR*:0<o<t,z—(alt—0o)<é<z+alt—o)} =
:{(U,§)€R2:z7t<§<x+t,0<o<t7|§—:p|}.

1.4.4 ReSeni obecné pocateéni tilohy pro hyperbolickou rovnici ve dvou nezavisle

proménnych
u(t,r) = a®uz(t,z) + f(t, ), (t,z) € (0,00) X (—00,00), (1.44)
u(0,z) = @(x), u(0,2) = ¥(x), x € (—00,00), (1.45)

kde a > 0, funkce ¢ je dvakrat diferencovatelna, funkce v je diferencovatelna a funkce f je spojita.

Pfimym vypocétem ovéfime, ze je-li v = v(¢,z) FeSenim tlohy (1.34), (1.35) a w = w(¢,z) je FeSenim tlohy
(1.39), (1.40), pak u = u(t,z) = v(t,x) + w(t, x) je FeSenim tlohy (1.44), (1.45). Podle 1.4.1 a 1.4.3 je feSeni
dané ulohy

z+at z+a(t—o)
u(t,z) = £ *“t)gw(““t / P(E)de + —/ / F(o,6)de | do.
z—a(t—0o)
Zavedeme-li funkci
i, r—at <& <z+at,
G = G(z,&t) = 20
0, jinak,

miZeme FeSeni tlohy (1.44), (1.45) zapsat v kompaktnéjsim tvaru
u(t,z) = 1 (p(z — at) + (z + at)) + f V(&)G(x, &, t) d§+f ( i f(a,&)G(x,f,ta)d&) do

Funkce G m4 derivaci podle ¢asu ve smyslu distribuci, sr. Dodatek A.3. Reseni tlohy (1.44), (1.45) proto mfizeme
také vyjadrit jako

uta) = [ | P©5G@e0+0O0EE0 + [ 10,066t — o | de.
e 0

Jednoznaénost FeSeni ulohy (1.44), (1.45)

Jsou-li ug = uy(t,x) a ug = uz(t, x) feSeni tlohy (1.44), (1.45), pak ug = uo(t, ) = u1(t, ) —uz(t, x) je FeSenim
homogenni rovnice (1.34) s nulovymi poc¢ateénimi podminkami (1.40). Analogicky jako v 1.4.1 ukdzeme, Ze

uo(t,x) = F(x —at) + G(z + at)
a pro funkce F', G plati

F(z)+G(z) =
Fl(x) - G'()

pro vSechna x € R. Odtud jednak plyne, Ze F(z) = const a dile

neboli G(z) = —F(x),

0,
0, mneboli G(z) = F(x)+ const

uo(t,x) = F(x —at)+ Gz +at) = F(x —at) — F(r+at) = const —const = 0.

Tedy u1 = us.
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1.4.5 ResSeni hyperbolické rovnice ve dvou nezavisle proménnjch s obecnymi po-
¢ate¢nimi podminkami a s jednou okrajovou podminkou

Podminka Dirichletova typu (kmity nekoneéné struny upevnéné na jednom konci, odraz viny na
pevném konci)

u(t,2) = a®uz(t,z) + f(t, ), (t,x) € (0,00) x (0,00), (1.46)
u(0,2) = ¢(x), wu(0,2) = (), x € (0,00), (1.47)
u(t,0) = 0, te(0,00), (1.48)

kde a > 0, funkce ¢ je dvakrat diferencovatelnd, funkce 1 je diferencovatelné a plati

Definujme liché rozsifeni funkei ¢, ¥, f(t,-):

~ _ @(x), r = 0 7 _ 7/1(33)7 x>0 r _ f(t,x), z>0
Plw) = {gﬁ(m), x<0’ ) = {w(x), z<0’ ftz) = {f(t, —z), <0’

tj. @(x) = w(|z|) sgnz, (o) = ¢(j|) sgna, f(t,x) = f(t,]a]) sgna.
Reseni tlohy (1.46), (1.47), (1.48) je

B z+at t zt+a(t—o)
u(t,z) = PEZD T /w d§+—/ | Feou | -
z—a(t—o)
1 z+at 1 t z+a(t—o)
_ <P(|:vfat|)sgn(:v;at)+<ﬂ(x+at)+% / 1/1(|€|)Sgn(5)d5+%/ / f(o,§]) sgn(£)dE | do =
r—at 0 z—a(t—o)
z+a(t—o)
- eledhslroa relvrad) / P(OE + o / |t | o,
\z at| lz—a(t—o)|

V tomto pfipadé miizeme na mnoziné [0, c0)? definovat funkci G piedpisem
1

—, |z —at| <& < x4 at,
G(z, & t) = 20

0, jinak
a FeSeni tlohy (1.46), (1.47), (1.48) zapsat ve tvaru

o(|z — at]) sgn(z — at) + p(z + at)

u(t,x) = 5

+O/w xstds+//fos (2,6, — 0)dédo

Reseni tlohy (1.46), (1.47) s nenulovou okrajovou podminkou
u(t,0) = a(t), te (0,00), (1.49)

kde « je dvakrét diferencovatelnd funkce splitujici podminku lim «(¢) = lim ¢(x), je tvaru
t—0+ x—0+

u(t,z) = v(t, z) + a(t),
kde funkce v je feSenim tlohy
vtt(ta ZL') - azvmm(ta ZL') + f( ) of (t) (ta ZL') € (05 OO) X (07 OO) )

v(0,2) = p(@) —a(0+), w(0,2) = P(@)—-a(0+), x€(0,00),
v(t,0) = 0, t € (0,00);

3 /
pfitom a(0+) = 11%1+ a(t), o (0+) = t£%1+a (t).

24



Podminka Neumannova typu (odraz vlny na volném konci)

up(t, ) = a ugy(t,z) + f(t, ), (t,x) € (0,00) x (0,00), (1.50)
U(O,l‘) = 90(‘%)5 ( ) (x) UAAS (O’OO)’ (1'51)
us(,0) = 0,  te(0,00), (1.52)

kde a > 0, funkce ¢ je dvakrat diferencovatelnd, funkce 1 je diferencovatelné a pro jejich derivace plati

li '(z) = li () =0.
Ap e =0 lg vie) =0

Nyni zavedeme sudé rozsifeni funkei ¢, ¥, f(t,-)
px) =p(al),  d@) =),  flt,z) = [ ]2)),
a dostaneme Feseni tlohy (1.50), (1.51), (1.52) ve tvaru

z+at t z+a(t—o)

ta) = AP L[ yepac+ oL [ [ steleha | ao.

0 z—a(t—o)

V tomto ptipadé mtizeme definovat na mnoziné [0, 00)?® funkci G piedpisem

1
—, |z —at| <€ < x4+ at,
2a
_J1
G(z,§t) = -, r—at<0<¢&<at—ux,
a
0 jinak

a FeSeni tlohy (1.50), (1.51), (1.52) zapsat ve tvaru

(|l — at]) + o(x + at) T
ut,z) = 2 + [ ()G, €, t)de + F(0,6)G(a, &, t — o)dedo.
e oo | ]

Reseni tlohy (1.50), (1.51) s nenulovou okrajovou podminkou

ug(t,0) = B(t), te (0,00), (1.53)

k j krat dif In4 funk Inujici inku li = 1li 1 =1
de f je dvakrat diferencovatelna funkce splitujici podminku Jm B(t) Jm o '(z), tim+ﬁ (t) z;r&rw (x),
je tvaru

u(t,x) = v(t, z) + xB(t),

kde funkce v je FeSenim tlohy

v (t, ) = a2vm(t,x) + f(t,z) —zB"(t), (t,z) € (0,00) x (0,00),
v(0,7) = ¢(x) —2B(0), v(0,2) = Y(z) —28'(0), x€(0,00),
v (£,0) = 0, t € (0,00);

pokud by néktera z funkci 3, 3’, nebyla pro t = 0 definovand, vezmeme misto funk¢énich hodnot pFislusnou
limitu zprava.
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1.4.6 ResSeni hyperbolické rovnice ve dvou nezavisle proménnych s obecnymi poca-
te¢nimi podminkami a s okrajovymi podminkami Dirichletova typu (kmity
koneéné struny upevnéné na obou koncich)

uge(t,2) = a*uge(t,z) + f(t,x), (t,z) € (0,00) x (0,0), (1.54)
u(0,2) = ¢(x), wu(0,2) = (), xz €(0,0), (1.55)
u(t,0) = u(t,f) = 0, te (0,00), (1.56)

kde a > 0, funkce ¢ je dvakrat diferencovatelnd, funkce 1 je diferencovatelné a plati

©(0) = ¢(£) = ¥(0) = ¥(£) = 0.

Definujme spojité 2¢-periodické liché rozsifeni funkei ¢, ¥, f(¢,-). Toto rozsifeni je ddno sinovymi fadami

©
&
I
~o
[~
o

gp(&) sin %fdf) sin n%z ,

n=1
2 [ f
O(z) = Zz:l /1/1 ) sin —£d£) Sin%x,
=2 \o

)
—
=

3

S—

I
N
[~

o

3
Il
i

f(t, &) sin —fdf) sin Tﬂ-x

S vyuzitim souétovych vzorci sin(a — ) + sin(a + ) = 2sinacos 8 a cos(aw — ) — cos(a + ) = 2sinacos
dostaneme

N | -
| =
8

o ‘
% (/cp sin %gdg) sin n—grzcos %t,
0

¢
(p(x — at) + @(x 4+ at)) = 7 (/cp sin %gdg) (sin %(z — at) + sin %(x + at)) =
" 0

xz+at

1 . 1 &
oo | P©d = =3

(

¢ nr r—at

Y/
/
Y/
inE d — =
/w@m 655)[nﬂmsfglﬂww

sin 73@ sin —t,

L

|
) nr nma

i
o\
\
=
Q
&
o
s
o
S)
|
2=
(]
o\{*

¢ z+a(t—o)
( / f(a,g)sin%aM) / sin%mg do =

—a(t—o)
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I
YO
Mg

E=z+a(t—o)

3
Il
A

e nmw 12 nr ]t
/ /f(a, &) sin TEd'f [E cos 75] do =
0

~

I

S~
NE

3=

3
Il
-

I7 e sin m(t —o)do =

/ /f 0,&) sin —§d§) cos =~ (z —a(t — o)) — cos %(x +a(t— O’))) do =
0
f(o,€)sin —§d§>

I
Sle
1]
S|e
o —_ .
o\“\ (=]

= EZ—SID—$/SID$(1§—O’) /f(a,f)smT«EdE do.

0 0
Oznacime-li tedy
2 / 2 Z
am nmw nw
= — A = — in — B = — 1mn —
o= T =g [e©m e B, = 2 [u©sin e,
0 0
Gz, &, t—0) = —Z—sm—:csmn §s1n#(t70)
lze FeSeni tlohy (1.54), (1.55), (1.56) zapsat ve tvaru
- t ¢
u(t,x) = Z (A, cosnwt + B,, sin nwt) sin %x + //f(o, §G(z, &t — o)dédo .
n=1 00
; . s B,
Oznacime-li déle o, =+/A2 + B2 a @, = arctg — A , plati
A, cosnwt + By sinnwt = a, cos(nwt — )

a FeSeni tlohy (1.54), (1.55), (1.56) lze zapsat ve tvaru

t ¢
u(t, x) Z ay, cos(nwt — @) sin —x + //f(o, G(z, &t — o)dédo .
n=1 0

Resen{ tlohy (1.54), (1.55) s nehomogenni okrajovou podminkou

u(t,0) = po(t), u(t,l) =p(t), t € (0,00), (1.57)

kde o, f jsou dvakrét diferencovatelné funkce, je tvaru u(t, x) = v(t, z)+ U (¢, z), kde funkce U = U(t, ) spliiuje
podminky (1.57) a funkce v = v(t, x) je FeSenim tlohy

Vi (t,2) = a®vgn(t,x) + f(t,x) — U (t, 2) + a*Upe(t, x), (t,z) € (0,00) x (0,0), (1.58)
v(0,2) = ¢(z) = U(0,2), v(0,2) = (z ) Ui(0,2), 2€(0,0), (1.59)
v(t,0) = v(t,f) = 0, te (0,00), (1.60)

Za funkci U staéi vzit
T
Ut,z) = po(t) + Z(Ul(t) — po(t)) -

Pr1i této volbé je U,, = 0.
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Cviceni
Najdéte obecné feseni rovnice
1) uy = 62%u,
2) (z+y—2)us + (z+x—yuy +2u, =0

Najdéte feseni rovnice, které spliiuje danou podminku
1
5) us +yuy =0, u(0,y) = ;

6) us + au, =0, u(z,0) =sinx

7) up + auy = 2%t + 1, u(x,0) =2 + 2

8) yuy — zuy = y* — 22, u(z,a) = 2? — a?
Urcete typ linedrni rovnice druhého radu

13) gy + Yuyy =0

Danou rovnici pfevedte na kanonicky tvar
15) Py, + 26" Wy, + ey, =0

16) zyuss — (2% + y*)Ugy + TYUyy + YUy + Uy =0, # y

Najdéte obecné feseni rovnice
19) 2% Uyy — 20YUgy + Y Uyy + TUy + Yuy =0

Reste pocatecni tlohy
1
21) wp = Uge +sinz;  w(0,2) =z, u(0,2) = —.
x

22) Uy — Uzy = O0(x)sint;  w(0,2) =0, ut(0,2) = 0.

3) uy +2u, =3
4) ug +zuy =u

1
9) zuu, + yuuy + 2y =0, u (:c, —> =1
x
10) 2zu, + yu, = 4u + 1, u(z,1) = 22
11) u = uzuy, u(0,y) = y>

12) 4u = u3 — u2, u(coso,sin o) = cos 20

14) 2% Uy, — 22 SinY Uyy + sin? YUyy =0

17) y2ugzy + 22Uy, =0
18) Upy + Ugy + Uyy + Uy =0

20) 22Uy — yPuyy =0

d(z) oznacuje Diracovu distribuci soustfedénou v bodé 0.

23) Reste rovnici s nulovymi poéateénimi podminkami a jednou okrajovou podminkou
Ut = a*uzy;  u(0,2) =0 =u(0,2), wu(t,0) = Asinwt.

Vysledky: 1) u(a,y) = (2% +y) 2) u(z,y,2) = B(w +y — 22,22z — ) 3) u(z,y) = Sy + (2 — )

4) u(z,y) = e ®(2% —2y) 5) u(x,y) = % 6) u(x,t) =sin(x—at) 7) u(z,t) = ‘f—;t4—%t3+

2

2 —(a—1)t+z+2

8) u(z,y) = 2? + 9> + xy — 2a® — ay/22 +y? — a® 9) u(x,y) =2 — xy 10) u(z,y) = 2> + ;(y* — 1)

11) u(z,y) = 15(4y +2)* 12) u(z,y) = 2? — y* 13) hyperbolicka pro y < 0, eliptickd pro y > 0 14) parabolickd
15) wny = (=57 — Dutg — uy 16) ugy = gy 17) tge + uny + geue + 551y =0

1 1
18) vge + vy = 5, v = 38T ¢ = s —y,n=%x19) u(z,y) = ®(zy) Iny + ¥(zy)

20) u(z,y) = ®(¥)/zy + ¥(zy) 21) u(t,z) =z +In

(1 —cos(t — |z))), |z <t,
0, |x] >t

22) u(t,z) = {
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23) u(t,z) = {

+ sinxz — sinx cost

Asin (wt — %x) , x <at,
0, z > at.



Kapitola 2

Metody integralnich transformaci

2.1 Fourierova transformace

Fourierova transformace F prevadi redlnou funkei f jedné realné proménné na komplexni funkci F(f) = f jedné
realné proménné definovanou vztahem

f) = / f(a)eweda.

O funkci f predpokldddme, Ze je definovand na R a konverguje dostateéné rychle k nule pro |z| — oo tak,
aby nevlastni integral na pravé strané konvergoval. Z linearity integralu plyne, Ze Fourierova transformace je
linearni, tj. R A
Fleifr +e2f2)(§) = erfi(§) + 2 f2(8).
Pro Fouriertiv obraz derivace funkce f dostaneme integraci per partes a s vyuzitim vlastnosti | llim flx)y=0
xT|—o0
vztah

F()(E) = / Fe)e " Edr = [fx)e €]~ / F(2)(—i€)e " dr = it / fl@)e ede = EF(f)(€),
t. _ A
Fie) = i€ (). (2.1)

Inversni Fourierova transformace F 1 pievadi funkci f zpét na funkci f na celém R; funkce f je pfitom dana
vztahem

1 ¥ ~ .
= — 8 qe.
fo) = o [ feeag
Konvoluce funkci f, g definovanych na R je funkce f * g dand vztahem

frgle) = / fw)g(z - y)dy.

(O nevlastnim integrélu opét predpokldadme, ze konverguje.) Fouriertiv obraz konvoluce funkei f, g je

F(f*9)(€) = 7 frg(x)e ™ da = 7 7 f)gle —y)e ™ dy | dz = // f)g(x —y)e " dady.

V tomto dvojném integralu budeme transformovat proménné tak, ze polozime x = z+y, y = y. Jacobian tohoto
zobrazeni je

1 1
0 1

‘:1.
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Déle 7178 = e~ We1%¢ tedy

Fre)© = [[twa@e ety = | [ rwetean) | [ aeas) = Foao.
R2 —o00 —o00
To znamena, Ze o R
79 = fo 22)

2.1.1 Reseni pocatecni ulohy pro homogenni parabolickou rovnici ve dvou neza-
visle proménnych (vedeni tepla v tenké homogenni nekoneéné ty¢ci)

w(t,r) = a*uge(t,z), (t,z) € (0,00) x (—00,00), (2.3)
u(0,z) = (), x € (—00,00).

O vsech funkcich i jejich derivacich opét predpokladdme, Ze ,,jdou dostatecné rychle k nule pro |z| — co“. Na
rovnici (2.3) aplikujeme Fourierovu transformaci (funkci u povazujeme za funkci proménné x; ¢ povazujeme za

parametr):
o0

Flu)(€) = / wt, 2)e e de =t ),

a podle rovnosti (2.1)
F(uaa)(t, ) = i6F (us)(t,€) = (1)* F(u)(t, §) = —E*F(u)(t, §) = —€%a(t, ).
Rovnice (2.3) se tedy transformuje na rovnici
w(t,6) = —a’e%a(t,g), (2.5)
coz je obyéejna diferencialni rovnice prvniho fadu (£ hraje roli parametru). Jeji feseni je
at, &) = Ce vt

kde C je integrac¢ni konstanta; nezavisi na t, ale muze zaviset na . Urcime ji z transformované pocatecni
podminky (2.4), tj. z podminky

a(0,€) = ¢(). (2.6)
Je tedy
C=i(0.6) = 96) = [ ploredn

Ozna¢me g(t, x) vzor funkce §(t, &) = e~2°€*t pii Fourierové transformaci, tedy

1 7 242 . 1 i 242
g(t,z) = . /eﬂlE fel*td¢ = o e v (cosx€ +isinéx)dé =
1 7 —a2¢%t 1 7 —a2¢2t . 1 7 —a2¢%t
= — e cosxédé + — e sinzédé = — [ e cos x&d¢,
27 2 s
—o0 —00 0

nebot funkce e~%"¢’t cos x¢ (jako funkce proménné £) je sud4 a funkce e~ tgin z€ je licha. Substituci n = &/ a2t
x
a pri oznaceni ¢ = —= nyni dostavame

Va2t

o0
1 2

g(t,z) = /67’7 cos gndn.

(t:2) m™a?t J
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Oznaéme dale I(q) = [ e~ cos qndn. Pak podle (C.21) je I(0) = [e 7 dn =
0 0
podle parametru ¢ a naslednou integraci per partes dostaneme

‘°|=1

. Derivovanim integréalu I(q)

d 7 2 1 2 >
—I(q) = — 1 gingndn = | —e™ " si _
a (q) 0/ ne” " sin gndn [26 sin qn]

/e_"2 cosgndn = fgl(q).
— 2
n=0

0

N[

Integral I(q) je tedy feSenim pocatedni tlohy pro obyéejnou diferencidlni rovnici

d

i) = L. 10)=
takze .
1g) =Y e %

Navratem k puvodni proménné z dostavame

N

1 V7 1 K

g(t,x) = e 12t = e 1a7r,
(t.) a2t 2 2V/ma?t
Resen{ tlohy (2.5), (2.6) lze zapsat ve tvaru a(t,£) = ¢(£)g(t,€). Inversni Fourierovou transformaci s vyuzitim

(2.2) dostaneme FeSeni tlohy (2.3), (2.4) jako konvoluci funkei ¢ a g(t, -)

o0

u(t,z) = () xg(t,-)(x) = /w(y)g(tw—y)dy,

— 00

tedy

P11 oznaceni

Gla6,1) = 2\/% exp (_M)

lze FeSeni dlohy (2.3), (2.4) zapsat jako

o0

u(t.) = [ @G 0k
Na zaveér jesté poznamenejme, ze feSeni pocatecni tilohy s posunutym pocatkem
ur(t,z) = a*ug.(t, ), (t,z) € (0,00) x (—00,00),
u(o,x) = p(x), z € (—00,00),
kde 0 € R, je
(t.2) [ (-5 = [ @0 -
u(t,x) = —————o xp | ————"— = x, &t — o)dE.
2\/ma?(t — o) PP 4a2(t — o) y v

2.1.2 ResSeni pocateéni tilohy pro nehomogenni parabolickou rovnici ve dvou ne-
zavisle proménnych

Nejprve uvazujme tlohu s homogenni poc¢atecni podminkou:
w(t, ) = a*ugy(t,x) + f(t,2), (t,z) € (0,00) x (=00, 00), (2.7)
u(0,2) = 0, x € (—00,00). (2.8)
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t

Reseni budeme podle Duhamelova principu hledat ve tvaru u(t, z) = [w(t,x,0)do. Pak je po¢ate¢ni podminka
0

(2.8) splnéna. Déle plati

t t

u(t, ) = w(t,z,t)Jr/wt(t,x,o)do, Uge (t, ) = /wm(t,z,a)da.

0 0

Aby byla splnéna rovnice (2.7), musi platit
t
0 = w(t,x) — a*uga(t,z) — f(t,x) = w(t,z,t) —|—/ wi(t,x,0) — a*wyy(t, x,0)) do — f(t,z)
0

pro v8echna (t,z) € (0,00) X (—00,00). Tato rovnost bude splnéna zejména tehdy, kdyz pro kazdé o € (0, c0)
bude funkce w Fesenim tlohy

w(o,z,0) = f(o,x), x € (—00,00).

Avsak feSeni této tlohy je podle 2.1.1 dano vzorcem
w(t,z,0) / f(o,8)G(z,&,t — o)dE.
To znamena, ze FeSeni tlohy (2.7), (2.8) je

z)//oof G(z,€,t — 0)dédo.

Reseni obecné pocatecni tlohy pro parabolickou rovnici ve dvou nezévisle proménnych (2.7), (2.4) je souc¢tem
feSeni tloh (2.3), (2.4) a (2.7), (2.8), tj.

u(t,x) = /@(5)G(z,§,t)d§+//f(a,g)G(x,f,th)dfdo. (2.9)
—00 0 —oo

2.1.3 Pocatecni tloha pro obecnou parabolickou linearni rovnici s konstantnimi
koeficienty (rovnice reakce-advekce-diftize)

ut(tv $) = a2u11(ta ZL') + bum(tv $) + C’U,(t, $) + f(tv $), (tv $) € (07 OO) X (7007 OO), (210)
U(O,$) - 50(1')5 S (700500)5 (211)

Analogicky jako v 1.3.6 zavedeme novou nezndmou funkci v = v(¢, ) vztahem
u(t, ) = iy (t, z), (2.12)

kde A a p jsou zatim neurcené konstanty. Pak

uy = (W +u)ertre
Uy = (uv 4 v,)eMTHe,
Upe = (0204 200, + Um)e)‘”r“z.

Tyto vyrazy dosadime do rovnice (2.10) a vyslednou rovnost vynasobime vyrazem e~**~#. Dostaneme

Mtv = a’ it + 20 oy + a®vge + bpv + bug + cv + f(t z)e N TR,

32



tj.
v = aPvgq + (2020 + b)v + (aPp® + b+ ¢ — Mo + f(t, z)e M
Nyni polozime
b b2
- AN=c— ——
2a2’ ¢ 4a2

a dosazenim do predchozi rovnosti dostaneme rovnici

u:

b? — 4a’c b
_ 2
ve(t, ) = a®ve.(t,x) + f(t, ) exp (Tt+ ﬁ‘r)

pro nezndmou funkci v. Ta podle (2.11) a (2.12) mé spliiovat pocateéni podminku

v(0,2) = o(x)exp (iz>

2a2

Funkce v je tedy podle (2.9) déna formuli

00 t oo
b b? — 4a> b
o) = [ oo (5m¢) cenics [ [ segen (TE 0+ pne) okt - o)
0 —o©

— 00

4a’c — b? b
Podle transformadéniho vztahu (2.12) je FeSeni tlohy (2.10), (2.11) exp <a4672t - ﬁz> -nasobkem funkce
a a

v. Oznacime-li tedy

é(x,f,t;a,b, C) = exp (M i (1' - 5) + Mt) ’

4a2t  2a2 4a?

1
2/ ma?t

miizeme FeSeni tlohy (2.10), (2.11) zapsat ve tvaru

[e'e) t oo
u(t,z) = / PG, €, 10, b, )de + / / F(0,6)C(x, €.t — 0 a,b, ¢)dedor
—00 0 —©

2.1.4 ReSeni pocateéni tilohy pro nehomogenni parabolickou rovnici ve dvou ne-
zavisle proménnych s jednou okrajovou podminkou

Nejprve uvazujme tlohu s homogenni okrajovou podminkou

u(t,z) = a’ug.(t,z) + f(t, ), (t,z) € (0,00) x (0, 00), (2.13)
u(0,z) = (), x € (0, 00), (2.14)
u(t,0) = 0, t € (0, 00). (2.15)

Necht funkce f(t,-) a @ jsou lichym rozsifenim funkei f(t,-) a ¢, tj.

B f(f,ZE), x>0 (,D(ZC), x>0
f@t,x) = f(t]z]) sgn(x) = {0, =0 ¢(x) = ¢(|z[) sgn(z) = {0, T =
7f(t7 71‘)5 r < 05 *(,0(71'), <0
a funkce v je feSenim tulohy
ve(t, ) = avge(t,x) + f(t,z), (t,z) € (0,00) X (—00,00),
U(O,SC) = @(SC), T e (700500)3

sr. 2.1.2. Funkee v je dédna formuli (2.9), v niz misto obecnych funkci ¢, f(t,-) jsou liché funkce @, f(t,-); funkce
G(0, -,t) je sudi. To znamend, Ze funkce v(t,-) je lichd takZze v(¢,0) = 0. Funkce v tedy spliiuje homogenni
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okrajovou podminku (2.15). Navic samoziejmé spliiuje rovnici (2.13) a podminku (2.14). Je tedy feSenim tlohy
(2.13), (2.14), (2.15). Pro libovolnou funkci ¢ definovanou na intervalu [0, co) plati

/Oow(|«s|>sgn< )G, €,7) /w G, &, 7 d«s+/w Gz, €,7)d€ =

Zq/;(n)c;(z, dn+0/1/1 (z,&7)d¢ = /w G(z,&, 1) - Ga, =€, 7)) dE.

Dale je

Gla,&,7) — Gla, —&,7) = 2\/7% {exp (_ (x4;2§)2) Cexp (_ @4;3)2)} _

1 2% 4 &2 x€ — § 1 % + &2 L x€
= ———=exp| ——— ) |exp — —exp exp | — S
2V a2t P 4a?t P oart P oat \/7Ta2f P 4a2t 2a2t’

kde sh oznacuje hyperbolicky sinus. Nyni oznac¢ime

1 2% 4 &2 x€
)= ——— - h
Golo. &) = ——— exp< s ) s

a FeSeni tlohy (2.13), (2.14), (2.15) zapiSeme ve tvaru

u(t,z) = [ @(§)Gp(z,§, 1)d + f(0,§)Gp(z,§,t — 0)dédo.
/ /]

Homogenni okrajovou podminku (2.15) dale nahradime podminkou nehomogenni

u(t,0) = p(t),  te(0,00) (2.16)

a o funkci u budeme predpokladat, Ze je diferencovatelna. Reseni tilohy (2.13), (2.14), (2.16) budeme hledat ve
tvaru

u(t,z) = U(t,x) + v(t, x),
kde funkce U splituje okrajovou podminku (2.16); k tomu staéi volit U (¢, x) = u(t). Pak plati

);
W) Fot,r) = aPuge(t,x) + f(t, ),
p(0) +0(0,2) = (x),
u(t) + o(t, 0) p(t)
a to znamena, ze funkce v je feSenim tulohy
vi(t, ) = aPvg(t, ) + f(t,x) — 1 (t), (t,z) € (0,00) x (0,00),
v(0,2) = o(z) — p(0), z € (0, 00),
v(t,0) = 0, t € (0,00),

coz je tloha stejného typu jako (2.13), (2.14), (2.15).

2.2 Laplaceova transformace

o0
Bud M mnozina realnych funkei definovanych na intervalu (0, co) takovych, ze integral [ f(t)e P'd¢ konverguje
0

a tlim f(t)e™P* = 0 pro vsechna p > 0. Laplaceova transformace L pievadi realnou funkci f € M na realnou
—00

funkci L£f definovanou na intervalu (0, c0) vztahem

L) = [ f@e .
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oo oo
f@) Lf(p) = [ f(t)e Ptdt || f(t) Lf(p)= [ f(t)e P'dt
0 0
1 2
1 — tsin wt __YP
» G+ P
1 2 .2
t — t cos wt e
P2 (P2 + w?)?
n! w
" on=1,2,... et sin wt S A
pr =+
I 1 —
t% a>—1 % e cos wt %
p° (p—a)®+w
1 2uw?
e“t sin2 wt %
p—a p(p? + 4w?)
1 2 4 2w
te®t — cos? wt %
(p—a) p(p? + 4w?)
n! a
tedt =1,2,... _ hat _
ConT R e P
I 1
tYed v > —1 L)l chat 3 P 5
(p—a)* p*—a
w 2ap
sin wt —_— tshat —_—
P2+ w2 (p? — a2)2
2 2
coswt % tchat %
p w b —a
—a/t (\/p2+a2 fp”)
° ,a>0 ﬁeQﬁ Jy(at), v > —1
\/t_S a a? /p2+a2

Tabulka 2.1: ,,Operatorovy slovnik® pro Laplaceovu transformaci

Z uvedeného defini¢niho vztahu plyne, ze Laplacetv obraz funkce f € M je funkci ohranicenou a ze Laplaceova
transformace je linearni, tj.

L(c1fi+ caf2)(p) = c1Lf1(p) + caL f2(p).

Obrazy nékterych funkci v Laplaceové transformaci jsou uvedeny v tabulce 2.1.
Vypocitame Laplacetv obraz derivace funkce:

L(f)(p) = /f’(t)e’ptdt = [f(t)e*pt]zo—l—p/f(t)e*ptdt = —lim f(t) +pLf(p).
0 0
Pii oznaceni f(0+) = tli%1+ f(t) tedy plati

L(f')(p) = pLf(p)— f(O+). (2.17)

2.2.1 ResSeni tilohy pro homogenni parabolickou rovnici ve dvou nezavisle pro-
ménnych s homogenni pocatec¢ni a jednou okrajovou podminkou

u(t,2) = a*ug,(t, ), (t,x) € (0,00) x (0, 00), (2.18)
u(0,z) = 0, x € (0,00), (2.19)
u(t,0) = w(t), t € (0,00). (2.20)

Na rovnici (2.18) aplikujeme Laplaceovu transformaci (funkci v povazujeme za funkci nezavisle proménné t a x
povazujeme za parametr). S vyuzitim (2.17) a (2.19) dostaneme

pLu(p,x) = a’Lugs(p, ),
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coz je obycejna linearni rovnice druhého fadu pro neznamou funkci Lu; nyni roli parametru hraje p. Fundamen-
talni systém TeSeni této rovnice je tvoren funkcemi

il P
—/ -z T Sz
e VaZ" eV a2 ™,

Pouze prvni z nich je ohranic¢ena. Obecné FeSeni transformované rovnice tedy je
—./-E
Lu(p,x) = C(p)e”Vaz®,

Aby byla splnéna podminka (2.20), musi byt C(p) = Lu(p). Laplacetv obraz feseni ulohy (2.18) (2.19) (2.20)
tedy je

Lu(p,x) = e VELu(p).
Cviceni

Reste tlohu
1) uy = a®ugy, t >0, 7 >0
w(0,2) =T,z >0; u(0)=0,t>0

2) up = a*Ugy, t >0, 2> 0
w(0,2) =0,z >0; u(t,00=K,t>0

3) ur = a®uyy, t > 0,2 >0
u(0,2) =0,z >0; wu(t,0)=Ad(t), t>0

x T 2 2 2
Vysledky: 1) T® | —— | 2) K (1 - & | —— ) |, pfitom ®(2) = — [e~¢ d¢ je integral chyb
ysledky: 1) (2 7%) ) ( (2 T%)) p (2) ﬁ(j)’ ¢ je integral chy

3) A T e—w?/(4a?t)

20/ ma?t3
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Kapitola 3

Metoda separace proménnych
(Fourierova)

3.1 Hyperbolické rovnice

3.1.1 Homogenni hyperbolicka rovnice ve dvou proménnych s obecnymi pocatec-
nimi a homogennimi okrajovymi podminkami

up(t,2) = a®ug(t,z), (t,x) € (0,00) x (0,¢), (3.1)
uw(0,2) = ¢(z), w(0,z) = P(x), z € (0,0),
aou(t,0) + Bouy(t,0) = 0 = aqu(t,?) + Srus(t,£), t € (0,00), (3.3)

kde a > 0, ¢, jsou spojité funkce spliiujici okrajové podminky
a0p(0) + Bowz(0) = 0 = a1p(l) + Brpz(f), ao(0) + Botpz(0) = 0 = arp(€) + Bryp(£).

Reseni tilohy budeme hledat ve tvaru souéinu, ve kterém jeden ¢initel zavisi pouze na t a druhy pouze na z,
tedy
u(t,z) = T(t)X(z).

Pak je uy = T"X, Upe = TX" atedy T"X = a®T X", po tpravé

17" X"(x)

2 T X))

Levéa strana posledni rovnosti zavisi pouze na t, prava pouze na z. To znameny, ze tyto vyrazy na nezavisle
proménnych nezévisi, tedy
17"(t) X" (x)

2T  X@) A
Odtud dostaneme
T"(t) + X\a®*T(t) = 0, (3.4)
—X"(z) = AX(z). (3.5)

K tomu, aby funkce u = T'X spliiovala okrajové podminky (3.3) staci, aby tyto podminky spliiovala funkce X,
tedy
Oé()X(O) + /BOX/(O) =0 = OélX(f) + BlXI(E) . (36)

Rovnice (3.5) s okrajovou podminkou (3.6) je Sturmova-Liouvilleova tloha (sr. B.2.2). Existuje tedy posloupnost
vlastnich ¢isel {A,}52; a posloupnost vlastnich funkei {v, }22 , Ze

0§>\1<>\2<"', lim A\, = o0

n—oo
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ag o a1 [ An vn () o
nmy 2 . nmw 12
1 0 1 0 (7) sin 71: B
2n+1)7\> . @2n+ D7 14
1 0 0 1 < > sin TR 5
@2n+1)7\° (2n + 1) 0
11 S — =
0 0 ( 57 cos 57 T 5
nm\ 2 nmw l
1 1 — 1 — —=
0 0 0, ( 7 ) , COoS 7 T l, 5
) kladné koreny rovnice T / h
1 1 inv/\, z
0 VA = —htg (VAL) SNy An @ 2 2 )
kladné koteny rovnice /¢ h
0 1 A 1 h =X tg (\/XE) cosvV A, §+72(h2+)\n)
kladné koreny rovnice
h ¢ h20+2h
—-h 1 h 1 A h VAn invAp 5T v —
% ~ 5 = 2cote (\/Xe) COSVAnTH TSIV AT o o

Tabulka 3.1: Vlastni hodnoty a vlastni funkce tlohy (3.5), (3.6) pro specialni tvary okrajovych
podminek

a Fourierova fada kazdé funkce spliujici podminky (3.6) stejnomérné k této funkci konverguje. Néktera vlastni
¢isla a vlastni funkce dlohy (3.5), (3.6) jsou uvedeny v tabulce 3.1.
Reseni rovnice (3.4), ve které klademe \ = \,, je

T.(t) = A, cos\/ A, at+ By, siny/ A\, at.

Odtud plyne, ze kazda z funkci
up(t,z) = (An cos\/ A\, at + B,, sin\/ )\, at) vn ()

je TeSenim rovnice (3.1) s okrajovymi podminkami (3.3). Tedy také jejich linedrni kombinace, tj. funkce
u(t,z) = Z (An cos\/ A, at + By, siny/ A, at) vn () (3.7)
n=1
je FeSenim rovnice (3.1) s okrajovymi podminkami (3.3). Aby byly splnény pocéateéni podminky (3.2), musi
platit

w(0.2) = 3 Auon(e) = ole).  w(0.2) = 3 Bo/Arava(z) = o(a).
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coz znamend, ze A, a By, jsou Fourierovy koeficienty funkei ¢ a 9 vzhledem k ortogonalnimu systému {v, }52 4,
tedy
) ¢ ) ¢ ‘
A= o [e@u©ds, Br = ——— [6©@u©, kel = [@a©2e. G3)
Jonl? ) /A ol / /

Reseni tlohy (3.1), (3.2), (3.3) je tedy déno fadou (3.7), jejiz koeficienty jsou uréeny formulemi (3.8), tj

= i/e (sﬁ(é)

(&) siny/ My at> on(€)de 22 _

||vn||

£
[ 1d siny/\,, at siny/A, at\ v, (&)vn(z)
0/ ;(“gadﬁ e OV

1
a\/)\

n=1

Pri oznaceni

1S sinayAe T va(@)n(©)
Gl &) ; ow ol

lze Feeni dlohy (3.1), (3.2), (3.3) zapsat ve tvaru
¢ 5 ¢
u(t.o) = [ o5 G+ [wO0(E i
0 0

3.1.2 Nehomogenni hyperbolicka rovnice ve dvou nezavisle proménnych s homo-
gennimi pocatecCnimi i okrajovymi podminkami

u(t,2) = a’ug(t,z) + f(t, ) (t,x) € (0,00) x (0,¢), (3.10)
w(0,z) = 0, w(0,2) = 0, xz € (0,0), (3.11)
aou(t,0) + Bouy(t,0) = 0 = aqu(t,£) + Srus(t,¥), t € (0,00), (3.12)

kde f je po castech spojita funkce.
Necht A1, Az, ... jsou vlastni ¢isla a v1 = vi(x), v2 = va(x), ... jsou vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy
ulohy (3.5), (3.6). Funkci f(t,-) vyjadfime jako Fourierovu fadu vzhledem k systému funkei vy, va, ...:

ft, = Fntn 7de ftfn
(00 = D FalOne). Ko |Un”/ v

Analogicky jako v metodé variace konstant pro obyéejné linedrni rovnice (viz napf. Rab M.: Metody FeSeni
oby¢ejnych diferencidlnich rovnic, MU 1998, str. 67) budeme FeSeni Glohy (3.10), (3.11), (3.12) hledat ve tvaru

= Z Cr(t)vp () .
n=1
Tato funkce spliiuje okrajovou podminku (3.12). Déle
u(t,w) = Y Cn®)oa(z),  uel(te) = Y Cu®y(z) = =Y Cult)Anva(z),
n=1 n=1 n=1

nebot v,, spliiuje (3.5). Aby byly splnény také (3.10) a (3.11), musi platit

iC’” +a)\C’ i

n=1
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> Cu(Ova(x) = 0, > CL(O0)wa(z) = 0.

n=1

To znamena, ze funkce C,, = C},(t) jsou fesenim Cauchyovy tlohy pro obycejnou diferencialni rovnici
C!(t) + a*\,Cp(t) = Fyl(t),

Ca(0) = C.(0) = 0.

Tuto tlohu lze vyresit napt. metodou variace konstant. Jeji feseni je

Cn(t) = a\/l)\_ /Fn (o) sinay/A, (t — 0)do

po dosazeni za F),

t L
Cp(t) = a\/_ T /O/ (0,€)vn (&) sinar/ A, (t — o)dédo .

Reseni tlohy (3.10), (3.11), (3.12) tedy je

t L
0,&§)vp (&) sinay/ A, (t — 0)dédo | v, (z),
Zannn? /O/f £)0n(€) sinay/ X, (¢ — 7)dédo | vn ()

coz lze pii oznaceni (3.9) zapsat ve tvaru

)]jf Gz, &t —o)dédo .
0 0

3.1.3 Nehomogenni hyperbolicka rovnice ve dvou proménnych s obecnymi poca-
te¢nimi a homogennimi okrajovymi podminkami

u(t,2) = a®ug(t,z) + f(t, ), (t,x) € (0,00) x (0,¢), (3.13)
uw(0,2) = (), w(0,x) = P(=), z € (0,0), (3.14)
apu(t,0) + Bouy(t,0) = 0 = aqu(t,f) + Sru(t, ), t € (0,00), (3.15)

Resent je tvaru u(t, z) = v(t, ) +w(t, z) kde v(t, z) je feSenim tlohy (3.1), (3.2), (3.3) a w(t, z) je Fesenim tlohy
(3.10), (3.11), (3.12).

Kmity strun hudebnich nastroju

Kmity homogenni struny délky ¢ upevnéné na obou koncich jsou obecné popsany fesenim tlohy

T
utt(t; :E) = Euzz(ta ZL') + f(ta :L') ) (t,%) € (05 OO) X (076) )
’LL(O, :L') = (P($), ut(ovx) = 7/1@)7 T e (056) )
u(t,0) = 0 = u(t,?), t € (0,00).
Pfitom 7T ... tahova sila,
0 ... linedrni hustota struny, tj. hmotnost struny je m = o/,
f ... vngjsi sila.

Pro tuto ulohu je

G(z, & t) = Znﬂ'\/> \/>ts1n—§s1n—z
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Pro zjednoduseni zapisu oznacime

a dostaneme

G(z,&,t) =

nw |T

7 Z — smwnt sm

nmw
f sin —x.

L

U drnkacich ndstroji (loutna, harfa, cembalo, kytara) je struna rozechvivina tak, Ze je vychylena z rov-
novazné polohy a v pocateénim okamziku ¢ = 0 je pusténa. Vnéjsi sily ptisobici na strunu jsou zanedbatelné.

Kmitani struny je tedy modelovano tlohou

Utt(t,z) = Euzz(t;z)a

w(0,2) = (),

u(t,0) =

Reseni této tlohy je

¢
u(t, x) :/tp
0

E Ccos Wyt sin —

neboli

n=1

¢
- 2
x) = Z Ay, coswyt sin %x, kde A,, = Z/(p(«f)
0

nw. . nmw >
f smT,rdf = T;l

(t,z) €

€(0,0),
€ (0,00).

(0,00) x (0,0),

N

¢
/(p(f) sin %fdf coswyt sin 7%
0

. T
sin 7§d§

U klaviru je struna rozechvéna tderem kladivka, tj. struné v rovnovazné poloze je udé€lena néjaka pocatecni
rychlost. Na strunu neptisobi vnéjsi sila. Kmitani struny je tedy modelovano tlohou

utt(tax) = Euzz(tax)7

u(0,2) = 0,

ut(0,2) =

1/}(1:) )

u(t,0) = 0 = u(t,?),

jejiz feseni je

14
o [oi

neboli

> nmw
= E B, sinw,t sin 790,

n=1

kde B,

(t, )

€(0,0),
€ (0,00),

€ (0,00) x (0,¢),

¢
2
il s1nwnt sin —§ sin —zd§ Z E—/gp sin %fdf sin wyt sin n%z,
0

L

[ otesin e

0

2

&un

U smyécovych ndstroji je struna rozechvivdna plynulym tahem smycce, tj. staciondrni (v ¢ase neproménnou)
silou. Na pocatku je struna v klidu a v rovnovéazné poloze. Kmitani struny je tedy modelovano tlohou

uge(t, @) = %Uzz(ta z) + f(z),

u(0,z) = 0,

u(t,0) =

(t,x) €

(0,00) x (0,£),

€ (0,9,

te (0,00),



jejiz feseni je

t 4 oo
u(t7$):/ /f(g)gz:lw—lnsnlwn(t—a’) Sln—§ Sln%xdg do =
0 \0 n=
00 t £
= %Zl w_ln /smwn(t —o)do /f(g) sin —¢&d¢ | sin —a=
" 0

¢ ¢
2 1 .onm . onm 2 1 . onm . onm
u(t,z):zzw—% /f(g)sngdg smefzzlw—%coswnt /f(g)sngdg sin —-a.
0 n= 0

7 tohoto vysledku vidime, Ze feSeni tlohy je sou¢tem dvou funkci. Prvni z nich je funkci pouze prostorové
K
proménné z, druhd je funkci ¢asu t i prostorové proménné z. Reseni tlohy tedy miiZzeme zapsat ve tvaru

u(t,z) = U(x) + w(t,x),

kde funkce U vyjadfuje stacionarni stav struny (statické prohnuti). Pro funkci U plati U(0) = 0=U({) a

¢
"(a) = 20[2 / T e | sin M =
U( de Z E f(&) sin 7 &dE | sin 7=
n=1 0
¢
__ov (2 i " eae | sin Ty 2
=720\ 7 1@ T e sin e = 2o
n= 0
tj.
U"(2) = — 2 f(a).
Odtud integraci v mezich od 0 do x dostaneme
0
Uw) =2 [ 16
0
kde ¢ = U’(0). Dalsi integraci (s vyuzitim vztahu U(0) = 0) dostaneme
U(z —c:c——/ /f §)d¢§ dn—cw—— // §)dnd¢ =
O<n<z
0<&<n
0 Y
[ reagan=co- 2 [| [#@an | d=co— 2 [@ =01
0<é<z 0 \¢ 0
E<n<zx

Z podminky U (¢) = 0 nyni dostaneme
i
Y
=— [({—
T? / Of
0
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Celkem je Feseni tlohy popisujici strunu smyccového nastroje dano vyrazem

£

fﬁ x _ nr
u(t,z) = = g/eg £)d¢ — /:c £)d¢ ZC’coswntsmg

0 n=1

kde
¢

2
— f(&)sin —fdf
T 0/

n

Kmitani struny je popséno posledni sumou.
Ve vSech uvazovanych pripadech hudebnich nastroji jsou kmity struny popsany vyrazem

gann s1nz

kde «a;, jsou néjaké konstanty a hy, je funkce harmonického pohybu,

hn(t) = sin(wnt + ¢),  kde ¢ = {?, drnkaci nebo smyccovy nastroj,

5™, klavir.

Pohyb kazdého bodu zg struny je tedy superpozici (souc¢tem) stojatych vln, tj. harmonickych kmitd s ampli-
tudami
. nmw
Qup, Sin — 1

14
a frekvencemi w,,. Frekvence
o T
w1 = Z E
je frekvenci zékladniho ténu struny, frekvence svrchnich (alikvotnich) ténd w,, n = 2,3,4,... jsou nasobky
zéakladni frekvence.
Oznacme

un(t, ) = ap, sin(w,t + @) sin %x

n-tou stojatou vinu. Jeji celkové energie (soudet kinetické a potencidlni energie) je ddna vyrazem

¢
1 aun 2 8un 2
0
2 2
(%(t, z)) = (anwn cos(wnt + ¢) sin %z)Q ; (%(t, x)) = (an% sin(wnt + ¢) cos %z)Q :

‘ ‘
/ / .onm o \2 14
cos —x dz = (sm —z) de = -,
L 2

0 0

2
(g(anwn cos(wnt + ¢))2 +T (ann% sin(wy,t + gb)) )
¢ f N v a2
= Zai (Q(wn cos(wpt + ¢))2 +T ( %wn sin(wnt + qﬁ)) ) = 10‘7219“)721 = I"wim,

kde m je hmotnost struny.
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3.1.4 Obecna tloha pro nehomogenni hyperbolickou rovnici ve dvou proménnych

u(t,x) = a®uz(t,z) + f(t, ), (t,z) € (0,00) x (0,€), (3.16)
uw(0,2) = ¢(z), w(0,z) = P(x), z € (0,0), (3.17)
agu(t,0) + Bousx(t,0) = po(t), aqu(t,f) + frux(t, £) = pi(t), t € (0,00), (3.18)

Reseni je tvaru u(t,x) = v(t,z) + U(t, ), kde funkce U = U(t,z) spliiuje okrajové podminky (3.18) a funkce
v =v(t,z) je feSenim tlohy (1.58), (1.59), (1.60). Za funkci U = U (¢, x) 1ze vzit funkci danou pfedpisem

Ut,z) =
Zwlt) ~oo(O Ao =B —loutn() o, 00 % gt
ﬁoul(ﬂ)oﬁ(fiﬁ( z)ﬂ:)almo T+ Moﬂit) , Boa — Prag = aganl, Bol(arl +261) #0
- aluo(g)a;aoiom(t) exp <%z> N u;(lt)’ 50 20— focs 4 o,
st unl) o () 10, S—

(3.19)
Zejména pro ag = a3 = 1, By = B1 = 0 (Dirichletova tiloha) lze polozit

pa(t) — po(t)

Ul(t,z) = 7

T+ MO(t)v

2
pro 7 # oo = —a1, Po = P1 = 1 lze polozit

pa(t) + po(t) . pa(t) — po(t) + aolpo(t)
2 — agl ap(2 — apl)

Ul(t,z) =

apro ag = a1 =0, By = f1 = 1 (Neumannova tloha) lze polozit

pa(t) — po(?t) 2

U(t,z) = 57

+ po(t)z.

Pokud je moZné funkci U volit jako linedrni ve druhé proménné z (tj. pokud Soan — S1ag # aparl), pak je
Uz =0.

3.1.5 Hyperbolické rovnice s nehomogenitou tvaru au; (tlumené kmity konecné

struny)
u(t,2) = a®ug(t,x) — au(t, ), (t,x) € (0,00) x (0,¢), (3.20)
u(0,z) = @(x), u(0,2) = ¥(x), z € (0,0), (3.21)
aou(t,0) + Bouy(t,0) = 0 = aqu(t,f) + Bru(t, ), t € (0,00), (3.22)

Zavedeme novou nezndmou funkci w = w(t, ) vztahem
u(t,z) = e @/ Dty(t, z)

(sr. 1.3.6). Pak je
ug(t,z) = e~ (/2 (wt(t,x) - %w(t,x)) ,

2
wy(t, ) = e (/2 (wtt(t,x) — aw(t,x) + %w(t,x)) () = e /Dty (8 2).
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Dosadime do rovnice (3.20), do podminky (3.22) a upravime:
o2
wie(t,x) = @ wes(t, ) + Iw(t,x) ) (3.23)
aow(t,0) + Bowy(£,0) = 0 = aqw(t,l) + frwy(t,€), te€(0,00), (3.24)

Reseni okrajové tilohy (3.23), (3.24) budeme opét hledat ve tvaru w(t,z) = T(t)X (z). Po dosazeni do rovnice
(3.23) a tpravé dostaneme

T”(t) — %T(t) X”(ac)

a?T(t) X (x)

Prava strana posledni rovnice zavisi pouze na z, leva strana zavisi pouze na t a to znamena, Ze vyrazy na obou
strandch jsou konstantni. Opét je polozime rovny —A. Funkce X je opét fesenim Sturmovy-Liouvilleovy tlohy
(3.5), (3.6) a funkce T je FeSenim rovnice

o2
T () + <)\a2 - T) T(t) = 0.
Predpokladejme, Ze a < 4a?),, (tlumeni je malé). Pak feseni posledni rovnice pro A = )\, je

Dond? — a7 Dond — a7
T.(t) = A, cos #t—f—anin#

Resen{ tdlohy (3.23), (3.24) tedy je

o0 VINaZ—af Ny e
— Z (An cos #t + B,, sin #t vp (),

kde A1, Ag, ... jsou vlastni &sla a vi, va, ... jsou vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (3.5), (3.6).
Reseni rovnice (3.20) s okrajovou podminkou (3.22) je

> Vi@ a?,
u(t,z) = o@D (An cos a2 & ¢+ B,sin

n=1

VAda® — of a2 o ) () . (3.25)

Plati
= Z Apvp(2)
n=1

takze ke splnéni prvni z podminek (3.21) staci, aby

L

1
A = o [etmgac. (3.26)
"o
Dale
- o Ny Nz s
u(t,z) = fge (a/2)t (A cos #tJansin#t v () +
= 4\na? — a2 4\na? — a2 4\na% — a2 4\pa® — a2
O‘/2t2< An\/ @ -« sin\/ @ -« t+Bn\/ @ -« cos\/ S t> vp (),
n=1 2 2 2
takze

«

- 2An> un(z).

ui(0.7) = i( N

n=1
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Aby byla splnéna druhd z podminek (3.21) staci, aby

14
p Y=o e, 1 / B(E)vn(€)de,
2 27" 7 ol

neboli
¢

2 o
Bu = o [ (560 + Fe@) walpec. (3.27)

0

Reseni tlohy (3.20), (3.21), (3.22) je tedy déno fadou (3.25), kde A1, Az, ... jsou vlastni ¢isla a vy, va, ...
jsou vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (3.5), (3.6) a koeficienty A,,, By, jsou dany formulemi (3.26) a
(3.27).

3.2 Parabolické rovnice

3.2.1 Parabolicka rovnice ve dvou proménnych (vedeni tepla v tenké tyci)

Budeme fesit parabolickou rovnici homogenni

u(t,x) = a*ugs(t, ), (t,z) € (0,00) x (0,0), (3.28)
nebo nehomogenni
w(t, ) = aPug,(t,x) + f(t,z), (t,z) € (0,00) x (0,0), (3.29)
s pocatecni podminkou nehomogenni
u(0,z) = ¢(x), z € (0,0), (3.30)
nebo homogenni
u(0,z) = 0, xz € (0,0), (3.31)
a okrajovymi podminkami homogennimi
aou(t,0) + Boug(t,0) = 0 = aqu(t,?) + Brus(t,0), t € (0,00), (3.32)
nebo nehomogennimi
aou(t,0) + foux(t,0) = po(t), aru(t,f) + Prua(t,£) = m(t),  te(0,00). (3.33)

Pritom predpokladame, ze a > 0, funkce ¢ a f jsou po Castech spojité a funkce pg, w1 jsou diferencovatelné.
Nejdiive budeme fesit tlohu (3.28), (3.30), (3.32). Reseni budeme opét piedpokladat ve tvaru

u(t,z) =T(t)X ().

Dosazenim do (3.28) a (3.32) ukdzeme, ze funkce X = X (z) je FeSenim Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (3.5), (3.6)
a funkce T' = T'(t) spliiuje rovnici
T'(t) + a®> \T(t) = 0,

tedy
T(t) = Ce .

Jsou-li A1, Ag, ... vlastni hodnoty a v1, ve, ... vlastni funkce tlohy (3.5), (3.6), pak FeSeni rovnice (3.28)
splitujici podminku (3.32) je

u(t,z) = Y Cpe™ @Mty (2). (3.34)
n=1

Aby byla splnéna podminka (3.30), musi platit
chvn(x) = o(z),
n=1
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COZ znamena, 7ze
¢ ¢
1

Cr = 3 [@lOum©d, e ul® = [(a(©)a. (3.35)

o] J
Reseni tlohy (3.28), (3.30), (3.32) je tedy dano fadou (3.34), jejiz koeficienty jsou dany formulemi (3.35), tedy

L

altr) = 3 — / (E)on(E)de | et ().

0
Pfi oznaceni
=1
Glz,6,t) = Zwvn@)vn(g)e-f*nt (3.36)
n=1 Un

lze teseni zapsat ve tvaru
‘
uta) = [ @lOG(nE .
0

Analogicky jako pfi metodé variace konstant u obycejnych diferencidlnich linedrnich nehomogennich rovnic
budeme Feseni tlohy (3.29), (3.31), (3.32) hledat ve tvaru

=>.c
n=1
kde v1, va, ... jsou vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (3.5), (3.6). Pak je

= Y Cltva(@),  ualt,z) Z = =3 AMCa(t)on(a)

nebot funkce v,, je feSenim rovnice (3.5) s A = A,. Funkci f(, -) vyjddiime jako soucet Fourierovy fady vzhledem
k ortogonalnimu systému funkci vy, va, ...:

ft,z) = Y Fu(t)va(z), kde Fu(t) = /f )de,
=1 Jval?

Dosazenim do rovnice (3.29) a podminky (3.31) dostaneme

Z t) 4+ a* X, Ch( Z tyop (), ZCn(O)vn(x) = 0.

Pfitom A, je vlastni hodnota ulohy (3.5), (3.6), jiz pFislusi vlastni funkce v, n = 1,2,.... Funkce C,, jsou tedy
feSenim Cauchyovy tulohy pro obycejnou linearni diferencialni rovnici prvniho fadu

C!(t) + a* X, Cr(t) = Fy(t), Cn(0) = 0.

Reseni této tlohy je

po dosazeni za F),, dostaneme
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Resen{ tdlohy (3.29), (3.31), (3.32) je tedy

t L
0o 1 » -
) = Z ||Un”20/0/f(‘77§)vn(§)e An(t )dfda vp () .

n=1

Pfi oznaceni (3.36) lze feSeni zapsat ve tvaru

4
/f (z,€,t —0)dédo .
0

o\w

Reseni tlohy (3.29), (3.30), (3.32) je tvaru
u(t,z) = v(t,x) +w(t, x),

kde v = v(t, z) je fesenim tlohy (3.28), (3.30), (3.32) a w = w(t, x) je Fesenim tlohy (3.29), (3.31), (3.32). ReSeni
tlohy (3.29), (3.30), (3.32) je tedy

O/Ego xftdf—i—o/tjf G(z,&,t — o)dédo .

Reseni tlohy (3.29), (3.30), (3.33) je tvaru
u(t,z) = v(t,x) +U(t,x),
kde funkce U = U(t, x) spliiuje okrajové podminky (3.33) a v = v(t, z) je feSenim rovnice
u(t,z) = a*ugs(t,r) + f(t, ) — (Us(t,r) — a*Ups(t, x)), (t,z) € (0,00) x (0,¢)

s pocatecni podminkou
u(0,z) = ¢(z) -=U(0,z), z € (0,0)
a homogennimi okrajovymi podminkami (3.32). Za funkci U = U(t, x) opét staci vzit (3.19).

Interpretace funkce G: Uvazujme tlohu

ue(t, r) = a*ugs(t, ), (t,x) € (0,00) x (0,¢),

u(0,z) = o(x), x € (0,¢),
u(t,0) =wu(t,f) = 0, t € (0,00).

(Vedeni tepla v homogenni ty¢i, kterd byla zahfata na teplotu ¢(x) a jejiz konce udrzujeme na nulové teploté.)
Mnozstvi tepla, kterym se teplota télesa o hmotnosti m zméni o Au, je

@Q = cmAu,
kde ¢ je specifické teplo. Mé-li téleso na pocatku déje nulovou teplotu a je zahfato na teplotu u, pak Au = u.

Je-1i tedy ty¢ v bodé vzdaleném ¢ od jejitho zac¢atku zahfata z nulové teploty na teplotu ¢(§), je mnozstvi tepla
dodaného Casti tyCe o malé délce A ve vzdalenosti £ od jejiho zacatku rovno

AQ = c(pAg) ¢(),

kde p je linedrn{ hustota tyce. Limitnim pfechodem A& — 0 dostaneme d@ = cpp(§)dE, takze celkové mnozstvi
tepla dodaného tyci je
¢
= o [ el
0
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Pfedstavme si nyni, Ze ty¢ méla nulovou teplotu a v ¢ase t = 0 vznikl v bodé £* € (0, ¢) bodovy teplotni impuls,
ktery ,zahtal bod £*“ na teplotu wug, zbytek tyce ponechal na teploté 0, tj.

p(z) = uod(zr — &)

(6 je Diracova distribuce). Velikost tohoto impulsu byla

l L
Q=cp [ p()d¢ = cpuy [ 6(¢ - €°)dE = cpuo.
[ ez |

Pak
¢ ¢
u(t’ w) = /@(E)G(‘rvé t)d€ = 'U/O/(S(‘r - 5*)G($a€7t)d£ = UOG(.Z‘,f*,t) = %G(‘Tag*a t)'
0 0
Odtud plyne, ze G(z,¢,t) vyjadiuje teplotni Uéinek okamzitého bodového zdroje tepla mohutnosti Q = cp
umisténého v bodé ¢ intervalu [0, £].

3.3 Eliptické rovnice

3.3.1 Laplaceova rovnice ve dvou proménnych s okrajovymi podminkami na ob-
délniku

Budeme resit rovnici

Au(z,y) = 0,  (z,y) € (0,a) x (0,b) (3.37)
s jednou homogenni okrajovou podminkou
CY()’LL(O, y) + ﬁ()uz(ov y) =0 = alu(aa y) + ﬁluz(a’v y) s RS (Oa b) ) (338)

a jednou nehomogenni okrajovou podminkou
’YOU(LO) +50uy(z,0) = I/o(%), ’Ylu(va) +51uy(1',b) = Vl(x)v S (0,(1). (339)

Reseni této tlohy budeme hledat ve tvaru soucinu vyrazi, z nichz jeden zavisi pouze na x a druhy pouze na
y, tedy
u(z,y) = X(@)Y(y).

Pak je ug, = X"Y, uyy = XY". Po dosazeni do rovnice (3.37) a upravé dostaneme

X'x) _ _Y'(y)

X(@) Y

Vyraz na levé strané nezavisi na y, vyraz na pravé strané nezavisi na x a to znamena, ze oba vyrazy jsou roviny
néjaké konstanté, feknéme —\:

X(@) Y

Opét vidime, ze funkce X = X (x) je feSenim Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (3.5), (3.6). Funkce Y = Y (y) je
feSenim rovnice

X"@) _ Y') _

Y'(y) =AY (y) = 0.

Jsou-li A1, Ao, ... vlastni hodnoty a v, ve, ... odpovidajici vlastni funkce dlohy (3.5), (3.6), pfi¢emz A1 > 0,
je feSeni posledni rovnice s A = \,, tvaru

Y(y) = Ane\/AT,y_|_Bne—\/>\7,y7

a tedy TeSeni rovnice (3.37) s podminkou (3.38) je tvaru

u(z,y) = i(AnemuBne*my) Vn () - (3.40)

n=1
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Aby byla splnéna podminka (3.39), musi platit

V()(.Z‘) = i (’YO(An + Bn) + 60\/ )\n (An - Bn)) 'Un(-r) ;
n=1
_ N VAL VA S (4e/5b_ g oe—/An
vi(x) ; (71 (Ane Anb L B VA b) + 51V (Ane Anb _ B VA b)) vp (),

coz znamena, Ze koeficienty A,,, B, jsou feSenim soustavy linedrnich rovnic

a

1
('YO + 60\/ )\n )An + ('70 - 50\/ )‘n )Bn = W / VO(U)Un(U)dU,
"o
(3.41)
. 1
(71 + 01V M )e‘/szn +(m1 — vV e Vanbp, = o /Vl(ﬁ)vn (n)dn.

Reseni tlohy (3.37), (3.38), (3.39) je ddno fadou (3.40), kde A1, A2, ... jsou vlastni hodnoty a vy, va, ...

odpovidajici vlastni funkce ulohy (3.5), (3.6), pfifemz A\; > 0. Koeficienty A,,, B, fady (3.40) jsou feSenim

soustavy algebraickych rovnic (3.41). Tato soustava muZe byt FeSitelnd jednozna¢né. Pak dostdvame jediné

feSeni uvedeného tvaru. Pokud ma soustava (3.41) nekoneéné mnoho FeSeni, pak také tloha (3.37), (3.38),

(3.39) mé nekoneéné mnoho feseni. Pokud soustava (3.41) feSeni nemd, pak také uloha (3.37), (3.38), (3.39)

nemd FeSeni uvedeného tvaru. (Obecnym podminkam FeSitelnosti eliptickych rovnic se budeme vénovat v 4.2.)
Reseni rovnice (3.37) s okrajovymi podminkami

aou(0,y) + Bouz(0,y) = po(y), oula,y)+ frua(a,y) = mly),  ye(0,b), (3.42)
’}/Ou(l', O) + 50uy($7 0) =0 = ’Ylu($, b) + 51“9(1'5 b) ) T € (07 a’) ) (343)

lze hledat analogicky.
Reseni tlohy (3.37), (3.42), (3.39) je tvaru

uw(z,y) = v(z,y) +w(z,y),
kde v = v(x,y) je FeSeni tlohy (3.37), (3.38), (3.39) a w = w(x,y) je FeSeni tlohy (3.37), (3.42), (3.43).

3.3.2 Laplaceova rovnice ve dvou proménnych s Dirichletovymi okrajovymi pod-
minkami na kruhu

Au(z,y) = 0, 22 +1y? < R?, (3.44)
u(z,y) = glo,y),  o®+y° =R (3.45)

Predpokladame, ze R > 0 a funkce g je spojita.
Provedeme transformaci do polarnich soutfadnic

Tr = rcosy, y = rsing.
Rovnice (3.44) se transformuje na tvar
Upr (T, 0) + %ur(r, )+ Tizug,g,(r7 v) = 0. (3.46)
Ozna¢me f(p) = g(Rcos ¢, Rsin ). Z podminky (3.45) dostaneme

u(R,p) = fle), »el0,2n]. (3.47)
Funkce v = u(r, v) musi byt 27-periodicka, tedy

u(r,p) = ulr,p+27), re(0,R], peR. (3.48)
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Hodnota funkce u = u(r, ) nemiize pro r = 0 zdviset na thlu ¢ a samozfejmé musi byt koneénd, tedy
u(0,¢) = const € R, v €R. (3.49)

Reseni rovnice (3.46) budeme hledat ve tvaru sou¢inu funkei, z nich# jedna zavisi pouze na r a druh4 pouze na
©, tedy

u(r,o) = X(r)2(p).

Po dosazeni do rovnice (3.46) dostaneme

X"(r)®(p) + 1 X' (1) B(g) + 5 X (N () = 0,

2
r
po vynasobeni vyrazem —————— a jednoduché apravé
X(r)®(e)
2X0) X))
X(r)  X(r) 2(p)

Vyraz na levé strané zavisi pouze na proménné r, vyraz na pravé strané pouze na promeénné ¢ a to znamena,
Ze oba vyrazy jsou rovny néjaké konstanté, feknéme A. Funkce & = &(p) je tedy FeSenim rovnice

3" (@) + AD(p) = 0 (3.50)
a funkce X = X (r) je feSenim rovnice
r2X"(r) +rX'(r) = AX(r) = 0. (3.51)
Z podminky (3.48) dostaneme
D(p) = P(p+27), (3.52)

tedy funkce ® je 2m-periodickd. Podle ptikladu 2) v B.2 mé tloha (3.50), (3.52) netrividlni feSeni pouze pro
hodnoty A = A\, = n?, n € NU{0}. Toto feSeni je

P,(p) = ancosng+bysinng, n=01,2,....

Nyni budeme fesit rovnici (3.51) s A = n?. Hledanou funkci ozna¢ime X,, a fesime tedy rovnici

2 X! (r) +rX] (r) —n? X, (r) 0.
Jedné se o Eulerovu rovnici. Zavedeme substituci s = Inr, tedy
d d d 1d d? d /1d 1d 1 d2
T NAn = T n_S:__Xn; T on — T | T 7 “n :___Xn+__ n s
dr ds "dr rds dr2? dr \ rds r2ds 72 ds?
po dosazeni
d? d d
— X, —X,+—X,—n?’X =0
ds? ds + ds "
a po uprave
d? 9
Reseni této rovnice je
co+ dps, pron =10 co+dolnr, pron =0
Xn(s) = ot Xa(r)
cne™ +dpe™™, pron >0 et +dyr™", pron >0

Kdyby pro néjaké n € {0,1,2,...} bylo d,, # 0, pak by lirélJr | X ()| = 0o a nemohla by byt splnéna podminka
T
(3.49). Je tedy d,, =0, n =0,1,2,... a

Xn(r) = cpr™, n=0,1,2,....



Reseni tlohy (3.46), (3.48), (3.49) je linearni kombinaci sou¢int funkci ®,, = ®,,(¢) a X,, = X,,(r), tj.

o0
u(r, ) = aoco + Z ™ (an cosny + by, sinng) |

n=1
pfi oznaceni Ay = 2agcy, An = ancn, Bn = byc, dostaneme

oo

A
u(r, o) = ?0 + Z r" (A, cosnp + By, sinngp)
n=1

Dosadime do podminky (3.47):

A (o]
u(R,p) = 70+ZR" (A cosnp + By sinng) = f(p)
n=1
takze
1 2m . o
A, = 7rRn/f(o)cosmrd(f7 n=20,1,2,..., B, = 7TRn/f(o)sinmfda, n=0,1,2,....
0 0
Celkem je
2 s
(r.¢) 1/f() 1+Z(T)n( + sinnosinng) | d
i 5 - n in =
u(r, o - o) |5 (7 €osno cosny + sin no sin ny o
0 n=
2

4]

0

f(o) (% + nij:l (%)ncosn(a - go)) do.

Vyraz cosn(o — @) je redlnou ¢asti komplexniho &sla e(7=%) | tedy

je realnou ¢asti vyrazu

i (L)n ein(o'ftp) _ i rei(o'*‘»o) " _ frei(‘77¢’) 1 _ rei(aitp) .
R R R rel(o'_‘va) R — re‘(0_</’)

n=1 n=1 1—

R

r(cos(o — ) +isin(c — ¢))

R —rcos(c — @) — irsin(o — ¢)

r(cos(o — ) +isin(c — ¢))(R — rcos(c — @) + irsin(c — ¢)) -
(R —rcos(o — ¢))2 4 r2sin’(o — )

Odtud dostavame

1 i (i)"cosn(o—gp) _ % + RTCOS(U—@) 2 COS2(0790) 2 Sinz(gfcp)

R2 — 2Rrcos(o — @) + 12 cos?(0 — @) + r2sin’ (o — )

1 Rrcos(o — ¢) — r?

2 " R2 —2Rrcos(o — @) +12

R? — 2Rrcos(o — @) + 1%+ 2Rr cos(o — ) — 2r?
2(R2? — 2Rr cos(o — @) + 12) -

R2 _ 7,2
2(R? — 2Rrcos(oc — @) +12)
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Resen{ tlohy (3.46), (3.47), (3.48), (3.49) tedy dostavame ve tvaru

1 T R2 _ 42
u(r,¢) = o /f(a)R2 — 2Rr cos(o — @) +r2da’ pror < R, u(r,¢) = f(p), pror=R.
0
Vyraz .
i 2 _ .2
% O/f(a) RZ ZR:?(/:OS(;* BEE R (3.53)
se nazyva Poissonuv integrdl, vyraz
K(r,o,R,0) = R -1

R2? — 2Rrcos(o — @) + r?

se nazyva Poissonovo jddro.
Vratime se k pivodnim proménnym, tj. provedeme zpétnou transformaci

r = \x2+y?, cosp = 772::— y27 sing = 7723:— = .

Pak je

R? —2Rrcos(c — @) + 1% = R*—2Rr(coso cosp +sinosinp) +r? =
= 22 +y*> —2R(zcoso + ysino) + R*(cos’ o +sin’0) = (v — Rcoso)? + (y — Rsino)?.

Resen{ tlohy (3.44), (3.45) je tedy
R2 — 22 — 2 2

u(z,y) = T/g(RCOSO’,RSiHO’)
0

R
(x — Rcoso)?2 4+ (y — Rsino)? 7

Oznacime-li = (z,y), S’(}g 0) kruZnici se stfedem v poc¢atku a polomérem R, S bod na této kruznici, lze feSeni

zapsat pomoci kiivkového integralu

R |z|? ds
ue) = “ [ S (3.54)

R
(0,0

Tato formule se nazyvéa Poissontv vzorec.

3.3.3 Poissonova rovnice ve dvou proménnych s homogennimi Dirichletovymi
okrajovymi podminkami na kruhu

Au(z,y) = G(z,y), 22 +1y? < R?, (3.55)
u(z,y) = 0, z? +y? = R?. (3.56)
Predpokladame, ze R > 0 a funkce G je spojitd. Rovnici transformujeme do polarnich soufadnic
Tr = rcosy, y = rsing.
Pfi oznaceni F(r,¢) = G(r cos ¢, rsin ¢) se rovnice (3.55) transformuje na tvar

1 1
urr(rv (P) + ;UT(T, (P) + T_Qu#%/? = F(T, (10) . (357)

Analogicky jako u Laplaceovy rovnice musi funkce u = u(r, ¢) spliiovat podminky

wR,¢) = 0, el0,2q], (3.58)
u(r,p) = u(re+2m),  re(0,R], peR, (3.59)
u(0,9) = const € R, p eR. (3.60)
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Ponévadz podle (3.59) je funkce u(r,-) 2m-periodickd pro kazdé r € (0, R], lze ji hledat ve tvaru
u(r,p) = So(r) + Z (an (1) cos ng + by, (1) sinng) .
2 n=1

Prav4 strana rovnice (3.57) bude

2

0 ) S (o4 O (i )0 )

2 r

Funkce F(r,-) je také 2m-periodickd, proto ji mizeme také vyjadiit ve tvaru Fourierovy fady

F(r,p) = @ + Z (¢n(r) cosnp + dy,(r) sinnyp) .

kde
1 2m 1 2m
cn(r) —/F(r,a)cosnada, n=0,1,2,..., dn(r) = —/F(r,a)sinnada, n=0,1,2,....
T ™
0 0

Porovnénim koeficientt vidime, e funkce a,, = a,(r) a b, = b, (r) jsou feSenim Eulerovych obycejnych diferen-
cidlnich rovnic

72 2m
r2all(r) + ral, (r) —n?a,(r) = — | F(r,a)cosnada, n=0,1,2,...,
T
0
2m
2
P20 (r) +rbl (r) = n?b,(r) = — | F(r,a)sinnada, n=1,2,...
7r
0
s okrajovymi podminkami
an(R) = 0, an(r) je omezend pro r — 0+,

bp(R) = 0, by(r) je omezend pror — 0+ .
Vysetiime specidlni pfipad, kdy prava strana rovnice (3.55) je konstantni, G = c. Pak také F' = ¢ a tedy

2 27 27
/cda = 27c, /ccosnada = /csinnada =0 pron=1,2,....
0 0 0

Funkce ag = ap(r) je FeSenim rovnice

r2ag(r) +rap(r) = 2er?,
tedy ao(r) = gr2 + Alnr + B. Ponévadz ag(r) je omezend pro r — 0+, musi byt A = 0; ponévadz ag(R) = 0,
musi byt B = 7532. Celkem

ap(r) = g(r2—R2).

Funkce a,, = a,(r) pron =1,2,... jsou FeSenim rovnice

T2aZ(T) +ral (r) — n2an(7’) =0,

tedy a,(r) = Ar™ 4+ Br~". PonévadZ ao(r) je omezend pro r — 04, musi byt B = 0; ponévadZ a,(R) = 0, musi
byt A = 0. Analogické tvahy provedeme pro funkce b,, = b, (r), n =1,2,.... Celkem dostaneme

an(r) = by(r) =0, n=1,2....
Dosazenim do fady vyjadiujici funkci v = u(r, ¢) dostaneme

LG )

a navratem k pivodnim proménnym dostaneme FeSeni tlohy (3.55), (3.56) s G = ¢ ve tvaru

U(T, 90) =

C
u(z,y) = 1(952 +y* - R?).
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3.3.4 Rotac¢né (azimutalng) symetrické fesSeni Laplaceovy rovnice na kouli
Au(z,y,z) =0, z? +y? + 2% < R?, (3.61)
u(z,y, z) = f(2), 2 +y? + 2% = R2 (3.62)
Provedeme transformaci do sférickych souradnic
r=rcospcost, y=rsinpcos?d, z=rsind.

du
a9

Hodnoty funkce u nezavisi na ahlu ¢, tedy u = u(r,¥) a = 0. To znamena Ze rovnice (3.61) se transformuje

na nésledujici rovnici (sr. Dodatek D)

10 ( ,0u 1 0 ou
ﬁa (7’ E) + 7712 0080% <COS19%> =0 (363)
a okrajovd podminka (3.62) na podminku u(R,d) = f(Rsind), nebo pii oznaceni g(§) = f(R) na
w(R,9) = g(sin?), —g <9< g (3.64)

Budeme hledat ohrani¢ené feSeni rovnice (3.61) a proto budeme dale pozadovat

lim sup |u(r, 9)| < oo, “Iew< I (3.65)
r—04 2 2
Z rota¢ni symetrie feSeni u rovnice (3.61) plyne
ou ou
22(0,0,2) =0 = —(0,0
ax( » Z) ay ( » Z)
pro kazdé z, —R < z < R. Po transformaci tedy dostaneme podminku
ou T ou T
%(r,—§)_0_%(r,§), 0<r<R. (3.66)

Reseni rovnice (3.63) hledame ve tvaru sou¢inu vyrazi, z nichz jeden zévisi pouze na r a druhy pouze na 9,
tj.
u(r,9) = X (r)0(9). (3.67)

Dosazenim do rovnice (3.63) dostaneme po snadné tpravé

(TZX’)li (@’cosﬂ)/
X  Ocos?

Symbol ’ oznac¢uje obycéejnou derivaci podle pfislu$né proménné; na levé strane podle r, na pravé podle 9. Vyraz
na levé strané zavisi pouze na r, vyraz na pravé strané zavisi pouze na . To znamend, Ze obé strany predchozi
rovnosti jsou rovny néjaké konstanté, feknéme A. Tedy

2x) O’ cosv)
X _ _{ Y (3.68)
X © cosV
Nejprve budeme Tesit rovnici
1 , ’
P (0" cos) + A0 =0 (3.69)
s okrajovou podminkou
(Y p= e ﬁ)
) ( 2) 0=6 (2 : (3.70)
ktera plyne z podminky (3.66). Zavedeme novou nezavisle proménnou & = sin ). Pak je
, do dod¢ de
= —=——=cosV—
dy  d¢ do d¢
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a podminka (3.70) je splnéna. Déle

d (d®e d (dod d d?e
(0 cos ) = W <@ cosﬁ) (d«E dg sﬁ) = & ((15 )d§> a¢ ((1 €2 )d§2 2§d—€> cos .

Rovnice (3.69) se tedy transformuje na rovnici

d?e
1- —26— 4+ 20 =0,
=) e = & 2
coz je Legendreova rovnice (sr. C.1), kterd m4 netrivialni feSeni pro A\, = n(n + 1), n = 0,1,2,.... Témito

feSenimi jsou Legendreovy polynomy P,. Uloha (3.69), (3.70) mé tedy Feseni
On(¥) = Py(sinv), n=0,1,2,.... (3.71)

Nalezené vlastni hodnoty A = A, = n(n + 1) dosadime do rovnice (3.68). Dostaneme Eulerovu oby¢ejnou
diferencialni rovnici

(T2X7/l)/ - n(n + 1)Xn =0,

kterd méa obecné feseni
Xn(r)y =A™+ B,r— (1),

Z podmimky (3.65) plyne, Ze limsup | X,,(r)| < co a tedy B, =0 pro vSechna n =10,1,2,..., tj

r—0+
Xn(r) = Apr™. (3.72)

Z vyjadreni (3.67), nalezenych FeSeni (3.71), (3.72) a faktu, Ze linedrni rovnice (3.68) je homogenni, dostaneme
feSeni rovnice (3.63) je tvaru
Z Apr" P, (sind).

Toto FeSeni spliiuje podminky (3.65) a (3.66). Podminku (3.66) mtZeme pfepsat na
g(sind) = Z A, R"P,(sin?)
n=0

neboli -
§= Z AnR" Py (§)
n=0

Odtud plyne, ze A, R" jsou Fourierovymi koeficienty funkce g vzhledem k orthogonéalni soustavé Legendreovych
polynomiu. Tedy podle véty C.1.4 plati

1
2 1 2 1
A= 202 [a@raeae =2 /fR£

-1

Resent tlohy (3.63), (3.64), (3.65), (3.66) je

1
o)

u(ri0) = [ 18> 22 () Patsind) ()

1 n=0

a FeSeni tlohy (3.61), (3.62) je




3.3.5 ResSeni Laplaceovy rovnice na vélci

Au(z,y,z) =0, 2+1y?’ < R? 0<z<h, (3.73)
u(z,y,0) =0, u(z,y,h) = f(z,y), 2°+y° <R? (3.74)
u(z,y,z) =0, 2> +y*=R? 0<z<h. (3.75)

Rovnici i okrajové podminky transformujeme do cylindrickych soutadnic
Tr=rcosp, Yy=rsiny, z==z.

Podle D dostaneme rovnici

%%Gg—z) %%+%0, 0O<r<R, peR, 0<z<h. (3.76)
Okrajové podminky se transformuji na tvar
u(r,¢,0) =0, u(r,p,h) = f(rcosp,rsiny), 0<r<R, peR, (3.77)
u(R,p,z) =0, lirg%:l_p lu(r, @, 2)| < oo, p€ER, 0<2z<h, (3.78)
u(r, o, z) = u(r, p + 2w, 2), 0<r<R, peR, 0<z<h. (3.79)

Reseni transformované tlohy budeme hledat ve tvaru soudinu t¥i funkci, z nichz kazd4 zavisi pravé na jedné
z proménnych, tj.
u(r,p, 2) = X (r)®(p)Z(2). (3.80)

Po dosazeni do rovnice (3.76) a jednoduché upravé dostaneme

(TX/)/ @/I _ Z/I
rX r2®d  Z°

Symbol ’ oznacuje obyéejnou derivaci funkce podle jeji jediné proménné. Na levé strané rovnosti je vyraz, ktery

zavisi pouze na proménnych r a ¢, vyraz na pravé strané zavisi pouze na ¢. To je mozné jediné tak, ze vyrazy

na obou stranach rovnosti jsou rovny néjaké konstanté. Oznacime ji —\ a dostaneme
Z/I (TX/)I @/I

—A=— =
Z rX r2®

(3.81)

Druhé z téchto rovnosti dava
(b// (TX/)/
= =
d X

Vyraz na levé strané nezavisi na proménné r, vyraz na pravé strané nezavisi na proménné . Musi se tedy oba
rovnat néjaké konstanté, feknéme p. Tedy

+ M2

(p// X/ !/
g TH= r% + M2 (3.82)
Z prvni rovnosti (3.81), z rovnost{ (3.82) a z podminek v (3.77), (3.78), (3.79) dostaneme t¥i oby¢ejné rovnice
druhého radu s okrajovymi podminkami:

" + ud =0, D(p) = P(p + 2m), (3.83)

r(rX" + (Mr? —p) X =0, limsup | X (r)] < 00, X(R) =0, (3.84)
r—04

Z" -\Z=0,  Z(0)=0. (3.85)

Uloha (3.83) je shodna s tilohou (3.50), (3.52). M4 tedy netrividlni feseni pouze pro u = m?, kde m € NU{0}
a toto Teseni je
D, (p) = A cosme + By, sinme, m=0,1,2.... (3.86)
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2

Ptedpokladejme, ze A > 0. Polozime \ = % a v tiloze (3.84) s 1 = m? zavedeme novou nezavisle proménnou

o vztahem p = Ir; jedna se o zménu méritka pruvodice. Pak

ax ,d [o0.dX 22X dX
X' ==, (X' :l—(—l—):l(—+—)
(rX’) 1 \ 11 1

a rovnice v (3.84) se transformuje na Besselovu rovnici celo¢iselného fadu m,

sr. C.5. Obecné feseni této rovnice je podle C.5.11 rovno
X = Xml(Q) = leJm(Q) + Dlem(Q)a

kde Cini, Dy jsou néjaké konstanty, J,,, resp. Yy, je Besselova funkce prvniho, resp. druhého, druhu. Avsak

podle C.5.8 je = 0o. Aby byla splnéna podminka ohrani¢enosti v (3.84), musi byt D,,; = 0. ReSeni

lim Y,,
o0—0+
ulohy (3.84) jsou tedy tvaru

X = Xml(T) = leJm(lT).

Z druhé okrajové podminky (3.84) plyne C,,;J,,(IR) = 0. Aby FeSeni bylo nenulové a soucasné bylo [ > 0, musi
byt
Tm
U=l = ?’“, E=1,2,...,

kde 2,1 je k-ty jednoduchy koten Besselovy funkce J,,, sr. C.5.6. Reseni tlohy (3.84) tedy jsou

Tmk

ka(T) = kaJm ( R

r), m=0,1,2,..., k=1,2,3,..., (3.87)

kde ¢y, = Cypu pro | = #2k.

2
Za predpokladu A > 0 tedy je A =12, = (z—?) . Reseni rovnice (3.85) v takovém ptipadé bude

Zmk(2) = Dpppel™® 4 B pe=lmi

kde Dk, Emk jsou néjaké konstanty. Z okrajové podminky v (3.85) dostaneme 0 = Z,,1(0) = Dk + Enk.
Odtud plyne E,,x = —Dpx a tedy

Zoni(2) = Do h (Lnz) = Dy sh (:C%’“z) L om=0,1,2,..., k=1,2,3,.... (3.88)

Ozna¢me apmi = AmCmkDmk, dmk = BmCmkDmi. Z vyjaddeni (3.80), nalezenych feseni (3.86), (3.87) a
(3.88) a ze skutecnosti, ze rovnice (3.76) je homogenni, dostaneme jeji feSeni ve tvaru

u(r, p,z) = i i sh (mz) Im, (x%kr) (@mk cOSMP + bk Sin M) . (3.89)

Toto feSeni spliiuje okrajové podminky (3.78), (3.79) a prvni z podminek (3.77). Konstanty a.,, bmi uréime
tak, aby byla splnéna druhé z podminek (3.77), tedy aby platilo

g(r,p) = i ish (x%kh) JIm (%T) (amk cosmp + by, sinmep) |

o0
kde g(r,p) = f(rcosy,rcosp). Vyraz > sh Lukr) a,,; je tedy Fourierovim koeficientem funkce

= (g h) T (%
g(r, -) vzhledem k bazové funkci cos(m - ), takze
00 1 2
;sh (x%kh) I (x—]n%kr) ks = — /g(r, o) cosmodo
= 0
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prom >0 a

27
ot (Z2) Jo () aar = 5 [ g(r.0)d.
k=1 0

Podle C.5.7 funkce J,, (””’I"%’“ ) tvori orthogonalni systém funkci na intervalu (0, R); skaldrni sou¢in funkci F', G
definovanych na (0, R) je pfitom definovan jako (F,G) f EF(8)G(£)dE. Z predchozi rovnosti tedy plyne, Ze

VYTaZ Ayk Sh (ﬂﬁﬁh), resp. aox Sh (%ﬂzﬁh), je Fourierovym koeﬁc1entem funkce

2 2
1 1
= (- d . — [ g(-,0)d
- /g( ,0) cosmodo, resp 5 /g( ,o)do,
0 0
prislusnym k bazové funkeci J,, (% ) resp. Jo ( ) Vzhledem k C.5.7 to znamena, ze
R 27
NE-E // dod
Ak sh ( —— 2 09(o —Q) cosmododp
R 7TR2( m+1 xmk 0 0 R
prom=1,2.3...., tedy
R 27
2 . Tmk
Al = 5 of (ocosa,psino)Jy, (—Q) cos mododp,
mR2sh (””E’“ ) (Jm+1 Tmk))” ) R
m=1,2,3,..., k=1,2,3,.... (3.90)
Analogicky dostaneme
R 27
1 . Tok
aok = 2 of (ocosa,psina)Jy (—Q) dodp, k=1,2,3,..., (3.91)
7TR2 sh (Th Jl Z'Ok 0 R
R 27
2 . Tmk .
bk = 2 of (ocoso, psino)Jy, (—g) sinmododp,
mR2sh (z—}%ﬁh) ( f— zmk s R
m=1,23..., k=1,2,3,..., (3.92)
bor =0, k=1,23,.... (3.93)

Reseni tlohy (3.76)—(3.79), coz je feseni ptivodni tlohy (3.73)—(3.75) v cylindrickych soufadnicich, je ddno
formuli (3.89), pfi¢emz koeficienty @i, bk jsou vyjadieny rovnostmi (3.90)—(3.93).
Poznamenejme Ze toto feéeni jsme naéli za pfedpokladu )\ > O Naskyté se otazka, zda volba A < 0 neda

Cviceni
1) Reste tlohu o chvéni struny délky [, je-li

a) struna upevnéna na obou koncich, na poéatku je ve vzdélenosti ¢ od jednoho konce vychylena na vzdélenost
h od rovnovazné polohy a nepohybuje se.

b) struna upevnéna na obou koncich a je rozechvéna tderem plochého tvrdého kladivka o Sifce 24, jehoz
stfed se struny dotkne ve vzdalenosti ¢ od jednoho konce a jez se pohybuje rychlosti v.

¢) struna je upevnéna na obou koncich a pisobi na ni konstatntni sila f; na po¢atku je struna v rovnovazné
poloze a nepohybuje se.
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d) struna je upevnéna na jednom konci, druhy konec vykonava harmonicky pohyb s amplitudou A a frekvenci
w = ?. (Na poc¢étku je druhy konec vychylen na vzdalenost A a struna je v klidu.)
2) Reste tilohu o chladnuti homogenni tyce délky [ ktera byla stejnomérné zahiata na teplotu g, na jejimz
bo¢nim povrchu nedochazi k vyméné tepla a

a) jeden jeji konec udrzujeme na teploté 0, druhy je tepelné izolovan.

b) jeden jeji konec udrzujeme na teploté u;, druhy na teploté us.

¢) na koncich nastdva vyména tepla s prostiedim nulové teploty.

3) Homogenni koule o poloméru R byla zahfata tak, ze jeji pocatecni teplota v libovolném bodé zavisi pouze
na vzdélenosti r tohoto bodu od stiedu koule, tj. u(0,z,y, 2z) = f (\/1‘2 + y2 + 22 ) Povrch koule udrzujeme na
nulové teploté. Urcete teplotu koule v libovolném bodé a libovolném case.

Reste tlohu
4) Ugz +Uyy =0,0<z<a,0<y<b
u(0,y) = Ay(b — y), u(a,y) = 0,0 <y < b; u(z,0) = Bsin T u(z,b) =0,0<z < a

5) U +Uuyy = —2,0<z<a —L<y<?
u(0,y) = u(a,y) = ,*gﬁyﬁg;u(z,—%):u(x,%):(),()gxga

Vysledky:

la)uy = a*Uyy

, ug(0,2) =0

0
oo

u(t,z) = 6(12_20)”2 21 # sin(77c) sin( T x) cos( 1)
e

-4 )

w(0,2) =0, u(0,2) = Y :.E'E[c et ]
0, jinak

u(t,0) =u(t,l)=0

1

4y o

u(t,:c) = aﬂ'ﬂ2 nZ 1
n=1
1c)uy = auz, + f

u(0,2) = u(0,z) = 0, u(¢,0) = u(t,1) =0
_ 4lRf = 1 am(2n+1) . m(2n+1)
’U,(t,SC) = 23 ngo W (1 — COS (ft) ) sin (f:c)

1d)uy = auzy

u(0,x) = ?z, ut(0,2) =0, wu(t,0)=0, u(t,l) = Acoswt

u(t,z) = 4 (zcos(%t) — atsin(25t)) + 44 3 (7;31_); sin (aﬂ'(’leLl)t) sin (Zn.2)
2

sin(77c) sin(76) sin( T x) sin (4G 1)

2a)u; = a’ug, -
u(0, ) = uo; ) =0, ux(t,1) =0

u(t, 0
o sin(22t )
2

21
2
n=0 (2n+ 1) exp { (7(27“;;)”) t}
2b)u; = a*ugs

uw(0,2) = ug; u(t,0) = u1, u(t,l) =usg

oo (ug —ut + (=1)" " (ug — up)) sin( 22
u(t,gg):w?_m$+ul+%z(0 1+ (=1)"" (ug — un)) sin( )

nexp { (252)” ¢}
2¢)u; = a*Ugy

u(0,x) = uo; ug(t,0) = hu(t,0), uy(t,l) = —hu(t,l)

u(t,z) = 4o , stacionédrni stav u = 0

, stacionarni stav u(r) = uy + 27z
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< exp(—a*A,t)

u(z,t) = 2ug n2:21 ST (sin(\/xl) — % (cos(v/An 1) — 1)) (vVAn cos(v/A, ) + hsin(v/A, 2)),

kde A1, A2... jsou kladné kofeny rovnice T)\ - \/LX = 2 cotg(v/ M)
3)u; = a’Au
U(O,x,y,z):f(\/m)’ U(t7$7yaz)=0pro $2+y2+z2:R2
S R
= 2 nra\2 . nmy/x24y2+22 . nm
ult, z,y,2) = N n; exp {_ (“%*) t} sin (f) Ofpf(P) sin(*g2)dp
(S ), s ()
4) u(z,y) = + &
) ( ) sh (%b) 3 ngo (2n + 1)3 sh ((2n421)7m)

s ch (2551my) sin (2L ra)

5) ulesy) = sa - a) -
) U(l'; y) IL'(G, $) s nX::O (27’L i 1)3 ch (%T(b)
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Kapitola 4

Metody reseni eliptické rovnice

4.1 Integrace per partes a Greenovy vzorce

Bud Q C R? oblast s dostateéné hladkou hranici 09, v = (v1,v2) = (v1(z,y), v2(x,y)) jednotkovy vektor vnéjsi
normaly k 09, f : Q@ — R diferencovatelna funkce. Integraci podle jedné proménné ovétime, ze plati

Q/ gf dzdy = / finds, Q/ ‘gf dzdy = / frodS.

Polozime-li f = wuwv, kde u, v jsou diferencovatelné funkce na €2, dostaneme vzorce pro integraci per partes
u dvojnych integralt:

/ua—dxdy = /um/l ds — /U—dﬂ[:dy7 /u@dxdy = /uvugdS—/v@dxdy.
0 dy Ay
Q

Q o0 Q o0

Odtud plyne

0% Ou Jv 0%v Ov Ou Ov
/ I 2d:rd = /u—l/ldS /——d Y, /ua—dezdy = /ua—yVQde/a—a—d dy

Q [519) Q [519)

Sec¢tenim téchto rovnic dostaneme
ov ov Judv Ouodv
A = — —
/u vdady /u(axul—l—ang)dS /(8z8z+88)ddy
Q o0 Q

Vyraz g v + g

. v
Vo je derivace funkce v ve sméru jednotkového vektoru vnéjsi normaly. Oznacime ho % a
v
dostaneme pruni Greenuv vzorec

oudv  Oudv
A .
/u v dzdy / P45 - /((’hax 8y8 )d dy
Q

Ju Oudv Oudv
/vAud:rdy = /va—dS /(81’81’ + = By ay)d dy .
Q

Q o0

Analogicky odvodime

Odectenim prvnich Greenovych vzorci dostaneme druhy Greentv vzorec

ov ou
/(uAv —vAu)dzdy = / <u8_1/ - va—y) ds.
Q

Analogické vzorce plati i pro funkce vice proménnych: Necht 2 C R™ je oblast s dostatecné hladkou hranici 052,
u, v diferencovatelné funkce na Q a v = (v1, 19, ...,v,) jednotkovy vektor vnéjsi normély k 0. Pak plati
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e Integrace per partes

/uavdV:/uvmdS—/vaudV, 1=1,2,....n
ox; O0x;

Q o0 Q

e Prvni Greenuv vzorec

/uAvdV: /u—dS /Z uaav dvV = /ug—vdS /Vu~VvdV.
T
=1

Q [2}9) Q o0

2

e Druhy Greentv vzorec

4.2 Jednoznacnost reseni Dirichletovy a Neumannovy alohy pro Po-
issonovu rovnici

Bud Q C R" oblast s dostateéné hladkou hranici Q2. Uvazujme Poissonovu rovnici

Au(z) = f(x), x <) (4.1)
s Dirichletovou
u(z) = go(x), x € 00 (4.2)
nebo Neumannovou du(e)
u(x
= Q 4.
£y g1(x), T o (4.3)

okrajovou podminkou. Necht funkce u;, us soucasné spliiuji rovnici (4.1) s nékterou z podminek (4.2) nebo
(4.3). Polozme u = u; — uz. Pro ¢ € Q plati

Au(z) = Aui(z) — Auz(z) = f(z) — f(z) =0,
tedy funkce u splituje na € Laplaceovu rovnici. Pro & € 952 plati
ou(x) Oui(x) OJua(x)

u(@) = s () ~ ) = go(a) — golw) =0, nebo a2 ule) D) _ 0 g -,
du(x)
v

zejména tedy u(x)———= = 0 na 9Q. S vyuzitim prvniho Greenova vzorce dostaneme

0—/ 2h4s = /uAudV—i—/Vu VudV—0+/|Vu| dv.
Q
Odtud plyne, ze Vu(z) = 0 pro € Q a tedy, Ze u(x) = const. To dile znamena, ze u(x) — uz(x) = const pro
x € Q, nebot FeSeni kazdé z tloh (4.1), (4.2) a (4.1), (4.3) je spojité na . V ptipadé Dirichletovy podminky je
const = 0, nebot uy(x) — uz(x) = 0 pro x € Q.
Plati tedy: VSechna feSeni tlohy (4.1), (4.2) jsou shodnd, tj. tloha (4.1), (4.2) mé nejvySe jedno FeSeni;
v8echna FeSeni tlohy (4.1), (4.3) se lisi o aditivni konstantu.

4.3 Laplaceova rovnice a harmonické funkce
Bud Q C R" oblast (oteviena souvisl4 mnozina). Rekneme, ze funkce u definovana na  je harmonickd, mé-li
spojité parcidlni derivace druhého fadu, na 2 splnuje Laplaceovu rovnici

Au = 0

A a+ P 4 ki © neohraniend. blai navi
= — —_— e —_— a je-11 neonranicena atl navic
02 " a2 oz ) P

limsup |z|" 2u(z) < oo.
zeQ,|x|—o0

(|z| = /22 + 23 + - -- + 22 je euklidovské vzdalenost bodu = = (21,23, ...,7,) od pocatku (0,0,...,0).)
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4.3.1 Jednoduché harmonické funkce v roviné

Rovnice
Ugg +Uyy = 0

maé v polarnich soufadnicich x = rcosy, y = rsing tvar

1
Uy + ﬁu‘P‘P + ;UT = 0.

Snadno ovéfime, ze funkce
u(r,p) = r¥cosky a v(r,@) = r¥sinkp, k=0,1,2,...
jsou fesenim posledni rovnice. Vyjadrime tyto funkce v kartézskych soufadnicich

2 3

u(r,tp)‘ 1 rcosp rsing 7r2cos2¢ r?sin2p r3cos3yp r3sin 3¢

u(z,y) ‘ 1 x Y T —y 2xy 2 —3xy? 3%y — o>

Ziskdme polynomy stupné k, které nazyvame jednoduché harmonické funkce stupné k. Necht Q je ohranicenéd
oblast, jejiz hranice 92 je jednoducha uzaviend kiivka implicitné dand rovnici P(z,y) = 0, kde P je polynom
stupné nejvyse k. Reseni rovnice

Ug (T, Y) + Uyy(z,y) = 0, (z,y) € Q

s nékterou z okrajovych podminek

’LL(SC,y) = gl(zay)v (Z',y) GaQa
0
So@y) = gm(ry), (xy) €0,

C(ey) = hlgs(e,y) —u(my), (@) €00,

0]
g1 je polynom stupné nejvyse k; gs, g3 jsou polynomy stupné nejvyse k—1 a Y znaci derivaci ve sméru vnéjsi
v
normaly, lze v tomto pripadé hledat ve tvaru linedrni kombinace jednoduchych harmonickych funkci stupné
nejvyse k.

4.3.2 Kruhova a kulova inverse

Kruhov4 inverse vzhledem ke kruznici 22 4+ y? = a2, v polarnich soufadnicich » = a, je zobrazeni ® : R? — R?

dané predpisem
2 2 2

e (Fr 2iw) = Tape

?+y? 2 +y? T,y

oo (L)

Kruhové inverse je prosté a vzajemné jednoznaéné zobrazeni mnoziny {(z,y) € R? : 22 + y? > a?} na mnozinu
{(z,y) € R?: 0 < 22 + y? < a?}, body kruznice jsou pevné (samodruzné) body tohoto zobrazeni.
Funkce u = u(r, ¢) je harmonickd na mnoziné {(r, p) : r < a} pravé tehdy, kdyz funkce

v polarnich soufadnicich

a2

v=0(r,0)=u (7, sa) = u(r,¢)
je harmonicka na mnoziné {(r', ) : ' > a}.
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D r:i—f, %——;i = Tz,tedy
b(r'e) = vl o = D).
vy (17, 0) = %vw(r’,sﬁ)% = %<2—Zur(ﬁ<ﬁ)> (2—2) =
= )+ P (19) = () + (),
Bt 0) = v lr',9) + ol 0) + (i) =

2 3 T4 T2 7"3
= ! ur(r, ) + ! UM(T ®) + Eutptp(rv @) — ;ur(r, @) =

7"4 7"4

1
I (u”(r’ ©) + ;ur(r, ®) + ugpy(r, 80)) = ;Amo u(r, ).

O
Tato vlastnost umozinuje prevadét reseni tlohy
Au(z,y) = 0, 22+y*<ad?

na feseni ulohy
Au(z,y) = 0, 2% 49> >ad’.

Kruhova inverse jednoduchych harmonickych funkci:

1 .
—sin2¢p, ....

— CO 280
COSs ;
T2

1 1 .
1, —cosyp, —sinp, 5
r r r

Kulovd inverse vzhledem ke sfére x? + y? + 22 = a?, ve sférickych soufadnicich r = a, je zobrazeni dané
predpisem

(12

(z,y,2) —

|($,y’ Z)|2 (x7y5’z) Y

a2
(T, (10’79) = <7a(p519> .

Kulové inverse je prosté a vzéjemné jednoznaéné zobrazeni mnoziny {(z,y,z) € R? : 22 + 9% + 22 > d?} na
mnozinu {(z,y,2) € R®: 0 < 22 + 3% + 22 < a?}, body sféry jsou pevné body tohoto zobrazeni.
Funkce v = u(r, ¢, 1) je harmonické pravé tehdy, kdyz funkce

ve sférickych souradnicich

, a® [a?
v = U(Ta%ﬂ) = Fu 7550719 = T’U,(T,gﬁ,ﬁ)

je harmonicka.

2 2
D.: r:i—/, %:f%.Tedy
1 0 [ 500 re 0 (a*Oru Or\ Or r? 0 9 ou 2
_a_( a_) = ;a—(rz ar a)a_ = EE(_“ (“”E)) (——) =
A8 - B0 ) -
at or? A\ T 2
30 [ ,0u ™10 [ ,0u
= Ea_( E) :;r—za( ar)
1 0?v r? 1 0%*u 1 0%u ro 1 0%u
12 cos? ¥ Dp? Tt 0520 dp? - a* cos? ¥ 9p? - a* 12 cos? ¥ D2’
1 0 v ? 1 0 oru 1 0 ou
r’2cos19%(00819819) - Ecosﬂﬁ(msq9 819) - ETQCosﬂ%(COSﬂ%)’
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odtud

Aprpov = Appou.

at
O

Transformace 1
v(r', e, 9) = ru(r,p,9), kde 7= —
r

se nazyva Kelvinova.

4.3.3 Fundamentalni harmonické funkce

Hledame symetrické feseni rovnice
Au(z) = 0, xeR"\{0}.

Provedeme transformaci do sférickych souradnic

1y = TCOSP1...COSYp_3COSPyp_2COSYy_1
Tg = TCOS{]...COSPp_3COSPp_2SIN P, 1
T3 = TCOSY]...CO8Py_38NY,_o

Tp—1 = T COS]sSinYy
Tyn = TrSsine;.

Ponévadz funkce u ma byt symetricka, t.j. jeji hodnota zavisi pouze na vzdéalenosti argumentu od pocatku, je

u
u=1u(r)a =0,t=1,2,...,n—1. Tedy
(r) 20
"L 9%u "9 [ Ouor ou Jyp; "9 [Ou or "9 [Ou or\ Or
A = - = J = = — | — =
“ ;8,@3 ;61’1 r Ox; Z&pj 0x; ;61:1 <8r 83@1) ;87“ <8r axi> ox;

Il
R
SIS
i
7 N
@
&8

o, ugr) _ S (0r\?, dugn o
; orda} ) Or? &=\ du Or & 0z}~

7=

Ponévadz r = \/z} + 23 + - -+ + 22, plati

or T T; or \? x?
Or. — T —,  tedy (3 ) = 5
€Xr; \/$1+$2++$n T €Ty T
V7 2 2 a?
x4+ a2 — L
o T R B R R et v
o7 = P S -

Tedy

i zn:x%_r2_1 n@%_il x? _n r2_n—1
ox; L2 p2 . ror) 3

i=1

Celkem mame

Reseni této rovnice je
Cilnr+Cy, n=2
u(r) = o)

2+027 n23
rn—
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T—00

1, n=2
Aby lim r"~2u(r) < oo, musi byt C; < 0 v pfipadé n = 2. Volime Cy =0 a C; = {1 o .

Definice: Funkci v(xo,-) definovanou na R™ \ {zo} vztahem

1
In ——, n =2
lzo — |
v(xo, ) = 1
g a2 "3

nazyvame fundamentdlni (elementdrni) harmonickou funkci se singularitou v bodé xy.
Specialni pripady:
U(:Eo,yo,x,y) = In ! )
V(o — )% + (yo — )2
1

Viwo —2)? + (yo —y)? + (20 — 2)7

U(Il'o,yo,Zo,Z',y,Z) =

Z tvahy provedené pred definici plyne, ze fundamentalni harmonickd funkce se singularitou v bodé x¢ je
harmonickou funkei na oblasti R \ {zo}. Déle je zfejmé, zZe

v(xo, ) = v(x,x0) (4.4)
a pro kazdé @ = (x1,xa,...,2,) # o = (To1, To2, - - - , Ton) Plati
AI17I2 »»»»» Inv(mOa .’13) = A1017I02 »»»»» Ionv(mOa .’13) . (45)

Interpretace fundamentalni harmonické funkce v(x, - ) a jeji derivace.
Pro n = 3 pfi oznadeni &g = (x, Yo, 20) plati

ov(zo,x) _ 0 1 _
oz Oz \/(xo — )2 + (Yo — y)2 + (20 — 2)2
1 —2(xg — ) _ T—®
(o =2+ (wo— v + (0 — 2" fw @l
a podobné
Ov(xg, ) _ Y~ Ov(xg, ) 2=
Oy |z — 20|’ 0z |z — a0’

takze v

— To

Vv(mo,a:) = *m

Necht v bodé o soutadnicich xy se nachézi bodovy naboj velikosti Q. Na kladny jednotkovy bodovy néboj
umistény v bodé & = (z,y, z) pisobi podle Coulombova zakona elektrostatickd sila o velikosti

1 lQ|

drre |@ — |2’

kterd je orientovand ve sméru vektoru sgn Q(x — xg); pfitom & oznacuje permitivitu prostfedi. V bodé x je tedy
intenzita elektrostatického pole vytvareného nabojem () v bodé xy rovna
1 Q T — X Q xT—xo Q

E(z)= — L .
(@) dre |x — xo|? | — mo| 47 | — x0? 471'5( v(@o, z))

Pri oznaceni 0
o(x) = E’U(IBQ,IB) (4.6)



tedy intenzitu E(x) muZeme zapsat ve tvaru

B(@) = 2 (- Vo(a).

To znamend, ze funkce v(xg, - ) vyjadiuje (a% na multiplikativni konstantu charakterizujici permitivitu prosttedi)
potencidl elektrostatického pole vytvareného bodovym ndbojem umisténym v bodé x.

Uvazujme nyni elektricky dipdl, tj. dva bodové ndboje opatného znaménka stejné velikosti |Q| v malé
vzdalenosti h od sebe. Nechtf naboj @ se nachazi v bodé x a ndboj —Q v bodé x_. Oznaéme dile x = x, —x_,
Ty = %(awr +x_). Vektor p = Qd se nazyva dipdlovy moment, jeho velikost je N = Q|d| = Qh a smér dy = 7
bod x¢ 1ze povazovat za umisténi dipdlu.

Potencial elektrostatického pole vytvareného uvazovanym dipélem v pevné zvoleném bodé x bude podle
(4.6) roven

Q Q Q
)= —v(xy,x)— —v(x_,x) = — (v, x) —v(r_, T
50111( ) 47Tv( —+> ) 47Tv( ) ) 47T(U( + ) ’U( ) ))
(az na multiplikativni konstantu vyjadiujici permitivitu). Podle véty o stfedni hodnoté je

ov(x_ +9d,x ov(x_ +9d,x
vy, x) —v(z_,x) = ( 5d ):h ( odg ),

9]
kde ¢ € [0,1] a — oznacuje smérovou derivaci podle vektoru d. Potencial @77 tedy mizeme vyjadfit vztahem

od

1 _ov(x_ +9d,x
prntla) = NS TEAE

Pokud vzdélenost ndboji h je mald ve srovnani se vzdalenosti |xzg — x| bodu @ od dipdlu, je

ov(z— +9d,x)  OJv(zo, )

ddy T ddy
a potencial dipélu s momentem velikosti NV a sméru dy lze vyjadrit formuli
1 _0v(xo,x)
=—N——-. 4.7
prir(@) = —N—p & (4.7)

4.3.4 Integralni representace dvakrat diferencovatelné funkce

Bud Q C R” ohrani¢ena oblast s dostate¢né hladkou hranici 99, u funkce definovana na €, kterd ma na Q
spojité parcialni derivace druhého fadu. Pak pro kazdé x € ) plati

_/< %, &’é )dS _/ VAudV

0
kde v(x,-) je fundamentdlni harmonickd funkce se singularitou v x, £ je derivace ve sméru jednotkového
v
0
vektoru vnéjsi normély v = (v1,va,...,vp), tj. = V-va
v
2T, n=2
Cn = ,
" (n—2)o,, n>3
2k+17rk 27Tk

kde o, je (n — 1)-rozmérnd mira jednotkové sféry v R", oog+1 = (Zejména cs = 47.)

k-1 7T o1

Nevlastni integral na pravé strané rovnosti definujeme vztahem

e—0+
Q O\K¢

/v(m,~)AudV = lim v(z, )AudV

kde K: je koule se stfedem x a polomérem e¢.
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Dtikaz provedeme pron > 3, x = (x1,22,...,Zn)-

Ozna¢me K2, resp. S¢ kouli, resp. sféru se stfedem x a polomérem a. Budte €  a ¢ > 0 takové, Ze

K C Q. Podle druhého Greenova vzorce plati

/ (uAv(x, ) —v(x, )Au)dV =

QK
= / (u% —v(x, )%) ds — / (u% —o(x, )g_:j) ds,

oN Se

x

Ponévadz funkce v(x, ) je na Q \ K& harmonick, je

- / (@, )AudV = /(u%—v(m,-)%) ds +/(u(m,-)%—u5”éf/"))ds.

Q\K< o9 Se

1
Normalovy vektor k S5 v bodé y ma slozky v; = —(y; — x;), i =1,2,...,n. Proy € S5 je
€

ov(x,y) n—2

ayz = en ('rl - yz) B

takze pro y € S3, je
0v(x,y) n—2 < n—2
T = o ) = -

i=1

En—l :

Dale podle véty o stfedni hodnoté integralniho poc¢tu existuje £ € S5, ze

/UM ds = u(&)/MdS = fu(é)/n—ilzdS = fu(g)Z—*_zansnfl =

ov ov en n—1
Sg Sg Sg
= _(n - 2)Unu(£) )

takze u(a.")

. U\,

gl_% v dS = —(n—2)opu(x)

Sg
L Ou o e . . .. |Ou

Ponévadz 9 je spojitd na S%, existuje podle 1. Weierstrassovy véty K € R takové, ze 9 < K pro

kazdy bod na S5. Tedy

ou 1 K ne1
/U(w,)gds < K/sty = En—720-n5 = KO’nE,
Sz Sz
takze 5
. u
;lir(l) U(m,-)EdS = 0.
Sz
([
Disledky:

1. Je-li funkce u navic harmonicka na €2, plati pro kazdé « € Q

1 Oou ov(zx,-)
u(x) = — v(e, )7 —u—p—= | dS. (4.8)
CnBQ ( ov ov >
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2. Pro kazdou nekonecénékrat diferencovatelnou funkci ¢ s kompaktnim nosic¢em (sr. A.1) plati

/z/JAv(w,-)dV = —cpp(x),

R

neboli
Ayv(z,y) = —cid(y —x), (4.9)

kde § je Diracova distribuce.

D.: Ayv(z,y) je distribuce, ktera spliiuje
(Ayv(z,y) [ YY) = (v(zy) | Av(y))

pro kazdou nekoneénékrét diferencovatelnou funkei ¢ s kompaktnim nosi¢em (sr. A.3). Bud Q C R”
takova oblast s hladkou hranici, ze Supp¥ C Q.

PakproyE@Qjew(y):O:&g—f/y)

a tedy s vyuzitim predchozi véty dostaneme

<Ayv(w,y) | ¢(y)> = <U($ay) | A¢(y)> = /’U(:B,)A’l/)dv = /’U(ma)Ade =

Rn Q
- v -2 [ (v(w,-)g—f—w%) as | = —cat(@).
o

O

4.3.5 Vlastnosti harmonickych funkci

Bud Q C R"™ ohranicené oblast s dostatené hladkou hranici 92, u harmonickéa funkce se spojitymi druhymi
parcidlnimi derivacemi na 2. Pak plati

1.

[519)

D.: Ve druhém Greenové vzorci staci polozit v =1. O

2. Véta o stfedni hodnoté
Bud x € Q, S2 sféra se stfedem = a polomérem a takova, ze S& C Q. Pak

1
= — ds =2
u(x) 5 | wdS, pron ,
Sg
() ! ds 3
xr = 0 =
u a2 | wdS, pron ,
Sg
1
u(e) = - [ udS, pron > 3,
opa™—
Sg
kde o, je c¢islo zavedené v 4.3.4.
D.: Dtikaz provedeme pro n > 3, = (21,%2,...,Tn)-
1 1 1
Je v; = =(y; — x;). Pro y € S¢ plati v(x,y) = = takZe podle 1. je

T a |z — y|n—2 an—2’

Ju 1 ou

Sg Sg

@ @
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Dale pro y € Sg je

ov(x, " v, 1= (2—=n)(y; — 2—n 2—n
(ayy) 72 (z,y) Z( )y ) _

takze

Podle (4.8) je

1 ou ov(zx,-) . n-2 B 1
u(x) = a/<v(m,)a—yu 5 )dS = cna”_l/UdS = Unan_l/udS_

Sg 53 Sg

3. Princip maxima
Je-li harmonicka funkce w nekonstantni na oblasti €2, pak nabyva své nejvétsi a nejmensi hodnoty na
hranici 012, tj. pro kazdé x € Q plati

min{u(y) : y € 00} < u(xr) < max{u(y): y € 09}.
D.: Plyne z pfedchoziho tvrzeni. [

4.4 Metoda potencialta

V celém oddilu bude v(z,-) oznacovat fundamentalni harmonickou funkci se singularitou v &, & C R™ oblast

s hladkou hranici 92, — derivaci ve sméru jednotkového vektoru vnéjsi normaly k OS2, ¢, Cislo zavedené v 4.3.4.

ov

Nejprve provedeme heuristickou Gvahu. Pfedstavme si, Ze v omezené oblasti @ C R? je rozlozen elektricky
naboj, jeho hustotu v bodé y € Q oznacime g(y) Naboj objemového elementu dV, v okoli bodu y tedy je
o(y)dV,, a potenciél tohoto elementu v bodé x & Q je podle (4.6) a (4.4) roven

dv,
_ o(y)dVy v

dﬂw%——q;—(%wFZ%dwN%ym%

(az na multiplikativni konstantu vyjadfujici permitivitu prostfedi). Celkovy potencidl ndboje rozlozeného v ob-

lasti Q2 tedy je
1
o) = [ ov(a, )av,
C3
Q
Pokud by byl elektricky naboj rozlozen pouze na hranici oblasti Q (na povrchu télesa) a v bodé y € 9Q by mél
plosnou hustotu p = p(y) (tj. ndboj plosného elementu d.S, v okoli bodu y by byl u(y)dSy), jeho potencial

v bodé x ¢ 00 by se rovnal
pir(@) = - [ uo(e, )as
389
Uvazujme dale dipdly rozmisténé na hranici oblasti Q2 s hustotou A a orientované ve sméru vnéjsi normaly,
tj. dipélovy moment plogného elementu d.S, v okoli bodu y € 9 ma velikost N, = A(y)d.Sy a orientaci v = v,,.
Potencidl plosného elementu dSy v bodé x ¢ 9 je podle (4.7) a (4.4) roven

1 ov(y,z) 1 ov(x,y)
erir() 4 (y)dSy Ovy cs3 (v) Oy
V bodé zx je tedy celkovy potencidl hranice oblasti roven plosnému integralu

1 [ o, -
orrr(e) = g/)\iv(;/ )dS.

[219]

ds,,.

Tento vyraz lze interpretovat jako elektrostaticky potenciél tenké nevodivé plochy (povrchu télesa), na jejiz
vnéjsi strané je rozmistén elektricky ndboj a na vnitini strané je stejné rozmistén stejné velky ndboj opacného
znaménka.
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4.4.1 Objemovy potencial

Necht © C R” je ohrani¢end a o : Q — R je funkce.
Funkce o7 : R™ — R definovand pro kazdé = (1, 22, .

:_/w

e Je-li funkce p spojita na €, pak ¢ je harmonickou funkci na R" \ Q pron > 3. Je-li n = 2 a funkce o je
navic nezaporn4, je ¢; harmonickou funkci na R? \ Q.

D.:

Tn) € R™ vztahem

se nazyva objemouvy potencidl.

Z toho, ze funkce f je spojitd na kompaktni mnoziné 2 plyne, Ze nasledujici vypocet je korektni
o] 2/
— (ov(x — | 0Agv(x, )
Cn
Q

Ptedposledni rovnost plyne z (4.5), posledni z toho, ze pro ¢ Q je v(x,y) harmonicka v kazdém
y €.

Dale pro n > 3 plati

A@I

—/ Ayv(z,y)dVy = 0.

1 1
lim |z|"?¢r(x) = —/Q lim |x|" %v(x, )dV —/ng < o0.
|| —00 Cn, || —o0 Cp
Q Q
Je-lin=2a p>0na(, pak
1
lim ¢r(x) = — [ 0o lim v(x,)dV —o0o0 < 00.

e Ma-li funkce o spojité parcialni derivace prvniho fadu na € a je spojita na Q, pak ¢; mé spojité parcialni
derivace druhého fadu na 2 a plati

Apr = —o.
D.: Pro x € Q dostaneme s vyuzitim (4.5) a (4.9)
1 1
Apr(x :—/A ov(x V:—/QAU( AV = /gva( z)dV =
Cn
Q
1 1
:c—/()Av(y, z)dVy = —/@ycn y—x)dVy = —o(z)
Q

O

4.4.2 Reseni Dirichletovy tilohy pro Poissonovu rovnici
Au(x) = f(x), x e,
u(x) g(x), x € 00,

kde Q) je ohranic¢ena oblast s dostate¢né hladkou hranici.
Resen{ hleddme ve tvaru u(z) = w(z) — ¢(z), kde

o(x) = p(x1,...,2,) = Ci/f(fl,...,gn)v(xl,...,xn,gl,...,gn)dgl...dgn
Q

a w je feSenim Dirichletovy tlohy pro Laplaceovu rovnici

Aw(x)
9(x) + oz

w(x)

0, x e,
), xc 0.
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4.4.3 Plosné potencialy

Budte p, A : 992 — R funkce takové, ze v pfipadé neohranicenosti 92 plati

li x|"u(x) = 0, li z|"2\(x) = 0.
wem{glﬁwl " u(z) weaglfﬁ\%J | (z)
Funkce 77 : R™ — R definované pro kazdé @ = (z1,...,2,) € R™ vztahem

1
err(x) = C—/;w(w,-)dS
nBQ

se nazyva potencidl jednoduché vrstvy.

Funkce ¢rrr : R™ — R definovand pro kazdé « = (21, ...,2z,) € R vztahem
1 ov(z, )
@][](w) = a/)\aiyds
o0

se nazyva potencidl dvojvrstvy.

e Jsou-li funkce p, A spojité na 99, pak funkce ¢rr a @y jsou harmonické na R™ \ 9Q.
D.: Diikaz je analogii dikazu analogického tvrzeni pro objemovy potencial. [J

Kazdy z integralt ¢z, ¢rrr urcuje vlastné dvé funkce. Jednu funkci harmonickou na €2 a druhou harmo-
nickou na R™ \ .

e Bud x(y € 990 a 1 funkce definovand v okoli bodu xy. Ozna¢me

[(xo)lr = lim (x),  [Y(xo)]le =  lim  y(x),

Q3z—xo R7M\Q3z—xo

za predpokladu, ze tyto limity existuji.
Pro kazdy bod = € 0N plati

{690({;;(33)}] _ 6@({;;(33) +%,u(:v), [6@3;(33)}]5 _ 6@({;;(33) —%M(*'B)v (4.10)
@) = prmi(e) - 5\@),  lem@le = prie) + 0@ (.11)

D.: A. N. Tichonov, A. A. Samarskij: Rovnice matematické fysiky, Praha 1955, str. 395-402. [J

Derivace potencialu jednoduché vrstvy ve sméru vnéjsi normaly mé tedy na 92 nespojitost prvniho druhu

se skokem velikosti
dpri(x) deorr(xz)]
[ ov :|E [ ov I = @),

potencial dvojvrstvy ma na 92 nespojitost prvniho druhu se skokem velikosti
lprir(®)]e — [prir(®)]r = Mz).

Podle 4.3.4 1ze kazdou dvakrat spojité diferencovatelnou funkci u vyjadrit jako soucet potencidlu objemového,
jednoduché vrstvy a dvojvrstvy, pricemz

ou
QiiAua Mia_l/, A= —u.

Proto se 4.3.4 nékdy nazyva véta o tfech potencialech.
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4.4.4 Reseni okrajovych tloh pro Laplaceovu rovnici

Budeme fesit nékterou z rovnic

Au(x) = 0, xe€Q,
Au(z) = 0, zeR"\Q,

s nékterou z okrajovych podminek
ux) = f(x), =e0d9,

0
g(m) = f(z), x €.
v
(4.12), (4.14) vnitind Dirichletova tloha,
(4.13), (4.14) ., . wvnéjst Dirichletova tloha,
Uloha (4.12), (4.15) SC NAZYVE itini Neumannova tloha,
(4.13), (4.15) vnéjsi Neumannova iloha.

Reseni Dirichletovy tilohy hledidme ve tvaru potencidlu dvojvrstvy

1 Ov(zx,-)
u@) = — [ AT s
o9

kde A je zatim neurcend funkce. Pro kazdé x € 99 je podle (4.11)

u(@))s + M@ = u(e) = [u(@)]s - GAl).
Oznacme .
oL e
Pak )
u(x) = C—/)\K(:B,-)dS.
naQ

Pfi feSeni vnitini tlohy musi byt [u(x)]; = f(x), tedy funkce A musi spliiovat integralni rovnici

1 1
—5)\(:3)+—/)\K(ww)d5 = f(z),

Cn
o

pii feSeni vnéjsi tlohy musi byt [u(x)]g = f(x), tedy funkce A musi spliiovat integralni rovnici

1 1
§A(m)+—/AK(w,-)ds — f(z).

Cn
o0

Reseni Neumannovy tilohy hledame ve tvaru potencialu jednoduché vrstvy
1
u(x) = — [ po(x,-)dsS,
Cn
a9

kde u je zatim neurcend funkce. Pro kazdé x € 99 je podle (4.10)

58] o - 50 - 59,

Plati

ov ov(xz)  cn
o9

ou(x)  Ou(xz) 1/ ov(x,-)
K ov(x) s
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Oznac¢me

ov(x) —~ Oz
Pak Du(e) )
u(x
= — L(x,-)dS
ay Cn lu’ (w7 )
o0
PRI . [Ou(@) A . s -
Pr1i feSeni vnitini ilohy musi byt 3 = f(x), tedy funkce p musi splitovat integralni rovnici
volr
1 1
§H(m)+c— pL(z,)ds = f(=z),
"0
DV e | Ou(@) A . .y .
pri feseni vnéjsi tlohy musi byt 3 = f(«), tedy funkce p musi spliiovat integralni rovnici
V 1lg
1 1
—gul@) +— [ pl(x,)dS = f(x).
o

Vyrazy K(-,-) a L(-,-) nazgvdme jadro pfislusné integralni rovnice.

Priklady:

e Dirichletova tloha na poloroviné

u(z,0) = f(z), rzeR. (4.17)
V tomto pfipadé je .
vy, &n) = —gn((z =87+ -7,
av(zayvgan) _ 1'75 av(xvyagvn) — y—n
3 (=82 +(y—n)?*’ an (=& +(y—n)?’

n—y
(x =82+ @y—n?

Jadro integrani rovnice je K(z,0,&,0) = 0, takze funkce A = A\(x) musi spliiovat rovnici

V(fﬂ?) = (05_1)5 pr077=0, K(%%fﬂ?) =

@) = f@),

tedy A(xz) = —2f(z) a FeSeni dané tlohy je

_ 1 v
u(z,y) = ”Zo 16 g - (15)

e Neumannova uloha na poloroviné

Au(r,y) = 0, =x€R, y>0,
—uy(z,0) = f(x), zeR.

V tomto ptipadeé je

v(z,y,&n) = —%1n((w—§)2+(y—n)2), v(z,y) = (0,-1), proy =0,

takze Do en)
_ v, Y,6,M) y—n
L(Ly,gﬂ?) - al/(l',y) - (ZC _ 6)2 + Yy — 77)2

) L(z’()?g’()) = 0'
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Funkce p tedy spliuje rovnici

tj. u(x) = 2f(x) a feSeni dané tlohy je

1

u(x,y) = Py

2

20(6) (~gmn (@ -2~ -02) )@t = ~5- [ FOm (-2 +7)ac

e Dirichletova tloha na kruhu

Au(z,y) = 0, 22 +19% < R?,
u(z,y) = flz,y), 2*+y* =R

V tomto pfipadé je

1
vy &n) = —gh((z -+ -n)),
av(zayvgan) _ 1'75 av(xvyagvn) — y—n
¢ (x =8+ @—n? n (=8> +(y—m?*
Q=Ko ={(n) eR?: &€+ < R?}, 00 =5 ={(n) eR?: &+ = R?},
1 1 O(z,y, & m) z§ +yn— & —n?
V§a77 :75577:_55777 = .
o = Jare O TR v R(@-+ =)
Reseni tlohy hleddme ve tvaru potencidlu dvojvrstvy
1 ¢ & - i R R e
z€E+yn—£ —n zRcoso 4+ yRsino —
=— | A ds =— [ A d
u(@,y) 4w / (g’n)R((ac —2+ (y—n)?2) &M T 4r / (o) 2 4+ y? + R? — 2R(zcoso + ysino) 7
a0 0
Funkci u lze vyjadrit také v polarnich souradnicich
R 2 I R 2 ( ) R
rCcospcoso + rsinpsine — rcos(p —o) —
=— [ A do=— [ A do.
u(r, ) 27 / () r2 + R? — 2Rr(cos pcoso + sinpsino) 77 o / () 2 + R? — 2Rrcos(p — o) 7
0 0

Podle (4.11) musi funkce A spliiovat integralni rovnici

u(Re)+ 370 = 5 [ A@)
0

Rcos(p—0) — R

do.
R? + R?2 — 2Rrcos(p — o) 7

Pfi oznaceni g(p) = f(Rcos p, Rsinp) dostaneme

g(p) + %)\(cp) = —% /)\(J)da. (4.19)
0

Vyraz na pravé strané nezavisi na ¢, takze derivovanim podle ¢ dostaneme obycejnou diferencialni rovnici
/ ]' !/
9() + 5N (@) =0,

jejiz feSeni je A(p) = C' — 2g(p). Hodnotu integracéni konstanty C zjistime dosazenim do ptvodni integralni
rovnice (4.19):

g(p) + % —9(p) = —% / (C —29(0))do,
0
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2
tedy C = 5= [ g(s)ds a FeSeni dané ulohy je
0

2m

2m
R 1 rcos(p —o)— R
= — — ds—2 do =
ulr, ) o7 / 27 / (s)ds = 29(0) R2 + 12 —2Rrcos(p — o) 7
0

2
rcos(p—o)— R R rcos(p —o) — R
s)d do — — do.
T in 2/ S/R2+r272chos( o) - /g(U)RQJerfZchos(gpr) g
0

Druhy integral v prvnim ¢lenu pravé strany upravime:

2m
R rcos(p — o) — Rrcosgcoso + Rrsingsine — R?
R2+72—2Rr cos( R? + 12 —2Rrcospcosc — 2Rrsin psino
0

Rdo =

rcosg — Rcoso)? + (rsingp — Rsino)?

17‘5 + y77 R? / ov(z,y,&,n)
— ds = | ——=2"2d5, .
/ (y —1)2 (&m) J EY) (&m)

2m
1 / rcospRcoso + rsinpRsino — R2
=%/

0

V prvnim Greenové vzorci polozime u = 1 a vyuZijeme vlastnost (4.9); tak dostaneme hodnotu posledniho

inegralu
31} :rvyaé-vn
/%d&gm) = /Av(x,y,g,n)dv(gm) — _on
Q

o0

Reseni dané tlohy tedy miizeme vyjadiit ve tvaru

27

u(r; ¢) = T;(_QW) /g(S)dS 1 /g(o) Rrcos(p —0) — R do —
0

T R2 4+ r2 —2Rrcos(¢ — o)

(=)

o 2
1 1 Rrcos(p — o) — R? 1 / R? —r?
W/g(a) (2 + R?+ 12 —2Rrcos(¢p — o) 77 o g(U)R2+7’2*2R7’COS(Sﬁ*U) -
4 0

coz je Poissonuv integral (3.53).

4.5 Greenova funkce Laplaceova operatoru

0 0
Bud ©2 C R"™ oblast s hladkou hranici 912, o 8—() derivace ve sméru vnéjsi normaly k 92 v bodé y.
v v(y

Greenova funkce Laplaceova operdtoru s okrajovou podminkou typu (a, 8) je funkce G = G(z,y) definovana
na  x £, pro niz plati:

(i) Pro kazdé & € Q a v8echna y € Q plati
AyG(z,y) =0y — ),
(ii) pro kazdé x € Q a vSechna y € 9Q plati

9G(z, y) v ) —
a v y) + B8G(x,y) 0.

Podminku (i) lze rozepsat podrobnéji:
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(i1) G(z,-) je harmonickd na Q\ {x};

(iz) pro kazdou nekoneénékrat diferencovatelnou funkei 1) s kompaktnim nosi¢éem Supp ) C Q (sr. A.1) plati

/ $AG(z / GAG(, ) AV = B(x).

Lemma: Necht G (z,-) je pro kazdé k € N feSenim tlohy

AyGr(z,y) = de(z,y), YeEQ,
0GL(x
#wck(m y) =0, yeon,
kde
0, ygK*
dk(may) = 3
wr, ye K"

1 1
piicemz Ky Lk {y ER: |[x—y| < E} je koule se stfedem x a polomérem o Wk je prevracend hodnota

n-rozmérné miry této koule, tedy [ widV = 1.
KLk

Pak Greenova funkce Laplaceova operatoru s po¢ateéni podminkou typu (o, 3) je

G(z,) = lim Gi(z,-).

k—o0
D.: Dikaz pouze naznacime. Nebudeme dokazovat, Ze vSechny pouzité zdmény limitnich operaci jsou korektni.
(i1) Existuje kg € N, Ze pro kazdé k > kg je funkce G (x,-) harmonickd na oblasti
Q\{yeﬁ": |z —y| < %}

(11) Plati

AG(z,-) lim AGk(x,-),
k— o0
/1/)AG(:1:,~) dv = hm VAGE(x, = khm /1/}dk =
— 00
RrR™ ]Rn

lim ’l/)(.’llk) / wde = lim ’l/)(.’l)k),
k—o0 k—o0

Kl/k

kde x; € Ki/ k je cislo z véty o stfedni hodnoté integralniho poctu. Ze spojitosti funkce ¢ plyne
lim ¥(zi) = ().
k— o0

Odtud jiz plyne platnost podminky.
(ii) Je zfejmé.

O

4.5.1 Reseni okrajové tlohy pro Poissonovu rovnici

Au(x)

du(x)
a—p "~ + Bu(x)

:f(m)v .’IZEQ,

= g(=x), x eI,
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Necht G, jsou funkce z pfedchoziho lemma. Podle druhého Greenova vzorce je

/(uAGk(:c,-)—Gk(w,-)Au)dV _ /( 9CGk®:) _ (- @) ds.
Q

v
o
Dale plati

lim [ uAGg(x,-)dV =

k~>oo

k—o0

lim (um — Gi(z, 8u> ds =

k—o0 ov )61/
o

/
lim /Gk VAudV = Q/G(:c,-)de,
/

Pro kazdé x € Q tedy feSeni tlohy (4.20), (4.21) splituje rovnici
(9G(:13, ) ou
Q oQ
Specidlni pfipady podminek (4.21):

e =0, 8 =1 (Dirichletova tloha)
Pro y € 99Q je G(x,y) = 0 podle podminky (iii) v definici Greenovy funkce a u(y)

Tedy pro = € 2 je
0G(x, -
/fG dV+/ 9@, ) 4g.
ov

e a=1, f =0 (Neumannova tloha)
0G(z, y)

v (y)
(4.21). Tedy pro x € Q je

0
= 0 podle podminky (iii) v definici Greenovy funkce a =

_ /fG(:n,-)dV - /gG(:c,-)dS.

o0

Pro y € 09 je

e a # 0 # 8 (Newtonova tiloha)
. 0G(z,y) P ) .
Pro y € 90 je ——* = —=G(x, y) podle podminky (iii) v definici Greenovy funkce a
«

ov(y)

T = ~(aly) — Fuly) podie (121, tedy
[ (252 - cwage)as = [ (L) - L sucte.) ) as -
o o
1
= —— [ gG(=,-)dS.
g

Pro € Q je tedy

g(y) podle (4.21).



4.5.2 Vyjadieni Greenovy funkce

Greenovu funkci mizeme hledat ve tvaru

Gz, y) = (x,y) + h(y),

——
Cn

kde v(x, -) je fundamentalni harmonicka funkce se singularitou v & € Q a ¢, je ¢islo z 4.3.4.
Pak podle (4.9) plati

AyG(z,y) = —éﬁyv(i& y) +Ayh(y) = —i( — by —®)) + Ayh(y) = d(y —x) + Ayh(y),

a pro y € 00 je

96, y) _adv(zy) Oy
v (y) ¢ Ov(y) ov(y)

K tomu, aby funkce G splnila podminky (i) a (ii) z definice, je nutné a staci, aby funkce h = h(y) byla FeSenim
ulohy

+BG(z,y) = — Cﬁv(w,y) + Bh(y).

Ah(y) = 0, yeQ, (4.22)
Oh(y) _ ad@y B
aay(y) + Bh(y) = o () + . (z,y), y e onN. (4.23)

Greenova funkce pro Dirichletovu tlohu

Ulohu (4.22), (4.23) mtizeme vyfesit ve specialnim pifpadé, kdy o = 0, 3 = 1 (tedy v piipadé Dirichletovy
okrajové podminky), pokud oblast 2 a jeji komplement jsou ,néjak symetrické“. Pfesnéji, necht oblast 2 ma
vlastnost: Ke kazdému x €  existuje ' € R™ \ Q takové, Ze pro viechna y € 99 podil vzdalenosti

eyl _ ()

ERT
nezavisi na y. V takovém pripadé je funkce
1 ( 1 )n—2 -
- N7 I ) n P )
en \(@)|2" — gy
h(y) = (4.24)
1 1 1 2
—In———+——, n=
2 y(z)]e’ —y
feSenim tulohy (4.22), (4.23) pro libovolné x € .
D.: Pro y € 09 plati
1 1
— 5 =3,
Cn |.’13 - y|n72 1
h(y) = = —U(.’B,y),
1 1 Cn
—Iln—— =2
2r |z —y
takze Dirichletova okrajova podminka je splnéna.
Pron >3 je
1 1 1 1 1
h(y) = = v(z',y);

e y(@) 2 ol —y[*2 ey (@)

ponévadz =’ ¢ (, plati pro y € Q

1



Pron =2 je
1 1 1

1 1
hy) = —In ——— — —1 = —u(@,y)— —1
(y)=5-In @y an ny(z) = 5v(@’,y) — 5 Iny(x)

a tedy pro y € Q plati
1

1
5-Ayv(@’y) — oAy lny(z) = 0.

Ayh(y) =

O

4.5.3 Dirichletova tuloha pro Poissonovu rovnici na poloprostoru

Necht Q = {(x1,...,2n-1,2n) € R": x,, > 0} je poloprostor.
Prox = (z1,...,2p—1,%,) € Q polozme &’ = (x1,...,2,-1, —Z,) — symetrie podle nadroviny z,, = 0.
Pak ' e R"\ Q. Bud y = (y1,..,Yn-1,0) € 0Q. Plati

|z — y| — \/(zl —y1)?+ 4 (@1 —yn—1)? 23
[ =yl e —y)? o @1~ Ya-1)? + (—2a)?

1
Tedy v = 1 a pro funkci h definovanou rovnosti (4.24) plati h(y) = —ov(x’,y). Greenova funkce Laplaceova
operatoru s okrajovou podminkou "

w(zy, ..., xp-1,0) = 0
tedy je
1
G(wvy) = _(U(ml7y) - ’U(IB, y)) .

Cn
Jednotkovy vektor vnéjsi normaly k 9Q je v = (0,...,0,—1), takze

aG(mvy) 78G("E15"'51‘n7y15"'5yn)
ov Oyn '

e Reseni ulohy

Mame
(xvy)l = (l’,—y),
cn, = 2m,
Wy &n) = —gin(a— &7 + (-2,
Glenén) = g (~ile =92+ (y—nP) + 3o -7+ (—0)) =
_ 1 =9+’
dr (2 =2+ (y+m)*’
0G(x,y.&m) 1 (@@= +w+n? 2y—n(z—->+@+n?) -2w+n)(=-9*+y—-n?) _
on Am (x = €)%+ (y —n)? (=82 +y+n)?)?
_ 1 2y(z — ) + 2y(y* — n*) _
2m ((z =€)+ (y =) ((z — )2 + (y +n)?)
_ .y (z =8>+ —n")
T((z =&+ -z - &>+ (y+n?)’
0G(z,y,£0) _  y (@-&°+y* _ y 1
on ™ ((x = §)? +y°)? m(x =& +y*

82



takZe feseni dané ulohy je

_ 1 (=& + (y—n)? y [ . de
e 472]1@/ eI g S Gl rd
eR,n> —00

zvlastnim piipadem je feSeni (4.18) tlohy (4.16), (4.17).
e Reseni ulohy
Au(z,y7z) = f(z’y7z)7 :EE]R’yG]R’Z>O7
u(z,y,0) = g(z,y), xR, yeR.

Mame
(ac,y,z) = (wayv _Z);
cnp, = A4m,
1
v(z,y,2,&1m,() =

VE =2+ y—n2+ (-2

1 1 1
G:Ea E2ASN/D = - - ’
(@326, ¢) 47T<\/(1:—§)2+(y—77)2+(—2—02 \/(w—§)2+(y—n)2+(z—02>

0G(x,y,2,6n,0)  _ i< —2(z—¢) 3 2(z+¢) ) _
¢ 8 \((w =82+ -+ (z=0?** (-8 +y—n?+(z+?)*
_ 1 ( z—¢ N z+¢ )
dr \((@ =€+ -n2+ (=022 (=8> +-—n>+(z+)?)>*2 )"
0G(z,y,2,£,n,0) _ 1 z
¢ 2 (= )% + (y —m)? +22)3/27

takze feSeni dané tlohy je
u(z,y,2) =

:47r /// J&m ¢ <((x*€)2+(y*:7)2+(Z+C)2)1/2_((x*€)2+(y*717)2+(274)2)

EER, nER, (>0
= dedy
+ o //9(5777) ((l’ _ 5)2 + (y _ 77)2 + Z2)3/2 .
R2

- /2) dédnd¢ +

4.5.4 Dirichletova tuloha pro Poissonovu rovnici na kouli
Necht Q = K§ = {(z1,72,...,2,) € R" : 22 + 2% +--- + 22 < R} je oteviend koule.
2

Pro ¢ = (21, %2,...,2,) € K& polozme x’' = | E ——>x — kulova inverse.

Bud y = (y1,¥2,...,yn) € S = 0K, tedy Z y? = R?. Pak je
i=1

me o = () = () e () 0 -
|.’1}| R £ |.’13| [ R 7 |.’13| iYi R p [
S0 D URIEIED SRR SIS DL I y R
=1 =1

tedy
R |a
LIPRR L P o 4.25
\m Ry\ = — 9] (4.25)



|z —y| -yl |z — 9y _ =l
|z’ — y| R? ‘ R |R |:B|y‘ R’
-y Skl kP b |
|[? lz| [lz[ "~ R
Dostavame tak y(x) = % a mizeme vyjadfit funkci h z rovnosti (4.24).
Pron >3 je
n—2
W) 1 ( R >"‘2 1 R 1 ( R|z| )"‘2
Yy = — | —— = — e = — | — ,
cn \|z||2" — Yl Cn R? cn \ | P2 — |z|?y|
apron =2 je
1 R 1 R
My) = —In——— = —ln¢.
2r  |zf|lo’ —y| 27 Rz —|z[?y|
Celkem dostavame, ze funkce definované vztahem
1 R|z| ne2 1 -3
B I R ol B - n
en |\ R — |x|*y| lz -yl T
G(z,y) = (4.26)
1. Rlz|lr -y _
—In ————7— n=2
2r - |R*z — |x|*y|
je Greenovou funkei Laplaceova operatoru s okrajovou podminkou
u (acl,acg,...,xn_l,i\/R2 — 22 — 13 - ---—x%_l) =0.
1 , . )
,Yn). Déle pro libovolné

Jednotkovy vektor vnéjsi normaly k S v bodé y = (y1,%2,--.,Yn) je E(yl,yg, e

kladné konstanty A, B plati

Oy; |Ax — By|  Oy; [=n ) By 2 3§ T ]Ax — By[?’
j;( xj — Bij) <J;(ij3xj)2>
Proto
n—2
0 1 (A)_; 1ol _(;)
Ay; cn | \|R2z — |z|2y| |z — y|"—2 cn 0Y; Em =l |z — 1yl
|| R
"l (R el
n-2 1 R \Jz[" RY _( 1 )"‘3 zi—yi |
Cn R _ |zl ‘ R || [z —y] —y|?
T — iy bd |
Ed R || R
n—2 1 |z |? TP — Y
= Ti— Wi =1t | >
Cn E _@ " R2y |z —y["
L| || RY
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8i1 Rlz|le—y|l _ 1 0 1 1

Oy; 2m n|R2:1:—|a:|2y| 27 Jy; R || ~n |z — y| -
E
ol (R, ) of
1| R\|z|"" R™ vi—y | 1 i R Y T — Y
o2 R |z | -y | 2t | |R  |x| |° |z-yl?
Hm—fy Hm—fy

Pfipomenme, 7e ¢, = (n — 2)oy,, kde 0, je (n — 1)-rozmérnd mira jednotkové sféry v R™; zejména oy = 2,
o3 = 4m. Vzhledem k rovnosti (4.25) tak dostavame, Ze pro Greenovu funkci (4.26) a y € 9Q plati

ks
Gay) L% R 1 R e
Y B On |m7y|n - On R2|.’13fy|" v
Pro y € 09 tak dostdvame
Gy 1 R—|zf &~y 1 R—[z]
w(y) o Rz-y["~= R  o.R[z—-yn’

Jesté oznacime |SE| miru sféry o poloméru R, tj. | S| = 0, R* 1. Pak mfizeme psat

0G(z,y) R"2 R? — |z|?

w(y)  [SE] |-yl
Reseni tlohy
Au(xy,x2,...,x0) = f(z1,22,...,2Z0), zf+:r§+~~~+:r721 < R?,
w(r1, T2, .., Tn) = g(T1,%2,...,Tn), ]+ a3+ a2 =R?
Ize tedy zapsat ve tvaru
R? — |z? ds
u@) = [ 16 )av + m2 gt )
|SE| |z —y|"
K& sp

kde funkce G je dédna vztahem (4.26). Pro f = 0 dostaneme Poissondv vzorec

uw) = w2t [ B

|S*] lz—y*
SU
Zejména pro n = 3 je
R? — |z|? dSy
u(z) = T 4R / g(y)w
(0,0,0)
apron=2
R2 _ 42 _ 42 ds R2 — 42 _ 42 2T (R Rsino)
-z —y , —x°—y g(Rcoso, Rsino
uw(z,y) = ——5 5 / 9(&n) L 7 = / 3 — Rdo,
2R [(z,y) — (&, )] 2R (r — Rcoso)? + (y — Rsino)
Sk

(0,0)

coz je Poissonuv vzorec (3.54).
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4.6 Vlastni cisla a vlastni funkce Laplaceova operatoru
Bud Q C R™ oblast s dostate¢né hladkou hranici 9. Cislo A € R nazveme vlastnim ¢islem a funkei v definovanou

na Q nazveme vlastni funkci Dirichletovy tlohy pro Laplaceiw operdtor, je-li v # 0 a plati

—Av(x) = w(x), x e,
’UEIB; = 0,( ) x € 0N. (427)
Plati:
e Vsechna vlastni ¢isla Laplaceova operatoru jsou kladna a vSechny vlastni funkce jsou nekonstantni.
D.: Uloha
Av(z) = 0, =€,
v(x) = 0, x €N

ma podle 4.2 jediné TeSeni a toto TeSeni je v = 0. Proto 0 neni vlastnim ¢islem Laplaceova operatoru.
Proto také pro libovolné vlastni ¢islo A a libovolnou vlastni funkci v mizeme s vyuzitim prvniho
Greenova vzorce psat

1 1
0 > /v2dV: X/umon/z —X/UAUdV:
Q Q Q
-1 Pas— [vo.voav —lvvclv—lnvu2
= )\ ’UV v v —)\ v v —)\ v
Q Q Q

Ponévadz |Vo|? nemiize byt zdporné, dostaneme odtud, ze A > 0 a |Vu| > 0. Vlastni &slo je kladné
a gradient vlastni funkce je nenulovy, takze vlastni funkce nemutze byt konstantni. [

e Jsou-li Ay # \g vlastni Cisla a vy, vo prislusné vlastni funkce Laplaceova operatoru, pak jsou funkce vy, ve
ortogonalni na €2, tj. plati
/’Ul’Ude = 0.

Q

D.: Ponévadz pro & € 9Q je vi(x) = 0 = va(x), dostaneme s vyuzitim druhého Greenova vzorce

1 1
/’Ul’Ude == )\1 — )\2 /()\1 - )\Q)UvadV = )\1 — )\2 /()\1’[)1’02 - Ul)\Q'UQ)dV =
Q Q Q
1 1 v v
= )\1 — )\2 /(*’UQA’Ul +’U1A’02)dv = )\1 — )\2 / <v18_1/2 — ’Uga—yl) ds = 0.0
Q o0

e Dirichletova tloha pro Laplacetiv operator ma spocetnou mnozinu vlastnich ¢isel. Mnozina prislusnych
vlastnich funkci tvofi iiplnou ortogonalni mnozinu v prostoru funkei spojitych na €.

Reseni alohy
Au(z) = f(x), x €,
0

4.28
, x € 0N) ( )

hleddme ve tvaru -
u(x) = Z Cron (),
n=1

kde v, jsou vlastni funkce Dirichletovy tlohy pro Laplacetiv operator a C), jsou realné konstanty, n =1,2,....
Je-li funkce f integrovatelna ve druhé mocniné (f € £2(Q)), pak

- 1
f((lf) = Zann(m); kde F}, = W/fvndV a ”'Un”2 = /’Uidv
n=1 Un Q

Q
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Budte A1, A, ... vlastni éisla pfislusna k vlastnim funkcim vy, v, . ... Pak je

A Z Chon(x) = Z Foo,(x)
> Colvn(@) = > Fova(w)
=D Codnvn(m) = > Fooa(x)

Odtud )
c, = —— = —— /fvndV.
An An o, ”2 o

Reseni tilohy (4.28) tedy je

2 P /f””dv ol /fz( WL )dv

To znamena, ze Greenova funkce Laplaceova operatoru s okrajovou podminkou
u(xz) = 0, x €N
je

Z i
- M ”vn ”

kde A1, Ag, ... jsou vlastni éisla a vq,va, ... jsou vlastni funkce tlohy (4.27).

4.6.1 Vlastni cisla a vlastni funkce Laplaceova operatoru pro Dirichletovu tilohu
na obdélniku

Ulohu
—Av(z,y) = \(z,y), 0<z<a, 0<y<b,

v(z,0) = 0 = wv(z,b), 0O<z<a, (4.29)
U(O’y) =0 = U(aay)a 0<y<b

budeme Fesit separaci proménnych. Funkci v = v(z, y) hleddme ve tvaru v(z,y) = X (z)Y (y).
Po dosazeni do rovnice a jednoduché tpravé dostaneme

Leva strana této rovnosti zavisi pouze na proménné y, pravd pouze na proménné x; nemohou tedy zaviset na
zadné z nezavisle proménnych a jsou rovny néjaké konstanté, feknéme x.
7 levé strany tak dostaneme okrajovou tlohu

Y+ kY = 0, 0<y<b,

ktera mé nenulové feseni pouze pro

které je ddno pfedpisem Y = Y,,(y) = sin gy
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"
Toto vypocitané k,, dosadime do druhé ¢asti rovnosti, tj. do rovnosti A + ~ =" a dostaneme okrajovou

tlohu
X"+ A= ktm) X =0, 0<z<a,
X(0) = 0 = X(a),
L AV . nm\% .
ktera ma nenulové reSeni pouze pro A = A\, takové, ze A\ — ki = (—) , tj. pro
a

Anm = [(g)2+(%)2]ﬂ2, n=12....

SR . 9 . .. nm
Toto FeSeni je dano predpisem X, (z) = sin —z.
a

Celkem tak dostavame vlastni ¢isla dlohy (4.29) ve tvaru

2 2
Anm = [(E) +(@) :|7T2, n=12..., m=1,2,....
a b

Piislusné vlastni funkce jsou

. nw . mmT
Upm (2,y) = sin —z sin —-y.

Norma vlastnich funkci je

2 f b ab
[onm|® = // (sin%«f sin %n) dédn = /sin2 ?«fd«f/siﬁ ?ndn = gi = %.
] 0

[0,a] x[0,b

Jesté vypocitame
2 [/mn\? m\2| ,ab w2 (ma)®+ (nb)?
Anm o | = |:(a) +(b) ]” 4 4 ab

a dostaneme Greenovu funkci Laplaceova operatoru pro Dirichletovu tlohu na obdélniku

4ab SIn —2 SIn —¢ SN —— Y SIn —]1n
G(z,y,§,n) = =y & 5 b b

m2a?2 + n2p2

n,m=1
Cviceni

Reste tlohu
1) Upe +Uyy =0,0<2<a, 0<y<b
w(0,y) = Ay(b — y), u(a,y) = 0, 0 < y < b; u(x,0) = Bsin =, u(w,b) =0,0< z < a

2) Ugy +Uyy =0, 2° + 9> > a
u(acosp,asinp) =2 sin? ¢ + 3cos®p, wu je ohraniens

2 2
3)um+uyy:c,§—z+%<1; u(x,y):O,z—z-i-%:l

4) Ugz +Uyy =0, 2€R, y >0

1 b
u(x,0) =<’ ?<x< "zeR
0, jinak,
Bsh (W(bfy)) sin (H) ~ sh (7(27#1)5(’1796)) sin (7(27“21)“’)
Vysledky: 1) u(x,y) = : s Ly 8’;‘32 > )
sh (%) n=0  (2n+1)*sh (%)

2) u(z,y) = 5 + L) gy (o )_gﬁ(z_z_,_yj_l)
ay - 2 2(12+y2)2 ay ) a2+ﬁ2 a2 ﬁ2
4) u(z,y) = %w(z, y), kde w(x,y) je zorny thel, pod kterym je z bodu (x,y) vidét interval (a, b).
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Kapitola 5

Schridingerova rovnice

Stav castice je popsan rovnici
h? ov

—— AV + VU = —jh— 5.1
2 A s (5.1)

kde ¥ = U(¢) ... vinova funkce,

V =V(x) ... potencidlni energie ¢astice,
h
=3 . Planckova konstanta,
™
I ... hmotnost c¢astice.

Vlnové funkce je interpretovéna jako pravdépodobnost vyskytu é¢astice v bodé & v ¢ase t tak, ze funkce |¥ (¢, z)|?

je hustotou rozlozeni pravdépodobnosti vyskytu ¢astice v case t. To znamena, ze
/|\I/(t,:n)|2d:c =1 (5.2)
R3

pro t > 0. Zejména tedy plati, Ze funkce ¥ je ohranicena.
Budeme separovat proménné, tj. feseni rovnice (5.1) budeme hledat ve tvaru U(¢, x) = T'(¢)y(x), sr. kap. 3.

V takovém ptipadé plati
2

I}
—Q—TAz/J + VT = —ihT").
I
Tuto rovnost vydélime soucinem 71 a dostaneme

2 Ay T
Al S VAR |
o e

Vyraz na levé strané zavisi pouze na prostorové proménné x, vyraz na pravé strané pouze na Case t. Musi
tedy byt oba vyrazy rovny néjaké konstanté. Ponévadz vyraz na levé strané ma rozmeér energie, oznac¢ime tuto
konstantu E. Dostaneme tak rovnici pro vyvoj vlnové funkce v zavislosti na energii ¢astice
iE
T ==—-T (5.3)
h
a staciondrni Schrodingerovu rovnici
2u
Ay + 35 (B = V) =0, (5.4)

kterou lze pfepsat do tvaru tlohy na vlastni hodnoty a vlastni funkce

2u 2
(a-Fv)v=-(Ge)
Zakladni postulat kvantové mechaniky pozaduje, aby naméfené hodnoty energie E byly takové, ze hodnota
2 2
h—/;E je vlastni hodnotou operatoru — (A — —MV).

h2
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Necht FE, je takovd naméfend hodnota energie a 1, odpovidajici vlastni funkce. P¥islusné feseni obycejné
. ’ ’ . . iE L . v ’ z v v z .
line4rni rovnice (5.3) je tvaru T,,(t) = const - e » '. Za integra¢ni konstantu volime hodnotu 1 a fesen{ rovnice
(5.3) ,odpovidajici kvantovému ¢éislu n“ vyjadiime jako

E,, .. E,
Tn(t) = COS ?t —+ 1s1n ?t

Pro tuto funkei plati |T,(t)| = 1 pro v8echna t > 0. V okamZiku pozorovani energie E,, celé feSeni rovnice (5.1)
yzkolabuje“ do funkce ¥ = 4, T;,. Z normovaci podminky (5.2) tedy dostaneme podminku pro feSeni staciondrni
Schrédingerovy rovnice v okamziku pozorovani hodnoty energie E,,

/|¢n(m)l2dm =1. (5.5)

R3

5.1 ResSeni za zjednodusujicich predpokladii

5.1.1 Kvantova ¢astice v krabicdce

Predstavme si ¢astici o hmotnosti p, kterd se jisté nachazi uvniti oblasti prostoru tvaru hranolu o hranach a,
b, ¢ a na kterou neptsobi zadné sila (¢astice se nachizi v nekoneéné hluboké pravothlé potencidlové jame).
V takovém piipadé je potencial identicky nulovy a staciondrni Schrédingerova rovnice (5.4) je tvaru

2uk
A+ V= 0. (5.6)
VInova funkce mé byt nulova vné uvazovaného hranolu a z jeji spojitosti plyne, Ze také na jeho hranici. Sou-
fadnou soustavu zvolime tak, aby osy hranolu byly rovnobézné se souradnymi osami a jeden jeho vrchol byl

v pocatku. Pak jsou splnény okrajové podminky
¥(0,y,2) = ¥(a,y,2) = ¥(,0,2) = Y(z,b,2) = P(z,y,0) = ¢(z,y,¢) =0 (5.7)

pro vSechna (x,y, z) € (0,a) x (0,b) x (0, c).
V rovnici (5.6) budeme separovat proménné, tj. feSeni hleddme ve tvaru ¢ (z,y, z) = X (z)Y (y)Z(z). Funkce
X, Y, Z musi spliiovat rovnost

2uF

X"YZ+XY"Z+XYZ" + =

XYZ =0,

kde ’ oznacuje obycéejnou derivaci podle jediné nezéavisle promé&nné prislusné funkce. Odtud plyne
X// 2ME Y// Z//
X e Y z

Vyraz na levé strané zavisi pouze na x, vyraz na pravé strané na x nezavisi. Obé strany rovnosti se tedy musi

rovnat néjaké konstanté A,
X/I QME YI/ ZI/

— ===\
X h? Y Z
Odtud podobnou tvahou dostaneme
Y// Z//
=2
Yy " z 7

takze funkce X, Y a Z jsou vzhledem k podminkédm (5.7) feSenim okrajovych tloh

7' +0Z=0, Z(0)=0
Y'+(A=0)Y =0, Y(0)=0=Y(b),

2uE
X"+ (%—)\)X:Q X(0)=0= X(a).
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7 prvni tlohy dostaneme vlastni hodnoty a vlastni funkce

k2 k
ak=<—ﬂ)  Zn=sinl. k=1,2,3....
C C

Ziskané vlastni hodnoty o dosadime do druhé tlohy,
YY"+ (A=op)Y =0, Y(0)=0=Y(d)
a odtud dostaneme vlastni hodnoty a prislusné vlastni funkce

2
)\mkfok:(%) , Ymk(y):sin%y, m=1,2,3,...,

tedy

Hodnoty A, dosadime do tteti iilohy

2E
X+ <% - )\mk) X=0  X(0)=0=X(a)

a dostaneme vlastni hodnoty a vlastni funkce

9 2
h—/;Enmk — Ak = (?) , Xpmk(x) = sin ?x, n=123,...,

tedy
20 nm\ 2 n\ 2 m\ 2 k\?
b= () =hee= (2 G+ (8) )
h? F a F < a * b * c i
Mozné pozorované hodnoty energie uvazované castice tedy jsou
22 | /ny\2 my 2 k\?
B = [(_) e (5Y]
20 a b c

Kazd4 trojice kladnych celych ¢isel (n, m, k) tedy reprezentuje kvantovy stav ¢astice.
Necht nyni je krabic¢ka krychlova, tj. a = b = ¢ = L. Pak mozné energetické stavy jsou

h2m? 2 2 2
Zakladni stav je
3h27r2.
111 = SER

je to jedina nedegenerovana energeticka hladina, tj. energie, jiz odpovida jediny kvantovy stav. Ostatni energe-
tické hladiny jsou degenerované, jedné energii odpovida vice stavi. Napf. energie

3h2m?
plL?
je stejnd pro stavy (2,1,1), (1,2,1) a (1,1, 2), jednd se o hladinu s degeneraci stupné 3. Stupeii degenerace roste

s rostoucimi hodnotami n, m, k.
Ozna¢me Ey = E,,,; mozné energetické hladiny ¢astice v uvazované krabicce a polozme

RZ=n?2+m?+ k2

Pak je
_ 272 2 R 2;LL2
21 L2 '
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Pocet kvantovych vztaht, jejichz energie neprevysi hodnotu Ey, je poctem trojic pfirozenych ¢isel (n, m, k), pro
néz plati n2 +m?2 +k2 < R2. Tyto stavy tedy mizeme povazovat za body s celo¢iselnymi kladnymi soufadnicemi
v prvnim oktantu koule o poloméru R. Pocet stavii N je proto imérny objemu tohoto oktantu,

1 4 m(2ul? N1 (VI e
N~=.= R3:— —F = — [ — LBE .
8 3" 6<h27r2 f) 672 \ h !

Hodnota L? vyjadiuje objem uvazované krychlové krabicky, takze pro hustotu stavii v (podet stavii na jednotku
objemu) a pro energii Ey plati

3
N - 1 (\/2/1) E3/2 2/3
h

V:ﬁwﬁ £ oo Ef:OéI/ ,

kde « je né&jakd konstanta; hodnota E¢ je (az na malou modifikaci vynucenou spinem ¢astice) Fermiho energie.

5.1.2 Rotator s volnou osou

Uvazujme castici o hmotnosti u, kterd se pohybuje stale v téze vzdéalenosti r od pevného stiedu, takze jeji
potencialni energii mizeme povazovat za nulovou. Budeme hledat charakteristické hodnoty jeji celkové energie.
Stacionarni Schrodingerova rovnice pro rotator je

2
Ay + h_gm - 0.

6_1f = 0. Dostaneme (sr. D)

Tuto rovnici transformujeme do sférickych sourfadnic a vyuzijeme toho, ze

1 0% 1 9 ) 2u
- — I—=— —Ey=0. 5.9
r2cos?2 ¥ 0p?  rZcos? 0V (COS v * h? v (59)
Reseni této rovnice ma byt vzhledem k normovaci podmince (5.5) ohrani¢ené a v proménné ¢ ma byt 27-
periodické. Dostavame tedy okrajové podminky

T
blo+2md) = v(e,9), peR de(-2,7), (5.10)
lim sup [¢(p, 9)| < 0o, limsup |1 (@, )| < oo, v €ER. (5.11)
D -4 d—Z—

Poznamenejme, Ze nenulova Feseni ulohy (5.9), (5.10), (5.11) se nazyvaji sférické funkce. Tato FeSeni budeme
hledat separaci proménnych, tj. ve tvaru ¢ (p,9) = ®(¢)0O(¥). Dosazenim do rovnice (5.9) dostaneme

1 1 L2
———3"0+ ——— (0 cos?) P+ - EPO =0
r2 cos2 ¥ r2 cos ( ) h?
a po uprave
®"  cosd ; 2uEr?cos?d
—— = ©' cos? .
d © ( )+ h?
Leva strana zavisi pouze na proménné ¢, prava pouze na promeénné ¥, proto se musi obé€ strany rovnat néjaké
konstanté o. Funkce ® je tedy feSenim okrajové tlohy

(5.12)

" +0d =0, D(p+27m) = ().

Tato tiloha m4 nenulové feseni pouze pro o = m?, m = 0,1,2,... (sr. feSeni tlohy (3.50), (3.52)). Tuto hodnotu
dosadime do rovnice (5.12). Dostaneme

cos ¥

()

2uEr? cos®
% = m2. (5.13)

(O’ cos ) +
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ds
Zavedeme novou nezavisle proménnou s vztahem s = sinv. Pak i cost =v1 — s2 a tedy

(O cos ) = - <cosz9@> -4 (ﬂ d®§> & _ =l <(1 - 52)@> -

ds a0 ds ds dv ) a9 ds ds

ﬁf?(uﬁ¥@%§5.

ds? ds
To znamen4, Ze rovnice (5.13) se transformuje na tvar

_ g2 2 2(1 _ o2
1@5 <(15)2d@ 2@)+2uEr}§21 S):mz.

ds? s ds

Oznac¢ime
_ 2uEr?

A =

(5.14)

a predchozi rovnici upravime na tvar

d%?e doe m?2
- 2 - _— =
(1-5%) . 2s S—i—()\ 152)6 0.

To je rovnice pro pridruzené funkce k Legendreovym polynomtum, sr. C.1.6. Tato rovnice mé ohrani¢ené feseni
pouze pro A = [(l + 1), kde I = 0,1,2,.... Vlastni funkce jakozto m-té derivace Legendreovych polynomt
stupné [ jsou nenulové pouze pro m < [. Charakteristické hodnoty energie tedy podle (5.14) jsou

h? h?
=l(l+1)—= 1=0,1,2,... =0,1,2,...,1;
2,U/TQ (+) 07 ) < , M 07 ) &y s Yy

Eml:l(l+].) 57

pfitom I = pur? je moment setrvaénosti uvazované éastice.

5.1.3 Kvantovy oscilator

Uvazujme castici, kterd se mize vyskytovat pouze na primce. Jeji potencialni energie ma klasicky tvar energie

harmonického oscilatoru )
V= V(ZC) = §Mw2$2,

kde p oznacuje hmotnost ¢astice a w jeji frekvenci. Rovnice (5.4) v tomto pfipadé nabyvé tvar

0? 2 1
@w + ﬁ—’; (E — §,uw2x2) P =0. (5.15)

V této rovnici nejprve zménime délkové méritko, tj. zavedeme novou nezavisle proménnou ¢ vztahem

Pak
82

O O (00N _ 0 (000608 _ O ([ oy [pw  pw 0y
8$2w6x<6x>8£<6§6x)8x6§< h@f) h  h 0¢’

a rovnice (5.15) prejde na tvar

02 2uk 202 h
pw Y B gt Do, g
h 0g2 h2 h? pw
ktery lze upravit na
%Y, 2k
— = . 1
ser —EV =5t (5.16)
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Integral f [(€)]? ¢ ma podle (5.5) konvergovat. Proto budeme FeSeni rovnice (5.16) hledat ve tvaru

kde H je polynom. Pak

621/1 o (oY &2 0 €2 &2
He = |=— ((H —¢H)e = | =(H'"-H—-¢H —¢(H —¢H))e = =
7 = o (gene ) =g (o -eme¥ ) = SH g H e e
2
— (H" —26H' + (&> — 1)H)e™ =
a po dosazeni do rovnice (5.16) dostaneme
2 2 2E 2
(H" —26H' + (> —1)H) e~ > — 2 He = + S H -5 =0,
po upravé
2F
" —2tH' ——1|H=
o ()
. . 2F .
P1i oznaceni A = i 1 dostaneme rovnici
" —2¢H 4+ M\H = 0. (5.17)
To je diferencialni rovnice pro Cebysevovy-Hermiteovy polynomy, sr. C.3.3. Ta mé feSeni v oboru polynom
pouze pro A = A\, = 2n, n =0,1,2.... Odtud dostaneme, ze Eﬂ — 1 = 2n, neboli ze mozné hodnoty energie
tvori diskrétni mnozinu o+ 1
En=""hs, n=012,.... (5.18)

Ziskany vysledek oduvodnuje Planckiv vyklad interakce zafeni s latkou za predpokladu, Ze latku mutzeme
povazovat za soubor oscilatort, z nichz kazdy vysila nebo pohlcuje zafeni o frekvenci jemu vlastni. Vymeéna
energie je omezena vlastnimi hodnotami pro dané oscilatory tak, ze miize probihat pouze v jednotkach hw.

Pro A = 0, tedy pro zékladni stav odpovidaji energii Fy = %hw, je feSenim rovnice polynom nultého stupné,
tj. konstanta. Vlnova funkce vy odpovidajici zakladnimu energetickému stavu je tedy dana vztahem

2
Wo(€) = ce™ T (5.19)
Vratime-li se k puvodni délkové jednotce, dostaneme vinovou funkci ¢astice v zakladnim stavu
o(x) = ce e’
Hodnotu konstanty ¢ uréime z podminky (5.5) kladené na vlnovou funkei, tedy z podminky
T hof h
W LW 70
1= / [0 (2)]?de = / ‘ ~ 42| de =c? / e dr = — [ e ds = —;
Jw Jw
— 0o —o0
w
vyuzili jsme rovnost (C.21). Odtud dostaneme ¢ = /;L To znamend, Ze hustota rozlozeni pravdépodobnosti
7r
vyskytu ¢astice v zakladnim stavu je
2 uw _hw 2
x)|" = e R T,
[bo(@) =/ 5

h
Jedna se o hustotu normélniho (Gaussova) rozdéleni pravdépodobnosti se stiedni hodnotou 0 a rozptylem CYS
Lw

Hodnoty energie E,, dosadime z vyjadfeni (5.18) do rovnice (5.16) a tu upravime na operatorovy tvar

(6—2 - 2) Y =—(@2n+1)¢ (5.20)
852 n ns N
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kde 1,, oznacuje vlastni funkci pfislusnou k n-té vlastni hodnoté. S vyuzitim rovnosti (5.20) dostaneme

0 0 (0 Opn _ P O Obn 2, _

2
((‘ng o ) VUn —thp = —(27’L + l)wn — Py = —2(7’L + 1)1%, (5.21)

9
9¢

9] 0
(a—5 — E) (85 +€) "pn = _277‘1/]7“ (5'22)

takze funkce 1), je vlastni funkci operatoru — (8_«5 — §> < ;‘5 + 5) prislusna k vlastni hodnoté 2n.

jinak feceno, funkce v, je vlastni funkci operatoru — ( 3¢ «f) ( «f) ptislugna k vlastni hodnoté 2(n +1).

Podobné dostaneme

0
Na obé strany rovnosti (5.21) aplikujeme linedrni operator (— — ¢ ). Dostaneme

(39 (-9 (-9 -9
(3-9() (3 n--mern(-9

5]
23

neboli

coz znamena, ze funkce <§€ — §> 1, je vlastni funkci operatoru — <_€ - §) (
hodnoté 2(n + 1), takze vzhledem k (5.22) je

+ §) prislusnou k vlastni

0
n n+1- 5.23
(5% —€) o = Vo (5.23)
Analogicky odvodime vztah
0
= U 1. 5.24
(5 +€) ¥n = (5:24)
Vzorec (5.23) lze vyuZit jako rekurentni formuli pro vypocet vlastnich funkei ¢,, n = 1,2,... p¥islusnych

k jednotlivym energetickym hladindm F,, z vlnové funkce (5.19) pro zdkladni stav.

Relace (5.23) a (5.24) lze také interpretovat jako popis pfechodu Céstice z jedné energetické hladiny na
sousedni. Ponévadz energie se v procesu musi bud objevit (oscildtor v 1dtce pfijme energii) nebo znic¢it (oscilétor
v latce vyzari energii), nazyvaji se operdtory na levé strané rovnosti (5.23) a (5.24) operdtory kreace a anihilace.
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Dodatek A

Distribuce

A.1 Zakladni pojmy

Necht ¢ : R® — R je funkce n proménnych definovand na celém prostoru R™. Nosi¢ funkce ¢ definujeme jako
uzavér mnoziny {x € R™ : ¢p(x) # 0} a znacime ho Supp ¢.

Testovaci funkce

Symbolem D(R™) oznacime mnozinu funkei definovanych na R™, které jsou t¥idy C'*° (maji spojité vSechny
parcidlni derivace libovolného fadu) a jejichZ nosi¢ je mnozina A kompaktni v prostoru R™. Mnozina funkei
D(R™) s obvykle definovanym séitanim funkei a ndsobenim éislem, tj. (p+1)(x) = p(x)+¢(z) a (cp)(x) = cp(z),
je vektorovym prostorem. Pokud nebude hrozit nedorozuméni, budeme prostor D(R™) znacit stru¢né D.

Na mnoziné D definujeme metriku p vztahem

i tizttin

o) = s { | (pl2) ~ 0(@) @ € R (isiz i) € (NU))"}

2 Oxs? - - Dy
Mnozinu D s touto metrikou nazyvame prostor testovacich funkci, jeho prvky nazyvame testovaci funkce.

Piiklady testovacich funkci.

Polozme
—1/z
e x>0,
Az) =
0, z <0.
Funkce A\ mé spojité derivace vSech fadi, nebot
k k
A -1 _POWROMV T /et oho plyne lim e~ 1/7% —
dxk polynom v x -0+ dazk

Funkce ¢ definovana vztahem ¢(z) = A(z)A(1 — ) ma kompaktni nosi¢ [0, 1] a méa derivace vSech radu.
Pro libovolné realné ¢ > 0 polozme
Alz)

Az) + Me—x) (A1)

ke(z) =

Pak k. je neklesajici nezaporna funkce, ktera ma derivace vsech radu a plati pro ni

0 <0
nc<x>={ CrE

1, z>c

Funkce k. tedy na intervalu délky ¢ vyhlazuje skok funkénich hodnot.
Funkce v definovana vztahem

U(@) =1 ke (|2 - 3)
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je nezaporna funkce, kterd méa derivace vSech radu a

wm={“'”2

|z] <

NN

a tedy mé kompaktni nosic¢ [f% —c, % + .

Funkce ¢, ¥ jsou typické testovaci funkce z prostoru D(R). Testovaci funkce z prostoru D(R™) mtizeme ziskat
jako soucin funkci ,,jednorozmérnych®, napt.

on(T1,22,. . 2n) = @(x1)p(x2) - @(Tn), (21,22, ... 20) = Y(w1)(22) - - Y(20).

Operace v prostoru testovacich funkci
Kromé standardnich operaci sou¢tu a soucinu funkci a nasobeni funkce ¢islem zavadime operace:
e Posunuti (translace) testovaci funkce o vektor y je definovana vztahem ¢, (x) = p(z + y).
o Zména méfitka (preskdlovdni) nezavisle proménné faktorem o > 0 je definovano vztahem ¢, (x) = p(ax).

Pomoci téchto operaci mizeme snadno vytvaret dalsi testovaci funkce ze znamgych.

Linearni funkcional

Zobrazeni T : D — R, pro které plati

T(p+¢)=T(p) +T(¥), T(cp)=cT(p), c€ER

nazyvame linedrni funkciondl na prostoru testovacich funkci. Obraz funkce ¢ pfi zobrazeni T, tj. ¢islo T'(¢),
budeme stru¢né znacit T'p.

Mnozinu v8ech linearnich funkcionaltt D — R, ktera je zase vektorovym prostorem, nazyvame (algebraicky)
dudlni prostor k D a znacime ji D’.

Definice distribuce
Spojity linearni funkciondl na prostoru testovacich funkci se nazyva distribuce.
Podrobnéji: Zobrazeni T : D — R nazveme distribuce, jestlize

Ve, €D) T(p+9)=Te+ T,

(Mo eD)(VeeR) Tl(ep)=cTyp,
(M{en} CD) (Ve € D) @, — ¢ v prostoru (D, p) = Ty, — T v R s pfirozenou metrikou.

Mnozinu vSech linearnich funkciondlit D — R nazyvame topologicky dudlni prostor k D a znacime ji D*.

Priiklady distribuci

1. Necht f: R™ — R je funkce takova, ze pro kazdou kompaktni mnozinu K C R" existuje koneény integral
[ f(z)dx (tzv. lokdlné integrabilni funkce na R™). Definujme distribuci Ty € D* vztahem
K

TW::/f@M@Mm (A2)
R n

Distribuce T' € D* takovia, ze existuje lokalné integrabilni funkce f pro niz Ty = < f | <p> pro vsechny
@ € D, se nazyva reguldrni distribuce. Distribuce, ktera neni regularni, se nékdy nazyva singuldrni.
Kazda lokalné integrabilni funkce urcuje distribuci, mizeme tedy lokalné integrabilni funkce povaZovat za
distribuce!. Z tohoto diivodu se distribuce nékdy nazyvaji zobecnéné funkce.

I1Poviimnéme si, ze dvé rizné funkce mohou uréovat tutéz distribuci; konkrétné jde o funkce, které se od sebe lisi na mnoziné
nulové miry. Funkce f a g takové, ze [ f(x)dz = [ g(x)dz pro kazdou kompaktni K C R™ jsou pro urceni reguldrni distribuce
K K

ekvivalentni. Presnéji bychom tedy meéli fikat, Zze ztotoznujeme distribuce a tfidy ekvivalentnich funkci.
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1
2. Funkce f(z) = — je lokalné integrabilni na otevieném intervalu (0, c0), ale neni lokalné integrabilni na

celém R. AvSak pro vSechna a,b, a < 0 < b je

— b
d d b b b
lim /_x+/_x = lim lni—i—ln— = lim In— =1In—.
e—=0+ x x e—0+ |al € =0+ |al |al
a £

bd
Tuto limitu ozna¢ime vp [ @ a nazveme integral ve smyslu Cauchyovy hlavni hodnoty.
x
a
Tuto Gvahu zobecnime. Necht funkce f je lokdlné integrabilni na R™ \ {xo}. Polozme

By, ={x: |z — x| <1}

(oteviend koule se stfedem x( a polomérem r). Integral z funkce f ve smyslu hlavni hodnoty definujeme

jako
w [ fleydz= tim [ f@)de.
[Z 80+/

K\Bg

pokud limita na pravé strané existuje.
Ma-li funkce f pro kazdou kompaktni mnozinu K C R” integral ve smyslu hlavni hodnoty, pak zobrazeni
Tt : D — R definované vztahem

nwzw/}uquw (A.3)

je distribuci.

3. Diracova distribuce ¢ ptifadi kazdé testovaci funkci ¢ € D hodnotu ¢(0).
Diracova distribuce neni regularni.

Vyrazy na pravych stranich rovnosti (A.2) a (A.3) formalné pfipominaji skaldrni soucin. Proto hodnoty
téchto distribuci zapisujeme ve tvaru

(f(x) | ¢(z)), nebo struené (f | ¢)

Piestoze Diracova distribuce neni regularni ani neni definovdna pomoci né&jaké (klasické) funkce, pouzivame pro
ni zapis

(3]9) = (3@) | v(@)) = [d@)p@)de = 4(0).

R

Podobnym zptisobem budeme zapisovat jakékoliv distribuce. V Diracové terminologii je tedy distribuce bravek-
torem a testovaci funkce ketvektorem. Diracovu distribuci (6 budeme jednoduse psat jako 4, pfipadné é(x) pro
zdlraznéni nezavisle proménné testovacich funkeci.

Symbolem L{ (R™) ozna¢me mnozinu lokalné integrovatelnych funkei na R” (pfesnéji, mnozinu tifd ekviva-

lentnich lokalné integrabilnich funkeci). Testovaci funkce jakozto spojité funkce jsou lokalné integrabilni. Uréuji
tedy regularni distribuce. Plati tedy
D(R"™) C L, (R") C D*(R").

Nosié¢ distribuce

Rekneme, ze distribuce T € D* je na mnoziné A C R"™ nulovd, jestlize T = 0 pro kazdou testovaci funkci
@ € D* takovou, Ze Supp ¢ C A.

Nosic¢ distribuce T je nejmensi (vzhledem k mnozinové inklusi) uzaviend mnoZina takova, Ze na jejim kom-
plementu je T nulova. Nosi¢ distribuce 7" oznac¢ime Supp 7.

Nosi¢ Diracovy distribuce je jednoprvkovd mnozina {0}.
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Zakladni operace v prostoru distribuci

e Soucet distribuci T, S € D*:
T+ S € D* je distribuce, kterad spliiuje rovnost

(T+8)p=Te+Sp
pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.

e Ndsobeni distribuce T € D* funkci a : R™ — R tridy C:
Je-li ¢ € D testovaci funkce, pak ¢ ma kompaktni nosi¢. To znamenad, ze také funkce ap ma kompaktni
nosic, tedy ap € D.
aT € D’ je distribuce, kterd spliiuje rovnost

(@T)p = T(ap)
pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.

e Posunuti (translace) distribuce T € D o vektor y € R™:
YT € D* je distribuce, ktera spliiuje rovnost

YTp =Ty

pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.
Pro regularni distribuci uréenou funkei f plati

(1) p = / f(@)o(z + y)de = / f(z — y)o(z)dz;
R™ R~

v integralu jsme pouzili substituci z = z + y.
S pomoci Diracovy symboliky mitzeme definice operaci s distribucemi zapsat ve tvaru:
o Soucet: (f+g[¢)=(f]¢)=(f|¢)+{g]¥)
o Nisobek funkei: (af | o) = ( f | ap)

e Translace: <f(:c -vy) | o(x) > = <f($) | o(x + '!/)>

Zejména pro Diracovu distribuci plati

(0(x—y) | p®)) = (=) | p(x+y)) = e(y), /5(w —y)o(x)de = p(y);

A
(6(y—=z) | p(z)) = /5(2/ —x)p(x)dz = /5(Z)<p(y — z)dz = p(y).
R R™

Translace Diracovy distribuce o vektor y, tedy distribuce zapisovana jako é(x —y) se nazyva Diracova distribuce
soustredénd v bodé y. Pritom plati

6(x —y) =6y — =) (A4)
A.2 Konvergence v prostoru distribuci

Rekneme, 7e posloupnost distribuci {T1}rey € D* konverguje pro k — oo k distribuci T € D* a piSeme

lim T, = T,

k—o0

jestlize pro kazdou testovaci funkci ¢ € D* je klim Tre = Ty (v tomto piipadé jde o konvergenci éiselnych
—00

posloupnosti).
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Definici lze zapsat také v Diracové symbolice: Rekneme, Ze posloupnost distribuct {(fi},-; konverguje pro
k — oo k distribuci (f a piSeme klim (fr = (f, jestliZe pro kazdou testovaci funkci ¢ € D* je klim <fk | <p> =
—00 —00

(fle)

Pro konvergenci v prostoru distribuci plati nasledujici véty:

Véta 1: Necht {T}},-; C D* je posloupnost distribuci takové, Ze pro kazdou testovaci funkei ¢ € D existuje
limita posloupnosti ¢isel {Tj¢}re ;. Definujme zobrazeni 7' : D — R predpisem

T(p) = lim Tie.

k—o0

Pak T je distribuce, T' € D*.
Linearita plyne z linearity kazdé z distribuci Ty a z linearity operatoru limity posloupnosti), spojitost je
dokézana napt. v knize: LAURENT SCHWARTZ. Théorie des distributions, Paris 1973.

Véta 2: Ke kazdé distribuci T' € D* existuje posloupnost testovacich funkei {¢y},-; C D, ze

kli_)rgo(gok =T, neboli (VE € D) <gpk | gp> =Tep.

lim
k—o0

tj. ze tato posloupnost testovacich funkci konverguje k T' ve smyslu distribuci.
Kazdou distribuci lze aproximovat pomoci posloupnosti testovacich funkci.

A.2.1 é-vytvorujici posloupnosti

Necht { fi} 41—, je posloupnost lokalné integrabilnich funkei na R™ takovych, Ze posloupnost regularnich distribuci
{T¥,} 1o, konverguje k Diracové distribuci, tj.

{fe|¢)=1(0)

lim
k—o0

pro kazdou testovaci funkci ¢ € D. Pak posloupnost {fi},-, se nazyva d-vytvorugici posloupnost, funkce fj se
nazyvaji impulsni funkce.

Priklady J-vytvofujicich posloupnosti:

Nésledujici posloupnosti funkei konverguji k Diracové distribuci na prostoru D*(R).

1 1
b el < o b k], ol <1
_ Ik k2 _ sinkzx
fu(z) = o © ; fu(@) = o
1 Qg 0o .. . , v ;v . _
fe(z) = ;m, kde {ax},_; je libovolnd posloupnost kladnych ¢isel takovd, ze klg{)lo ap =0,
1 N 2 zk‘: 27m 2] < Lo
-+ = cos x, |z| <2

fk($) = 14 gm:l 14 , -2 .
0, |z| > ¢

Na obrazcich A.1 je znézornéno nékolik prvnich ¢lent nékterych §-vytvorujicich posloupnosti.
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T - T
kx| < 1/(2K) )k —kPx], x| <1/Kk
ful@) = {0, finak Tul) = {0, jinak
fu ! frt

g,%'

ko 1.2 _ sinkx
fel@) =[5 ez fl@) = —
fk A
T
1k i+ Xk: cosnrx, |r|]<1
fk(x)zgm fk(x): n=1
0, jinak

Obréazek A.1: Piiklady d-vytvorujicich posloupnosti na prostoru D*(R). S rostoucim k se zmensuje sila ¢éry.
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A.3 Derivovani distribuci

Necht f: R™ — R je diferencovatelna (a tedy lokdlné integrabilni) funkce, ¢ € D je testovaci funkce. Pak plati

/aajl( Jo(x)d // / /53@1 2)p(x)dar | das ... dep_1de, —

Rn o
- // / Nar=—oo — 7f(w)§—fl(m)dz1 des...dzn_1de, =
- / / /f z)dzidey ... dz,_1dz, = —/f( )8851( )dz,
e —mo J

ponévadz Supp f¢ je kompaktni.
Provedeny vypocet motivuje néasledujici definici.

Definice derivace distribuce

0
Parcialnt derivace distribuce T' € D* podle pruni promeénné je distribuce 8—T’ pro niz plati
x1

0 dp
T = -T
(6.1‘1 ) v (6.1‘1 )
pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.

Obecné definujeme parcidlni derivace distribuce podle libovolnych proménnych libovolného fadu rovnosti

§irtiz+in o §irtiz+-in
( i i _ T)(p — (_1)11+12+ zn,T( i i _ 90)

21 12 in 21 12 in
0x}'0xy - - - Oy 0x}'0xy - - - Oy

pro kazdou testovaci funkci ¢ a kazdy multiindex (i1,%,...,%,) € (NU{0})™

Kazdé distribuce méa derivace libovolného radu.
Kazda lokalné integrabilni funkce f urcuje regularni distribuci. Tato distribuce ma derivaci libovolného fadu

definovanou rovnosti
o ) ail+i2+"'in
Y= (5|

6i1+i2+“'inf
< 0z 0x - - - Oxyy 0z 0z -+ - Oxyy

V tomto smyslu lze Fici, ze kazda lokalné integrabilni funkce f ma derivaci libovolného fadu. Tato distribuce
vS8ak obecné neni funkci ale distribuci. Nazyvame ji distributivni derivaci funkce f.

Priklady distributivnich derivaci funkeci

e Derivace absolutni hodnoty:
Pro kazdou testovaci funkci ¢ € D plati

< a%'””' ‘ o(z) > =—(lz] | ¢'(z)) = —7 ||’ (z)dw =

0 [e’s) 0 )
_ZO 0/50 dx* <P( )}O_OO _4 sﬁ(z)dx—[ o( )} +O/<p(x)dz =
0 (e’ (%)
— [ e@ae+ [otats = [ Geapla)ds
J / .

3}
tedy a—|x| = sgnz ve smyslu distribuci.
T
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e Heavisidova skokova funkce (distribuce):
Funkce H : R — R definovand vztahem

1, >0

Hz) = {0 2 <0

je lokalné integrabilni. Urcuje tedy regularni distribuci, pro niz plati
(H|¢) = / H(x)p(z)dz = /(p(ac)dx.
—o00 0

Povsimnéme si, ze Heavisidova funkce je limitou funkeci #/, definovanych vztahem (A.1); tuto limitu
muzeme chépat tak, Ze klim k1/k(r) = H(x) pro kazdé x # 0, nebo Ze klim (k1/k = (H ve smyslu
—00 —0

distribuci. Dale plati
(H | o) = —(H| ) = —/w’(w)dw = @ = 9(0) = (5] 9),
0

tedy distributivni derivaci Heavisidovy funkce H je Diracova distribuce (soustfedénd v bodé 0).

Obecné: Funkce H : R™ — R definovana vztahem

1, z21>20,20>0,...2, >0
0, jinak

H(xy,22,...,%y) :{

urcuje regularni distribuci:

(H]¢)

Il
—
—
—

I

—~

5

=

5

v
IS
3
N—
S
—~

5

=

&

»
IS
3
N—
o,
g
5
o,
g
[ )
A
g8
3
Il

an
7, vypodét _— H =
vypocin < 0x10x9 -+ Oxpy, ‘ <p>

an
- (=1 { H —
(=1) < 0x10x2 ~~8xn(p>
= (_1)n777 o (@1, xp)dzidey - -dz, =
= 921015 896"('0 1,22, y T 14Z2 n =
0 0 0
_ (1)"//"'/[55526:53- gz an)|  dnades - dr, =
0 0 0

= —(—1)n//"'/m@(&@ﬂ%---,Cﬂn)dmdws'“dxn = - =
o0 0

nyni plyne, Ze distributivni derivace ﬁH urcuje Diracovu distribuci na prostoru R™.
:I;l .’11'2 DY :I/'n
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Distributivni derivace funkci jedné proménné

Necht funkce f je spojitd na kazdém z intervaltl (—oo,0), (0c0) a existuje

70 = zl—lgl—i- f(l') B z1—1>r(1)1— f(l')
Pak je tato funkce lokdlné integrabilni na R, urcuje tedy regularni distribuci 7. Pro kazdou testovaci funkci
@ € D plati

T}(p

|
I
7~
-
o)
8
S~—
ﬁ\
—
8]
S~—
~
|
I
s
—
8
N~—
~G\
—_
8
~—
oL
8
|
I
~
—
8
S~—
~G\
—
8
N~—
oL
8
I
0\8
s
—
8
N~—
~G\
—
8
S~—
oL
8

— Jim f@)plo) - lim f@)e@) + [ Fahplalds =
= 0 (i 1)~ tim 5@} + [ elos -
= e+ [ Fe)is = a0 (3] 0)+ (1| @) = a0 (8] @)+ T,

t.
(V(pED)<({%f ‘ <p>zao<5 oY+ {f" | ), symbolicky Tt = 000 + Ty .

Obecné: Necht funkce f : R — R je tfidy C*° na kazdém z intervalid (—o0,0), (0,00) a necht kazd4 jeji
derivace je lokalné integrabilni. Tato funkce urcuje reguldrni distribuci 7.
Oznacme

o= lim f ()= lim () a T)= 27 -y o - &y
™ 250t z—0— F= o™ 75~ og2” T S Oxk ™’

Pak pro kazdou testovaci funkci ¢ € D plati

k—1
< ok ; ‘ 50> _ Z(*l)k7m710m<5 | (p(k—m—l)>+<f(k) | <p>,

895’“ m=0
tj.
k—1 o0
k o e
1% = 3 (-0t D)+ [ 10 @)pla)de,
m=0 — 00
Symbolicky
k—1
T;k) = Z Um(s(k_m_l) +Tf(k).
m=0

Greenova funkce hyperbolické rovnice v jedné prostorové proménné

Necht a > 0. Pro vSechna (¢,2) € R? a libovolny redlny parametr ¢ definujme
—, r—at <& <zx+at,
Glz&t) = 2
0,  jinak;
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0
povSimnéme si také, ze pro t < 0 je G(z&,t) = 0. Vypocitdme distributivni derivaci &G(x, &, t).
Pro kazdou testovaci funkci ¢ € D(R?) plati

<§t (zgt)‘ (tz)> < (z,€,1) ‘61& tx)>

= f/G(z,é,t)%cp(t,z)dtd:c = —%a/%gp(t,x)dtdz.

R2 A
Mnozina A C R? je takovd, ze na ni je funkce G(-,¢&, -) nenulova, tj.
A={(t,2) eR*: 0<t, E—at <z <{+at}=

{(t,x)€R2:z<§, ¥<t}u{(t,z)€R2:§§x, x§<t}.

Podle Fubiniovy véty tedy mtizeme posledni integral rozepsat ve tvaru

¢ 00 oo [ oo
1 0 0
- — t,z)dt | d t,z)dt | dz| =
2a/ /at(z) H/ /at(x) o
T\ &N
1 i yi
=—— |- / @(g_x,x)dx—/go(x_g,x)dx
2a a a
—00 I3
V prvnim z integrald zavedeme substituci s = —~ a upravime ho
LT e 1] 17
—x
% <p< - > 775/80 — as) fi/cp(s,ffas)dsf
—o0 e} 0
17 (7 1
5/ (/ — (£ —as))e(s, z)d:c) ds = 5 /H(t)é(z — (& — at)p(t,z)dtdz =
0 — 00 R2

=1{Ht)5(x— (€ —at)) | pt,2)).

z 3 710 3 3 :I; z . /. o
Ve druhém z integraldi zavedeme substituci s = a upravime ho analogickym zpiisobem

1

% @(%,z) de =1 (H(t)d(x — (£ +at)) | o(t,z)).
3

Celkem tak dostavéme
<gt (z,€,1) ‘ olt, :c)> =1(HW)S(z— (§—at)) | ot,z))+ 1 (HO)S(z— ({+at)) | ¢t x)) =

= (4(8(z— (¢~ at) +6(x — (€ +a0) ) H(®) | ¢(t,2) ),
a tedy s vyuzitim vztahu (A.4) miZeme psat, ze
G(x,86,t) = 3(0(x +at — &) +d(z —at — §)) H(t) = %(5(5 — (@ +at)) +5({ — (@ —at)))H(t)

ot

ve smyslu distribuci.
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Cviceni

1) Vypocitejte druhou distributivni derivaci funkce f(x) = |z|.

2) Necht H je Heavisidova funkce a polozme xzy = zH (x), x— = —xH(—x). Vypoditejte distributivni derivace
téchto funkci.

3) Urcete distribuci 26 (z)

Vysledky: 1) 20(x) 2) 2/, = H(z), 2’ = —H(—x) 3) (—=1)"n!(x)
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Dodatek B

Okrajové ulohy pro obycejné
diferencialni rovnice

B.1 Formulace uloh

Necht pro &isla g, 1 plati —oo < xg < 21 < oo. Symbolem C¥(zg, 21) ozna¢me mnozinu funkci k-krat spojité
diferencovatelnych na intervalu (zg,z1); zejména C°(zg, 1) oznaéme mnozinu funkci spojitych na intervalu
(20, x1).

B.1.1 Diferencialni operator a diferencialni rovnice
Budte a,b,c € C°(xo,71) a necht a(z) # 0 pro € (zg,x1). Linedrni diferencidlni operdtor druhého vddu
L = L(a,b,c) : C*(z0,21) — C°(x0, 1) definujeme piedpisem
Ly(z) = a(z)y”(z) + b(x)y () + c(2)y(z)

pro kazdé = € (xo,z1). Rovnice

Ly = g€ C%ao,x1)
je obyc¢ejna linedrni diferencidlni rovnice druhého fadu; v pfipadé g = 0 homogenni, v opa¢ném nehomogenni.

Budte p € CY(z0,21), q¢ € C°(x0,z1). Pak operator L(—p, —p’,q) dany vztahem
!/
L(—p,—p",q)y(z) = —p@)y"(z) —p'(@)y' (z) + a(2)y(z) = —(p()y'(2)) +a(z)y()

nazveme samoadjungovany. Kazdy linedrni diferencidlni operétor druhého fadu L(a, b, ¢), pro jehoz koeficienty
a, bplati a € C(zg,71) a b(z) = /() pro = € (xo,z1) je samoadjungovany. Rovnice tvaru

I

—(p(@)y'(2)) +a(@)y(x) = f(x), =€ (z0,71)

se nazyva samoadjungovand na intervalu (zg, z1) nebo Sturmova-Liouvilleova rovnice.

Plati: Kazdou linedrni diferencialni rovnici s koeficientem a € C(zg,z1) lze vyjadiit v samoadjungovaném
tvaru.

D.: Bud

tedy
plz)a(@)y” (z) + p(x)b(x)y (x) + p()c(@)y(z) = p(z)g(x)
je samoadjungovand rovnice (p = —pa, ¢ = pc, f = pg).O
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B.1.2 Okrajové podminky

Budeme hledat feSeni rovnice

na intervalu (xo, z1), které v krajnich bodech spliiuje nékteré z nasledujicich podminek.
Dirichletova podminka v levém krajnim bodé:

y(‘ro) = Yo, Ilebo lim y(l‘) = Yo;

rx—xo+

splnéni prvni rovnosti pozadujeme v pfipadé, zZe x¢g > —oo a feSeni mé byt v bodé xg spojité zprava.
Neumannova podminka v levém krajnim bodé:

y'(z0) =y0, mebo lim y'(z) = yo.

rx—xo+

Robinova podminka v levém krajnim bodé:

y'(z0) = 70y(zo) mebo lim y'(z) =70 lim y(x).

rx—xo+ r—xo+

Newtonova podminka v levém krajnim bodé:
aoy(wo) + Soy'(z0) = yo, mebo lim (agy(z) + foy'(x)) = vo,
rx—xo+

pficemz a2 + B2 # 0.
Povsimnéme si, ze Newtonova podminka v sobé& zahrnuje Dirichletovu (pro 8y = 0, g = 1), Neumannovu
«
(pro ag =0, Bp = 1) i Robinovu (pro ag # 0 # Bo, yo =0, v = 76—0) podminku.
0
Analogicky zavadime Dirichletovu, resp. Neumannovu, resp. Robinovu, resp. Newtonovu podminku v pravém
krajnim bodé rovnostmi

y(zl) = Y1, Tresp. yl(ifl) = Y1, Tresp. yl(ifl) = Vly($1)7 resp. Oély(zl) + ﬂlyl(fEl) =

(pokud 27 < 00 a v bodé x1 pozadujeme spojitost zleva), nebo obecnéji

lim y(z) =y, resp. lim %/'(z) =vy1, resp. lim y'(z) =~ lim y(z),

T—T1— T—T1— T—T1— T—T1—

resp. lim (any(z) + By (2)) = 1.

x

Podminka omezenosti v levém, resp. pravém krajnim bodé:

limsup |y(z)| < oo, resp. limsup |y(z)| < co.

T—xo+ T—T1—

Podminky rtzného typu lze kombinovat; mizeme naptiklad pozadovat splnéni Neumanovy podminky v levém
krajnim bodé a podminky omezenosti v pravém krajnim bodé.

Podminky periodicnosti:
y(xo) =y(@1), y'(z0) =y (21).

Jakékoliv okrajové podminky nazveme homogenni, jestlize s libovolnymi dvéma funkcemi u, v, které této
podmince vyhovuji, vyhovuje téZe podmince i jejich libovolnd linedrni kombinace kiu + kov.

Newtonovy podminky s yg = y1 = 0, podminky omezenosti i podminky periodi¢nosti jsou homogenni.

Okrajova tloha, v niz rovnice i okrajové podminky jsou homogenni se nazyva homogenni okrajovd uloha,
v opacném piipadé nehomogenni okrajovd uloha. Mnozina feSeni homogenni tlohy tvori vektorovy prostor; tento
vektorovy prostor je samoziejmé podprostorem prostoru vsech funkci, spliiujicich dané homogenni okrajové
podminky.
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B.1.3 Symetricky diferencialni operator
Rekneme, Ze operdtor L je symetricky na mnoziné M C C?(xg, 1), jestlize pro vSechny u,v € M plati

ZT1 1

/ Lu(z)v(z)dz = / u(z)Lo(z)dz .

Zo Zo

Bud L = L(—p, —p’, q) samoadjungovany operator. Pak plati (s vyuZitim integrace ,per partes)

= /[(p(x)v’(:c))/u(:c) - (p(z)u/(:c))/v(:c)} dz =
= ) @ — [ Pl @)z D @ + [ pa @ @ =

= p(z1)v'(z1)u(z1) — p(20)v" (0)u(20) — Pl21)u’(21)v(21) + P(20)U' (T0)V(T0) -
Tento vypocet umonuje dokazat nasledujici tvrzeni:

e Samoadjungovany operdtor L = L(—p, —p’, q) je symetricky na mnoziné funkci, které spliiuji homogenni
Newtonovy podminky v obou krajnich bodech.

D.: V tomto pripadé je

ZT1 1

/ Lu(z)v(z)dz — / w(@)Lo(z)de —

Zo Zo

= p(21) (v (z1)u(@1) — ' (z1)v(@1)) — p(20) (v/(20)u(wo) — ' (z0)v(w0)) -

Jerl o # 0, pak w/(zo) = = Gru(zo), o (w0) = =32 0(z), tale o/ (zo)u(ro) — ' (wo)u(z0) = 0.
Je-li ag # 0, pak u(zg) = f%u’(zo), v(xo) = —%v’(xo), takze opét v’ (zo)u(xo) — v (zo)v(zo) = 0.
0 0

Analogicky ovéfime, Ze v'(z1)u(z1) — v/ (x1)v(z1) = 0. O

e Pokud je interval (zp,x1) koneény a funkce p splituje podminku p(xg) = p(z1), pak samoadjungovany
operator L = L(—p, —p’, q) je symetricky na mnoziné funkci splitujicich podminky periodi¢nosti.

D.: V tomto pripadé je

Lu(z)v(z)dxf/u(z)Lv(:c)dz =
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B.2 Vlastni cisla a vlastni funkce homogenni okrajové alohy
Necht A € R. Uvazujme homogenni okrajovou tilohu pro rovnici
Lv(z) = M(x).

Tato tloha méa vzdy trividini fefeni v = 0. Pokud existuje netrividlni feSeni v = v(x), nazveme ho vlastni funkei
okrajové ulohy a parametr \ nazveme vlastnim cislem operdtoru L na prostoru funkci splnujicich okrajové
podminky.

Je-li A\ vlastni éislo operdtoru L a v = v(z) je pfislusné vlastni funkce uvazované okrajové tlohy, pak také
funkce cv je pro libovolnou konstantu ¢ € R vlastni funkci.

Jestlize vlastnimu ¢islu A odpovidé k linearné nezavislych vlastnich funkci, fekneme, ze A je k-ndsobné vlastni
¢islo; jestlize mu odpovida jedind (aZz na multiplikativni konstantu) vlastni funkce, mluvime o jednoduchém
vlastnim cisle.

Oznac¢me M mnozinu funkci spliujicich pfislusné homogenni okrajové podminky. Je-li operator L symet-
ricky na mnoziné M, a A1, A2 jsou jeho dvé ruzna vlastni ¢isla, pak odpovidajici vlastni funkce jsou ortogonalni
v prostoru £2(xg,r1).t

D.: Ponévadz A1 # Ao, je alespon jedno z ¢isel A1, A2. Necht pro urditost A; # 0. Pak plati

&1 1 T 1 &1
/v1 ()ve(x)da = = Arvr(2)ve(x)da = ~ Lvy(x)vg(z)de =
o ! o ! o
T 1
1 A2
= — [ vi(x)Lvg(x)de = —= [ vi(z)va(z)da,
)\1 )\1
xo o
)\2 T xr1
tedy (1 - )\—) J vi(z)va(z)dz = 0. Ponévadz A1 # A, je [ v1(x)va(x)dz =0. O
1 X0 o
B.2.1 Priklady:
UvaZujme samoadjungovany operator L = L(—1,0,0). Rovnici
=y (z) = Ay(z) (B.1)

miizeme piepsat na tvar

y" () + Ay(x) = 0.

Reseni této homogenni linearni rovnice druhého fadu zavisi na znaménku parametru A. Obecné feSeni rovnice
je dano vztahem
Aexp (\/|)\|x) + Bexp (—\/|)\|x) , A0,

y(z) =S Az + B, A =0,
AcosV Az + BsinvAz, A >0,

kde A, B jsou integrac¢ni konstanty.

z1
IProstor £L2(z0,21): Mnozina funkci definovanych na intervalu (zo,z1) takovych, ze S (f(a:))2da: < 00, tvori vektorovy prostor.

zo
1

Skalarni soucin funkei f, g v tomto prostoru zavadime jako [ f(z)g(z)dz. Funkce f a g v tomto prostoru povazujeme za ekvivalentni,
zo

x
pokud [ (f(z) — g(a:))QdJ: = 0. Pokud ekvivalentni funkce ztotoznime, dostaneme prostor £2(xo, z1).
zg
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1) Dirichletovy podminky

Hledéme FeSeni rovnice (B.1) na intervalu (0, £), které splituje Dirichletovy homogenni okrajové podminky
y(0) = 0 =y(0).
Je-li A =0, pak v krajnich bodech intervalu (0, ¢) mé platit
y(0)=0=B, y{l)=0=Al+ B,

takze B = 0, v dusledku toho také A = 0 a rovnice ma pouze trividlni feseni.
Je-li A < 0, pak v levém krajnim bodé ma platit y(0) = 0 = A+ B, tj. B = —A. Proto v pravém krajnim
bodé pozadujeme
y()=0= Ae/ M — AoV M = 2 AsinhyV/—\ £;

pro —A > 0 je vSak sinhy/—\ ¢ > 0 a z toho plyne, Zze A = 0. Rovnice (B.1) m4 opét pouze trividlni feSeni.
Je-li A > 0, pak ma platit

y(0)=0=A, takze y({)=0= BsinVAL

& 2
Odtud plyne, zevV Al = kn pro k € Z, k # 0, tedy \ = (%) pro k=1,2,3,..., nebot A > 0.

Vlastni éisla operatoru L(—1,0,0) s homogennimi Dirichletovymi podminkami na intervalu (0, £) a pfislusné
vlastni funkce jsou

k)2 k
Ak<7ﬁ> : vk(z):sin%x,kzl,Z,S,....

2) podminky periodi¢nosti
Nyni hleddme FeSeni rovnice (B.1) na intervalu (0, ¢), které splituje podminky periodi¢nosti
y(0) =y(0), y'(0)=y'(0).

Je-li A <0, pak je
y(z) = AeVIMNT 4 BeVINZ () = (/]| (Ae Ne _ e Mlz) .
M3 tedy platit
A+ B=y(0) =y(l) = AV 4 BeVINE/IN[(A - B) =4/ (0) = 4/ (£) = V| [Ae\/me _ Be*\/W} |

neboli

(eVPIr—1)at (V1) B = o,

(e INle _ 1) A <e* INle _ 1) B

Tato homogenni soustava algebraick§ch rovnic ma jediné feseni A = B = 0. Uloha mé v tomto piipadé pouze
trividlni feSeni.

Pro A = 0 mé rovnice feSeni y(z) = Az + B, takze plati y'(z) = A. V tomto pfipadé tedy 3'(0) = y'(¢),
takze sta¢i pozadovat B = y(0) = y(¢) = AL + B. Z toho plyne A = 0. Dostavame tak, Ze prvni vlastni éislo je
Ao = 0 a prislusna vlastni funkce vy je nenulova konstanta.

Pro A > 0 je

0.

y(z) = AcosVAz + BsinVz, Y (z) = VA (—A sin vV Az 4 B cos \/Xac) :
Ma3 tedy platit

A=y(0) =y(t) = Acos VAl + Bsin VA, VAB=14'(0)=y'(£) = VA (Bcos VM — Asin \/XK) :
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neboli
(cos VM — 1) A+ (sin \/Xe) B = 0,
(7 sin \/XE) A+ (cos VAL — 1) B = 0.

Tato homogenni soustava linedrnich (algebraickych) rovnic ma nenulové feseni pouze v piipadé, Ze jeji matice
je singularni, tj.

_ 3 2 2
= C(iss\i/nxg\/xgl Cozlil/_;\/l;f 1‘ — (COS \/Xf) — 2cos \/Xf +1+ (Sin \/Xf) =2 (1 — COS \/XE) .

Odtud plyne, Ze cos VM = 1, tedy

1

Podminkam tlohy v takovém piipadé vyhovuji konstanty A =1, B =0 nebo A =0, B = 1. Kladnym vlastnim

2%\ 2
Cislim A\, = (Tﬂ) tedy odpovidaji dvé vlastni funkce

2
A= <2k—”> . k=1,2,3,....

2km . 2km

vg(x) = cos —x, Tp(r) =sin—-=zx, k=1,2,3,....

14 4

Kladné vlastni ¢isla jsou tedy dvojnasobna.

3) podminky omezenosti

Nakonec najdeme FeSeni rovnice (B.1) na (0, 00), které spliiuje podminky omezenosti
y(z) je omezend pro x — 0+ a pro x — o0.
Je-li A <0, pak

lim [y(z)| =

T—r00

0o, A0,
0, A=0.

V tomto pfipadé tedy vSechna zadporna ¢isla A_ jsou vlastnimi ¢isly a prislusné vlastni funkce jsou
v_(z) =eVIrIz,

Podobné pro A =0 je

lim [y(z)| =

Tr—00

0o, A0,
B, A=0.

Cislo Ao = 0 je vlastnim ¢islem a piislusné vlastni funkce je
vo(x) = const # 0.

Pro A > 0 jsou vSechna feseni omezena, takze jakékoliv kladné Cislo A4 je vlastnim cislem a pfislusné vlastni
funkce jsou
vy () = cosy/ Ay x, U4 (x) = simy/ Ay 2.

B.2.2 Sturmova-Liouvilleova uloha

—(p(2)y'(2)) + q(=)y(z) = My(x),  z€(0,0),
aoy(0) + Boy’(0) = 0 = ayy(l) + By’ (£).

e Sturmova-Liouvilleova tlloha mé nekone¢né mnoho vlastnich ¢isel A1, Az, ..., pro ktera plati
min{g(z) : z € [0,]]} < A1 < A2 < -+ lim A\, = oo.
n—oo
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e Kazdému vlastnimu ¢islu Sturmovy-Liouvilleovy tlohy pfislusi pravé jedna normované vlastni funkce.

e Vlastni funkce v, = v,(z) odpovidajici vlastnimu ¢islu A, ma v intervalu (0,¢) pravé n — 1 nulovych
bodu. Mezi kazdymi dvéma sousednimi nulovymi body vlastni funkce v, lezi pravé jeden nulovy bod
vlastni funkce v, 1. Zejména vlastni funkce v; neméni znaménko na intervalu (0, £).

e Posloupnost {v,}52; normovanych vlastnich funkci Sturmovy-Liouvilleovy tlohy tvofi Gplnou ortonor-
mélni posloupnost na [0, ¢]. Tj. je-li funkce f € £2(0,), pak Fourierova fada funkce f vzhledem k orto-
norméaln{ posloupnosti {v,, }° ; konverguje k funkci f podle stiedu (konvergence v prostoru £2(0,¢)). Je-li
funkce f navic spojita a spliiuje homogenni okrajové podminky, je tato konvergence stejnomérna.

D.: J. Kavras, M. RAB: Obycejné diferencialni rovnice, MU Brno 1995, str. 158-163.
Diukaz je v téchto skriptech proveden pro pfipad p = 1. I

Tvrzeni jsou ilustrovana piikladem B.2.1.1.
V pripadé periodickych okrajovych podminek v pfikladu B.2.1.2 maji vlastni ¢isla a prislusné vlastni funkce
vS8echny vlastnosti s vyjimkou jednoduchosti vlastnich ¢isel.

B.3 Reseni nehomogenni okrajové tlohy

B.3.1 Nehomogenni rovnice s homogennimi Newtonovymi podminkami —
Fourierova metoda

Ly(x) = —(p(a)y' (2)) +a(@)y(z) = f@), =€ (0,0),
aoy(0) + Foy'(0) = 0 = ary(l) + Bry'(0).

e Najdeme posloupnost vlastnich ¢isel {A\,}52; a ortogonélni posloupnost pfislusnych vlastnich funkei
{vn}22; Sturmovy-Liouvilleovy tilohy, tj. rostouci posloupnost ¢isel {\,, }°2 ; a posloupnost funkei {v, }22 ,
které spliuji:

Lv,(x) = Mon(a),

aovn(o) + ﬂOU;z(O) =0 = alvn(g) =+ ﬂlv;z(g) :

e Funkci f vyjadiime ve tvaru

l
i 1
= Y i), e dy = o [ S
n=1 n 0

e Reseni tlohy hleddme ve tvaru
o0
= Z cnn ()
n=1
Musi tedy platit

= L<chvn(x)> = chLvn(ac) = ch)\nvn(ac),

takze
Z CnAnn (T Z dnvn (),

z ¢ehoz plyne
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pokud vSechna vlastni ¢isla jsou nenulova.
Hledané feseni tedy je

4 4
_ > 'Un(l') v _ G vn(f)vn(x)
y(z) = ZT ™ 0/ F©va(€)dE = / (f(&)ZT E )da.

n=1 n=1

Oznacime-li

Ize TeSeni zapsat

B.3.2 Nehomogenni rovnice s homogennimi Newtonovymi podminkami —
metoda variace konstant

Ly(z) = —(p(@)y' (@) +q@)y(x) = f(z), =€ (0,0),
apy(0) + Boy’ (0) = 0 = ayy(l) + B1y' ().
e Najdeme feSeni u, v dvou pomocnych homogennich tloh
Lu = —(pu') 4qu = 0, agu(0) + Bou/(0) = 0,
Lv = —(p) 4qu = 0,  agv(@) + ' (0) = 0.

Funkce u, v nejsou urceny jednoznac¢né. Vezmeme ty, které jsou linearné nezavislé.

e Pro Wronskidn W(z) = u(z)v'(z) — v/ (z)v(x) funkei u, v plati p(z)W(z) = K, kde K je nenulova
konstanta, nebot

W) = (p(uw' — u’v))/ = puv’ + pu'v + puw” — p'u'v — pu'v —puV' =
= (" +pV)u — (pu +pu ) = (pv')u—(pu') v =quu—quv = 0,
b p b p p b q q
kdyby K = 0, pak by W = 0, coz by byl spor s lineadrni nezavislosti.
e Reseni nehomogenni tilohy hleddme metodou variace konstant, tedy ve tvaru
y(@) = az)u(z) + ca(z)v(z) .
Funkce y mé byt feSenim dané nehomogenni rovnice, takze musi platit

f = Llcu+cov) = 7(p(clu)’)/ + qciu — (p(czv)’)/ + gcov
= —p(du+2du +ciu”) —p' (dlu+ cru) + geru —

—p (chv + 2chv" + cov”) — P’ (chv + cav') + qeav =
= o (—pu” —p'u' + qu) — pceyu’ — p(cfu+ o) —p'cu+
co (—pv”" — p'v' + qu) — pchv’ —p (v + b)) —p'chv =
= ciLu— pciu’ — (p(c’lu))l + coLv — pchv’ — (p(c’gv))/ =
= —p(cu’ + ') — (p(clu+ c’zv))l.
Tato rovnost bude splnéna zejména tehdy, kdyz funkce c1, co splnuji soustavu rovnic

() u(z) + ch(z)v(x) = 0, (B.2)

(@) (z) + cy(x)o'(z) = ———.
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Plati tedy

) = 1 ;)( ) v(@) | _ f@)v() (o) = 1 u(z) ]E)() (@)
1 W) | = V(@) K 7 W) | v'(z) —L2 K
(B.3)

e Funkce y(z) mé splitovat okrajové podminky, tj.

ag [e1(0)u(0) + c2(0)v(0)] + Bo [} (0)u(0) + c1(0)u’(0) + c5(0)v(0) + c2(0)v(0)] = 0,
ay [e1(Ou(l) + ea(O)v(0)] + Br [e1 (Ou(l) + 1 (O)u'(€) + 5 (Ov(l) + e2(OV'()] = 0,
po upravé s vyuzitim (B.2)
c1(0) (cou(0) + Bor’(0)) + c2(0) (v (0) + Bov'(0)) = 0,
c1() (eru(l) + pra’(€)) + ca(0) (arv(f) + Bi1v'(€)) = 0;
kazda z funkci spliiuje jednu okrajovou podminku, tedy
2(0) (agu(0) + Bov’(0)) = 0,
() (equ(l) + ' (0)) = 0,
takze
Cl(f) = 0, 02(0) = 0. (B4)

e Funkce ¢1, co jsou FeSenim rovnic (B.3) s poc¢ateénimi podminkami (B.4) a jsou tedy dany vyrazy
1 x
a@) = & [1©uot.  aw = —1 [s@ueae.
K K
¢

o Reseni tlohy je

Oznacime-li

lze TeSeni zapsat

B.3.3 Greenova funkce

Funkci G : [0, 4] x [0,4] — R nazveme Greenovou funkci homogenni okrajové ulohy

Ly(x) =
aoy(0) + Boy'(0) = 0

kde p(z) > 0 pro x € [0,1], jestlize
(i) G je spojita pro x € [0,4] x [0, ¢],
(ii) G je symetricka, tj. G(z,§) = G(&, ),
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(iii) pro kazdé & € [0, ] ma funkce G(+, &) spojité derivace druhého Fadu,

(iv) pro kazdé € € [0, /] je funkce G(-, &) feSenim uvaZované okrajové tlohy,

(v) Jim Go o(2,8) — Jim Ga(z,§) = —}%

Plati: M4-li uvazovana homogenni okrajova tiloha jen trividlni feseni y = 0 a jsou-li p € C1(0,¢), ¢ € C?(0,¢),
existuje pravé jedna jeji Greenova funkce. Nehomogenni okrajova tloha

Ly(z) = —(p(2)y'(2)) +ql2)y(z) = f(x), € (0,0,
aoy(0) + oy’ (0) = 0 = ary(l) + B1y'(£).

= jf(E)G z

D.: I. KiGURADZE: Okrajové iulohy pro systémy linedrnich obycejnijch diferencidlnich rovnic, MU Brno 1997,
str. 82. Dikaz je proveden pro mnohem obecnéjsi situaci. [J

pro & € (0,7).
ma pak jediné feSeni tvaru

B.3.4 Uloha s nehomogennimi okrajovymi podminkami

Ly(z) = —(p(2)y'(2)) +ql@)y(z) = f(x), € (0,0),
@oy(0) + Boy'(0) = o, ary(l) + By’ () = y1.

Jestlize funkce w = w(x) splituje okrajové podminky

aow(0) + Bow'(0) = o, ayw(l) + prw'(0) = 1

a funkce u = u(x) je feSenim tlohy

s homogennimi okrajovymi podminkami

aou(0) + Bou’(0) = 0 = aju(l) + B1u/(¢),

pak funkce
y(@) = u(z) + w(z)
je FeSenim uvazované ulohy.
Funkci w je vhodné volit v co nejjednodussim tvaru, napriklad polynom.

Cviceni
Reste okrajové tilohy
2 . .

1) —y" — —y’ =0, z € (0,1); y(1) = yo, y je omezend pro & — 0.
2) — (2%y )—0 z € (1,00); y ()—yo,zlinéoy(x)zo.
3) —(zy/) =0, z € (1,00); y(1) = yo, ¥ je omezend pro x — oc.
4) —xy” y' =0, xe(l 2); y(1) =y, y(2) =0.
5) —2? zy +k%y =0, x €(0,0); y(ﬁ) =1, y je omezena pro x — 0 ; k je parametr.
6) *:cy —y = -, 506(0 0); y(0) = y(£) =0.
7) —y" =sinz, x € (0,2m); y'(0) =y'(27) = 0.

Najdéte vlastni funkce okrajovych tloh a vlastni ¢isla pfislusnych operatori
8) —v" = Xv, z € (0,0); v'(0) =2'(¢) =0.
9) —v" =X, z € R; v(z) = v(x + 27).
10) —v" + quv = Av, = € (0,¢); v'(0) =0, v(¢) = 0; ¢ je parametr.
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Reste okrajové tilohy
11) —y" —w?y = f(x), z € (0,£); y(0) = y(¢) = 0; w je parametr.

12) —y" 3y = 5, @ € (0,7); y(0) = y(m) = 0.
13) Najdéte Greenovu funkei tlohy —y” +y =0, y(0) = y(1) = 0.

Vysledky: 1) y(z) = yo 2) y(x) = 2 3) y(x) = yo 4) y(x)2: yp22=lnr 5y g (y (%)‘ | 6) nemd feSeni

7) y(x) =sinx — x4+ C, C je libovolné konstanta 8) A, = ("T“) , o) =cos iz, n=0,1,2,... 9) A, = n?,
2

vp(z) = Cp cosnx+ Dy, sinnx, C,,, D, jsou libovolné konstanty, Cy # 0,n =0,1,2,... 10) A\, = g+ (M) ,

vp () = cos (2";;1)”:6. 11) y(z) = Bsin Zx + 1 ff sin 2 (¢ — x)d¢ pro “’72 =keNa (j)’f(é) sin 2Z¢d¢ = 0,

B je libovolna konstanta;

I X sin BT ¢sin Er g
=1 ff sinw(§ — x)d€ — Uf‘srl‘rﬁféff sinw(& —z)dE =20 [ f(&) 3 md& pro = ¢N
0 —

- sin kx 7r . 1 Sh(lsih%, OS&SSESl
12) y(x) = Z =37 = § (cosV/3z — cotg/3m sm\/gx)—i—g(x—ﬂ) 13) G(2,£) = | shash(1—-¢) 0 <
k=1 — a1 0sz<Esl
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Dodatek C

Specialni funkce

C.1 Legendreovy polynomy
C.1.1 Definice

Legendretiv polynom stupné n € NU {0} je pro kazdé = € R definovan vztahem

1 d»
P,(z) = —(2* - 1)".
(z) 27! dxn (@ )
Zejména
Py(z) =1 Py(z) = $(322 — 1) Py(z) = £(352% — 302% + 3)
Pi(z)==x Pi(z) = 1(52% — 32 Ps(z) = 1(632° — 7023 + 15z
2 8
Ponévadz
($2 _ l)n _ - n ( k 2 (n—k) Z P! p2n—2k _ i (71)]$ T
k k!(n ' El(n — k)!
k=0 k=0
plati
L dn &
Pn _ 2n—2k )
( 2n dxn Z kl n —
Tedy pro m € N je
m 2m T — 2m
Py, = d? (=" am—2k _ -t (=1)*(4m — 2k)$4m—2k—1
da2m P 22mEl(2m — k)! dg2m—1 = 22mEl(2m — k)!
m—1 2m—1 .
_ 4zt (71)k(4m72k)$4m72k71 _
dx2m—1 22mEl(2m — k)!
k=0
@2 P (“1)R(Am - 2k)(4m — 2k — L) amoka _
~ da2m—2 22mEl(2m — k)! B
k=0
m—2 2m—1 .
_ dzm—? (=1)*(4m — 2k)! Am—2k-2 _ _
dg2m—2 = 22mEl(2m — k)!(4m — 2k — 2)!
_ i (=1)*(4m — 2k)! L2(m—k)
= 22mElN(2m — k)1(2m — 2k)! ’
analogicky

4m — 2k — 2
Py —1)*( )!

2(m—k)—1
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souhrnné
L¢] (—1)k(2n — 2k)!

P, =
27kl (n — k)!/(n — 2k)

n—2k
1z . (C.1)
k=0

C.1.2 Rekurentni vztahy pro Legendreovy polynomy

Pomoci (C.1) 1ze odvodit:

2n+1 n

Ppia(z) = n—l—lzpn(z)in—i—l

P,_1(z), n=1,2... (C.2)
Pl(z) = ——=(Pu-1(®)—2zPy(z)), n=12,.... (C.3)

C.1.3 Véta
Legendretv polynom P, je pro kazdé n € NU {0} feSenim diferencialni rovnice
(1 —2%)y"(z) — 229/ (z) +n(n + y(z) = 0 (C.4)
s podminkou y(1) = 1.
D.: Pron =0 je tvrzeni zfejmé. Necht tedy n > 0.

_ 2zn(x? — 1)t

Polozme n(x) = o '(xz —1)". Pak 0/ (x) = BT — takze (22 — 1)n(z) = 2znn(zx). Derivujme
n! n!
tuto rovnost (n + 1)-krat (s vyuzitim Leibnizovy formule):
1
(@ = (@) + (4 02D @) + Doy = o (g0 @) 4 (n 4 0 @)
(® = )y (@) + 209D (@) = n(n+ D™ (z) = 0,

a ponévadz n(™ (z) = P, (x), vidime, Ze P,(z) je feSenim uvedené rovnice.

Pfimym vypoctem ovéfime, ze Py(1) = P;(1) = 1. Odtud a z rekurentni formule (C.2) Gplnou indukci
plyne, ze P,(1) =1 pro kazdé n e NU {0}. O

Rovnici z tvrzeni véty lze také zapsat ve tvaru

(1- ,7:2)3/(30))/ +n(n+1)y(z) = 0. (C.5)

C.1.4 Véta (Orthogonalita Legendreovych polynomi)
Pro Legendreovy polynomy plati

! 0, m#n,
/Pn(x)Pm(z)dx = 9
) 1l M

D.: Budte n,m € NU {0}. Rovnici (C.5) jednou napiSeme pro y(z) = P,,(z) a vynasobime P, (x), podruhé ji
napiSeme pro y(z) = P,(z) a vyndsobime P,,(x):

(1= 2®)Py, (@) Pu(z) +m(m + 1)Pp(2)Pu(z) = 0,
(1 = 2?)P.(2)) Pu(z) + n(n + 1)Py(z)Pp(z) = 0.
Tyto rovnice odecteme, upravime a zintegrujeme v mezich od —1 do 1. Dostaneme
(1= 2*) P, (x)) Pu() — (1 = 2*)Py(2)) Pr() + (m(m + 1) = n(n + 1)) Pa(z) Pn(2) = 0,
((1 — %) (P}, (2) Py (z) — Pm(x)Pfl(ac))) +(m—n)(m+n+1)P,(z)Pn(z) = 0,
[(1 = 22) (Pl (2) Pa (@) = Pu(@)P(@))] ", + (m — n)(m +n + 1) / Pu(@)Pu(z)da = 0,
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a ponévadz prvni s¢itanec se rovna nule, plati pro m # n

1

Pro vypocet | P, || f )2dx pouzijeme n-krat metodu per partes. Pro zjednoduseni zapisu ozna-
-1
a

¢ime Q(z) = (22 — 1)"

_/11 (Po(2))2da = <
g

uvédomime si, ze 1 a —1 jsou 2n-nasobné kofeny polynomu Q.

1

2
) [t -
21

2 1
23n!> [Q(”’”( Q™ (x / QU (2)Q" V) (z)dx
—1

_ (2n1n!)2/Q(n+1)(x)Q(n—1)(x)dx = .= (-1 (2n1n!)2/1Q(2n)(x)Q($)dx —

= (-1)" (ﬁ)z/l@n)!(ﬁ—l)"dx = (—1)"22(3(%/1(x+1)”(x—1)”dx.

-1

Pro vypocet integralu [ (z + 1)"(z — 1)"dx opét pouzijeme n-krat metodu per partes:
21

/1(:E+1)"(x1)"dx = {(zle)"%]l_l /1n(z+1)"_1%d:c =

1

- " /(erl)”*l(zfl)"Jrldz =

n+1
-1

= _nz - [(x - 1)"—1w} 11 _n-l /l(ac +1)" (- 1)"Pde | =

n+2 n—+2
-1
(-1 (n-1)--1 1
— 1n—2 _1n+2 — ... = _ln/ _12n —
(n+ D +2) /(“ e = 1)t de D R N A
-1 -1
_ 0 e [ D b TR G R O )
~(2n)! 2n +1 L (2n)! 2n+1 (2n)!(2n + 1)
Celkem tedy
1
2 (2n)! (n!)222n+1 2
P, de = (-1)" 1" = .
/ (Pu(@))"dz = (-1) 2oz Y @ien ) T 2ngd
-1
O
C.1.5 Véta
Legendreovy polynomy P, jsou vlastnimi funkcemi homogenni okrajové tlohy
—(1- $2)y’(ac))/ = \y(z), y(x) je omezend pro x — 1 — apro z — —1+ (C.6)

prislusné k vlastnim ¢islim A =n(n+ 1), n =0,1,2,.... Jind vlastni ¢éisla tato tloha nema.
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D.: Reseni rovnice budeme hledat Frobeniovou metodou (tj. budeme feSeni piedpokladat ve tvaru mocninné
fady). Mame

oo
= E anx",
n=0

= Z napz" ! = Z(n + 1)ap412",
n=1 n=0
(1 —2%)y/(z) = Z(n + Day 12" — Z(n + Dap2" ™ =
n=0 n=0
Z n+1)ap12" Z(n —1Dap—12" = a1 + 2a22 + Z ((n + Daps1 — (n— 1)an_1)x",
n=2 n=2
— (1 —2?)y/(2)) = —2a2 — Z n((n+apt1 — (n— Dap_1)z" ' =
n=2
= —2a9 — Z(n +1)(na, — (n+ 2)ay42)2"™ = Z(n + 1) (nay, — (n + 2)ani2)z"
n=1 n=0
Tedy
Z(n + 1)(nan —(n+2) an+2 Z Aanz"
n=0

Odtud plyne Aa, = (n + )na, — (n + 1)(n + 2)a, 12, takze

n(n+1)—A

(n+ Dn+2)" (7

Ap42 =

Fundamentalni systém feSeni rovnice (C.6) bude ddn mocninnou fadous ag =1 a a; = 0 a fadou s ag =0

aa; =1, tedy
0 2k +1)(2k+2) — A
= b2kl kde by =1, b = ( b
y1() kZ::O kL ) € 0o y Ok41 (2k—|—2)(2kz+3) ks
o0 2k(2k+1) — A
= 2k kd =1 == 7
ya(x) g::ockx , e co , Chka1 okt 1)(2k+2)ck

Pokud A = n(n+ 1) pro n&jaké n € NU{0}, je pravé jedna z funkei y;, y2 polynomem, druhd je vyjadiena
nekonec¢nou fadou. Pokud A # n(n+1) pro vSechna n € NU{0}, jsou obé funkce y;, y2 ddny nekoneénymi
fadami. VySetfime konvergenci téchto fad. Ponévadz

i bz 3|, i (2k+1)(2k+2) -\
k— o0 bk$2k+1 o k—o0 (2k3 + 2)(2k + 3) ’
lim Crpra?i 2| 22 lim 2k2k+1) =X |
k—oo | cpa?k | koo |(2k+1)(2k+2)| T

fady konverguji absolutné a stejnomérné pro |z| < 1 podle limitniho podilového kriteria a diverguji pro
|z > 1.

Dale plati

lim o (x Zbk’ hrn y1(z Zbk, hrn ya(x ): hm y1(z )*ch.

r—1+ —1— —-1—
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Ponevadz cleny posloupnosti {b; } a {ck } od jistého indexu neméni znaménko, 1ze k vySetfovani konvergence

fad Z b, Z cr pouzit Gaussovo kriterium!. Jest

k=0 k=0
b __@k+2)@k+3) 1 1 (A=2(k+])
b QE+1D)QRE+2)—A Tk R2Ck+1D)(2k+2) - N
e _(@k+1)@Ek+2) 1 1 Mk(k+1)
cey1 2k(2k+1)— X ko k22k(2k+1)— )\

takze obé fady diverguji. Libovolna linedrni kombinace ay; + Sy2 funkci y1, y2 s koeficienty takovymi, ze
|| + 18] > 0 je tedy v prisluném jednostranném okoli alesponi jednoho z bodi 1, —1 neohranicena.

Jeding vlastni ¢isla uvaZzované tlohy tedy jsou A = n(n + 1) pro n € NU {0} a pfislusné vlastni funkce
jsou polynomy. [J

C.1.6 Pridruzené funkce k Legendreovym polynomtm

Pridruzené funkce Pr[lm] jsou definovany jako TeSeni rovnice

(1-22)2" — 222 + (n(n +1)— m—> 2 =0, (C.8)

% ((1 —x%%) + (n(n+ 1) — lm—;) Z2=0,

kterd jsou ohrani¢end na intervalu (—1,1).
V této rovnici zavedeme novou neznamou funkci Y vztahem

=(1-2)2Y(x).

neboli

Pak

WL

d= T (1= E Y + (1-a)FY = (1 -2 (1 - a?)Y —maY),

/

(1- xz)z/)/ =((1-2%)% (1-2°)Y —maY)) =
= —ma(l—z3) %! (1 —2*)Y" —maY) + (1 - 2% (1 —2?)Y" —22Y" —may’ —mY) =
=(1—2?)%1 ((1 —2?)?Y" —2(m+ 1)z(1 — 2*)Y' + (m*2* —m(1 — xz))Y).

Tyto vyrazy dosadime do rovnice (C.8) a postupné upravujeme,

(1+2%)7 71 [(1-2?)?Y” —2(m+ 1)2(1 — 2))Y + (m*2® = m(1 —2?)) Y + n(n+1)(1 + 22)Y —m?Y] =0
(1—2*)?Y" —2(m+ Dzl — 2*)Y' + (m*2> —m(1l — 2%) + n(n+ 1)(1 — 2®) —m?) Y = 0.

Rovnice (C.8) se tedy transformuje na rovnici

(1-2)Y" —2(m+ 1)zY’ + (n(n+1) —m(m+1))Y = 0. (C.9)
e}
LGaussovo kriterium konvergence fady 3 a, s nezdpornymi &leny:
n=0
Necht existuje € > 0 a ohrani¢end posloupnost {@n}oo , takové ze =A + + s O,.

An4-1

Je-li A > 1, pak fada Z an konverguje.

n=1

o0
Je-li A < 1, pak fada Y a, diverguje.

n=1

oo
Je-lix=1apu>1, pak fada > an konverguje.

n=1

OO
Je-lidx=1ap <1, pak fada Y a, diverguje.

n=1
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Nyni budeme postupné derivovat levou stranu Legendreovy rovnice (C.4):

d
o [(1—2?)y" =22y +n(n+1)y] = (1 —2?)y" —22y” — 22y" —2¢/ + n(n+ 1)y =
T
=(1-2%)y" —day” + (n(n+1) - 2)y/,

d
dx
atd. Obecné pro prirozené ¢islo k dostaneme

[(1 — )y — day” + (n(n +1) - Z)y’] =1 -2y -2 3xy” + (n(n +1)—2- 3)y”

dk:

TE [(1 — 22y —2zy +n(n+ 1)y] =(1- xz)y(kH) —2(k+ 1)xy(k+1) + (n(n +1)—k(k+ 1))y(k);

tento vysledek lze ovéfit tiplnou indukei. Derivujeme-li tedy m-krat Legendreovu rovnici (C.4), dostaneme
(1 — 22y —2(m 4 1)ay™+H) + (n(n+1) —m(m+ 1))y(m) =0.
Porovnénim s rovnici (C.9) vidime, Ze feSeni Y rovnice (C.9) je m-kréat zderivované feSeni Legendreovy rovnice
(C.4), tj.
dm
Y(z) = 7 Pa(2),
kde P, (x) je Legendretv polynom stupné n. Pfidruzené funkce jsou tedy dany vyrazem

m

Pia) = (1 )% P ().
xm

Plati véta analogickd k vété C.1.5: Rovnice
2
(1 —2%)2" — 2z + ()\ - m—zQ) z=0

ma4 FeSeni ohranicené v intervalu (—1,1) pravé tehdy, kdyz A = n(n 4+ 1) pro néjaké n = 0,1,2,.... Tato feSeni

jsou pridruzené funkce P™.

C.2 Cebysevovy-Laguerreovy polynomy
C.2.1 Definice

Cebyseviiv-Laguerreiv polynom stupné n € NU {0} je pro kazdé = > 0 definovdn vztahem

e’ d”

Zejména
Lo(z) =1 Ly(z) =12 -2z +1 Ly(z) = 552* — 2% + 327 — 4z + 1
Li(z)=—-z+1 Ly(z) = —32® + 322 — 3z + 1 Ls(z) = —1552° + gzt — 223 + 52 =5z + 1

C.2.2 Explicitni vyjadieni CebySevova-Laguerreova polynomu

n
Necht L,(z) = > ankx®. S vyuzitim Leibnizovy formule dostaneme
k=0

e” i n dk = d"ik n e” L n k 7In! k n (N :L'k
Ln(z) = HZQ) gt = HZQ) (-1 ot = > (-1 k)T (C.10)
k=0 k

k=0 =0




Odtud dostaneme

n
Un(kyr) _ K <k+1> _ Elnlkl(n — k)! _ k—n
ane  (k+1)! [n kDB D) (n—k—1)!  (k+1)2°
k
tedy
k—n n
an(k_H) == mank, k:O,l,Z,...,nfl, ano = (0) = 1.

C.2.3 Rekurentni vztahy pro CebySevovy-Laguerreovy polynomy
S vyuzitim (C.10) dostaneme

nLy(z) = ; (—1)* (Z) %xk +n,

i) = w3V <Z> Satt = k:(nk <Z> ﬁzk

tedy

nLy(z) —zL) () = n—i—;(—l)k (:) (kjl)! (%—1) D n—l—Z(—l)k (Z) n};kxk =

k=1

n—1 n—1
_ gfn\n—k . PR 03! n—k ;.
= 2.1 </<:> = 20 Ki(n— k) Kl

k=0 k=0

n—1 k
B g (n=1V ot

=0

Odtud dostaneme vyjadieni derivace CebySevova-Laguerreova polynomu pomoci tohoto polynomu a polynomu
nizsiho stupné:
n

L (z) = E(Ln(x) — Lyp—1(2)). (C.11)
S vyuzitim (C.10) také dostaneme
, , n—-1 n n—1 .I'k_l N 1 _
L@ B = Y0 () - ("2 )] o=+ v e -
B i o (n=1)! n zh=t Lot
= ;(’ T —T {n—kz - 1] A ey T
. iy (n—1)! k1 , anl B
- ;(_l)k (k—1)!(n—k)! (k—1)! +(= (n—1)
_ = 41 (=1 ot _ = n—1\ 2* B
= kzo(fl)]‘qu Wkl kzzo(fl)k ( 1 ) o = ~Laai(@).
Mame tedy dalsi rekurentni formuli
L (x)— L, _(x) 4+ Lp—1(z) = 0. (C.12)

Z formuli (C.11) a (C.12) dostaneme

813

(Ln(w) - Ln—l(w)) = Ly_1(2) = Ln-1(2),
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tedy
x x
Lo(z) = (1 - 5) Looa(@) + =L, (), (C.13)
coz je formule pro vipoéet Cebysevova-Laguerreova polynomu pomoci Cebysevova-Laguerreova polynomu stup-

né nizstho a jeho derivace. NapiSeme-li tuto formuli pro n+ 1 misto pro n a za L/, dosadime z (C.11), dostaneme

T
n+1

T n
n+1lx

Ln+1(l‘) = (1 — )Ln(l‘) + (Ln(l') — Ln_l(l‘))

Tuto rovnici upravime na tvar
(n+1)Lpy1(z) = 2n+1—2)L,(x) —nl,—1(x).
Tento vzorec lze pouzit k postupnému vypoétu Cebysevovych-Laguerreovych polynomi z prvnich dvou

Lo(z) =1, Li(x)=1-—x.

C.2.4 Diferencialni rovnice pro CebySevovy-Laguerreovy polynomy

Derivovanim rovnice (C.11) dostaneme

(@) = = 25(Ln(@) = Lua(@) + = (Li(@) = Ly (@) -

Do této rovnice dosadime z (C.12) za vyraz L], (x) — L]

'_1(z) a upravime:

zLl!(z) = —g (Ln(z) = Ly—1(2)) —nL,—1(z),

L) = -2r, (E . ) Lo 1(x).
eL@) = 2L+ (2 n) L@
Za vyraz L,_1(z) v posledni rovnici dosadime z (C.11) a dostaneme

n(l —x)

L/I :_ELn
PL(r) = —SLa(2)+ S

(-22,@) + Lu(@)) .

po upravé
zL!(x) = (x = 1)L (x) —nL,(z).

To znamend, ze Cebysevovy-Laguerreovy polynomy L, jsou fesenim diferencidlni rovnice
zy(z) + (1 — 2)y () + ny(z) = 0,

nebo v samoadjungovaném tvaru
(J:e*zy’)l +ne %y =0.

Cebysevovy-Laguerreovy polynomy jsou fesenim této rovnice s okrajovymi podminkami

y(0) =1, lim e *y(z) = 0.

T—>00

C.2.5 Véta (Orthonormalita CebySevovych-Laguerrovych polynom)

Pro Cebysevovy-Laguerreovy polynomy plati

/Lm(ac)Ln(x)efxdx = {1’ e
0

0, m#n
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D.: Pro kazdé 0 <[ < n plati

dnil —z,.n dnil — (71)1c k+n — (71)1c k+1
W(e a") = e o =y )k —1) (k4 e o=
k=0 k=0
_ i (—1)% (k + 0! ke
| | ’
= k! (k+1)
takze
oAt
n—I
také plati e (e7*z™) = P(x)e™®, kde P(x) je néjaky polynom, takze
"=
dn—l B
zlLH;oLm(z)W (e™z") =0 (C.15)
pro kazdé m € N.
Necht pro uréitost je m < n. Uvazujme integral
5= [ tnttatee s = 1 [ L@
= m(@)Ln(w)e™ dr = — m(@) (e ) da.
0 0
K jeho vypoctu pouzijeme m krat metodu per partes a vztahy (C.14), (C.15):
0
1 r I dn_l —z,.n (_l)m r dm dar—m —xz,.n
= —— Lm(x)d:c”* (e™z")dw = -+ = - /WLm(x)d:c”*m (e™2") dux.
0 0

S vyuzitim C.2.2 dostaneme

J = (f1!)m 7(1)m <m> (e de = & [ar (e=%2") da.
0

n m! m) dgn—m n! ) dgn—m

Je-li m = n, pak podle C.4.2 je

17 1 1

J = —/efxz"d:c = —TI'(n+1) = =n! = 1,
n! n! n!

0

Jeli m < n, pak podle (C.14) a (C.14) je

1 dnfmfl o
JZE[W(G )| = 0.

O

7 véty plyne, ze funkce
Un(x) = e *?Ly(z), n=0,1,2,...

tvofi ortonormalni posloupnost v prostoru £2(0, 00).
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C.2.6 Zobecnéné Cebysevovy-Laguerreovy polynomy
Zobecnény Cebyseviiv-Laguerretiv polynom stupné n € NU {0} je pro vSechna redlna z > 0 a s > —1 definovdn
vztahem
S e:n —s dn —x _ n+s
Q) (x) = —=x @(e z"te) .

Tyto polynomy jsou fesenim diferencidlni rovnice
zy" (@) + (s + 1 - 2)y'(2) + ny(z) =0,

nebo v samoadjungovaném tvaru
3 _ !/ _ 3
(:Cs-i-le zyl) + ne zxsy:().

Zobecnéné Cebysevovy-Laguerreovy polynomy spliiuji rekurentni formule

(4 D@ () = @t s+ 1-2)QE) — (0 + Q1 (2)
L0n) = T (@) ~ 0+ 9@ (@)
Q@) ~ Q5T () = Qia),

SO = Qi@

a rovnici
i L(n+s+1)
L (2)Q; g oomEn
[an@aimeaar = 3 a ;
0 0) m # n

o0
piitom I'(n + s + 1) = [ e~ " *5d¢, sr. C.4. Z posledni rovnice plyne, Ze funkce
0

n!

o° — .8/2,—x/2
n(®) e IF'(n+s+1)

Q) (x), n=0,1,2,...

tvofi ortonormalni posloupnost v prostoru £2(0, 00).

Reseni rovnice zy”(z) + (s + 1 — x)y'(z) + M\y(z) = 0 v oboru polynomi

Reseni hledame ve tvaru polynomu
y(z) = Q(z) = Z%wk, qgr =0prok>n

zatim neurceného stupné n. Pak je

=Y kgt = (k4 Dapna®,  2Q'(v) = Y kgra®,
k=1 k=0 k=1
"(x) = Z E(k— Dagpa® 2, 2Q"(x Z E(k — gt = E(k + 1)qry12".
= k=2 k=1

Po dosazeni do rovnice dostaneme

Z (k(k+ 1)qes1 + (s + 1)(k + 1) grg1 — kaqr + )\qk)xk +(s+1)g1+Agp =0
k=1

a odtud
-2 k— X\

—S+1% qu:(k:—i—l)(k—i—s—i—l
Rovnice mé tedy feSeni v oboru polynomt pouze pro A = n € {0,1,2,...}. Tento polynom je stupné n a je
urcen jednoznacné az na aditivni konstantu qq.

q1 = )ka k:1725
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C.3 Cebysevovy-Hermiteovy polynomy
C.3.1 Definice

Cebyseviv-Hermitetv polynom stupné n € NU {0} je pro kazdé x € R definovdn vztahem

2 d” 2
Hn — (—1)"e% —— ™,
(1) = (-1’ e
Zejména
Hy(z) =1 Hy(x) = 42 — 2 Hy(x) = 162 — 4822 + 12
Hi(z) =2z Hj(z) = 823 — 12z Hs(z) = 3225 — 16023 + 120x

C.3.2 Rekurentni vztahy pro CebySevovy-Hermiteovy polynomy

S vyuzitim Leibnizovy formule pro vypocet vyssi derivace soucinu funkci dostaneme pro kazdé n > 1

n+1 n n
_ (_1\n+1 z2 dn+ —z? _1\n+1 z2 d o —x? _ _1\n z?2 d —x? _
Hyaa(@) = (1) e — o™ = (-1)"*le —dzn( 2ze ) = 2(-1)me”’ — (xe ) -
n x> §” n dk dn_k —a? n x> n dr —z? n art —z?
n x2 d" —z? n—1_z° dn71 —z?
= 2z(—1)"e T —2n(—1)"""e e = 2zH,(z) — 2nH,_1(z),
x" "=
tedy
Hp1(z) — 2¢H,(z) + 2nH,—1(x) =0. (C.16)

Této rovnice lze vyuzit k postupnému vypoétu Cebysevovych-Hermiteovych polynomt pomoci prvnich dvou.
Dale plati

d 2 d" 2 2 d" 2 2 dn+1 2
/ _ 1\ ,T —x _ 1\ ,T -z _ (_1\nt+l.x —x _
H,(x) = — [(-1)"e T = 2x(—1)"e T (-1)" e e =

= 2zH,(z) — Hpy1(x).

Odtud s vyuzitim (C.16) dostaneme
H/(z) = 2nH,_1(x), (C.17)

tj. vyjadreni derivace polynomu H,, pomoci polynomu nizsiho stupné.

C.3.3 Diferencialni rovnice pro CebySevovy-Hermiteovy polynomy

S vyuzitim vztahi (C.17) a (C.16) dostaneme
H!'(z) = (2an_1(x))l = (2zH,(z) — Hn+1(x))l = 2H,(z) + 2zH) (z) — H), ,(z) =
= 2H,(z) +2zH] () —2(n + 1)H,(x) = 2zH](z) —2nH,(x).
Pro kazdé n € NU {0} je tedy CebysSeviv-Hermitetv polynom H,, () feSenim diferencialni rovnice
y"(z) — 22y () + 2ny(z) = 0, (C.18)

nebo v samoadjungovaném tvaru
!/
(e_zzy') +2ne "y = 0.
Poznamenejme jesté, ze Cebyseviiv-Hermitefiv polynom je fesenim rovnice (C.18) s okrajovymi podminkami
1:2

lim e @ y(z) = lim efzzy(ac) = 0.

Tr——00 r—00
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C.3.4 Véta (Orthogonalita CebySevovych-Hermiteovych polynomii)
Pro Cebysevovy-Hermiteovy polynomy plati

2™n! =
/H zd{nﬁ,nm'

0, n#*m

D.: Pro urcitost budeme predpokladat, ze m < n. Ozna¢me

oo

/H e de = (71)"/1{ (z );—nne*r da.

—0o0
Pro vypocet tohoto integralu pouzijeme m krat metodu per partes; pfitom vyuzijeme (C.17) a skutecnost,
Ze pro libovolny polynom P plati

lim e " P(z) = lim e P(z) = 0.

r——00 Tr—r00

n —z —352 _
J = (-1) [H () _OO /H’ it dr) =
1 dn—1! 2 9 i dr—2
= (—1)"* 2m/Hm71(iE)We*m dr = (—1)"* 2m2(m71) / Hm72(l')mefm dr =
T dqn—m 2
= ... = (=1)"7"2"m! / 3 ——e " dz.
i

Je-li m < n, pak

dnfmfl R S
J = <1>nmzmm1{ ]

dxn—m— 1 €

je-li m = n, pak podle (C.21) je

J = 2"pl / e dr = 2"nl/r.
O
7 véty plyne, ze funkce
—z2/2
U = e Hu(z), n=0,1,2,...

V2rnly/m

tvoif ortonormalni posloupnost v prostoru £2(—oo, 00).

C.3.5 Rekurentni vztahy pro koeficienty CebySevovych-Hermiteovych polynomt

o0
Hled4me feSeni rovnice (C.18) ve tvaru mocninné fady y(z) = Y. arzk.

Plati
2ny(x) = Z 2Nzt
k=0
2zy'(z) = 2$Zkankxk_1 = Zkaankxk,
k=0 k=0
y'() = Y k(k—Dana™? = > k(k— Danea®? = > (k+2)(k + Daygp® .
k=0 k=2 k=0



Po dosazeni do rovnice (C.18) dostaneme

Z [(k+2)(k + 1)ank+2) — 2kank + 2nang] =0,
k=0

a tedy
2(n —k)

= Gk, =0,1,2,...,n—2.
Un(k+2) (k:—|—2)(k:+1)ak n=>0 n

C.4 Funkce '
C.4.1 Poznamky

o0
1. Nevlastni integral [ e *¢t"~'dt absolutné konverguje pro kazdé z > 0.
0

1
D.: Jeliz > 1, integral [ e 't*~'d¢ neni nevlastni.
0
Je-li # < 1, vezmeme § € (0,2). Pak lim ¢!7°|e~"t*7!| = lim e~*t"~° = 0 a podle limitniho
t—0+ t—0+
srovnavaciho kriteria pro nevlastni integraly druhého druhu a vzhledem k tomu, ze nevlastni integral

1 1
[ t~*dt konverguje pro k < 1, také nevlastni integral [ |e=t"~!|dt konverguje.
0 0

Dale je
1 1 1)1 1
lim ((z+1)Int —t) = lim <(x+1)ln——) lim M:—oo7
t—o0 T—04 T T T—0+ T
nebot podle de I’'Hospitalova pravidla plati
. . In7T . 1 .
lim 7ln7 = lim —— = lim 5 =— lim 7 =0,
T—0+ T—0+ P T—0+ i T—0+
takze podle véty o limité slozené funkce dostaneme
lim ¢? ‘e_ttz_l‘ = lim e %! = lim @ttt — o < 0.
t—o0 t—o0 t—00
o0

Podle limitniho srovnavaciho kriteria pro nevlastni integraly prvniho druhu a z toho, ze [ ) kon-
. 1
verguje, nyni dostavame, Ze také integral [ ’e_ttw_ll dt konverguje. [J
1
2. Pro z > 0 polozme

() = / etr=1dt (C.19)
0

Pro kazdé = > 0 a kazdé n € NU {0} pak plati

F(x+n+1)
zle+1)--(z+n)

[(z) = (C.20)

D.: Uplnou indukei:
Integraci ,per partes“ dostaneme I'(x+1) = ?e_ttmdt = —[e7 "] o+ ?e_ttc”_ldt = a2['(x), takze
(C.20) plati pro n = 0. ’ ’
Podobné I'(z +n + 2) = ?e_tt“’”“dt = —[e7tt= "+ (@ +n+1) ?e_tt””r"dt =

0 0

=(z+n+1)I'(z+n+1), coz je indukéni krok. OJ
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Podle (C.19) je

Z (C.20) nyni pro kazdé n € NU {0} plyne

- I(n+2) _T(n+2) ‘ -
12 (ntl) (n+1)’ tj. '(n+2) = (n+1)!,

1=1(1)
tedy pro kazdé n € N je I'(n) = (n — 1)!.

C.4.2 Definice

Funkce T je pro kazdé x > 0 definovana vztahem (C.19), pro z < 0, x € Z je funkce I' definovdna vztahem
(C.20), kde za n vezmeme [—z] = —[z] — 1, t.j.

DomI' =R\ {0,-1,-2,...}.

C.4.3 Véta
1. Pro kazdé x € DomT plati

I(x+1)=2l(x) neboli I'(z)=(r—1)T'(x-1)

a pro kazdé n € N plati
MNa)=(xz-1(x—-2)---(x —n)'(z —n).

2. Pro kazdé x € R\ Z plati

™
')l —2x) = .
(@)T( z) sinmz
D.:
) . : . Fe+1)
1. Pro 2 > 0 byl prvni vztah dokézan v C.4.1.2, pro x € (—1,0) je podle definice I'(x) = ———=, coz
x
je prvni vztah a pro x < —1 je
I(x — [z]) Mxz+1—[z+1])
I'(x) = = =I(xz+1),
A@) =t T e D Giletd Grl-pr-D L@t
coz je opét prvni vztah. Ten druhy z ného plyne indukci.
2. Necht z € (0,1). Pak
F@)Irl—-=z) = /e_ttw_ldt/e_ss_zds = // e~ (o) s T =1qsdt .
0 0 [0,00) X [0,00)
. t . U uv < . o .
Polozime u = s+t, v = —, neboli s = ——, t = ——. Podle véty o transformaci dvojného integralu
S v+1 v+1
dostaneme
(7 v+1\" [ uww \Tov+1 U
I'x)l(1 - = - du | ds =
(@)r( —2) / /e ( u ) (erl) wo (v+1)2 w)es
0 \o
- s z—1 s x—1
= /efudu/v dvz/v dv.
v+1 v+1
0 0 0



Podle zndmého vzorce z teorie integrélu [Jarnik, 12, str. 277-281] je

® 1
o
v T
dv = — .
v+1 sinTx
0
T

—1(x—2) - (z — [2])T(x — [z]). 1 — z < 0, takze podle

Necht = > 1. Pak podle 1. je I'(x) = (

definice

- I'(l—a+[z) (- DEr -2+ [2])
M=) = e (-0 @-De-2 @&

x — [z] € (0,1), takze podle jiz dokdzaného je

_ — (—1)\lI _ _ N ()
M@ -2) = (D=0 + ) = (DT
= (=1 il — (=) il - T
(=1) sin 7z cos w[x] — cos wx sin [z] (=1) (=) sin sin 7z
T(x —
Necht = < 0. Pak podle definice je I'(z) = (@~ [z]) a podle 1. je

FEEY SO oy e )
F'l—z)=—a(-z—1) (—z+1+[2)TA-z+[z]) = (-D)Hz(z+1)--- (z— [2] = )T (A — z + [z]).
Opét = — [z] € (0,1) a podle jiz dokdzaného

@)1 -2) = (~1)0(z - [2])T(1 — — (~1)l! i S —
@P(L=2) = (DI~ L -2+ ) = (D T = ST
O
Znéme-li I'(z) pro z € [3,1], 1ze podle C.4.3 vypo¢itat I'(z) pro jakékoliv € DomT'. JiZ vime, ze I'(1) = 1.
Polozime-li v C.4.3.2 z = %, dostaneme
T . 1
< ( >> = —— = 7 neboli F<—> = .
sin 5 2
Odtud také plyne
T 17, 1 . 1. (1\ 7
e = - [eftTEdt = - [eftzldt = T (Z) = Y. C.21
/ ¢ Ty / ¢ 2 / ¢ 27 \2 2 (C.21)
0 0 0
Podle vét z teorie integrala zavislych na parametrech plati
lim I'(z) = lim /e*ttzfldt = [ —dt = oo, nebof lim —— = lim e " =1>0,
z—0+ z—0+ t t—0+ 3 t—0+
0 0
* r 1 1
lm T() = tim S © oy gim L e
r—0— r—0— €T z—0— 2

C.4.4 Logaritmicka derivace funkce I

Y() = - Inl()

Omezime se na Dom v = (0, 00).
Podle C.4.3 plati

S

P(z) = Plz—n)+

pron€e€N, n<z

pron € N (C.22)

Yl —2z)—Y(xr) = mwcotgmx
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Tyto vztahy lze vyuzit pro vypoéet hodnot funkce ¢, zndme-li 1)(z) pro = € [%, 1}.
Podle vét z teorie integralti zavislych na parametrech plati pro z > 0

o0 o0

d
I'(z) = d—/e—tﬂ—ldt = /e—tﬂ—llntdt. (C.23)
x
0 0
Polozime v = —I'(1) = — [ e 'Intdt = 0.5772157--- (Eulerova konstanta). Dosadime-li v (C.22) 1 za z,
0

dostaneme

Y(n+l) = —y+ Z%

Plati (tzv. Frullaniho integral)

T o€ — o=t
Int = /%dg. (C.24)
0
Dosadime do (C.23) a dostaneme
’ i —tpz—1 e - 001 —¢ Ji —tyz—1 i —t(E+1)pz—1
Mxz) = e 't ng dt = ¢ e e 't dt— [ e t*7dt | d¢ =
0 0 0 0 0
001 oo
= /2 e—fr(:c)—/e—“&“)ﬂ—ldt de.
0 0

Ve vnitinim integralu zavedeme substituci v = t(§ + 1) a dostaneme

o0

o oo :1/‘_1
du 1 1
,t(EJrl)tzfldt _ / —u < U ) _ / “ut1qy = r
/e “Nevt) i T ey ) M T @
0 0 0

takze

| =
—
—
ey
+
—_
N
S—
o,
I
I

r —dé— | ———
0| [ [t )
0 0
COZ znamena, ze
= 2 d¢ —
v = [ 0/5(5“)1

Ve druhém integralu zavedeme substituci £ + 1 = e!:

oo 00 [ee) ot
/€€+1 / —16” /1—_
0 0 0

a v prvnim preznacime integrac¢ni proménnou. Dostaneme

W(z) = 7(6% - 16_:;) dt. (C.25)
0

Zejména pro r = 1 dostaneme




Odecteme-li posledni dvé rovnice, dostaneme
o0
_ e—tz

ot
vla) = v+ [,
0
Zavedeme substituci n = e~ *:
! 1— ,,7171

Bud s € (0, 1) libovolné éislo. Funkce 7 — 1 —n* je na intervalu [0, s] spojita, takze podle prvni Weierstrassovy

véty je na tomto intervalu ohranic¢end. Existuje tedy konstanta ¢ > 0 takova, ze

’nn _ n’n‘i’CE*l’ — |nn| |77 _ nml < s"e

o0

pro kazdé n > 1 a kazdé n € [0, s]. Geometrickd fada > cs™ konverguje. Podle Weierstrassova kriteria tedy
n=+

fada

o0 o0
Z (nn _ nn-l—z—l) - 1- nz—l + Z (nn _ nn-l—z—l)
n=1

n=0
konverguje absolutné a stejnomérné na intervalu [0, s]. Odtud plyne, Ze nasledujici vypocet je korektni.

oo

s | et s 50 s
[ T S
0 0 n=0 0 n=0
_ — r n __ . ntr—1 _ — Sn+1 _ SnJrI
ZO/(U 1 )dn;<n+1 n+$>. (C.27)
n=07 n=

Pfitom posledni fada konverguje stejnomérné na intervalu [0, s|; vzhledem k tomu, Ze s bylo libovolné ¢islo

z intervalu (0, 1), tato fada konverguje lokdlné stejnomérné na intervalu [0, 1). Rada

> r—1

> (ir-713) = ZereTs

n=0

konverguje podle Cauchyova-Maclaurinova Kriteria. Z C.27 nyni plyne
1
1—p 1 > n+1 n+tz s n+1 nta oo 1 1

/ idn = lim > 5 = lim (2 2 = Z — .

1—n s—=1— n+l n+4+z n+l n+4+z
0 n=0 n=0

Odtud a z C.26 dostavame vyjadfeni logaritmické derivace funkce I' ve tvaru
=)

s—1—
=0

n—l—lin—i—x

> 1
Y(z) = 7+;<n+1n+x (C.28)

C.4.5 Rozvoj funkce I' ve Weierstrassuv nekonec¢ny souéin

Podle (C.28) je
d = 1 1
—InD(t) = — -— .
a T ) 7+T;O<n+1 n-l—t)

Integrujeme-li tuto rovnost podle ¢ v mezich od 1 do = 4 1, dostaneme

Inl(z+1) = 77z+§:<%—ln<l+%)) .

1 a z T
— = Jle 5 (1 —).
oL (14

Odtud dostaneme
’ Iz +1)

318

Fx+1) = e " H en
n=1 1+
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C.4.6 Asymptotické vyjadieni funkce I

Z (C.25) s vyuzitim (C.24) dostaneme

o o tEe—t —t —t¢

/ c dt:/ £ 2 ar =
I‘§+1 S l-—et t et —1

0

Zintegrujeme tuto rovnost podle ¢ v mezich od 1 do z:

1 7 1 1 1 —t _ —tz
Inl(z+1)—InT(2) = zlnzx+1+§lnx/<__+ >e e gt
0

Pfi oznaceni f(t) = <% - % + — ! 1) % a s vyuzitim I'(x + 1) = 2T'(z), I'(2) = 1 mame
of —
1 oo o0
InD(z) = (ac _ 5) o —a+1- / F#)etdt + / Ft)et"dt . (C.29)
0 0
Oznacme
I = / FBe—tdt, J = / FBe=t2dt,  w(z) = / F(t)edt
0 0 0
Plati:

1 1.1 e e /2 1 dt
—_ — = e —_ —_ =
2 t et-—1 t et—1) t
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12 2
det— —t/2 1 —t _ ,—t/27° 1
= [LC —° g —Zm2 = | | _ 2=
a ot 2 t 0
t_e /2 1 1 1 1 1
= lme——% "2 = lim (—e_t/2+e_t)—ln2 = ———-In2
t—0 t 2 t—0 2 2 2 2
Polozime-li v (C.29) « = 1, dostaneme
1
ln\/E = 5 -1 + J,
coz spolu s predchozim vysledkem da
1 1 1 1 1
Dosadime do (C.29) a dostaneme
1 1
InT'(z) = T -3 lnx—x+§ln2ﬂ'+w(ac).
Funkce f je na intervalu (0, c0) klesajici, tlim ft)y=0a
—00
lm f(t) te! —t —2et +2+ 2t el +tet —2et+1
1m = 1m = im —
t—0+ t—0+ 2t2 (et — 1) t—0+ 4t (et — 1) + 2t2e?
—el + el +tel el +tel 1

i = 1 =
150+ (4 +4t)el + (4 + 262) et — 4 0+ (S 4L+ 4+ 8t +22)ef | 12

COZ znamena, ze

_ —tx —tx —tx _ —tx _
lw(z)| = /f(t)e dt| < /|f(t)|e dt < o/e dt = ~Tom 7], = on
0 0 0
z ¢ehoz plyne, ze lim w(z) = 0, takze pro velkd x lze psét
Tr—r00
1 1 . 1
Inl'(z) =~ (z— 3 Inz—z+ 3 In27, neboli  I'(z) =~ V2rz®" 2e ", (C.30)
Odtud dostaneme .
n! = T(n+1) =~ V2r(n+1)"Tze !
a ponévadz
1)tz e=n1 1 1\" 1
lim (PHD"7e — = lim (1+—) 1+= = ~el = 1,
n— 00 nttz e—n € n—oo n e

Ize psat
n n
n! =~ V2mn (—)
e

pro velkd n (Stirlingova formule).
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C.5 Besselovy funkce

C.5.1 Definice

Obycejna linearni homogenni rovnice druhého fadu
2,1 / 2 2 _
w7y (z) + 2y’ (x) + (7 — v )y(z) = 0,

kde v € R, z € (0,00) se nazyva Besselova rovnice tddu v.

Rovnici (C.31) lze ekvivalentné zapsat

z(zy'(z))/ + (2® = 1?)y(z) = 0.

C.5.2 Reseni rovnice (C.31) Frobeniovou metodou

Hleddme néjaké feseni rovnice (C.31). Budeme pfedpoklddat, Ze je tvaru
oo
y(x) = apx’ + a1$o+1 + a2xa+2 R Zakxaﬂ: 7
k=0

kde o € R je tzv. charakteristicky soucinitel, jehoz hodnotu ur¢ime pozdé&ji. Pak je

o0
22y’ = apo(c —1)z° + ai(c+ Dozt + 3 ar(oc+k)(o+k— 1)zt

k=2
o0

xy'(z) = apox’ + ai(c+ 1)z + Y ap(o + k)t
k0:o2

2?y(z) = 3 ag—ox7tk
kO:OZ

—2y(x) = —v2apz® — V2arz®tt + Y (—vPag)roth .

k=2

Tedy
o0
ao(02 — 1/2)1'0 + a1(02 +20+1— 1/2)z0+1 + Z (ak(02 + 20k + Kk — 1/2) + ak,g) z°tF =0,
k=2
takze (C.32) je formélnim FeSenim Besselovy rovnice (C.31) pokud plati rovnosti

ap(c® —v?) =

ai(0® 4+ 20 +1—1v?)
ap(o® + 20k + k> —v*) +aro = 0, k=23, ...

Prvni z téchto rovnosti je splnéna, pokud o a v vyhovuji tzv. charakteristické rovnici
c°—v® =0, tj.o = +tv.
Polozime o = v a dosadime do zbyvajicich rovnosti. Dostaneme

a(2v+1) = 0
ar(2v + k)k ap_2, k=23,....

(C.31)

(C.32)

(C.33)

Rovnost (C.34) a rovnosti (C.35) s lichymi indexy k, tj. K = 2m + 1 pro vhodné m € N, jsou zfejmé splnény,

pokud agy+1 =0, m=0,1,2,....
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Najdeme podminky, za jakych jsou splnény rovnosti (C.35) se sudymi indexy k. Pokud 2v + k # 0 pro
k=2,4,6,...,2m, pak

_ a2(m—2)
w = G2m-y _ 2Z2(m-l(m-1+v) 2(m-2) L
T 2m(m 4 v) 22m(m + v) S 2m(m - (m+v)(m—1+v)
(=1D)™aq (=D)™ael(1+v)

- 22mm(m —1)---1-(m+v)(m—1+v)---(1+v) 22mml(m+v)(m—14+v)---1+)TA+v)
_ (—=1)™ael(1 +v)
22D (m + DI(m +v + 1)

Tento vypocet naznacuje, ze lze volit

1 (=™
T2Twr1) T 2 T(mt DD(m v+ 1)

ao

Pokud 2v + k = 0 pro néjaké k = 2my, pak 2v + k je celé zdporné ¢islo pro vSechna k = 2,4,6,...,2(m; — 1) a
2v + k > 0 pro vSechna k = 2(my + 1),2(my1 + 2),.... Tedy 1 + v,2 4+ v, ..., my + v nejsou v defini¢nim oboru
funkce I'amy +v+1,m; +v+2,... v ném jsou. V takovém pripadeé lze volit

_ (=yHm
- 22T (m + D (m + v + 1)

ap =az =+ =0azm,-1) =0, am prom > my.

Snadno ovéfime, ze pi¥i uvedené volbé budou rovnosti (C.35) splnény pro kazdy sudy index k.
Formalni feSeni rovnice (C.31) je tedy tvaru

oo

1 T 2k+v
yie) = kgo(_l)kr(kﬂ)r(myﬂ) (3) (C.36)

kde
ko — 0; Z/Q/(—OO,O]QZ7
0 —v, vE(—o0,0NZ.
Abychom ovéfili, Ze se jedné o feSeni, je potieba ukazat, Ze tato fada konverguje pro kazdé x > 0. Pro polomér
konvergence r mocninné fady

1
1) 2k
R Y T

M8

S(x) =

=
Il

0

podle Cauchyovy-Hadamardovy véty a s vyuzitim (C.30) plati

1 1
- = 1. 2k =
ro P \/22"~’F(k FOC(k+v+1)

1 1
. 2k
> khﬁngo \/2#(/{ + 1) 1/2(k 4 v + 1)ktv1/2e—2k+v—1

=0,

takze tato fada konverguje absolutné a stejnomérné pro kazdé x € R. Rada (C.36) tedy konverguje absolutné a
stejnomérné pro kazdé x > 0. (Pro x = 0 nemusi byt y(z) = ¥ S(z) vibec definovana.)

C.5.3 Definice

Funkce
0o 1 x\ 2k+v
Jo(x) = I;)(_l)kr(k+ DO(k+v+1) (5)

se nazyva Besselova funkce pruniho druhu fddu v. Je-li pro néjaké k € NU {0} &islo k + v + 1 celé nekladné (tj.
k+v+1¢DomT), klademe k-ty ¢len uvazované fady roven 0.

141



Oznacme

o) 1 x\ 2k
uu(l') = kzzo(il)kr(k—i_l)r(k—’—y—’—l) (5)

C.5.4 Poznamka

— / —
UV(O) F(V—i—l), UU(O) =0
D.: Prvni vzorec plyne z toho, ze I'(1) = 1.
i 2%k N 2k—1 e k N 2k—1
! = —1)k Z = —1)k Z =
() kZ:O( VST TGt v+ 1) (2) ;( SR ETESY) (2)
e 1 N 2k—1
= (—1)* - .
; T (k +v+1) (2)

(Posledni rovnost plyne z faktu, ze I'(k 4+ 1) = kT'(k).) O

C.5.5 Vlastnosti Besselovy funkce prvniho druhu

1. Funkce J, (z) je spojitd na (0, 00).
D.: Plyne z toho, Ze u,(x) jakoZzto soucet mocninné fady je funkce spojita. O

1, v=20
2. lilglJrJy(Z'): 0, v > 0neborv eZ\ {0} .
co(—)M | v e (—00,0)\ Z

D.: Plyne bezprostiedné z C.5.4. [

3. Pron € N plati J_,(z) = (=1)"J,(x) pro v8echna x € (0, c0).

) _ 00 (_1)k N 2k—n B 00 (_1)k+n N 2k+n _ "
- Jonle) = En I'(k+1)(k—n+1) (5) a ,§0 T(k+n+1)L(k+1) (5) = ()" a(@).
O

/

4. (x”ﬂ]l,(x))/ = -z VJ,41(x), (:L'VJU(IL')) =az"J,_1(x).
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D.: Plati:

wn) = (oS e (37
- 2—u§(_1)’“2ﬂk+1)§]&+y+1) (%)Qkil N
_ 2_V§(_1)kr(k+l)F(k+V+l) (2)%71 -
_ zug§(1>kr(k)p(kl+y+1) 5" =
B _Q_Vki:o(_l)kr(ml)r(lmw?) 5" -
- @) e ) -
- é(l)km T 1)F(kw1L w+1)+1) G

Druhy vztah lze dokazat analogicky. O

2v 1
() = ?J,,(x) —Jya(@), J(z) = §(JV71(5E) - Jv+1($))-
Prvni formule (rekurentni vzorec) umoziiuje vypoéitat J, 11 (z) ze znalosti J,(x) a J,—1(z); druhd formule
je vzorec pro derivaci Besselovy funkce prvniho druhu.

D.: Prvni formuli z 4. vynasobime z*, druhou ™" a rozepiSeme derivaci sou¢inu. Tim dostaneme
!/ 14 ! v
@) = Z@) = —dale), T+ @) = T,
Odectenim téchto rovnic dostaneme prvni formuli, se¢tenim druhou. [

. Plati
k

D=Y e 6 =S

k=0 k=0

o —1)* 2k+1 g N2
& ZFk+(1)1)(k+2)( )H _52 k+1 ( )k

k=0

2 2 .
- J_1)2(7) =/ —cosz, Jij2(x) :w/gsmz.

D.: Ponévadz podle C.4.3 je pro kazdé k € NU {0}

F(k:+%) _ (k_%) (k—g)(k:—%;l)f‘(%) _ (2k—1)(2212_3)...1ﬁ _
(2K)! (21@)!\/;,

- (2k)!!2kﬁ T k2%
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kde (2k)!! = 2k(2k — 2)(2k — 4) - -- 2, tak plati D(k + 1)T (k+ 1) = k'l(dzz)k VT = (2%) VT a tedy

oo

1 2k 1/2 22k N\ 2k
Jfl/QZZ(_l)kr(k+1)r(k+§) \/>Z ! (_) )

k=0 (
2 & /9
Z = — COST.
™ T

k=0
Rekurentni formule uvedené v 5 spolu s vyjadrenim funkei Jo, J1, J-n, J_1/2, J1/2 uvedenymi v 6, 3 a 7
umoznuji vypocitat Besselovy funkce 1. druhu libovolného celoéiselného a polociselného Fadu.

Druhy vztah se dokaze analogicky. [

C.5.6 Véta (Nulové body Besselovych funkci celo¢iselného radu)

Funkce J,, n =0,1,2,... mé jednoduché nulové body x,1,Zn2, Tns, ... takové, ze
0<xp1 <Tpa <Tpz <---, lim z,, = oo
k—o0
a posloupnost {,x },-; nema hromadné body. Funkce J,,, n = 1,2, ... mé navic n-nasobny nulovy bod z,o = 0.

D.: Viz napt. G.N.Watson, A Treatise on the Theory of Bessel Functions, Cambridge University Press, 1922,
kap. XV.

C.5.7 Véta (Orthogonalita Besselovych funkci celoéiselného radu)

Besselovy funkce J,, n =0,1,2,... spliiuji pro kazdé a > 0 a vSechna k,[ € N rovnost

-Tnk Tnl
/€J ) (224 ae =
kde x,i (resp. xn) je k-ty (resp. I-ty) jednoduchy nulovy bod funkce J,,.

D.: Polozme f(£) = Jy, (3%’“5) 9(&) = Jn (%5) Pak

=

k1

a? (Jn+1($nk))2, k=1

N =

O mey (me), LD (2] ()

¢  a dég2 a a

Ponévadz J,, je FeSenim Besselovy rovnice (C.31), plati

T = () () (e (o) - () ) (MfD

tedy

EHE) | 1dIE) | ((raxy?
a TEa +<<T) e

>ﬂ®0

Analogicky dostaneme

difsgf) N %di(f) + ((%)2 _ ”_2) f() =o.

Prvni rovnost vynasobime £g, druhou vynasobime & f a odecteme je:

E(gf" = f9") + (af — fd') +Efg ((x"k) — (@)Z) =0.

a
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Po upraveé
" 1 gt 1 gt " / / z%k — z%l
Ef"+gf =g f = fg") +(gf = fg) +Efg— 5= =0,
d / AR xil — x?ﬂc
i (€S = 19)) = ==&y,
Integraci posledni rovnosti v mezich od 0 do a dostaneme

a
2 2

a(9(a)f'(a) - f(a)g'(a) = Zni— Tk / £F(©)g(e)de

Ponévadz f(a) = J, (—a) =0ag(a)=J, (%a) = 0, plati

takze pro k # [ je dokazovana rovnost splnéna.

Ponévadz J,, spliiuje Besselovu rovnici (C.31), plati pro kazdé x > 0 rovnost
22T, (z) = n?J,(z) — 2J (z) — 22T/ ().

Integraci per partes s vyuzitim této rovnosti dostaneme
/x(Jn(x))de = —g? (Jn(ac))2 - /xQJn(ac)J,’l(x)dx =
= (@) - / (n2J ()], () — 2 (S, (2))° — 22T (2).]] (x)) de =
- 9 n n n n n n -

= 22 (Tulw))” - / (%2 [(a@))?] - [%J@@)ﬂ) do =

n2 2 2 9

= 22 (@)’ = 5 (@) + T (@) = 5 (@) + (74@)7) = 5 (@),

Podle C.5.5.5 je (Jn(gc))2 + (J{l(gc))2 = (Jn(gc))2 + (Jn-1(z) — Jn+1($))2 a tento vyraz je podle C.5.5.2

pro z z pravého okoli nuly ohranic¢eny. To znamena, ze

T (@) + (7(@)*] = 0.
z—0+ 2 " "
Déle podle C.5.5.2 je také
.1 2
) (nJn())” = 0.
Plati tedy

[l (2] =2 [opnopac-
0 "o

Podle C.5.5.4 je
2 " Ty (z) = (x_”Jn(x))l = —WJn(x) +z " (x),
takze J) (xnk) = —JInt1(Tnk). Celkem tedy
2

el (225 a2 s
0

coz je dokazovand rovnost pro k = 1[. [J
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C.5.8 Véta

Necht v € Z a v je feSenim Besselovy rovnice (C.31) linedrné nezavislé na J,. Pak

D.:

lig, (2

= OQ.

Oznacme

W =W(x)=W(x;J,,v) = = J,(x)'(z) — J,(z)v(x)

Ju(x)  o(z)
Ji(x) vz

wronskidn funkei J,,, v. S vyuzitim faktu, Ze J, a v jsou feSenim rovnice (C.31) dostaneme

d d
—W=— (L' = Jw)=J + 0" —Jv—Jv =" —Jv=
dx dx
2 .2 _ / 2 .2 L — / 1 1
B Gt g” w o )2‘] Ly gy= L
x x x x
Wronskian W tedy spliiuje diferencidlni rovnici W' = ,E’ COZ znamena, ze
x
C
W(z)=—
(1) =

kde C je né&jaka nenulova konstanta (nebot funkce J,, v jsou nezévislé). Déle plati

d (v _ Vv W _ C
de \J, ) J2 Jz o xJ?

Bud a > 0 libovolna konstanta. Integraci posledni rovnosti v mezich od x do o dostaneme

v@) o[
Ju (@) m/ §(J.(6)°

kde D = })((a)) je konstanta. Odtud plyne, Ze pro kazdé x € (0, a) plati
L (a

v(z) = J,(x -C | ————
= | P z/suV(&))
a tedy

d

(1+¢)?, v=0
g2, veZ\ {0}
d > 0 takové, Ze pro viechna £ € (0,6) je (Jy(f))2 < 1. Odtud plyne, 7e pro z € (0, ) plati

5 « § « «
& de de 1[de € 1.6 de
/«s(ue))g /5(@(5))”5/5(@(5))2 >n! G +5/5(Ju<«s>)2 7 w+5/s(Jy<s>)2’

(03 [e3

. d¢ dé 1 .. )
lim —— > ——— 4+ — lim In— = oco.
w0t ) g(4,(6))° / ¢(0(9)°

Odtud vzhledem k C.5.5.2 a (C.37) dale plyne, ze pro v =0 je

Bud ¢ > 0 libovolné. Polozme n = { Pak n > 0 a podle C.5.5.2 k nému existuje

Ilg& v(z) = (—sgnC) oo
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a pro v € Z\ {0} podle de I'Hospitalova pravidla a podle C.5.5.5 je

o dg 1
[ d ! §(J,(9)° a( (@)
lim v(z) = —C lim J,(z) / ———— =-C lim =-C lim —5——=
=0+ 0+ £(J,(9)) =0+ 1 =0+ J)(2)
Ju(z) (J,(z))?
1 2
=—C lim — =-C i .
om0 xJ!, s 0+ z(Jy—1(z) — Jyq1(z))
Podle C.5.5.2 je funkce x — J,_1(z) — Jy+1 v pravém okoli nuly ohranic¢end a tedy li151+1)(£6) =o0. O
z—

C.5.9 Veéta
Je-li v € Z, jsou Besselovy funkce prvniho druhu J, a J_, feSenim rovnice (C.31) a jsou linedrné nezavislé.

D.: Funkce J,, J_, byly v C.5.2 nalezeny jako feSeni rovnice (C.31). Sta¢i tedy ovéfit tvrzeni o nezavislosti.
Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, ze v > 0.
Wronskian funkci J,, J_, je

Wz, J,,J ) = ’

= 00, COZ znamena, ze pro néjaké r > 0 je

Podle C.5.4 pro v ¢ Z plati ‘ lim W(x,J,,J-,)
x—04

W(z,Jy,,J-,) # 0 a tedy podle zndmé véty z teorie linedrnich homogennich obyé¢ejnych diferencidlnich
rovnic funkce J,,, J_, tvofi fundamentalni systém Feseni rovnice (C.31). O

Pro v ¢ Z tedy Besselovy funkce prvniho druhu J, a J_,, tvofi fundamentalni systém FeSeni rovnice (C.31).
V ptipadé v € Z mame pouze jedno bazové feseni (sr. C.5.5.3).
C.5.10 Definice

Funkce Y, definovand pro kazdé v € R a kazdé x € (0, 00) vztahem

Y(z) = lim Je(x) cos T — J_e(x)
E—v sin ¢

se nazyva Besselova funkce druhého druhu tddu v. (N&kdy také Neumannova funkce.)

Pokud v € Z, je jmenovatel zlomku za limitou nenulovy a tedy pro v ¢ Z lze psat

Jy(x) cosmv — J_,(x) .

sin v

Y, (z) =

Je-liv = n € Z, jsou ¢itatel i jmenovatel zlomku za limitou nulové a limitu lze tedy vypocitat podle de I’'Hospital-

ova pravidla:
Yi(z) = %([%Ju(x)} ey [%J_V(x)} U_n) .
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C.5.11 Véta

Funkce Y, je FeSenim rovnice (C.31) pro libovolné v € R. Pro wronskian funkci J, a Y, plati W(z, J,,,Y,) = —.
g
(Funkee J, a 'Y, tedy tvofi fundamentalni systém FeSeni rovnice (C.31).)

D.: Viz napt. G.N.Watson, A Treatise on the Theory of Bessel Functions, Cambridge University Press, 1922,
str. 58-76. [J

C.5.12 Poznamka

Besselovy funkce druhého druhu spliuji stejné vztahy, jako funkce prvniho druhu:

(Jc—”Yl,(x))/ = —27"Y,41(2),
(x”Y,,(:c))/ = z"Y,_1(x),
Vo) = Z2¥(@) = Yo (o),
Vi) = 5 (Veal) Vi)
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Dodatek D

Laplacetiv operator v krivocarém
souradném systému

n
0%u
A —
“= 8:172’
=1
podrobnéji
- O?u(ry, o, ..., 1p)
Au(zy, T, .. Tn) = Duy g, W(T1, T2, oo Ty Z ’ ’2 !
i=1 i
Souradnice 1, Zsa, ..., T, transformujeme na souradnice ¢, go, ..., q,. Pak je
Ty = (q17q25"'aqn)7 qgi = qi($15$25"'7x71)7
ou zn: Odu 9g;
dx; = dgq; 0x;’
n n n
o%u _ Za @a‘b)zz 3;'2 Pu_ dgqi  Ju 8¢, _
ox? = Ox; \ 0g; Ox; =\ 0% A dq;0q, Oz; = Oq; 92
n n n
0“u  9q; O ou 0%q;
- ZZ(’) %) aq] an +Za_aq2]
G=1k=1 qx OZ; 0% j=1 q; 0T
prot=1,2,...,n. Tedy
n n
0%u  Oq; Oqy Ou 0%q;
A — v} il =
q1,q2,--,qn U ; (] - dq aqk Ox; O, Z 5% 5%

Specialni pripady:
Polarni souradnice v roviné
T =rcosyp, y=rsingy,

V tomto pfipadé je

n

=23

7,k=1

5 (3

3%

r=vax?+y?, gozarctgg—i—
x

o ___x O _y o0~y
or Pty Oy R+ O a4y
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Jq; Oqx
Ox; Ox;

9? q;

%)

=t

g(l —sgnz) + 2kmw

¢ _
oy

X
$2+y2’



x
/.I'2 +y2 S —
0%r Vaz+y? 2 %r x2

_ Yy gr___ v
812 - $2+y2 - ($2+y2)3/2’ ay2 ($2+y2)3/27
&% 2z 0% 2y

02 :yx2+y2’ A2 = $$2+y2’

a dale

2 2 9 2 2 2 2 2
1
(@) +(57") _TAy (%) +(%) :(fvi:_ ordp  Oorde_

Ox Ay x2 492 Ox Ay w2 4+y2)? 27 Oxdr  Jydy N
Pr Or __yrre® 1 Py Pe
oz2  Oy? (22 + y2)>/? ) 0z Oyz

Laplacetv operator transformovany do polarnich soufadnic tedy je

Au*& ﬁ2+ﬁ2+a2u ﬁ%+&%+@ a_<p2+a_<p2+
T or2 Ox Oy Ordp \ Ox Ox Oy Oy 0p? Ox Oy

du(Pr O\ on (0 P\ _ 0 1o 10w
oxr? = Oy? Op \ 02  Oy?

or o2 r2 92 ror’

Tento vysledek mizeme zapsat ve tvaru

1a(au) 1 9%u

Apou = -2 (20 228
ot ror \' or 72 02

Cylindrické souradnice v trojrozmérném prostoru

T=rcosp, y=rsing, z=z, r=+v/22 + 92, gpzarctgngg(lfsgnx)qLle, z2=12z
x
A 10 Ju 1 0%u L 0%u
U = —— [r— Sl i
Bt ror \  Or r2 0p2 022

Sférické souradnice v trojrozmérném prostoru

T =rcospcost, y=rsinpcosd, z = rsind,
T z

r=vx% 4y + 22, @zarctgng (1 —sgnx) + 2km, ¥ = arcsin ——————
z 2 /22 + 42 + 22

A u = ig 7‘2@ _i_#@_i_#i 00819@
red U= T or r2cos2 ¥ 0?2  r2cost OV 09
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