
Rovnice matematické fyziky M4010

Tento text obsahuje př́ıklady a návody do cvičeńı
k předmětu, je pr̊uběžně opravován a doplňován. Tato

verze je k datu

April 27, 2016.
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Cvičeńı PDE 0.

Opakováńı obyčejných diferenciálńıch rovnic (prvńı řád: Picardova a Peanova
věta, Lipschitzova podmı́nka, rovnice separovatelné, rovnice s homogenńı funkćı,
rovnice převoditelné na separaci, lineárńı, Bernoulliova, exaktńı, Clairautova
a Lagrangeova rovnice, vyšš́ı řád: lineárńı s konstantńımi koeficienty, metoda
variace konstant, speciálńı pravá strana, soustavy rovnic. Skripta Roman Plch:
Př́ıklady z matematické analýzy, Diferenciálńı rovnice
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Cvičeńı PDE 1.

Opakováńı parciálńı derivace, derivace složené funkce, převod operátor̊u a PDE
do nových proměnných. Pojmy (definujte): Parciálńı derivace, druhá a vyšš́ı
parciálńı derivace, Schwarzova věta, derivace ve směru, operátor rotace, gradi-
entu, divergence, Laplace̊uv operátor.

1. S využit́ım vzorc̊u

zx = zuux + zvvx, zy = zuuy + zvvy

odvďte vzorce pro převod zxx, zyy, zxy.

Řešeńı:

zxx = zuuu
2
x + 2zuvuxvx + zvvv

2
x + zuuxx + zvvxx

zyy = zuuu
2
y + 2zuvuyvy + zvvv

2
y + zuuyy + zvvyy

zxy = zuuuxuy + zuv[uxvy + uyvx] + zvvvxvy + zuuxy + zvvxy

2. Vypočtěte parciálńı derivace následuj́ıćıch funkćı podle všech proměnných
prvńıho (př́ıpadně i druhého) řádu:

z =
x2
√
y

arctg(x− 2y)

z = cos
√
xy

(x2+y2)

z =

√
arccos

xy − x2
x2 + y + 1

u =
1√

x2 + y2 + z2
· exyz

u = (x sin y cos z)(x−y+
√
z)

3. Převeďte PDE do nových proměnných u a v:

a) zxx − zyy = 0, u = x+ y, v = x− y
(řešeńı: 4zuv = 0)

b) zxx − y4zyy − 2y3zy = 0, u = x+ 1
y , v = x− 1

y

(řešeńı: 4zuv = 0)

c) x2zxx − y2zyy + xzx − yzy = 0, u = xy, v = x
y

(řešeńı: 4uvzuv = 0)

3



d) x2zxx − (x2 + y2)zxy + y2zyy − 2yzy − 2xzx = 0, u = x+ y, v = 1
x + 1

y

e) y2zxx + x2zyy − 2xyzxy = 0, u =
√
x2 + y2, v = xy

(řešeńı: (u2 − 4v2)zvv + u2−2v2
u3 zu = 0?)

f) xzxx + yzxy + zx, u = x+ y, v = y
x+y

g) zxx − yzyy − 1
2zy = 0, u = x− 2

√
y, v = x+ 2

√
y

(řešeńı: zuv = 0)

h) zxx − 2zxy + zyy − 1
2zy = 0, u = x+ y, v = 1

x−y

i) xzxx − yzyy = 0, u =
√
x+
√
y, v =

√
x−√y

(řešeńı: (u2 − v2)zuv + 4vzu − 4uzv = 0?)

4. Nav́ıc Převeďte Laplace̊uv operátor do válcových a kulových souřadnic.
Př́ıpadně převeďte i daľśı operátory (gradiend, rotace, divergence).

Řešeńı:

∆kulove =
∂2

∂r2
+

1

r2
∂2

∂ϑ2
+

1

r2 sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2tgϑ

∂

∂ϑ

∆valcove =
∂2

∂%2
+

1

%2
∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2
+

1

%

∂

∂%

Domáćı úkol: Vymyslete a vypočtěte př́ıklad podobný jako 2 (výpočet
parciálńı derivace), 3 (převod PDE do nových souřadnic), 4 (převod operátoru
do nových souřadnic).
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Cvičeńı PDE 2.

Opakováńı Fourierových řad, Fourierova a Laplaceova transformace, konvoluce
funkćı. Pojmy: skalárńı součin, ortogonalita, ortonormálnost, ortogonálńı pro-
jekce, ortogonálńı posoupnost, Fourierova řada, Fourierovy koeficienty, Besselova
nerovnost, Parsevalvova rovnost, stejnoměrná a bodová konvergence, Dirichle-
tova věta, liché, sudé, periodické rozš́ı̌reńı funkce. Daľśı př́ıklady Došlá, Novák:
Nekonečné řady.

Fourierova řada funkce f vzhledem k ortogonálńımu systému {ϕn}:

∞∑
n=1

(f, ϕn)

(ϕn, ϕn)
· ϕn,

kde ( , ) je skalárńı součin.

1. Nav́ıc Ukažte ortogonalitu systému {1, cosnx, sinnx} vzhledem ke skalárńımu
součinu

(f, g) =

π∫
−π

f(x)g(x)dx.

Ukažte, že Fourierova řada 2π-periodické funkce má pak tvar

a0
2

+

∞∑
n=1

(
an cosnx+ bn sinnx

)
,

kde

an =
1

π

π∫
−π

f(x) cosnxdx, n ∈ N ∪ {0},

bn =
1

π

π∫
−π

f(x) sinnxdx, n ∈ N.

2. Jak bude vypadat rozvoj 2h- periodické funkce integrovatelné na intervalu
[−h, h]?

Řešeńı:
a0
2

+

∞∑
n=1

an cos
nπ

h
x+ bn sin

nπ

h
x,

kde

an =
1

h

h∫
−h

f(x) cos
nπ

h
xdx, n ∈ N ∪ {0},
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bn =
1

h

π∫
−h

f(x) sin
nπ

h
xdx, n ∈ N.

Pozn.: Podobně postupujte na libovolném intervalu [a, b].

3. Nav́ıc Vyjádřete Fourierovu řadu v oboru C

∞∑
−∞

cneinx, cn =
1

2π

π∫
−π

f(x)e−inx.

(Využijte vztah̊u

cosx =
eix + e−ix

2
, sinx =

eix − e−ix

2i
,

cn =
an − bni

2
, c−n =

an + bni

2
.

4. Nalezněte Fourierovu řadu funkce

a) f(x) = x2 na [−π, π]

(řešeńı: π2

3 + 4
∑∞
n=1

(−1)n
n2 cosnx)

b) f(x) = ex na [0, 2π]

(řešeńı: e2π−1
π

[
1
2 +

∑∞
n=1

(
1

n2+1 cosnx− n
n2+1 sinnx

)]
)

c) f(x) = x kosinovou řadu na [0, π]

(řešeńı: π
2 + 2

π

∑∞
n=1

(−1)n−1
n2 cosnx)

d) f(x) = x na [−1, 1]

(řešeńı: 2
π

∑∞
n=1

(−1)n−1

n sinnπx)

e) sgn(x) na [−π, π] (řešeńı: 4
π

∑∞
n=1

sin(2n−1)x
2n−1 )

f) f(x) = 0 pro x ∈ [−π, 0], f(x) = sinx pro x ∈ [0, π] (řešeńı: 1
π + 1

2 sinx−
2
π

∑∞
n=1

cos 2nx
4n2−1 )

g) f(x) = cosx pro x ∈ [0, π2 ]], f(x) = − cosx pro x ∈ (π2 , π] — kosinovou
řadu. (řešeńı: 2

π + 4
π

∑∞
n=1(−1)n−1 cos 2nx

4n2−1 )

h) f(x) = |x| na (−l, l) (řešeńı: l
2 −

4l
π2

∑∞
k=1

1
(2n−1)2 cos (2n−1)πx

l )
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Domáćı úkol:
Výpočet alespoň jedné Fourierovy řady nějaké funkce.

Zopakovat (v́ıce ve cvičeńı 6):

Konvoluce funkćı f a g:

f ? g(x) =

∞∫
−∞

f(t)g(x− t)dt

Fourier̊uv obraz funkce f :

F(f)(ω) = f̂(ω) =

∞∫
−∞

f(t)e−iωtdt

Laplace̊uv obraz funkce f :

L(f)(s) = f̃(s) =

∞∫
0

f(t)e−stdt
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Cvičeńı PDE 3.

PDE prvńıho řádu pro funkci dvou proměnných: lineárńı homogenńı, quasi-
lineárńı, obecná, lineárńı nehomogenńı. Quasilineárńı rovnice pro funkci n-
proměnných. Metoda charakteristik a metoda převodu na kanonický tvar.

Návody pro cvičené opice:

Lineárńı homogenńı rovnice:

a(x, y)ux + b(x, y)uy = 0

Řešeńı metodou charakteristik, tj. soustavou rovnic:

x′(s) = a(x, y), y′(s) = b(x, y).

Soustava má řešeńı x = x(s), y = y(s). Je-li φ(x, y) = C implicitńı popis
charakteristických trajektoríı, pak funkce u(x, y) = Φ(φ(x, y)) je řešeńı rovnice.
Jaká je geometrická interpretace tého úlohy?

Okrajová úloha pro lineárńı rovnici vznikne přidáńım podmı́nky:

x = ϕ(σ), y = ψ(σ), u(ϕ(σ), ψ(σ)) = f(σ)

Do řešeńı soustavy x = x(s, C1, C2), y = y(s, C1, C2) dosad́ıme za s = 0 a z
rovnic x(0, C1, C2) = ϕ(σ), y(0, C1, C2) = ψ(σ) urč́ıme konstanty C1 a C2. Po
dosazeńı vypočtených konstant zpět do rovnic x = x(s, σ), y = y(s, σ) vyjádř́ıme
σ pomoćı x a y a dosad́ıme do u = f(σ) dostaneme řešeńı počátečńı úlohy, které
je jediné:

u(x, y) = f(σ(x, y)).

1. Řešte rovnice nebo okrajové úlohy, u rovnic bez okrajové podmı́nky zvolte
vhodnou křivku, zadejte okrajovou podmı́nku a určete řešeńı:

a) xux + yuy = 0
(řešeńı u = Φ(y/x) nebo u = Φ(x/y))

b) yux + xuy = 0
(řešeńı u = Φ(x2 − y2))

c) yux − xuy = 0, x = σ, y = σ, u(σ, σ) = 2σ2

(řešeńı u = x2 + y2)

d) sinx sin yux + cosx cos yuy = 0, u = cos 2y na x+ y = π
2

(řešeńı: u = 2 cos y sinx− 1)

e) sinx sin yux + cos y cos yuy = 0

(řešeńı: u = Φ
(

1−cos x
1+cos x · e

− 2
cos y

)
)
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Quasilineárńı rovnice

a(x, y, u)ux + b(x, y, u)uy = c(x, y, u)

Řešeńı metodou charakteristik, tj. soustavou rovnic:

x′(s) = a(x, y, u)

y′(s) = b(x, y, u)

u′(s) = c(x, y, u)

Je-li ϕ1 = ϕ1(x, y, u), ϕ2 = ϕ2(x, y, u) implicitńı popis řešeńı této soustavy, pak
řešeńı p̊uvodńı rovnice je dáno implicitně vztahem:

Φ(ϕ1(x, y, u), ϕ2(x, y, u)) = 0.

Okrajová úloha pro quasilineárńı rovnici vznikne přidáńım podmı́nky:

x = ϕ(σ), y = ψ(σ), u(ϕ(σ), ψ(σ)) = f(σ)

Do řešeńı x = x(s, C1, C2, C3), y = y(s, C1, C2, C3), u = u(s, C1, C2, C3)
dosad́ıme za s = 0 a z rovnic x(0, C1, C2, C3) = ϕ(σ), y(0, C1, C2, C3) = ψ(σ),
u(0, C1, C2, C3) = f(σ) urč́ıme konstanty C1, C2, C3. Dosazeńım vypočtených
konstant do rovnic x = x(s, σ), y = y(s, σ) pak vyjádř́ıme s a σ pomoćı x a y
a dosad́ımě do třet́ı rovnice u = u(s, C1(σ), C2(σ), C3(σ)), tak źıskáme řešeńı
počátečńı úlohy, které je jediné:

u = u(s(x, y), C1(σ(x, y)), C2(σ(x, y)), C3(σ(x, y))).

2. Řešte rovnice nebo okrajové úlohy:

a) xux + yuy = 2u, x = cosσ, y = sinσ, u(cosσ, sinσ) = 1
(řešeńı u = x2 + y2)

b) yux + xuy = 2u

(řešeńı u = Φ(ϕ1, ϕ2), ϕ1 = (x+y)2

u , ϕ2 = (x− y)2u)

b1) yux + xuy = 2u, u(x, 0) = 1
(řešeńı u = (x+ y)/(x− y))

b2) yux + xuy = 2u, u(x, 0) = x2

(řešeńı u = (x+ y)2)

c) raději neřešit (u+ y)ux + (u+ x)uy = x+ y

d) ux + uy = u2, u(x, 0) = g(x)

(řešeńı u = g(x−y)
1−yg(x−y) zkontrolovat)
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e) xuy − yux = u, v prvńım kvadrantu, u(x, 0) = g(x)

(řešeńı u = g(
√
x2 + y2)earctan

y
x zkontrolovat)

Obecná rovnice prvńıho řádu s okrajovou podmı́nkou:

F (x, y, u, ux = p, uy = q) = 0

x = ϕ(σ), y = ψ(σ), u(ϕ(σ), ψ(σ)) = f(σ)

Řešeńı metodou charakteristik, tj. soustavou rovnic:

x′(s) = Fp

y′(s) = Fq

u′(s) = pFp + qFq

p′(s) = −Fx − pFu
q′(s) = −Fy − qFu

0 = F (x(0), y(0), u(0), p(0), q(0)) (počátečńı podmı́nka)

Z derivace okrajové podmı́nky f ′ = pϕ′ + qψ′, tj. speciálně

f ′ = p0ϕ
′ + q0ψ

′

a rovnice
F (ϕ(σ), ϕ(σ), f(σ), p0, q0) = 0

vypočteme p0 a q0. Z počátečńı podmı́nky pro soustavu:

x(0) = ϕ(σ)

y(0) = ψ(σ)

u(0) = f(σ)

p(0) = p0

q(0) = q0

Urč́ıme konstanty C1, C2, C3, C4, C5 a dosad́ıme do řešeńı:
x = x(s, C1(σ), C2(σ), C3(σ), C4(σ), C5(σ)),
y = y(s, C1(σ), C2(σ), C3(σ), C4(σ), C5(σ)). Vyjádř́ıme s = s(x, y), σ = σ(x, y)
a najdeme řešeńı okrajové úlohy, které je jediné:

u(x, y) = u(s(x, y), C1(σ(x, y)), C2(σ(x, y)), C3(σ(x.y)), C4(σ(x, y))), C5(σ(x, y))).

3. Řešte rovnice nebo okrajové úlohy:

a) xu2x + yu2y = u, u(σ, σ) = 2σ
(řešeńı u = x+ y)

b) xu2x + yu2y = u, u(1, y) = 1
(řešeńı u = x a u = (2−

√
x)2)
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b) uxyy = u, u(0, y) = y2

(řešeńı u = (y + x
4 )2)

Lineárńı nehomogenńı rovnice:

a(x, y)ux + b(x, y)uy = f(x, y, u)

Řešeńı převodem na kanonický tvar:
Řeš́ıme obyčejnou diferenciálńı rovnici

y′ =
dy

dx
=
b(x, y)

a(x, y)
.

Původńı rovnici transformujeme do novým proměnných ξ = ϕ(x, y), η = y, kde
ϕ(x, y) = C je implicitńı popis řešeńı obyčejné rovnice. Transformaćı źıskáme
kanonický tvar

uη(ξ, η) = F (ξ, η, u),

který vyřeš́ıme integraćı.

4. Řešte rovnice nebo okrajové úlohy:

a) Řešte rovnice, u kterých je to možné, z předchoźıch zadáńı převodem na
kanonický tvar.

b) xux + yuy = 2u
(řešeńı u = k( yx ) · y2)

c) yux + uy = −u
(řešeńı u = k(y2 − 2x) · ey)

d) ux + uy = −u(x− y)

(řešeńı u = k(y − x) · ey2−xy

e) x2ux + xyuy = u2

(řešeńı u = x
1+xC( yx )

= xy
y+xyD( yx )

)

e1) x2ux + xyuy = u2, u(1, y) = y
(řešeńı u = xy

y+x2−xy

e2) x2ux + xyuy = u2, u(cosσ, sinσ) = 1
(řešeńı u = x

1+x

[
1−
√

1+ y2

x2

] )

e3) x2ux + xyuy = u2, u(x, 1− x) = x

(řešeńı u = x2

x+y2+xy )
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Quasilineárńı rovnice pro funkci n proměnných s okrajovou podmı́nkou:

n∑
i=1

ai(x1, . . . , xn, u)uxi = f(x1, . . . , xn, u),

xi = ϕi(σ1, . . . , σn−1), i = 1, . . . n, u(ϕ1, . . . , ϕn) = u0(σ1, . . . , σn−1).

Řešeńı metodou charakteristik:

je analogické (ale pracné, proto to ani nebudeme zkoušet). Řeš́ıme sous-
tavu n + 1 rovnic x′i = ai, i = 1, . . . n, u′ = f . Dosad́ıme s = 0, urč́ıme
konstanty, vyjádř́ıme s, σ1, . . . , σn−1 z n rovnic pro xi a dosad́ıme do řešeńı
u = u(s(x1, . . . , xn), σ(x1, . . . , xn)).

Transportńı rovnice

5. Ukažte, že řešeńı transportńı rovnice pro funkci u = u(t, x, y, z) a vektor
~b = (b1, b2, b3)

ut +~b · (ux, uy, uz) = f(t, x, y, z)

s počátečńı podmı́nkou
u(0, x, y, z) = g(x, y, z)

je

u(t, x, y, z) = g(x−b1t, y−b2t, z−b3t)+
t∫

0

f(ξ, x−b1(t−ξ), y−b2(t−ξ), z−b3(t−ξ))dξ.

Dále ukažte, že řešeńı rovnice

ut +~b · (ux, uy, uz) + cu = 0, kde c je konstanta

je
u(t, x, y, z) = g(x− b1t, y − b2t, z − b3t)e−ct.

Navrhněte konkrétńı př́ıklady transportńıch rovnic s počátečńımi podmı́nkami
a vyřešte.

Cvičeńı ze skript Franc̊u:

6. Nalezněte obecné řešeńı následuj́ıćıch lineárńıch rovnic:

a) xux − yuy + (x2 + y2)uz = 0
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b) yux − xuy + 2xyuz = 0

c) xux + 2yuy − (2x2 + 4y2)uz = 0

d) xux + yuy + 2zuz = 0

e) ux + yuy + 2zuz = 0

7. Nalezněte obecné řešeńı následuj́ıćıch kvazilineárńıch rovnic i řešeńı splňuj́ıćı
uvedenou podmı́nku:

a) xux − yuy = x2 + y2, u(x,−x) = x2

b) yux − xuy = 2xy, u(x, x) = 2x2 − 1

c) xux + 2yuy + (2x2 + 4y2) = 0, u(x, x) = 1− x2

d) xux + yuy = 2u, u(x, 1) = x

e) ux + yuy = 2u, u(x, 1) = ex

f) yuux + xuuy = 2xy, u(x, 0) = 2x

g) 2xux − yuy = x2 + y2, u(2, y) = 1− y2

h) x2ux + yuy = 2u, u(1, y) = y3

i) ux − y2uy = u2, u(x, 1) = 1
2x

j) xux + yuy = 2(x2 + y2), u(1, y) = 2y2 + 1

8. V rovnićıch určete a načrtněte charakteristiky, napǐste obecné řešeńı,
zvolte si vhodnou podmı́nku a určete partikulárńı řešeńı. Spočtené řešeńı ověřte
zkouškou.

a) ux + 3uy = 0

b) 2ux − uy = 0

c) ux + yuy = 0

d) ux + xuy = 0

e) xux + yuy = 0

f) xux − yuy = 0

g) yux + xuy = 0

h) yux − xuy = 0

i) xux + 2yuy = 0
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j) xux − 2yuy = 0

k) yux + 2xuy = 0

l) yux − 2xuy = 0

Domáćı úkol:
Vyřešeńı třech homogenńıch lineárńıch rovnic, nákres charakteristik. Vyřešeńı
dvou nehomogenńıch lineárńıch rovnic obecně, poté s okrajovou podmı́nkou,
obrázek. Řešte jak převodem na kanonický tvar, tak pomoćı metody charak-
teristik (pro quasilineárńı rovnice). Vyřešeńı jedné quasilineárńı a jedné obecné
rovnice s okrajovou podmı́nkou metodou charakteristik.
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Cvičeńı PDE 4.
Klasifikace lineárńıch PDE druhého řádu, Sylvestr̊uv zákon, signatura kvadrat-
ických forem. Metoda převodu na kanonický tvar - výpočet nových proměnných.

Klasifikace rovnic pro dvě proměnné:
Rovnice

A(x, y)uxx + 2B(x, y)uxy + C(x, y)uyy = F (x, y, u, ux, uy)

je

• hyperbolická, jestliže B2 −AC > 0, kanonický tvar:

uξη = F1(ξ, η, uuξ, uη)

• parabolická, jestliže B2 −AC = 0, kanonický tvar:

uξξ = F2(ξ, η, u, uξ, uη)

• eliptická, jestliže B2 −AC < 0, kanonický tvar:

uξξ + uη,η = F3(ξ, η, u, uξ, uη)

Charakteristická rovnice je obyčejná diferenciálńı rovnice druhého řádu

Ay′2 − 2By′ + C = 0

tj.

H y′ = 1
A

[
B ±

√
B2 −AC

]
pro hyperbolickou,

P y′ = B
A pro parabolickou,

E nemá reálné charakteristiky pro eliptickou rovnici, y′ = 1
A

[
B ± i

√
AC −B2

]
=

µ± iν.

(Transformace do nových souřadnic ξ = ξ(x, y), η = η(x, y) muśı splňovat
ξxηy 6= ξyηx.)

Hyperbolická rovnice
Transformujeme ji do nových proměnných ξ = ϕ(x, y), η = ψ(x, y), kde

ϕ(x, y) = C1, ψ(x, y) = C2 je implicitńı vyjádřeńı charakteristik (řešeńı H).

Parabolická rovnice
Transformujeme ji do nových proměnných ξ = ϕ(x, y), η = ψ(x, y), kde

ψ(x, y) = C2 je implicitńı vyjádřeńı charakteristiky (řešeńı P) a ϕ(x, y) je libo-
volná nezávislá funkce.

Eliptická rovnice
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Transformujeme ji do nových proměnných ξ = ϕ(x, y), η = ψ(x, y), kde
ϕ(x, y) = 1

2 (Φ + Ψ), ψ(x, y) == 1
2i (Φ − Ψ) a Φ(x, y) = C1, Ψ(x, y) = C2 je

implicitńı vyjádřeńı charakteristiky (řešeńı E).

Rovnice s konstantńımi koeficienty Řešeńı rovnice

Auxx + 2buxy + cuyy = dux + euy + fu+ g(x, y)

můžeme (po předchoźı transformaci) hledat ve tvaru u = veλξ+µη, v = v(ξ, η) a
vhodnou volbou konstant λ a µ převést na jednodušš́ı tvar.

1. Klasifikujte a převeďte rovnici na kanonický tvar (s výjimkou eliptických
nalezněte řešeńı):

a) yuyy − xuxy + uy = 0
(řešeńı: hyperbolická, ξ = x, η = xy, uξη = 0, u = F (x) +G(xy))

b) x2uxx − 2xyuxy + y2uyy − x2ux + (x+ 2)yuy = 0
(řešeńı: parabolická, např. ξ = xy, η = x, η2(uηη − uη) = 0, u =
ex · C(xy) +D(xy)?)

c) y2uyy+x2uyy = 0 (řešeńı: eliptická, ξ = y2, η = x2, 2ξη∆u = −ξuη−ηuξ)

d) uxx − uxy + 2uyy = 0
(řešeńı: eliptická, ξ = x− 2y, η =

√
7x, ∆u = 0)

Cvičeńı ze skript Franc̊u:
Klasifikujte a převeďte rovnici na kanonický tvar

a) uxx − 6uxy + 9uyy − 3ux = 0

b) uxx + 4uxy + 3uyy = 2ux + uy

c) uxx − uxy + 2uyy = 0

d) uxx + uxy + 2uyy = 0

e) x2uxx − y2uyy = 0

f) y2uxx + x2uyy = 0

g) x2uxx + 2xyuxy + y2uyy = 0

h) uxx + 2uxy + uyy + 3ux − 5uy + 4u = 0

i) uxx + 4uxy + 3uyy + 5ux + 5uy + 4u = 0

j) 5uxx − 6uxy + uyy = uy
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k) uxx + 6uxy + 9uyy = ux + uy

l) uxx − 7uxy + 12uyy = ux

m) uxx + 2uxy − 15uyy = uy + u

n) 3uxx − 4uxy + uyy = 3ux − uy

Domáćı úkol

Převeďte na kanonický tvar jednu eliptickou, jednu parabolickou a jednu
hyperbolickou rovnici.
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Cvičeńı PDE 5.
Řešeńı počátečńı úlohy pro hyperbolickou rovnici ve dvou nezávisle proměnných.

1. Homogenńı hyperbolická rovnice (kmity nekonečné struny)
Rovnice

utt(t, x) = a2uxx(t, x), (t, x) ∈ (0,∞)× (−∞,∞),

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x), x ∈ (−∞,∞),

má řešeńı

u(t, x) =
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ)dξ.

2. Homogenńı hyperbolická rovnice (kmity nekonečné struny) s
obecným počátkem
Rovnice

utt(t, x) = a2uxx(t, x), (t, x) ∈ (σ,∞)× (−∞,∞),

u(σ, x) = ϕ(x), ut(σ, x) = ψ(x), x ∈ (−∞,∞),

má řešeńı

u(t, x) =
ϕ(x− a(t− σ)) + ϕ(x+ a(t− σ))

2
+

1

2a

x+a(t−σ)∫
x−a(t−σ)

ψ(ξ)dξ.

3. Nehomogenńı hyperbolická rovnice s homogenńı počátečńı podmı́nkou
(buzené kmity nekonečné struny)
Rovnice

utt(t, x) = a2uxx(t, x) + f(t, x), (t, x) ∈ (0,∞)× (−∞,∞),

u(0, x) = 0, ut(0, x) = 0, x ∈ (−∞,∞),

má řešeńı

u(t, x) =
1

2a

t∫
0

 x+a(t−σ)∫
x−a(t−σ)

f(σ, ξ)dξ

dσ.

4. Obecná počátečńı úloha pro nehomogenńı hyperbolickou rovnici
Rovnice

utt(t, x) = a2uxx(t, x) + f(t, x), (t, x) ∈ (0,∞)× (−∞,∞),

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x), x ∈ (−∞,∞),
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má řešeńı

u(t, x) =
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ)dξ+
1

2a

t∫
0

 x+a(t−σ)∫
x−a(t−σ)

f(σ, ξ)dξ

 dσ.

5. Obecná počátečńı úloha pro nehomogenńı hyperbolickou rovnici
s jednou okrajovou podmı́nkou (kmity nekonečné struny upevněné na
jednom konci)
Rovnice

utt(t, x) = a2uxx(t, x) + f(t, x), (t, x) ∈ (0,∞)× (0,∞),

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x), x ∈ (0,∞),

u(t, 0) = 0, t ∈ (0,∞),

má řešeńı

u(t, x) =
ϕ̃(x− at) + ϕ̃(x+ at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ̃(ξ)dξ+
1

2a

t∫
0

 x+a(t−σ)∫
x−a(t−σ)

f̃(σ, ξ)dξ

 dσ,

kde ϕ̃, ψ̃, f̃ jsou lichá rozš́ı̌reńı funkćı ϕ, ψ, f .
(Je-li okrajová podmı́nka nehomogenńı u(t, 0) = α(t) je řešeńı

u(t, x) = v(t, x) + α(t),

kde v(t, x) je řešeńı předchoźı úlohy, ve které f(t, x) nahrad́ıme f(t, x)− α′′(t),
ψ(x) nahrad́ıme ψ(x)− α′(0) a v(t, 0) = 0.)

6. Obecná počátečńı úloha pro hyperbolickou rovnici s okrajovými
podmı́nkami Dirichletova typu (kmity konečné struny upevněné na
obou konćıch)
Rovnice

utt(t, x) = a2uxx(t, x) + f(t, x), (t, x) ∈ (0,∞)× (0, l),

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x), x ∈ (0, l),

u(t, 0) = u(t, l) = 0, t ∈ (0,∞),

má řešeńı

u(t, x) =

∞∑
n=1

(An cosnωt+Bn sinnωt) sin
nπ

l
x+

t∫
0

l∫
0

f(σ, ξ)G(x, ξ, t− σ)dξdσ,
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kde

ω =
aπ

l
,

An =
2

l

l∫
0

ϕ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ,

Bn =
2

nπa

l∫
0

ψ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ,

G(x, ξ, t− σ) =
2

aπ

∞∑
n=1

1

n
sin

nπ

l
x sin

nπ

l
ξ sin

nπa

l
(t− σ).

(Pro nehomogenńı okrajovou podmı́nku u(t, 0) = α, u(t, l) = β je u =
v(t, x) +U(t, x), kde U(t, x) = α(t) + x

l (β(t)−α(t)) a v(t, x) je řešeńı předchoźı
úlohy ve které f(t, x) nahrad́ıme f(t, x)−Utt(t, x)+a2Uxx(t, x), ϕ(x) nahrad́ıme
ϕ(x)− U(0, x), ψ(x) nahrad́ıme ψ(x)− Ut(0, x) a v(t, 0) = v(t, l) = 0.)

1. Nalezněte řešeńı:

a) utt − uxx = 0, u(x, 0) = sinx, ut(x, 0) = x cosx
(řešeńı: u = 1

2 [sin(x− t) + sin(x+ t) + (x+ t) sin(x+ t) + cos(x+ t)−
−(x− t) sin(x− t)− cos(x− t)])

b) utt − uxx = 0, u(x, 0) = 2x, ut(x, 0) = ln(1 + x2)
(řešeńı: u = 2x+ 1

2

[
(x+ t) ln(1 + (x+ t)2)− 2(x+ t) + 2 arctan(x+ t)−

−(x− t) ln(1 + (x− t)2) + 2(x− t)− 2 arctan(x− t)
]
)

c) utt − uxx = sinx, u(x, 0) = x, ut(x, 0) = 1
x

(řešeńı: u = x+ ln
√

x+t
x−t + sinx− sinx cos t?)

Domáćı úkol: Najděte řešeńı nehomogenńı hyperbolické rovnice s obecnou
počátečńı podmı́nkou

• bez okrajové podmı́nky

• s jednou okrajovou podmı́nkou

• se dvěma okrajovými podmı́nkami
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Cvičeńı PDE 6.
Metoda integrálńıch transformaćı.

O všech funkćıch, jejichž Fourier̊uv obraz potřebujeme, předpokládáme, že
f ∈ L1(R), tj.

∞∫
−∞

|f(x)|dx <∞.

Konvoluce:

(f ? g)(x) =

∞∫
−∞

f(x− y)g(y)dy

1. Dokažte komutativitu a asociativitu konvoluce.

Fourier̊uv obraz funkce f :

F(f)(ξ) = f̂(ξ) =

∞∫
−∞

f(x)e−iξxdx

(f̂ obecně nemuśı být prvkem L1(R).)

Inverzńı Fourier̊uv obraz funkce g:

ǧ(x) = F−1(g)(x) =
1

2π

∞∫
−∞

g(ξ)eiξxdξ.

(pro stejnoměrně spojitou funkci f ∈ L1(R) a je-li f̂ ∈ L1(R) plat́ı f =
F−1[F(f)].

2. Dokažte některé z vlastnost́ı Fourierovy transformace:

Vlastnosti Fourierovy transformace:

a) Je-li f ∈ L1(R) omezená, pak f̂ je spojitá

b) Linearita F(αf + βg) = αF(f) + βF(g)

c) Změna měř́ıtka pro fR(x) = f(Rx), R > 0: f̂R(ξ) = 1
R f̂
(
ξ
R

)
d) Transformace derivace, je-li limx→±∞ f(x) = 0: f̂ ′(ξ) = iξf̂(ξ)

e) Derivace transformace: df̂
dξ = −i ˆxf(x)
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f) Transformace konvoluce: F(f ? g)(x) = f̂(ξ)ĝ(ξ)

g) Transformace posunut́ı pro fa(x) = f(x− a): f̂a(ξ) = f̂(ξ)e−iaξ

h) Posunut́ı transformace: F(feiax)(ξ) = f̂(ξ − a)

i) Základńı identita:
∞∫
−∞

fĝ =
∞∫
−∞

f̂g

h) Zobrazeńı f → 1√
2π
f̂ je L2-izometrie na množině L1 ∩ L2 (tj. zachovává

normu).

Rovnice vedeńı tepla
3. Pomoćı Fourierovy transformace převeďte rovnici

ut = κuxx, x ∈ R, t ∈ R+

na tvar (jehož řešeńı nalezněte):

ût(ξ, t) = −κξ2û(ξ, t)

Řešeńı počátečńı úlohy

ut = κuxx, u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R, t ∈ R+

je pak dáno konvolućı

u(x, t) =
1

2
√
πκt

∞∫
−∞

ϕ(y)e−
(x−y)2

4κt dy

Řešeńı počátečńı úlohy pro nehomogenńı rovnici

ut = κuxx + f(x, t), u(x, 0) = 0, x ∈ R, t ∈ R+

je dáno vztahem

u(x, t) =
1

2
√
πκ

t∫
0

1√
t− σ

∞∫
−∞

f(y, σ)e−
(x−y)2
4κ(t−σ) dydσ

4. Pomoćı těchto vzorc̊u a ”errorfunkce” erf(x) = 2√
π

∫ x
0
e−ξ

2

dξ vyjádřete

řešeńı následuj́ıćıch úloh.

a) ut = uxx, u(x, 0) = 1 pro x ∈ (−1, 1), jinak nula

(řešeńı: u(x, t) = 1
2

[
erf
(
x+1
2
√
t

)
− erf

(
x−1
2
√
t

)]
)

b) př́ıklady z textu k přednáškám, str. 34
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Cvičeńı PDE 7.

Metoda separace proměnných (Fourierova)

Řešeńı rovnice hledáme ve tvaru

u(x, t) = X(x) · T (t)

Dosad́ıme do rovnice a řeš́ıme separaćı proměnných.

I. Pro parabolickou rovnici ut = kuxx s počátečńı podmı́nkou u(x, 0) = ϕ(x)
dostáváme

T ′

kT
=
X ′′

X
= −λ

a tedy
T = ce−λkt, X = c1eµx + c2e−µx, µ2 + λ = 0

Dosad́ıme do okrajových podmı́nek

A. Dirichletovy: u(0, t) = u(l, t) = 0 =⇒

u(x, t) =

∞∑
n=1

cn sin
nπx

l
e−(nπl )

2
kt,

kde cn urč́ıme z počátečńı podmı́nky

cn =
2

l

l∫
0

ϕ(x) · sin nπx
l

dx.

B. Neumannovy: ux(0, t) = ux(l, t) = 0 =⇒

u(x, t) =

∞∑
n=0

cn cos
nπx

l
e−(nπl )

2
kt,

kde cn urč́ıme z počátečńı podmı́nky

c0 =
1

l

l∫
0

ϕ(x)dx, cn =
2

l

l∫
0

ϕ(x) · cos
nπx

l
dx.

C. Smı́̌sené 1: x(0, t) = ux(l, t) = 0 =⇒

u(x, t) =

∞∑
n=1

cn sin
(n− 1

2 )πx

l
e
−
(

(n− 1
2
)π

l

)2

kt
.
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D. Smı́̌sené 2: xx(0, t) = u(l, t) = 0 =⇒

u(x, t) =

∞∑
n=1

cn sin
(2n− 1)πx

l
e
−
(

(2n−1)π
l

)2
kt
.

E. Jiné (např. Newtonovy): postupujeme podobně, ale výpočty jsou složitěǰśı,
koeficienty cn jsou vždy koeficienty rozvoje funkce ϕ(x) do př́ıslušné Fourierovy
řady.

II. Pro hyperbolickou rovnici utt = a2uxx s počátečńımi podmı́nkami u(x, 0) =
ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), dostáváme

T ′′

a2T
=
X ′′

X
= −λ

a tedy

Tn = an cos
(√

λnat
)

+ bn sin
(√

λnat
)
,

u X postupujeme stejně jako v př́ıpadě parabolické rovnice — č́ısla µn =
√
λn

urč́ıme dosazeńım do okrajových podmı́nek a č́ısla an a bn jsou koeficienty
rozvoje do př́ıslušných Fourierových řad dané počátečńımi podmı́nkami:

a0 =
1

l

l∫
0

ϕ(x)dx, an =
2

l

l∫
0

ϕ(x) cos
(√

λnx
)

dx, bn =
2

l
√
λn

l∫
0

ϕ(x) sin
(√

λnx
)

dx.

III. Pro eliptickou rovnici ∆u(x, y) = 0 dostáváme

X ′′(x)

X(x)
= −Y

′′(y)

Y (y)
= −λ

a tedy

Yn = Ane
√
λny +Bne−

√
λny,

u X postupujeme stejně jako v př́ıpadě parabolické a hyperbolické rovnice —
č́ısla

√
λn, An a Bn urč́ıme z daľśıch zadaných podmı́nek.

1.Pro uvedené typy okrajových podmı́nek (A, B, C, D — Dirichletovy, Neu-
mannovy, smı́̌sené) proveďte pečlivě výpočet řešeńı rovnice X ′′ + λX = 0.
Ukažte, že ve všech čtyřech př́ıpadech je λ nezáporné a tedy X lze do okrajových
podmı́nek podmı́nek dosazovat ve tvaru X = C cosβx+D sinβx, iβ = µ =

√
−λ

resp. β =
√
λ.

2.Řešte následuj́ıćı rovnice metodou separace proměnných

a) ut = uxx, u(0, t) = ux(a, t) = 0, u(x, 0) = x(2a− x)
Řešeńı:

u(t, x) =

∞∑
n=1

cne
−
[

(2n+1)
2a π

]2
t
sin

2n+ 1

2a
πx, cn =

2

a

a∫
0

x(2a−x) sin
2n+ 1

2a
πxdx.
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b) utt = uxx, u(0, t) = u(a, t) = 0, u(x, 0) = x(a− x), ut(x, 0) = 0 Řešeńı:

u(t, x) =
8a2

π3

∞∑
n=1,3,5,...

1

n3
sin

nπx

a
cos

nπt

a
.

c) uxx + uyy = 0, u(0, y) = u(a, y) = u(x, a) = 0, u(x, 0) = x(a− x) Řešeńı:

u(x, y) =

∞∑
n=1

sin
nπ

a
x
(
ane

nπ
a y + bne−

nπ
a y
)
,

an =
1

1− e2nπ
· 2

a

a∫
0

x(a− x) sin
nπ

a
xdx,

bn =
1

1− e−2nπ
· 2

a

a∫
0

x(a− x) sin
nπ

a
xdx.

d) uxx+uyy = 0, (x, y) ∈ (0, π)×(0, π), u(0, y) = sin y, u(π, y) = 0, u(x, 0) =
0 = u(x, π).
Řešeńı:

u(x, y) = sin y ·
(

1

1− e2π
· ex +

1

1− e−2π
· e−x

)
.
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Cvičeńı PDE 8.

Metody řešeńı eliptických rovnic.

0. Jako rozcvičku bez znalost́ı metod řešeńı eliptických rovnic nalezněte
nějaké řešeńı rovnice (kanonický tvar z př́ıkladu 4.1.c)

uxx + uyy = −1

2

(
ux
x

+
uy
y

)
.

Využijte symetríı v rovnici a hledejte řešeńı ve vhodném tvaru.
Řešeńı: Např. u(x, y) = konst, u(x, y) = C1

√
x + C2

√
y + C3 (hledáme ve

tvaru u = F (x) + G(y)), u(x, y) = C
√
xy + D (hledáme ve tvaru u = F (xy)),

u(x, y) = C√
x2+y2

+D (hledáme ve tvaru u = F (r) = F (
√
x2 + y2)).

1. Převeďte Laplaceovu rovnici ∆u = uxx+uyy = 0 do polárńıch souřadnic.
Řešeńı:

urr +
1

r2
uϕϕ +

1

r
ur = 0.

2. Ověřte, že funkce

u(r, ϕ) = rk cos kϕ, v(r, ϕ) = rk sin kϕ

jsou řešeńım předchoźı rovnice a vyjádřete je v kartézských souřadnićıch pro
k = 0, 1, 2, 3 . . ..
Řešeńı: 1, 0, x, y, x2 − y2, 2xy, x3 − 3xy2, 3x2y − y3, . . . .

2. Převeďte Laplaceovu rovnici ∆u = uxx + uyy + uzz = 0 do kulových
souřadnic.
Řešeńı:

urr +
1

r2
uθθ +

1

r2 sin2 θ
uϕϕ +

2

r
ur +

1

r2tgθ
uθ = 0.

3. Uvažujme zobrazeńı

R2 \ {(0, 0)} 3 (x, y) −→ (x̃, ỹ) ∈ R2 \ {(0, 0)}

dané vztahy

x̃ =
xa2

x2 + y2
, ỹ =

ya2

x2 + y2
.

Toto zobrazeńı se nazývá Kruhová inverze. Ukažte, že je bijekćı a zobrazuje
množinu M = {(x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)}|0 < x2 + y2 ≤ a2} na množinu K =
{(x̃, ỹ) ∈ R2 \ {(0, 0)}|x̃2 + ỹ2 ≥ a2} a naopak. Najděte předpis pro in-
verzńı zobazeńı, určete samozružené body a vyjádřete zobrazeńı v polárńıch
souřadnićıch.
Řešeńı: (r̃, ϕ̃) = (a

2

r , ϕ).
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4. Pomoćı předchoźıho zobrazeńım ukažte, že funkce u(r, ϕ) je harmonická

na množině M právě tehdy, když funkce u(a
2

r , ϕ) je harmonická na množině K.
(Harmonickou funkćı nazývame řešeńı Laplaceovy rovnice.)

5. Určete kruhové inverze harmonických funkćı z př́ıkladu 2, pro k = 0, 1, . . .
je vyjádřete v kartézských souřadnićıch a ověřte, že jsou harmonické (tj. řešeńım
rovnice ∆u = 0).
Řešeńı: 1, 0, 1

r cosϕ = x
x2+y2 , 1

r sinϕ = y
x2+y2 , . . ., 1

rk
cosk ϕ, 1

rk
sink ϕ.

6. Ukažte, že Laplaceova rovnice je invariatńı v̊uči rotaci v R2, resp. ukažte,
že Laplaceova rovnice je invariantńı v̊uči ortogonálńı transformaci Rn.
Návod: Položte v(x, y) = u(x̃, ỹ) = u(x cosα + y sinα,−x sinα + y cosα) a
ukažte, že ∆v = vxx + vyy = ux̃x̃ + uỹỹ = ∆u. V n-rozměrném př́ıpadě položte
v(x) = u(x̃) = u(x · A), kde x = (x1, . . . , xn), x̃ = (x̃1, . . . , x̃n), A = (aij) a

využijte vlastnosti ortogonálńıch matic A−1 = AT .

7. Hledejte řešeńı Laplaceovy rovnice uxx + uyy = 0 ve tvaru u = u(r) =

u(
√
x2 + y2). Sestavte odpov́ıdaj́ıćı obyčejnou diferenciálńı rovnici a nalezněte

řešeńı.
Řešeńı: u(x, y) = C ln

√
x2 + y2 +D.

8. Hledejte řešeńı Laplaceovy rovnice uxx + uyy + uzz = 0 ve tvaru u =

u(r) = u(
√
x2 + y2 + z2). Sestavte odpov́ıdaj́ıćı obyčejnou diferenciálńı rovnici

a nalezněte řešeńı.
Řešeńı: u(x, y, z) = C 1√

x2+y2+z2
+D.

9. Nalezněte ohraničené řešeńı rovnice

∆u = 0, pro x2 + y2 < R2, a u(R cosϕ,R sinϕ) = sin4 ϕ.

Návod: Převeďte rovnici do polárńıch souřadnic a hledejte řešeńı ve tvaru

u(r, ϕ) = X(r)·Φ(ϕ), u(r, ϕ) = u(r, ϕ+2π), u(R,ϕ) = sin4 ϕ, u(0, ϕ) = C.

Řešeńı:

u(x, y) =
3

8
− x2 − y2

2R2
+
x4 + y4 − 6x2y2

8R4
.

10. Nalezněte ohraničené řešeńı rovnice

∆u = 0, pro x2 + y2 > R2, a u(R cosϕ,R sinϕ) = cos2 ϕ.

Návod: Převeďte rovnici do polárńıch souřadnic a hledejte řešeńı ve tvaru

u(r, ϕ) = X(r) · Φ(ϕ), u(r, ϕ) = u(r, ϕ+ 2π), u(R,ϕ) = cos2 ϕ.

Řešeńı:

u(x, y) =
1

2
+

x2 − y2

2(x2 + y2)
R2.

27



11. Nalezněte řešeńı Poissonovy rovnice

∆u = uxx + uyy = K, pro x2 + y2 < R2,

u(x, y) = 0, pro x2 + y2 = R2.

Řešeńı: u(x, y) = K
4

(
x2 + y2 −R2

)
.

12. Nalezněte řešeńı Poissonovy rovnice

∆u = uxx + uyy + uzz = K, pro x2 + y2 + z2 < R2,

u(x, y, z) = 0, pro x2 + y2 + z2 = R2.

Řešeńı: u(x, y, z) = K
6

(
x2 + y2 + z2 −R2

)
.

13. Př́ıklady v textu k přednáškám na straně 81.
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Cvičeńı PDE 9.

Okrajová úloha pro obyčejné diferenciálńı rovnice. Greenovy funkce.
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Cvičeńı PDE 10:

Př́ıprava na zkouškovou ṕısemku.

1. Rovnice prvńıho řádu (lineárńı nehomogenńı nebo quasilineárńı) obecně
i s okrajovou podmı́nkou.

2. Obecná rovnice prvńıho řádu s okrajovou podmı́nkou.

3. Klasifikace rovnice druhého řádu a převod na kanonický tvar.

4. Nehomogenńı hyperbolická rovnice bez okrajové, s jednou nebo se dvěma
okrajovými podmı́nkami.

5. Rovnice řešená metodou separace proměnných (asi eliptická).

Ke zkoušce přinést samostatně vypracované řešeńı jedné úlohy ze cvičeńı
ke kapitole 2 (na straně asi 34) učebńıho textu doc. Posṕı̌sila k přednáškám
(parabolická rovnice) a samostatně vypracované řešeńı jedné úlohy ze cvičeńı
ke kapitole 4 (na straně asi 81) učebńıho textu doc. Posṕı̌sila k přednáškám
(eliptická rovnice).
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