Rovnice matematické fyziky M4010

Tento text obsahuje ptriklady a navody do cviceni
k predmétu, je prubézné opravovan a doplnovan. Tato
verze je k datu
April 27, 2016.



Cviceni PDE 0.

Opakovéani obycejnych diferencidlnich rovnic (prvnf f¥ad: Picardova a Peanova
véta, Lipschitzova podminka, rovnice separovatelné, rovnice s homogenni funkci,
rovnice prevoditelné na separaci, linearni, Bernoulliova, exaktni, Clairautova
a Lagrangeova rovnice, vyssi fad: linearni s konstantnimi koeficienty, metoda
variace konstant, specialni prava strana, soustavy rovnic. Skripta Roman Plch:
Priklady z matematické analyzy, Diferencidlni rovnice



Cviceni PDE 1.

Opakovani parcidlni derivace, derivace slozené funkce, prevod operatori a PDE
do novych proménnych. Pojmy (definujte): Parcidlni derivace, druhd a vyssi
parcidlni derivace, Schwarzova véta, derivace ve sméru, operdtor rotace, gradi-
entu, divergence, Laplaceuv operator.

1. S vyuzitim vzorcu
2y = ZuUy + ZyVUg, Zy = Zyly + ZyUy

odvdte vzorce pro pievod zgz, Zyy, Zzy-

Resent:
_ 2 2 2
ZII - Z'U/LLu;l; + Zu’uumvm + Z’U’UU(L’ + ZUUII + Z’L)Uflfil)
2 2
Zyy = Zuully t 2ZupUyVy + ZppUy + Zulyy + 2uUyy
Zoy = ZuulaUy + Zuo[UzUy + UyUs] + 200 UgUy + Zulzy + ZoUsy

2. Vypoctéte parcidlni derivace nésledujicich funkci podle vSech proménnych
prvniho (pfipadné i druhého) fadu:

xQ\/gj

z = —=
arctg(z — 2y)
z = cos,/xy(muyz)
Ty — 2
z = arccos—————
2 4+y+1
I D
/.1'2 +y2 + 22
u = (xsinycosz)® vHV?)

3. Pfevedte PDE do novych proménnych u a v:

a) Zgz — Zyy =0, u=c+yv=x—y
(Feseni: 4zy, =0)

b) zex — Y2y —20°2, =O0bu=2+ Lt v=20-1
(teSenf: 4z, =0)

) T2245 — Y2y + T2p —yzy = 0,u = zy,v =
(Feseni: 4uvzy, =0)



d) 2240 — (2% 4 y*)2ey + Y22y — 2y2zy — 202, =Ou =z +y,v =1+

<=

e) Ylzpw + 222y — 2xy2yy = 0,u = /2?2 + Y%, 0 =2y
(feSenf: (u? — 4v2)z,, + L2225, = 07)

u

f) TZpg + YZgy + 22, 0 =T+ Y,V = %ﬂ/

8) Zaz — YZyy — %zy =0u=2—-2/y,v=2+2/y
(Feseni: zy,, = 0)

1
=y

h) szZzIerzyy—%zy:0,u:x+y,v:

i) 20 —y2yy = 0,u =2+ fy,v =2 —\/y

(fesent: (u? — v2) 2y, + 4vzy — duz, = 07)

4. Navic Prevedte Laplacetiv operator do vélcovych a kulovych soufadnic.
Piipadné prevedte i dalsi operatory (gradiend, rotace, divergence).

Reseni:
A _82+182+ 1 62+28+18
kulove = Ir2 2 992 72 gin? ¥ 8@2 r Oor r2tg19 09
R _ P 1 210
valcove — 6@2 Q2 8g02 022 0 3@

Domaéci tkol: Vymyslete a vypoctéte piiklad podobny jako 2 (vypocet
parcidlni derivace), 3 (pfevod PDE do novych souradnic), 4 (pfevod operdtoru
do novych soufadnic).



Cviceni PDE 2.

Opakovani Fourierovych fad, Fourierova a Laplaceova transformace, konvoluce
funkci. Pojmy: skaldrni soucin, ortogonalita, ortonormalnost, ortogonalni pro-
jekce, ortogonalni posoupnost, Fourierova fada, Fourierovy koeficienty, Besselova
nerovnost, Parsevalvova rovnost, stejnomérna a bodova konvergence, Dirichle-
tova véta, liché, sudé, periodické rozsifeni funkce. Dalsi piiklady Dosld, Novak:
Nekoneéné tady.

Fourierova fada funkce f vzhledem k ortogondlnimu systému {p,, }:
Z fv <)0n
*Pns
n:l ns Pn)
kde ( , ) je skaldrn{ soucin.

1. Navic Ukazte ortogonalitu systému {1, cos na, sin na } vzhledem ke skaldrnimu

souc¢inu
T
9= [ re)gta)ds
— T
Ukazte, ze Fourierova fada 27-periodické funkce ma pak tvar
a o0
0 + Z (an cosnx + b, sin n:c),

n=1

kde -
_ 1 / f(z)cosnazdx, neNU{0},

1 ™
== /f(x)sinn:vd:z:7 n € N.
T

2. Jak bude vypadat rozvoj 2h- periodické funkce integrovatelné na intervalu

[—h, h]?

Regent: .
% + nz::l ayp COS %m + b, sin %x,
kde
) h
an = /f(:(;) cos %mdx, n € NU{0},
—h



1 ™
= E/f(ac) sin %xdx, n € N.

Pozn.: Podobné postupujte na libovolném intervalu [a, b].

3. Navic Vyjadiete Fourierovu fadu v oboru C

1 U

inx —inx

_E e, e = o /f(x)e .
> -7

(Vyuzijte vztahu

el + i ) el _ iz
cosr=———, sinr=———
2 ’ 21 ’
. _Gp — byl . Gt by
n — -n .
2 ’ 2

4. Naleznéte Fourierovu fadu funkce
a) f(x) =22 na [ 7r]
(Feseni: Z- +4Zn 1
b) f(z) =e" na [0, 2n]
= [% + Z;.lo:l(n;-‘rl cosnT — n;:—l SIHTLZII)])
c) flz)==x kosinovou fadu na [O 7]
(feSenf: Z 4+ 23> = 173 cos nx)

d) f(z) =2 na[-1,1]
n—1
(feSenf: 23> | % sin nmr)

—"

cosnx)

(Fesent:

¢) sgn(z) na [~ 7] (feSenf: 30 Sn@n-lir)

f) f(z) =0proz € [-m,0], f(z) =sinz pro z € [0,7] (FeSeni: I+ lsinz—
EOPNEE )

g) f(x) = cosz pro E [0, 2]] f(z) = —cosx pro x € (5, 7] — kosinovou
fadu. (feSeni: = + Zn (=D 1(2107?22“? )

h) f(z) = |2| ma (~1,1) (fesent: § — 4 372, dosy cos Grlne)




Domaéci tkol:
Vypocet alespon jedné Fourierovy fady néjaké funkce.

Zopakovat (vice ve cviceni 6):

Konvoluce funkci f a g:

f gl ‘/f (z—1)d

Fourieruv obraz funkce f:
F(H)w) = f@) ‘/f et
Laplacetiv obraz funkce f:

L(f)(s) =] f(t)e™dt

I
o — 5



Cviceni PDE 3.

PDE prvniho taddu pro funkci dvou proménnych: linedrni homogenni, quasi-

linearni, obecnd, linedrni nehomogenni. Quasilinearni rovnice pro funkci n-

proménnych. Metoda charakteristik a metoda prevodu na kanonicky tvar.
Navody pro cvicené opice:

Linearni homogenni rovnice:
a(z,y)uz + b(z,y)u, =0
ResSeni metodou charakteristik, tj. soustavou rovnic:

'(s) = a(x,y), ¢'(s) =b(z,y).

Soustava mé feseni x = x(s), y = y(s). Je-li ¢(x,y) = C implicitni popis
charakteristickych trajektorii, pak funkce u(z,y) = ®(¢p(x,y)) je feseni rovnice.
Jaka je geometricka interpretace tého ulohy?

Okrajova tdloha pro linearni rovnici vznikne pfidanim podminky:

z=9(0), y=1v(a), up(o)¥(a))=f(o)

Do fesen{ soustavy « = x(s,C1,Cs), y = y(s,C1,C3) dosadime za s =0 a z
rovnic z(0,C1,Cs) = (o), y(0,C1,Cs) = ¢(o) uréime konstanty Cy a Cs. Po
dosazen{ vypoctenych konstant zpét do rovnic x = z(s,0), y = y(s, o) vyjadiime
o pomoci x a y a dosadime do u = f(o) dostaneme Feseni pocatecni dlohy, které
je jediné:

w(@,y) = f(o(z,y)).

1. Reste rovnice nebo okrajové tlohy, u rovnic bez okrajové podminky zvolte

vhodnou kiivku, zadejte okrajovou podminku a urcete fesent:

a) ruz 4+ yuy =0
(teseni u = ®(y/z) nebo u = &(x/y))

b) yuy +zuy, =0
(feseni u = ®(2? — y?))

) yuy —zuy, =0,z =0,y =0, u(o,0) =202
(fesenf u = 22 + y?)

d) sinzsinyu, +coszcosyu, =0, u =cos2y nax+y =35
(Feseni: u = 2cosysinx — 1)

e) sinx sinyu, + cosycos yu, = 0

Fedeni: — l—cosz -2
(tesenf: u=® (1+CO” e Cosy))




Quasilinearni rovnice
(L({L‘7 y7 u)uzzr + b($7 y7 U)uy = C(‘T7 yu ’LL)

Reseni metodou charakteristik, tj. soustavou rovnic:

a(s) = alz,y,u)
yl(s) = b(m,y,u)
u(s) = clz,y,u)

Je-li 1 = ¢1(x,y,u), 2 = pa(z,y,u) implicitni popis Feseni této soustavy, pak
feSeni puvodni rovnice je ddno implicitné vztahem:

(o1 (z,y,u), p2(z,y,u)) = 0.

Okrajova uloha pro quasilinearni rovnici vznikne pfidanim podminky:

z=9(0), y=1v(a), up(o)¥(a))=f(o)

Do teseni = = x(s,C1,C5,Cs), y = y(s,C1,C2,Cs3), u = u(s,Cq,Cs,C3)
dosadime za s = 0 a z rovnic z(0,Cy,Cs,C3) = (o), y(0,C1,Cs,Cs) = 9(0),
u(0,Cy,Cy,C3) = f(o) uréime konstanty Cy, Cy, C3. Dosazenim vypoctenych
konstant do rovnic z = z(s,0), y = y(s,0) pak vyjddiime s a o pomoci = a y
a dosadimé do tfet{ rovnice u = u(s, Cy(0), Ca(0),C3(0)), tak ziskdme Feseni
pocatecni ulohy, které je jediné:

U = U(S(x’ y)? Cl (O'(Z’, y))’ CQ(U(J?, y))v 03(0'(337 y)))
2. Reste rovnice nebo okrajové tlohy:

a) Tuy + Yyu, = 2u, v =coso, y =sino, u(coso,sino) =1
(fesenf u = 22 + y?)

b) yus + zuy = 2u

(feseni u = ®(p1,p2), ¥1 ?

u)

z 2
= e o= (a )

bl) yuy + zuy = 2u, u(z,0) =1
(fesenf u = (z +y)/(z — y))
b2) yu, + zruy = 2u, u(z,0) = z?
(fesenf u = (z + y)?)
c¢) radgji nefesit (u+ y)uy + (u+x)uy =z +y

d) ue +uy = u?, u(x,0) = g(2)

g(z—y)

(feseni u = Ty —7) zkontrolovat)



e) xuy — yu, = u, v prvnim kvadrantu, u(z,0) = g(x)
(feseni u = g(1/22 4 y2)e* ¥ % zkontrolovat)

Obecna rovnice prvniho fadu s okrajovou podminkou:
F(xayvuvum =P, Uy = Q) =0
z=¢(0), y=1v(), u(e(o),¥(0))=f(0)

ResSeni metodou charakteristik, tj. soustavou rovnic:

i(s) = F
Y'(s) = Fy
u'(s) = pF,+qFy
P(s) = —F.—pF,
q(s) = —Fy, —qF,
0 = F(x(0),y(0),u(0),p(0),q(0)) (pocatecni podminka)

7 derivace okrajové podminky f’ = pyp’ + qi/’, tj. specidlné
f"=po¥’ + qot’

a rovnice
F(@(U)v @(0)7 f(0)7p0a QO) =0

vypocteme pg a qg. Z pocateéni podminky pro soustavu:

z(0) = ¢(o)
y(0) = (o)
u(0) = f(o)
p(0) = po
q(0) = qo

Urcéime konstanty C4, Cs, C3, Cy, C5 a dosadime do feSenti:

T = x(sa C1 (U)a 02(0)7 03(0—)7 04(0—)3 05(0))7

y =1y(s,C1(0),C2(0),C3(0),Cs(0),C5(0)). Vyjadiime s = s(x,y), o0 = o(z,y)
a najdeme feSeni okrajové tlohy, které je jediné:

u(z,y) = u(s(z,y), Ci(o(z,y)), Ca(o(x,y)), Cs(0(x.y)), Ca(o(x,y))), Cs (o (z,y))).
3. Reste rovnice nebo okrajové tlohy:

a) zul +yus = u, u(o,0) = 20
(fesenf u =z + y)

b) zu + yu = u, u(l,y) =1
(fesenf u =z a u = (2 — \/7)?)

10



b) uayy = u, u(0,y) = y?
(feSenf u = (y + £)?)

Linearni nehomogenni rovnice:

a(a:, y)uz + b(JJ, y)uy = f(x7 Y, u)

ResSeni prevodem na kanonicky tvar:
Resime obycejnou diferencidlni rovnici

r_ % _ b(z,y)
dz  a(z,y)

Y

Puvodni{ rovnici transformujeme do novym proménnych & = ¢(x,y), n =y, kde
p(z,y) = C je implicitni popis Feseni obycejné rovnice. Transformaci ziskdme
kanonicky tvar

u”](é-a 77) = F(£7 m, ’LL),

ktery vyresime integraci.

4. Reste rovnice nebo okrajové tlohy:

a) Reste rovnice, u kterych je to mozné, z predchozich zadani prevodem na
kanonicky tvar.

b) zu, + yuy, = 2u
(fesenf u = k(%) - y?)
C) Yugy + Uy = —u
(fesenf u = k(y? — 2x) - &)
d) ug +uy = —u(x —y)
(Feseni u = k(y — x) - e¥" —2¥

e) r?uy + ryu, = u?

o , _ T _ Ty
(feSenf u = e = y+myD(%))

el) z2u; + zyu, = u?, u(l,y) =y

v ’ _ Ty
(Feseni u = —5—

e2) z?uy + zyu, = u?, u(coso,sino) =1
(fesenf u = z

0 s

e3) z?u, + zyu, = v, u(z,1—z) ==

, 2
(feéenl u = m)

11



Quasilinearni rovnice pro funkci n proménnych s okrajovou podminkou:

Zaz Tlyeeey T, U )Uwi:f($1,...7$n,u)7

i =@i(0o1,...,0n-1), i=1,...n, u(p1,...,0n) =ug(o1,...,0n-1).

Reseni metodou charakteristik:

je analogické (ale pracné, proto to ani nebudeme zkouset). Resfme sous-

tavu n + 1 rovnic z; = a;,i = 1,...n, ' = f. Dosadime s = 0, uréime
konstanty, vyjadiime s,01,...,0,-1 Zz n rovnic pro x; a dosadime do feSeni
u=u(s(xl,...,x,),0(x1,...,Tpn)).

Transportni rovnice

5. Ukazte, ze feSeni transportni rovnice pro funkei u = u(t, z,y, z) a vektor
b= (b',b%,b%)
U+ b- (Uz, Uy, uz) = f(t,2,y, 2)
s pocateéni podminkou
u(0,2,y,2) = g(z,y,2)

je

t
u(t,x,y,z)zg(x—blt,y—th,z—b3 +/f§,$ b t g) Yy— bQ(t g) = bg(t 5)) g
0

Déle ukazte, ze feSeni rovnice

w4+ b (ug,uy,u,) +cu =0, kde c je konstanta
je
u(t,r,y,2) = glx — b't,y — b’t,z — b>t)e .

Navrhnéte konkrétni piiklady transportnich rovnic s poc¢ate¢nimi podminkami
a vyTeste.

Cviceni ze skript Franct:

6. Naleznéte obecné feseni nasledujicich linedrnich rovnic:

a) TUy — YUy + (22 + y*)u, =0

12



b)
c)
d)

)

e

YUy — TUy + 2xyu, =0
Tuy + 2yuy — (222 + 4y?)u, =0
TUg + YUy + 220, =0

Uy + YUy + 220, =0

7. Naleznéte obecné feseni nasledujicich kvazilinearnich rovnic i feSeni splnujici
uvedenou podminku:

a)
)
)
)
)
)

)
h)

(=8 o o

@

—+

o

1

)
j)

Tuy —yuy = 2% + 9%, u(z,—x) = 2?
yu, — auy = 2zy, u(r,z) =222 -1

Tug + 2yuy, + (202 +49%) =0,  u(z,x) =1— 22

TUg + Yuy =2u, u(zr,l)==z
Uy +yuy =2u, u(x,1) =€"
yulg + cuuy = 2zy,  u(z,0) =2z

2zuy — Yuy = 22 + y2’ U(Qa y) =1- y2
2?uy +yuy =2u,  u(l,y) =y>
Uy — yruy = u?,  u(z,1) = i

rug +yuy =2(x* +y%),  u(l,y) =2y* +1

8. V rovnicich urcete a nacrtnéte charakteristiky, napiste obecné FeSeni,
zvolte si vhodnou podminku a uréete partikuldarni feSeni. Spoctené feSeni ovérte
zkousgkou.

Uy + Yty =0
Uy + TUy =0
TUg + yuy =0
TUy — YUy =0
Yz + xUy =0
Yy — Ty =0

TUg + 2yuy =0

13



j) 2uz —2yuy =0
k) yuy +22u, =0

) yuz —2zuy =0

Domaci tikol:
Vyteseni tfech homogennich linedrnich rovnic, ndkres charakteristik. Vyfeseni
dvou nehomogennich linedrnich rovnic obecné, poté s okrajovou podminkou,
obrézek. Reste jak pifevodem na kanonicky tvar, tak pomoci metody charak-
teristik (pro quasilinedrni rovnice). VyteSeni jedné quasilinedrni a jedné obecné
rovnice s okrajovou podminkou metodou charakteristik.

14



Cviceni PDE 4.

Klasifikace linearnich PDE druhého fadu, Sylvestruv zakon, signatura kvadrat-
ickych forem. Metoda prevodu na kanonicky tvar - vypocet novych proménnych.
Klasifikace rovnic pro dvé proménné:
Rovnice
Az, Y)Uze + 2B(2, Y)Uugy + C(2, y)uyy = F(2,y, U, Uz, Uy)
je
e hyperbolicka, jestlize B> — AC > 0, kanonicky tvar:
ugn = F1(§,m, uue, uy)
e parabolicka, jestlize B? — AC = 0, kanonicky tvar:
uge = Fa(&,m, u, ug, uy)
o elipticka, jestlize B2 — AC < 0, kanonicky tvar:
Uge + Uy = F3(&, 1,0, ug, uy)
Charakteristicka rovnice je obycejnd diferencidlni rovnice druhého fadu

Ay? — 2By +C =0

tj.
Hy = % [B ++vB2 - AC’] pro hyperbolickou,
Py = % pro parabolickou,
E nem4 redlné charakteristiky pro eliptickou rovnici, 3’ = % [B +ivVAC — B?| =
wEiv.
(Transformace do novych soufadnic & = &(z,y), n = n(x,y) musi spliovat
gmny # gyna:)

Hyperbolicka rovnice

Transformujeme ji do novych proménnych & = p(z,y), n = ¥(z,y), kde
o(z,y) = C1, ¥(z,y) = Ca je implicitni vyjadieni charakteristik (feseni H).

Parabolicka rovnice

Transformujeme ji do novych proménnych & = p(z,y), n = ¥(z,y), kde
Y(x,y) = Cq je implicitni vyjadieni charakteristiky (feseni P) a o(z,y) je libo-

volné nezivisla funkce.

Elipticka rovnice

15



Transformujeme ji do novych proménnych & = ¢(x,y), n = ¥(z,y), kde
90('7"7:1/) = %((I) + \I/)v 1/J(33,y) == %(CI) - lIJ) a (I)(.’L‘,y) = Cla \Il(a';,y) = 02 je
implicitn{ vyjddfeni charakteristiky (feseni E).

Rovnice s konstantnimi koeficienty Reseni rovnice

Augy + 2bugy + cuyy = dug + euy + fu+ g(z,y)

mizeme (po piedchozi transformaci) hledat ve tvaru u = veTr1 v = v(£,7) a
vhodnou volbou konstant A a p prevést na jednodussi tvar.

1. Klasifikujte a prevedte rovnici na kanonicky tvar (s vyjimkou eliptickych
naleznéte feseni):

a) Ylyy — LUgy + Uy =0
(FeSeni: hyperbolickd, & =z, n = zy, ugy, =0, u = F(z) + G(xy))

b) T%Uyy — 22Ytusy + Yy uy, — 22Uy + (T + 2)yu, =0
(feseni: parabolickd, napt. & = zy, n = @, *(upy, — uy) = 0, u =
e - C(zy) + D(zy)?)

) y*uyy+z%uy, = 0 (FeSent: eliptickd, & = y?, n = 22, 2EnAu = —Eu,y —nue)

d) Upe — Uzy + 2uy, =0
(fesent: elipticka, & = x — 2y, n = 7z, Au = 0)

Cviceni ze skript Francu:
Klasifikujte a prevedte rovnici na kanonicky tvar

a) Upg — 6Ugy + Juyy — 3u, =0

=3

) Uze + Augy + Buyy = 2uy + uy

o

) Upg — Ugy + 2Uyy =0

oL

) Upg + Ugy + 2Uyy =0

2 2 _
) Uz — Y Uyy =0

@

—+

) YUz + 22Uy =0

) 22Upy + 2eyugy + yQuyy =0

o

h) Upy 4 2Ugy + Uyy + 3uy — Suy +4u =0

i) Ugs + dugy + Buyy + Suy + 5uy +4u =0
)

J) DUgy — OUgy + Uyy = Uy

16



k) Uzg + OUgy + Nyy = Ugp + Uy
D) Uge — Tugy + 12uyy = Uy
m) Uge + 2Uzy — 1dUyy = uy +u

)
)
)
)

n) 3Uzy — gy + Uyy = Uy — Uy

Domaci ukol

Pievedte na kanonicky tvar jednu eliptickou, jednu parabolickou a jednu
hyperbolickou rovnici.

17



Cviceni PDE 5.

Reseni pocatecni tilohy pro hyperbolickou rovnici ve dvou nezavisle proménnych.

1. Homogenni hyperbolickd rovnice (kmity nekoneéné struny)
Rovnice
utt(t,x) = a2umr(ta :C)a (t,iL’) € (07 OO) X (7007 OO),

U(O,.’E) = So(x)v ut(ovx) = 1/’(55), T € (—00,00)7
ma TeSeni

z+at

2

t

2. Homogenni hyperbolickd rovnice (kmity nekoneéné struny) s
obecnym pocatkem

Rovnice
ug(t,2) = a®ug (t,z), (t,z) € (0,00) x (—00,00),
u(o,z) = ¢(x), w(ox) =), x€e(-00,00),
ma feseni
eta(t—o)
ultr) = PN TPt all =) L g
c—a(t—c)

3. Nehomogenni hyperbolicka rovnice s homogenni poé¢atec¢ni podminkou
(buzené kmity nekoneéné struny)
Rovnice

Utt(twr) = azuzz(tax) + f(tvx)v (tv I) € (Ov OO) X (7007 OO),
w(0,2) =0, wu(0,2) =0, x€ (—00,00),

ma FeSeni
t z+a(t—o)

u(t,x) = %/ / flo,6)d¢ | do.

0 z—a(t—o)

4. Obecna pocatecni tloha pro nehomogenni hyperbolickou rovnici
Rovnice

Utt(ta‘r) = azuzz(tax) + f(tvx)v (tv I) € (Ov OO) X (7007 OO),

u((),a:) = (,0(1‘), ut<0’$) = ¢($), T € (_00700)7
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ma TeSeni

z+at t [ z+a(t—o)
u(t,r) = PEZ LA / Y(E)E o / [ 0| a
z—a(t—o)

5. Obecna pocatecni tiloha pro nehomogenni hyperbolickou rovnici
s jednou okrajovou podminkou (kmity nekoneéné struny upevnéné na
jednom konci)
Rovnice

ug(t, ) = a2um(t,x) + f(t,z), (t,z)e€ (0,00) x (0,00),
U(O,I) = @(x), ut((),x) = 1/)(:17), T e (0,00),
u(t,0) =0, te(0,00),

r+at t z+a(t—o)

u(t,r) = AE= D e ral) L / dE)et o / [ g |

z—a(t—o)

kde @, ¥, f jsou lichd rozsireni funkef o, U, f.
(Je-li okrajovd podminka nehomogenn{ u(t,0) = a(t) je feseni

u(t,z) = v(t,z) + at),

kde v(t, z) je feSenf pfedchozi tlohy, ve které f(t,z) nahradime f(¢,x) — o’ (t),
¥ () nahradime ¥ (z) — o/(0) a v(¢,0) = 0.)

6. Obecna pocatecni dloha pro hyperbolickou rovnici s okrajovymi
podminkami Dirichletova typu (kmity koneéné struny upevnéné na
obou koncich)

Rovnice

ug(t, ) = a®uqze (t, ) + f(t,x), (t,z) € (0,00) x (0,1),

U(O,l') = Lp(x)v ut(ovx) = 11)(55)7 MS (O,Z),
u(t,0) =wu(t,l) =0, te(0,00),

ma feSeni

- t o1
u(t, x) Z (A, cos nwt + By, sin nwt) sin —:z:+//f(a,§)G(a:,§,t—a)d§dJ,
n=1 0
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kde

nwa
Gla, 6.t ) Qil. nmwo . mrg, mm(t )
z,6,t—0) = — ) —sin—axsin—¢&sin—(t — o).
Y am = n l ! l
(Pro nehomogenni okrajovou podminku u(t,0) = «, u(t,l) = B je u =

v(t,z) +U(t,x), kde U(t,x) = at) + F(B(t) — a(t)) a v(t, x) je fesen{ predchozi
ulohy ve které f(t,z) nahradime f(t, x) Ui (t, 2)+a?Uy,(t, ), o(x) nahradime
p(x) = U(0,z), ¢(x) nahradime ¢ () — Uy(0,x) a v(t,0) = v(t,1) = 0.)

1. Naleznéte reSeni:

a) Ut — Uge = 0, u(z,0) = sinz, u(z,0) = zcosx
(feSeni: u = 3 [sin(z — t) 4 sin(z + t) + (z + t) sin(x + t) + cos(x + t)—
—(x — t) sin(x — t) — cos(x — t)])

b) Uy — Upe = 0, u(z,0) = 2z, us(z,0) = In(1 + 2?)
(feSenf: u =2z + 1 [(z +¢)In(1 + (z +t)?) — 2(z + t) + 2arctan(z + t)—
—(z—t)In(1 + (z — t)) + 2(z — t) — 2arctan(z — t)])

¢) Ust — Ugy = sinz, u(x,0) = z, u(w,0) = %

T
’I'—‘rt

(feseni: u =2+ In +sinz — sinz cost?)

Domaci tkol: Najdéte feseni nehomogenni hyperbolické rovnice s obecnou
pocateéni podminkou

e bez okrajové podminky
e s jednou okrajovou podminkou

e se dvéma okrajovymi podminkami
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Cviceni PDE 6.

Metoda integralnich transformaci.

O vsech funkcich, jejichz Fourieruv obraz potiebujeme, predpokladdme, ze
f € L'(R), tj.

7|f(r)|dx < 00,

Konvoluce:

oo

(fxg)(z) = / flx —y)g(y)dy

1. Dokazte komutativitu a asociativitu konvoluce.

Fourieriv obraz funkce f:

(f obecné nemusi byt prvkem L*(R).)
Inverzni Fourieruv obraz funkce g:

oo

o) = F o)) = o [ ale)eeras

—00

(pro stejnomérné spojitou funkei f € LY(R) a je-li f € LY(R) plati f =
FHFA)-

2. Dokazte nékteré z vlastnosti Fourierovy transformace:
Vlastnosti Fourierovy transformace:
a) Je-li f € L'(R) omezend, pak f je spojita
b) Linearita F(af + 8g) = oF(f) + BF(g)
¢) Zmeéna meéfitka pro fr(z) = f(Rzx), R > 0: fAR(f) = %f (%)
d) Transformace derivace, je-li limg_ 400 f(2) = 0: f/(€) = iEf(€)

e) Derivace transformace: % = —izf(x)
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f) Transformace konvoluce: F(f % g)(z) = f(€)§(€)

g) Transformace posunuti pro fu(z) = f(z — a): fo(&) = f()e12¢
h) Posunuti transformace: F(felo)(¢) = f(¢ — a)

i) Zakladni identita: }o fg= 70 fq

h) Zobrazeni f — \/%f je L*izometrie na mnoziné L' N L? (tj. zachovava

normu).

Rovnice vedeni tepla
3. Pomoci Fourierovy transformace prevedte rovnici

U = KUz, = €R,teRT
na tvar (jehoz Feseni naleznéte):

U (€,t) = —rEa(E, t)

Reseni pocatecni tlohy
U = Kz, u(r,0)=¢(r), 7€R,teRT

je pak dano konvoluci

Reseni pocatecni dlohy pro nehomogenni rovnici

Ut = Klgy + f(z,1), u(r,0)=0, z€R,tcR"

je dédno vztahem

o0

/ F(y, 0)e” 57 dydo

— 00

1 / 1
u(z,t) = Qmo/m

4. Pomoci téchto vzorcu a ”errorfunkce” erf(z) = % foz e~ d¢ vyjadiete
feSeni nésledujicich loh.
a) Up = Ugy, u(x,0) =1 pro z € (—1,1), jinak nula
(fesenf: u(z,t) = 1 {erf (;—%) —erf (;—;)])

b) piiklady z textu k pfedndskdm, str. 34



Cviceni PDE 7.

Metoda separace proménnych (Fourierova)

Reseni rovnice hledame ve tvaru
u(z,t) = X(z) - T(t)
Dosadime do rovnice a fe§ime separaci proménnych.

I. Pro parabolickou rovnici u; = kug, s po¢dteéni podminkou u(x,0) = p(x)
dostavame

T/ X//
_— = — = —>\
KT X
a tedy
T =ce ™ X =M™ + coe™ M2, pr4+A=0
Dosadime do okrajovych podminek
A. Dirichletovy: u(0,t) = u(l,t) =0 =
> NTL _(nx)2
t) = ), Sin —— —(#7) kt
u(z,t) Zc sin ——e

n=1

)

kde ¢,, ur¢ime z pocatecni podminky

2
Cp = ?/go(:c) - sin ?dx.

B. Neumannovy: u,(0,t) = uy(l,t) = 0 =
= NTT _(27)2 g
u(x,t) = nZ:Ocn cos ——e T )
kde ¢, ur¢ime z pocateéni podminky

Co —

o~ =
~| DN

! !
/(p(x)dx, Cn = /(,0(.’17) - cos nlﬂdx.
0 0

C. Smisené 1: 2(0,t) = uy(l,t) =0 =

1

e e =
u(z,t) = Z Cp, Sin l2 e .
n=1
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D. SmiSené 2: z,(0,t) = u(l,t) = 0 =

oo

f)=3 csin Mg(@)%_
n=1

VVVVVV

koeficienty ¢,, jsou vzdy koeﬁc1enty rozvoje funkce o(z ) do prlslusne Fourlerovy
tady.
I1. Pro hyperbolickou rovnici uy = a?u,, s poéateénimi podminkami u(x,0) =
o(x), ut(x,0) = (x), dostdvdme
Tl/ X//

T x )

a tedy
T, = a,, cos (\/Eat) + b, sin (\/Eat),

u X postupujeme stejné jako v pripadé parabolické rovnice — ¢isla pu, = VA,
ur¢ime dosazenim do okrajovych podminek a é&isla a, a b, jsou koeficienty
rozvoje do prislusnych Fourierovych fad dané poc¢atecnimi podminkami:

l

l l
2
/<p T, ap= 7/90 cos n:c) dz, b, = / ) sin \/ x)
0 0

0

N‘)—l

ITI. Pro eliptickou rovnici Au(z,y) = 0 dostdvéame

X'w) . Y'(y)

X@) Y

a tedy
Y, = ApeY Y 4+ B e VAny,

u X postupujeme stejné jako v pripadé parabolické a hyperbolické rovnice —
¢isla v/ \,, A, a B, uréime z dalsich zadanych podminek.

1.Pro uvedené typy okrajovych podminek (A, B, C, D — Dirichletovy, Neu-
mannovy, smisené) provedte peclivé vypocet feseni rovnice X” + AX = 0.
Ukazte, ze ve vSech ¢tytech pripadech je A nezdporné a tedy X lze do okrajovych
podminek podminek dosazovat ve tvaru X = C cos fz+Dsin Bz, if = = V=X
resp. 8= V.

2.Reste nasledujici rovnice metodou separace proménnych
a) Ut = Ugg, u(0,t) = uy(a,t) =0, u(z,0) = x(2a — x)
Reseni:

a

<2n+1> 2, 2n+1 2 . 2n+1
Z cpe L2 7 Tsin mr, ¢p=— | x(2a—z)sin
2a a a
0

mxdr.
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b) s = Uy, u(0,t) = u(a,t) =0, u(z,0) = z(a — x), u(z,0) = 0 ReSent:

(o]
8a? 1 . nrz nmt
u(t,r) = — E — sin —— cos —.
s a a
n=1,3,5,...

©) tzy + uyy = 0, u(0,y) = u(a,y) = u(z,a) = 0, u(x,0) = z(a — z) Resent:

oo
D= Y e (1, ),
a

a

1 2 . nw
an:m.afx(a—x)smjxdx,
1 2
bn:l—e T a/a:a—a: sm?xdx
0

d) uazz+uyy =0, (37, y) € (O’ﬂ-) x (0771-)’ U(O, y) = Siny7 ’U,(ﬂ', y) =0, U($7O) =
0=u(z,m).

ResSeni:

1 1
U(way)=siny~(1 e + -e‘”).

e 1 — g2
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Cviceni PDE 8.

Metody teseni eliptickych rovnic.

0. Jako rozcvicku bez znalosti metod feSeni eliptickych rovnic naleznéte
néjaké reseni rovnice (kanonicky tvar z piikladu 4.1.c)

1 /u U

quzijte symetrii v rovnici a hledejte feseni ve vhodném tvaru.
Reseni: Napi. wu(z,y) = konst, u(z,y) = Ciy/x + Ca\/y + C3 (hleddme ve
tvaru u = F(z) + G(y)), u(z,y) = Cy/zy + D (hleddme ve tvaru u = F(zy)),

u(z,y) = \/zchy? + D (hleddme ve tvaru u = F(r) = F(\/m))

1. Prevedte Laplaceovu rovnici Au = g, +uyy = 0 do polarnich soufadnic.
Reseni:
1 1
Upr + 72“%0«0 + ;ur =0.

2. Ovéfte, ze funkce

k k

u(r, @) =r"coskyp, v(r,p) =r"sinkey
jsou fesenim predchozi rovnice a vyjadiete je v kartézskych soufadnicich pro
k=0,1,2,3....

Reseni: 1,0, z, y,z? — y2, 22y, 2% — 3xy?, 322y — 3, .. ..

2. Pievedte Laplaceovu rovnici Au = gy + Uyy + .. = 0 do kulovych
soufadnic.
Resenf:
1 1 2
Uy + ﬁUGQ + riugacp + ;ur +

B ug = 0.
25in? 6

1
r2tgl
3. Uvazujme zobrazeni

R*\ {(0,0)} > (z,y) — (z,9) € R*\ {(0,0)}

dané vztahy

ra? _ ya®
:c2+y2’ vy= x2+y2'
Toto zobrazeni se nazyva Kruhovd inverze. Ukazte, ze je bijekci a zobrazuje
mnozinu M = {(z,y) € R?\ {(0,0)}|0 < 2? + y* < a?} na mnozinu K =
{(Z,5) € R*\ {(0,0)}|Z%> + 9> > a?} a naopak. Najdéte predpis pro in-
verzni zobazeni, urcete samozruzené body a vyjadiete zobrazeni v polarnich
soutfadnicich.
Resent: (7,3) = (2, ).

i’:
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4. Pomoc{ piedchoziho zobrazenim ukazte, ze funkce u(r, ) je harmonicka
na mnoziné M praveé tehdy, kdyz funkce u(%, ) je harmonickd na mnoziné K.
(Harmonickou funkci nazyvame feSen{ Laplaceovy rovnice.)

5. Urcete kruhové inverze harmonickych funkeci z ptikladu 2, pro £ = 0,1, ...
je vyjadrete v kartézskych souradnicich a ovéite, Ze jsou harmonické (tj. feSenim
roviice Au = 0).

PP 1 _ 1
Resent: 1, 0, ;- cosp =

=sing =

x 1 k 1 nk
z2+y2) 7 -y 7k COS™ @, TSI Q.

y

T24y? e

6. Ukazte, ze Laplaceova rovnice je invariatni vii¢i rotaci v R?, resp. ukazte,
ze Laplaceova rovnice je invariantni vuci ortogonalni transformaci R™.
Navod: Polozte v(z,y) = w(Z,§) = u(rcosa + ysina, —xsina + ycosa) a
ukazte, ze Av = vgp + Vyy = Uzz + gy = Au. V n-rozmérném piipadé polozte

(%) — — (1 c _ (a1 ~ _ (i

v(x) = u(x) = u(x- A), kde x = (z,...,2"), x = (7,...,3"), A = (a}) a

vyuzijte vlastnosti ortogonalnich matic A=! = AT.

7. Hledejte feseni Laplaceovy rovnice gz + Uyy = 0 ve tvaru u = u(r) =
u(y/22 + y?). Sestavte odpovidajici obycejnou diferencidlnf rovnici a naleznéte
FeSeni.

Resenf: u(x,y) = Cln/22 +y2 + D.

8. Hledejte feSeni Laplaceovy rovnice gy + Uyy + u,, = 0 ve tvaru u =
u(r) = u(\/x? + y% + 22). Sestavte odpovidajici obycejnou diferencidlni rovnici
a naleznéte feSeni.

Resent: u(z,y,2) =C L

Ve TP

9. Naleznéte ohrani¢ené feSeni rovnice

Au=0, pro z°+4+%?<R? a wu(Rcosy,Rsiny)=sin*p.

Névod: Pfevedte rovnici do poldrnich soufadnic a hledejte Feseni ve tvaru
u(r,p) = X(r)-®(p), ulr,p) =u(r,p+2m), u(R,p)=sin"p, u(0,p)=C.

Resenf:
3 22—y 2t 4yt - 6a2y?
U(.’E,y) =3 .

8  2R2 SR4

10. Naleznéte ohrani¢ené feseni rovnice
Au=0, pro z>+y*>>R? a wu(Rcosyp, Rsiny) = cos? .
Névod: Pfevedte rovnici do poldrnich soufadnic a hledejte Feseni ve tvaru
u(r, @) = X(r) - ®(p), u(r,p) =u(r,¢+27), u(R,p)=cos’p.

Resent: ) )
1 r—Yy 2
wey) =3+ 2(22 + 12)
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11. Naleznéte feSeni Poissonovy rovnice
Au = Ugy + Uyy = K, pro 22 4+ 9% < R?,
uw(z,y) =0, pro z*+y*=R>%
Resent: u(z,y) = £ (2% + 3> — R?).
12. Naleznéte feSeni Poissonovy rovnice
Au = Ugy + Uyy + U, = K,  pro 2?24+ + 22 < R?,
u(z,y,2) =0, pro a?+y*+ 22 =R

Resent: u(z,y,2) = % (x2 + 9%+ 22— RQ).
13. Piiklady v textu k pfednaskam na strané 81.
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Cviceni PDE 9.

Okrajova tloha pro obycejné diferencialni rovnice. Greenovy funkce.
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Cviceni PDE 10:

Ptiprava na zkouskovou pisemku.

1. Rovnice prvniho fadu (linedrni nehomogenni nebo quasilinedrni) obecné
i s okrajovou podminkou.

2. Obecna rovnice prvniho fadu s okrajovou podminkou.
3. Klasifikace rovnice druhého fadu a prevod na kanonicky tvar.

4. Nehomogenni hyperbolickd rovnice bez okrajové, s jednou nebo se dvéma
okrajovymi podminkami.

5. Rovnice fesend metodou separace proménnych (asi eliptickd).

Ke zkousce pfinést samostatné vypracované fesSeni jedné ulohy ze cviceni
ke kapitole 2 (na strané asi 34) u¢ebniho textu doc. Pospisila k pFedndskdm
(parabolickd rovnice) a samostatné vypracované feSeni jedné tdlohy ze cviceni
ke kapitole 4 (na strané asi 81) uc¢ebniho textu doc. Pospisila k predniskam
(elipticka rovnice).
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