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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Jednofaktorovy ANOVA model s fixnymi efektami pri rovnakych rozptyloch

Nech Yj ~ N(y,07), kde of = 05 = ... = 05 = o} a zarovefi o7 sl
nezname. Majme jednofaktorovy model analyzy rozptylu (ANOVA)
s fixnymi (pevnymi) efektami, ozn. F,, definovany ako

Yii = pj +€ji = p+ oj + €ji,

kde p1 = 2721 wi/ds i = p+ oy, Z/-Jﬂ njoj = 0 (podmienka
identifikovatefnosti zarucuje odhadnutelnost 1 a o;), 1 je celkova
(spolo€na) uroven spolo¢na vsetkym populaciam (alebo celkova
stredna hodnota), o; je j-ta Groven faktora A (j-ty efekt faktora A)
a znamena odchylku strednej hodnoty j-tej populacie od . Pre iid
chyby ¢ plati gj ~ N (0,02). Model Yj ~ N(u + o, 02) sa nazyva aj
model podmieneného normalneho rozdelenia.

Majme dvojicu hypotéz Hy: 11 = 2 = ... = gy = p oproti Hq: existuje
aspon jedno i < jtaké, ze p; # p; (i=1,2,...,d =1, j=1,2,...,J).
Ak Hy plati, potom oy = ap = ... = ay = 0, dostaneme submodel,

ozn. Fy,, definovany ako
Yj,' = [+ €
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Homogenita a nehomogenita rozptylov

Nech Yj; ~ N(uj,j)kdej—']Z LJai=1,2,...,n;su
nezavislé nahodné premenné. Budeme rozliSovat dve situacie

Q Y~ N(y, 0 ) kde 0? = 03 = ... = 0% = 02 (homogenita
rozptylov), a sl nezname a

Q Vi~ (u,, o; 2), kde existuje aspori Jedna dvojica i # j taka, ze
02 # a (nehomogenita rozptylov), aj sU nezname.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Jednofaktorovy ANOVA model s fixnymi efektami pri rovnakych rozptyloch

Ak Hy plati,
SSa
de D

Fw = <5 ~ Fafadf.r
dfs
kde dfy =J — 1, dfe = (n—1) — (J — 1) = n — J su stupne volnosti,
n= Z,J 4 ; je celkovy rozsah, n; s rozsahy jednotlivych vyberov.
Nech i = Y.. = Y../n je maximalne vierohodny odhad i,
Y. = Z, + S Yi, fij = Y;. = Yj./n je maximalne vierohodny odhad
Wi, Y. = 2121 Yii, 0 = Y. —Y... Ak madme vyvazené triedenie,

podmienka identifikovatel’nosti EJ.J:1 nja; = 0 sa redukuje na
Z}-J:.] Qj = 0.

SS, je vyberovy sucet stvorcov rozdielov medzi sibormi a je
definovany ako

J - . y2 1
SSA = E n; (Yj. -Y. > E —
n n
i— _ ]
j=1 j=1
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Jednofaktorovy ANOVA model s fixnymi efektami pri rovnakych rozptyloch
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SS;. je vyberovy sucet stvorcov rozdielov vnutri suborov a je
definovany ako

J

ssezzi(vﬁ_yj.) _,ZJ;

j=1 i=1

y2

J
-

n;
=1

Sucet SS, a SS, sarovna SSt, Co je celkovy vyberovy sucet
Stvorcov rozdielov a je definovany ako

ssrzi:i(v,,—v..)zzzzw_w

j=1 i=1 j=1 i=1

i=1

Rovnosti SSt = SS, + SSe hovorime aj rozklad celkovej sumy
Stvorcov. Pre stupne volnosti potom plati dfy = dfs + df, kde
dfT:n—‘I,de:J—1,dfe:n—J.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Jednofaktorovy ANOVA model s fixnymi efektami pri rovnakych rozptyloch
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Fyw sa nazyva Fisherova testovacia Statistika (alebo ANOVA
F-Statistika) a test viacvyberovy F-test o rovnosti strednych
hodnét piq, 12, . . ., uy (alebo ANOVA F-test). Realizaciou Fyy je Fops
a p-hodnota = Pr(Fy > Fops|Ho)-

Interpretacia: Ulohu mézeme interpretovat tak, Ze stredna hodnota i
nahodnej veli¢iny Yj; zavisi na faktore A, Co je premenna v
nominalnej Skale. Jednotlivym trovniam (hladinam) tejto premennej
zodpovedaju fixné efekty o; = ji; — pu. Urovne premennej voli
experimentator, su teda nenahodné, dopredu dané (fixné). Potom
chapeme «; ako nezname parametre, ktorych maximaline vierohodné
odhady definujeme ako @; = y; —y... Samotné rozhodovanie o Ho
bude zaloZené na porovnani priemernych sum Stvorcov SSa ops/dfa a
SSe obs/dfe. Vacsie rozdiely y;. ay.. (v absolutnej hodnote) sa
prejavia vo vacsej hodnote Statistiky SSa ops. Statistika SSe ops zasa
umoznuje odhadnut rozptyl o2 a st¢asne dava mieru pre hodnotenie
velkosti variability medzi stubormi.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Jednofaktorovy ANOVA model s fixnymi efektami pri rovnakych rozptyloch
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Sumy $tvorcov sa najéastejSie zapisuju do ANOVA tabuflky:

zdroj variability \ suma Stvorcov  df  priemerné Stvorce

medzi subormi SSApbs dfy MSA,obs = SSA,obs/de
vnutri siborov SSe.obs dfe  MSe obs = SSe,obs/dfe
celkovo SST obs dfr

~2 2
MSEA,obs =0¢ =S
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Maticovy zapis modelu Fp, a F,
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Modely Fp, a Fp, su linearnymi regresnymi modelmi a mézeme ich
véeobecne zapisat v tvare Y = X3 + ¢, kde Y je n-rozmerny nahodny
vektor, X je matica planu s rozmermi n x (J + 1) a € je n-rozmerny
vektor chyb. Potom model F;,, bude mat tvar

Y1 1,71 1,71 0 0 1% €1
Y2 1n2 0 1,-,2 0 (0% ] €9
YJ 1nJ 0 0 1nJ ay gy

kde Y; = (Y1, Yj2,..., Yjs,)" je nj-rozmerny vektor, 1, je n;-rozmerny
vektor jednotiek a ¢; je n;-rozmerny vektor chyb. Potom

Y; ~ Ny, (611,,] Oelnjxn,) vektor chyb ¢; ~ an(o,,l,oel,,jx,,j) vektor
parametrov 3 ~ N,y 1(8,02(XTX)™), kde maximalne vierohodny
odhad 3 vypogitame pomocou metédy najmensich $tvorcov, t.].

B = (XTX)~X"Y. Dalej, ak nebude uvedené inak, X bude matica
planu s rozmermi n x J (teda pdvodna matica X bez prvého stipca).
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Asymptotické testy o strednych hodnotach Asymptotické testy o strednych hodnotach

ANOVA model v @ ANOVA model v @

Argumenty (vstupy) funkcie aov () :

Model -7:H0 bude mat tvar Q ANOVA model formula v podobe y~x;
© datova tabulka data;
Y4 1,,1 €1 Q nastavenie vystupu v podobe tabulky s rozmermi n x 3 obsahujlcej odhady i,
Y, 1n2 £ a; arezidualy (chyby) €ji, project ions=FALSE (prednastavené);.
Y=| . | =XB+e= N 7S N Vystupy funkcie aov () :
. : : Q tabulky s rozmermi n x 3 obsahujuca odhady 7, &; arezidualy e,
Yy 1nJ €y projections;

Q odhady yj fitted.values;
Q rezidualy ej; residuals.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach Asymptotické testy o strednych hodnotach
ANOVA model v @ ANOVA model v @

Priklad (ANOVA F-test)
Vystupy funkcie summary (aov () ):

Majme koncentraciu stroncia Sr (mg/ml) v piatich vodnych celkoch (pozri
@ ANOVA tabulka, kde tabulku). Otestuijte rovnost strednych hodnét ANOVA F-testom pomocou
@ stupne volnosti df, a dfe summary (MODEL) [[11][,1], funkcii (1) aov () (2) oneway.test () a(3) Im().

@ sumy Stvorcov SSy gps @ SSe ops SUMmary (MODEL) [[11] [, 21,
@ priemerné Stvorce MSp ops @ MSe ops summary (MODEL) [[1]1] [, 31;
Q realizaciu testovacej statistiky Fops summary (MODEL) [ [1]] [1,4];

Tabulka: Koncentracia stroncia Sr (mg/ml) v piatich vodnych celkoch
© p-hodnota summary (aov()) [[1]1][1,5].

Funkcia aov () pouziva na vypocCty funkciu linearny regresny model 1m (). Pri A1) B(@2) C(@B) D) EO)
priamom pouziti fukcie 1m () dostaneme ANOVA tabulku ako anova (1m() ). 282 396 463 41.0 56.3
Odmocninu z rozptylu 52 dostaneme pomocou summary (1m() ) $sig. Alternativne je 33.2 408 421 441 541
mozné pouzit funkciu oneway . test (), ktorej vstupom je ANOVA model formula v 364 379 435 464 594
podobe y~x, datova tabulka data a nastavenie rovnosti rozptylov var . equal=TRUE.

P : o . 346 371 48.8 40.2 62.7
Vystupom su realizacia testovacej Statistiky Fops, Stupne volnosti df, a dfe a p-hodnota. 291 436 43.7 386 60.0

31.0 424 401 363 573
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Asymptotické testy o strednych hodnotach
ANOVA model v @

Asymptotické testy o strednych hodnotach

ANOVA model v @, funkcia boxplot ()
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Obr.: Rozptylové grafy ANOVA modelov — Fy, (vlavo) a Fy, (vpravo)
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Asymptotické testy o strednych hodnotach
ANOVA model v @
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Obr.: Krabicové diagramy pre ANOVA model F,
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ANOVA model v @
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Celkovy aritmeticky priemer je rovny y = 43.16. Aritmetické priemery
koncentracii Sr v jednotlivych vodnych celkoch st nasledovné: y, = 32.08,
Y, =40.23,y; =44.08,y, =41.10ay; = 58.30, pre n; = 6,
j=1,2,...,6. Centrované aritmetické priemery st rovné —

Y. —y=-1108y, —y=-293,y, —y=092,y, —y=-206a

Vs. — ¥ = 15.14. Pre aritmetické priemery plati ¥, <V, <V, <¥; <Vs..
ANOVA tabulka je nasledovna

suma Stvorcov df

zdroj variability priemerné $tvorce

medzi sibormi  SSpps =2193.442 J-1=4 MS4,00s = 548.361
vnutri suborov SSe obs = 244.130 n—J=25 MSeg s =9.765
celkovo SS7 ops =2437.572 n—1=29

Z ANOVA tabulky vypo&itame Fy = 56.2, ¢o je vacsie ako
Fy_1.n—y () = Fa25(0.05) = 2.76 (p-hodnota < 0.05), t.j. Ho zamietame na
«a = 0.05.

Priklad (ANOVA F-test)

Majme koncentraciu stroncia Sr (mg/ml) v piatich vodnych celkoch. Otestujte
rovnost strednych hodnét ANOVA F-testom pomocou funkcii (1) aov () (2)
oneway.test () a(3) lm().
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K <- 6
J <- 5

ConcStr.1l <- c(28.2,33
ConcStr.2 <- ¢(39.6,40
ConcStr.3 <- c(46.3,42
ConcStr.4 <- c(41.0,44

ConcStr.5 <- c¢(56.3,54

©CoO~NOOOORWN=

10 |mean (ConcStr) # 43.16

.2,36
.8,37
1,43
.1,46
.1,59

.4,34
.9,37
.5,48
.4,40
.4,62

.6,29
.1,43
.8,43
.2,38
.7,60

VodCelk <- factor (rep(LETTERS[1:J],rep(K,J)))
.1,31.0)
.4)
1)
3)

.6,42

.7,40.
.6,36.
.3)
ConcStr <- c¢(ConcStr.1l,ConcStr.2,ConcStr.3,

.0,57

ConcStr.4,ConcStr.5)

11 | PRIEM.ConcStr <- tapply(ConcStr,VodCelk,mean)

12 | round (PRIEM. ConcStr, 2)
13 | # A B c

D

E

14 | #32.08 40.23 44.08 41.10 58.30
15 | PRIEM.str <- tapply (ConcStr-mean (ConcStr) ,VodCelk,mean)

16 | round (PRIEM.str, 2)
17 | # A B c
18 |# -11.08 -2.93 0.92
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

ANOVA model v @

Asymptotické testy o strednych hodnotach

ANOVA model v @

19 | StrMOD01 <- aov (ConcStr~VodCelk)

20 | summary (StrMOD01) # ANOVA tabulka

21 | # Df Sum Sg Mean Sg F value Pr (>F)

22 | # VodCelk 4 2193.44 548.36 56.155 3.948e-12 #%x*

23 | # Residuals 25 244.13 9.77

24 | oneway.test (ConcStr~VodCelk,var.equal=TRUE) # vysl ANOVA F-testu
25 | # One-way analysis of means

26 |# data: ConcStr and VodCelk

27 |# F = 56.1546, num df = 4, denom df = 25, p-value = 3.948e-12
28 |## identicky ako

29 | StrMOD02 <- lm(ConcStr~VodCelk)

30 |anova (StrMOD02) # ANOVA tabulka

31 |# Analysis of Variance Table

32 |# Response: ConcStr

33 | # Df Sum Sg Mean Sg F value Pr (>F)

34 | # VodCelk 4 2193.44 548.36 56.155 3.948e-12 #%x*
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

ANOVA model v @

35 | summary (StrMOD02) # vysledky ANOVA F-testu
36 |# Residuals:

37 | # Min 1Q Median 30 Max

38 |# -4.8000 -2.2500 -0.4833 2.2042 5.3000

39 |#Coefficients:

40 | # Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

41 | # (Intercept) 32.083 1.276 25.149 < 2e-16 x%%*
42 | #VodCelkB 8.150 1.804 4.517 0.00013 %%
43 | #VodCelkC 12.000 1.804 6.651 5.72e-07 #xx
44 | #vodCelkD 9.017 1.804 4.998 3.75e-05 #%%*
45 | #VodCelkE 26.217 1.804 14.531 1.07e-13 x#*%*

46 |#Residual standard error: 3.125 on 25 degrees of freedom
47 |#Multiple R-squared: 0.8998, Adjusted R-squared: 0.8838
48 |#F-statistic: 56.15 on 4 and 25 DF, p-value: 3.948e-12
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

ANOVA model v @

Pozor, tymto spdsobom dostaneme inu F-Statistiku a teda aj int p-hodnotu !

49 | StrMOD03 <- lm(ConcStr-mean (ConcStr) “VodCelk-1)

50 | summary (StrMODO03)

51 |# Residuals:

52 | # Min 1Q Median 3Q Max

53 |# -4.8000 -2.2500 -0.4833 2.2042 5.3000

54 |# Coefficients:

55 | # Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

56 |# VodCelkA -11.0767 1.2757 -8.682 5.12e-09 **%*

57 |# VodCelkB -2.9267 1.2757 -2.294 0.0305 =

58 |# VodCelkC 0.9233 1.2757 0.724 0.4759

59 | # VodCelkD -2.0600 1.2757 -1.615 0.1189

60 |# VodCelkE 15.1400 1.2757 11.868 9.1le-12 #%*

61 |# Residual standard error: 3.125 on 25 degrees of freedom

62 |# Multiple R-Squared: 0.8998, Adjusted R-squared: 0.8798
63 |# F-statistic: 44.92 on 5 and 25 DF, p-value: 1.068e-11

64 | (summary (StrMOD03) $sig) "2 # 9.7652; MSe

65 | summary (StrMODO03) $coef # efekty faktora VodCelk (cela tabulka)
66 |sgrt((summary (StrMODO03) $sig) "2/K) # 1.27575; odmocnina z (MSe/K)
67 | 2xpt (summary (StrMOD03) $coeff [2,3],df=KxJ-J) # 0.03046675

68 |2xpt(-2.294,df=K«J-J) # 0.03046675
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69 |anova (StrMOD03) # ANOVA tabulka
70 |#Analysis of Variance Table
71 | #Response: ConcStr - mean (ConcStr)

72 | # Df Sum Sg Mean Sq F value Pr (>F)

73 | #Vodcelk 5 2193.44 438.69 44.924 1.068e-11 #*xx
74 |#Residuals 25 244.13 9.77
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Regresna diagnostika v @, funkcia stdres () ainé
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Obr.: Regresna diagnostika v ANOVA modeli
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Metody mnohonasobného porovnavania

Vo véeobecnosti véak mdZzeme prepokladat, Ze H, generuje podpriestor s
hodnostou h. Potom definujme Ho = Ni_Hox, kde h = (3) = J (J — 1) /2, ak
ide o vSetky parové porovnania.

V pripade, ze J-ta z porovnavanych populacii je kontrolna (charakterizovana
11y) @ ostatné maju byt porovnavané len s touto kontrolnou populaciou a nie
medzi sebou, potom volime h = J — 1 a zaujimame sa len napr. o rozdiely
tvaru |y, —¥,.| kdej=1,2,...,J — 1. Najprv testujeme Ho viacvyberovym
ANOVA F-testom na hladine vyznamnosti o pouzitim ANOVA F-Statistiky. Ak
Ho nezamietame, nepokracujeme dalej. Ak Ho zamietame, chceme
identifikovat, ktord z hypotéz a” u = a’ puy = 0, kde p = (u1, ..., py)",
zamietame (pre fixné a). PoCet hypotéz h pozname vopred, ale mnoziny

Ho = {k : Hoxk = 0} a H1 = {k : Hox = 1}, t.j. mnoziny nezamietnutych a
zamietnutych nulovych hypotéz z mnoziny vSetkych nulovych hypotéz
H=HoUHs=1{1,2,...,h}, kde h = hg + hy, hp = card {Ho} a

hy = card {H,}, dopredu nepozname.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Metody mnohonasobného porovnavania

Ak ANOVA F-test zamietne Hy, potom je potrebné zistit, ktoré rozdiely dvojic
strednych hodndt su Statisticky signifikantné na nominalnej hladine
vyznamnosti a. MéZeme tak urobit pomocou post-hoc testov. Zakladnym
predpokladom ich pouzitia je, rovnako ako pre ANOVA model, spinenie
podmienky homogenity rozptylov a normality Yj; a chyb ¢;;. Ekvivalentnou Hp
je nasledovna hypotéza Ho : i = p; pre Vi, j; i < j. PrepiSme Hp do
vSeobecnejSieho tvaru

J J . J J . .
Ho = 375y ajry = 5y @jpoj Oproti 37y ajpy # >y @jjuoj pre nejake
a=(ai,a,...,a;)" €A,

kde A= {a: 2721 a; = 0} a a je vektor kontrastov.
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Metody mnohonasobného porovnavania — matica kontrastov A

Pre Hoj: i =y, i <j(i=1,2,...,d -1, j=1,2,...,J), bude vektor
(zakladnych) kontrastov a, mat na i-tom mieste 1, na j-tom mieste —1,
ostatné su nuly, napr.

a;=(1,-1,0,...,0)",a,=(0,1,—-1...,0)",...;a,_1 = (0,0,...,1,—-1)7,

z ¢oho vyplyva, Ze

a1 = [ = p2,@2 = U2 = U3, ..., @4—1 = [y—1 = [bJ,
¢o implikuje 11 = p2 = ... = py = p. V maticovej podobe dostaneme
0o 1 -1 0 ... 0 s aq — oo
0 -1 0 o 2 — a3
A= 7/8 = 7A5 = ;
0 : : : : :
0 0 0 0 e —1 Qy g1 — Qy

kde ax, k =1,2,...,h =J — 1, st riadky matice A.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Metody mnohonasobného porovnavania — matica kontrastov A

Preznadme (J + 1)-rozmerny vektor 8 = (1, a”)7, kde & = (a1, sz, . . ., )T

na J-rozmerny vektor 3 = p. Oznaéme A bez prvého stipca ako A, t.j. ide o
maticu (J — 1) x J. Potom Hp : A3 = ag = 0 oproti Hy : A3 # ag = 0. Napr.

1 -1 0 0 M1 — K2
-1 ... 0 M2 — [3
A= | AB= .
0 0 0 1 —1 Hyg—1 — Wy

1 0 0 ... 0 7 = g
AT 0 1 0 ... 0 . H2 AS — 2 — by
-1 -1 -1 ... -1 Hy a1 = g

V @ sa matica AT oznaduje ako contr.sum(J).
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Metody mnohonasobného porovnavania — matica kontrastov A

Matica kontrastov A mdZe byt definované aj ako matica kontrastov pre
rozdiely p1 — 1, t.

000 .. 0
100 ... 0
AT_ |0 10 0
000 ... 1

V @ sa matica AT oznaduje ako contr.treatment (J). Nie je to matica
skutocnych kontrastov. Prvy element 3 zodpoveda pévodnej zakladnej
strednej hodnote 11 a je nulovy (81 = 1 — 1), ostatné drovne su

ﬂz = U2 — 1 = Q2 — 1, ...,ﬁJ =y — M1 = Qy — Q1. POZOF, ide o kodovanie

v @ a 3 vyssie nezodpoveda nami zavedenej 3 na slajde 24.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Metody mnohonasobného porovnavania — matica kontrastov A

Dalsim prikladom matice kontrastov A je

-1 -1 -1 ... -1

—o + a2
T -1 -1 ... -1
—aq — a2 + 2a3
d O O ’ J—'] 7&17...0&J,1+(J*1)aJ

V @ sa matica AT oznaduje ako contr.helmert (J), tj. Helmertova
matica. Pre Helmertove kontrasty potom prej =1,2,...,J — 1 plati

(it

= % (M;+1 — Zuz)

-

J(JJ1r <joq+1 Zat)

-
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Metody mnohonasobného porovnavania — matica kontrastov A

Preznatme A’ = A, a A” = (ap, A.), kde a je tzv. (jednoduchy)
prlemeru1uc| vektor, kde al 1, = 1. Plati ﬂ A3, kde A3 je J-rozmerny
vektor. A~ ,8 =3, kde A~ = B. Matica X = XB je nova matica planu a ﬁ su
nové regresné koeficienty s prvym stipcom pre intercept 5, kde

~ ~ T
B = (ﬂo,ﬁ:) . Nulova hypotéza p1 = uz = ... = uy je pravdiva vtedy a len

vtedy, ked E* =0,_1. Nech B = (1,,B.), kde J x (J — 1) nesingularna
(regularna) matica B. sa nazyva kédovacia matica (coding matrix). @
nespravne pomenovava pojmom matica kontrastu contrasts () prave tieto

matice B.. Plati nasledovné (AlA.)~ 'AT = B. anaviacB.3, = a Napr.
pre Helmertove kontrasty ATA. méa na diagonale prvky j(j + 1) =j2 +ja
5/ =Jaji1 — Zz 1 Ot
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

ANOVA model v @ — matica kontrastov A

Asymptotické testy o strednych hodnotach

Metody mnohonasobného porovnavania — matica kontrastov A

Nech D = diag (n1,ny,...,n;) =X"Xan=(ny,na,...,n,)".
J J 2
T3 Tg 2.Tn—1 T3 2N~ G /5 -1 -1 -1 -1 A H
aBNN(a B,02a’D a),aBNN ;a,ahae;—j 15 1 0 0 0 p 12 — i1
AT=[15 0 1 0 o|.B=]|.|.AB=|ps—m
Nech A™ = (1,,A.). Potom 16 0 0 1 0 [ha — fi1
- 15 0 0 0 1 o 15 — i1

n 1JTDA*)1_A2< n

2 ~2 T -1 nTA* -
Var[5] = 5% (ATDA) = o2, (ATD1J A'DA.) ~ % \ATn ATDA*)

75 [tA <- rbind(rep(-1,4),diag(4))

Ak ide o ortogonalne kontrasty, potom AZ1, = 0 a AT A, je diagonalna. Ak 76 |ta <- cbind(rep(1/5,5),tA)
nj = K, potomn=K1,aD =KI 77 |B <- solve (t (tA))
78 |Bstar <- B[,2:5]
Model Fu, v tvare Y = X3 + ¢ sme prepisali (reparametrizovali) do tvaru 79 |contrasts (VodCelk) <- Bstar
Y = i/é+5‘ kde 80 |StrMOD02 <- aov(ConcStr~ VodCelk)
e R _ 81 | summary.lm(StrMOD02)
X3 = X3 aX(X"X)"'X" = X(X"X)""'X". 82 |# Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
83 |# (Intercept) 43.1600 0.5705 75.649 < 2e-16 x%x%
Priklad (Matlce kontrastov) 84 # VodCelkl 8.1500 1.8042 4.517 0.00013 #*xx*
85 |[# VodcCelk2 12.0000 1.8042 6.651 5.72e-07 #xx
Aplikujte vysSie spominané matice kontrastov na ANOVA model pre data 86 |# vVodCelks 9.0167 1.8042 4.998 3.75e-05 x%x
koncentracia stroncia pomocou funkcie contrasts () aaov (). 87 |# VodCelk4 26.2167 1.8042 14.531 1.07e-13 x#x
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

ANOVA model v @ — matica kontrastov A

Asymptotické testy o strednych hodnotach

ANOVA model v @ — matica kontrastov A

1/5 1 0O 0 O M i 1/5 1 0 0 O 7
1 HA
. /6 0 1 0 O 112 1 — pis 15 -1 1 0 0 2 1 — 2
A = 1/5 0 0 1 0 7/6: . 7A/3: H2 — H5 AT: 1/5 0 -1 1 0 7/6: . 7A/6: M2 — K3
/5 0 0 0 1 H3 — [i5 175 0 0 -1 1 13 — [4
/6 -1 -1 -1 -1 Hy 14 — s 15 0 0 0 -1 1y [4 — s
88 |tA <- rbind(diag(4),rep(-1,4)) # ekviv. contr.sum(5) 102 |tA <- matrix(c(1,-1,0,0,0,0,1,-1,0,0,0,0,1,-1,0,0,0,0,1,-1),5,4)
89 |tA <- cbind(rep(1/5,5),tA) 103 |tA <- cbind(rep(1/5,5),tA)
90 |B <- solve(t(tA)); Bstar <- B[,2:5] 104 |B <- solve(t (tA))
91 |contrasts(VodCelk) <- Bstar 105 |Bstar <- B[,2:5]
92 | StrMOD02 <- aov(ConcStr~ VodCelk) 106 | contrasts (VodCelk) <- Bstar
93 summary.lm(StrMODO?) 107 |StrMOD02 <- aov(ConcStr~ VodCelk)
94 |4 Estimate Std. Error t value Pr(>|t]) 108 | summary.1m(StrMODO2)
95 |# (Intercept) 43.1600 0.5705 75.649 < 2e-16 ##x 109 |# Estimate Std. Error t value Pr(s|t|
9 |# VodCelkl — -26.2167 1.8042 -14.531 1.07e-13 sk 110 |# (Intercept) 43.1600 0.5705 75.649 < 2e-16 #%*
97 |# Vodcelk2 -18.0667 1.8042 -10.014 3.12e-10 ##* 111 |# vodCelkl 8. 1500 1.8042 -4.517 0.00013 sx«
98 |# Vodcelk3 -14.2167 1.8042 -7.880 3.09e-08 % 112 |# vodCelk2 23 8500 1.8042 -2.134 0.04284 +
99 |# VodCelk4 -17.2000 1.8042 -9.533 8.34e-10 #xx* 113 |# vodcelk3 5.9833 1.8042 1.654 0.11072
100 | tA <- contr.sum(5); t(tA)%«%PRIEM.ConcStr 114 |# vVodCelks  -17.2000 1.8042 -9.533 8.34e-10 #xx
101 |# -26.21667 -18.06667 -14.21667 -17.2
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Asymptotické testy o strednych hodnotach Asymptotické testy o strednych hodnotach

ANOVA model v @ — matica kontrastov A ANOVA model v @ — matica kontrastov A

Nespravny postup (dosadzujeme maticu kontrastov namiesto jej inverzie):
115 | tA <- contr.helmert (5)

116 | tA <- cbind(rep(1/5,5),tA)
117 |B <- solve(t(tA))
118 |Bstar <- BI[,2:5]

136 | contrasts(VodCelk) <- contr.treatment (5)
137 | StrMOD02 <- aov (ConcStr~ VodCelk)
138 | summary.lm(StrMODO02)

119 | contrasts (VodCelk) <- Bstar 139 | # Estimate Std. Error t value Pr(s|t])
120 | StrMOD02 <- aov (ConcStr~ VodCelk) 140 |# (Intercept) 32.083 1.276 25.149 < 2e-16 x*=*
121 | summary.lm(StrMOD02) 141 |# VodCelk2 8.150 1.804 4.517 0.00013 %%
122 | # Estimate Std. Error t value Pr(>|t|) 142 |4 VodCelk3 12.000 1.804 6.651 5.72e-07 *+*
123 |# (Intercept) 43.1600 0.5705 75.649 < 2e-16 s+ 143 |# VvodCelk4 9.017 1.804  4.998 3.75e-05 %%
124 |# vodCelkl 8.1500 1.8042 4.517 0.00013 ##* 144 | # VodCelks 26.217 1.804 14.531 1.07e-13 #*=*
125 |# VodCelk2 15.8500 3.1249  5.072 3.09e-05 %% 145 | contrasts (VodCelk) <- contr.sum(5)
126 |# VodCelk3 6.9000 4.4193 1.561 0.13102 146 | StrMOD02 <- aov(ConcStr™ VodCelk)
127 |# vVodcCelka 75.7000 5.7053 13.268 8.09e-13 %% 147 | summary.lm(StrMOD02) # odhady su prve styri urovne alfa
128 |tA <- contr.helmert (5) 148 | # Estimate Std. Error t value Pr(s|t])
129 |t (tA)%+«$PRIEM.ConcStr 149 |# (Intercept) 43.1600 0.5705 75.649 < 2e-16 x%x%
130 |# 8.15 15.85 6.9 75.7 150 |# VodCelkl -11.0767 1.1411 -9.707 5.82e-10 x*x
131 151 |# vVodCelk2 -2.9267 1.1411 -2.565 0.0167 *
132 | # Poznamky 152 |# VodCelk3 0.9233 1.1411 0.809 0.4260
133 | sqrt (MSe.obs/6) # sqrt(9.7652/6)=1.275748 (StrMODO03) 153 |# VodCelk4 -2.0600 1.1411 ~-1.805  0.0831
134 | sqrt (MSe.obs* (1/6+1/6)) # sqrt(3.255067)=1.80418 154 | round (PRIEM. str, 4)

155 |# A B C D E

135 | sqgrt (MSe.obs* (1/30)) # sqgrt(0.3255067)=0.5705319

156 |# -11.0767 -2.9267 0.9233 -2.0600 15.1400
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Asymptotické testy o strednych hodnotach Asymptotické testy o strednych hodnotach

ANOVA model v @ — matica kontrastov A Metody mnohonasobného porovnavania — testovacie Statistiky

Nespravny postup (dosadzujeme maticu kontrastov namiesto jej inverzie):

157 | contrasts (VodCelk) <- contr.helmert (5)

158 | StrMODO2 <- aov(ConcStr~ VodCelk) Pre nejaky vektor a je stredna hodnota E[ZJ.J:1 aYi]= 2;11 ajp; a rozptyl
159 | summary.lm(StrMOD02) # dostaneme skutocne Helmertove kontrasty o 2

160 | # Estimate Std. Error t value Pr(>|t]) Var[Z].J:1 aY)] = o? Z/'J:1 . Potom

161 |# (Intercept) 43.1600 0.5705 75.649 < 2e-16 x+* !

162 |# VodCelkl 4.0750 0.9021 4.517 0.00013 %= VS v VA

163 |# VodCelk2 2.6417 0.5208 5.072 3.09e-05 #xx Zw = 2 & Y5 — X1 Atk 2 N(0,1).

164 |# VodCelk3 0.5750 0.3683 1.561 0.13102 o &

165 |# VodCelk4 3.7850 0.2853 13.268 8.09e-13 x#x Ue}:p:1ﬁj

166 |## dostaneme skutocne Helmertove kontrasty
167 | ## Preco?

168 |tA <- contr.helmert (5)

169 |solve (t (tA)%*%tA)%+%t (tA) $+3PRIEM.str

170 |# 4.075 2.641667 0.575 3.785
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Metody mnohonasobného porovnavania — Fisherova LSD metdda

Rozptyl o2 nepozname a musime ho odﬂadnuf. Vyberovy rozptyl v j-tej
populacii je rovny S = nj% ;”:1(Yj,- ~Y;)% kdej=1,2,...,J,s0
nezavislé. Potom plati (n; — 1)S7 /0% ~ X,Z,j_1. Kedze v modeloch Fyy, a Fy,
predpokladame rovnost rozptylov, potom mézeme pisat 52 ako
n; — \2

st = p jJ:1 (n; — 1)5/2 =7 Z/'J:1 il Vi — .Vj-) = 575 SSe.ons, kde
n—J= >4(n; — 1). Potom (n — J)S? /0% ~ x5_,. NavySe S? je nezavislé
na Y;., a teda mézeme pisat

a’p—ap, S a Yy — S amo »

- - ~ tn—J7

~ /S2aT(XTX) 'a syt @

j=1 n;

kde je matica planu X pouzita bez prvého stipca (charakterizujticeho celkovi
strednt hodnotu 1) a ma preto rozmery n x J. Realizaciou T je ta, p-hodnota
=2Pr(Ta > |ta|]|Ho) @ Ho zamietame, ak |ta| > t,—y(/2); tn—s(/2) je kriticka
hodnota t rozdelenia s n — J stupfiami voinosti.

37/100 Stanislav Katina Linearne $tatistické modely Il

Asymptotické testy o strednych hodnotach

Metody mnohonasobného porovnavania — Scheffého metéda

Oznacme

_ 2 _ 2
) (aTﬁ - aTuo)Z (Z/'J:1 aYj. — Z}/:1 ajH/’O) (Z/'J:1 a(Yj. — HJO))

T2 = — —
S?a’(XTX)'a y @ , &
( ) S2 Zj:1 ﬁ S2 Zj:1 ﬁ
Potom
— — 2
, Sl (V= Y) = (o —w)
e = 2 = (= DFw,
a: ‘.171 a/-:O S
ya
o LY S5 My .
kde Y. = = ap="4 . Navyse
> >
sup TER(J=DFs 10y
ayy | a=0
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Metody mnohonasobného porovnavania — Fisherova LSD metéda

Ta = T.sp je Waldova testovacia statistika, Casto nazyvana aj Fisherova
LSD statistika (z angl. least significant difference, t.j. najmensi signifikantny
rozdiel). Test viacvyberovy Fisherov LSD test o linearnom kontraste

Sl -
Potom mézeme definovat Waldov 100 x (1 — a)% empiricky IS pre nejaku

linedarnu kombinaciu ZJ.J:1 aj; (nazyvany aj empiricky IS Fisherovho
typu) ako

J J az J J ag
> ay; —thu(a/2) szznffj,Za,yjA + th_y(/2) szanj ,
j=1 j=1 j=1 j=1
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Metody mnohonasobného porovnavania — Scheffého metéda

v 2
Citatel a menovatel (J — 1)Fy st nezavislé. Tiez plati S? ~ 02>2= a

Ulg (i my (Y5 = ¥) = (o — u))2> ~ x5

j=1
Scheffé ukazal, ze

. 2 v
C@a-aTp)”  (SLaY - Xl am)’
~ S2a’(X"X)-'a S25  a?/n;

j=1"%j

Fa R =1Fs1u,

kde Ho zamietame, ak Fa > (J — 1)Fy_1 n—y(a), kde Fy_1 n_y() je kriticka
hodnota F rozdelenia s J — 1 a n — J stupfiami voinosti. Je potrebné
zdoraznit, ze Hy musi platit pre vSetky kontrasty a simultanne a Hy
zamietame, ak zamietame hypotézu o supréme T2, t.j. zamietame Hy v
ANOVA F-teste. F, sa nazyva Waldova testovacia Statistika, casto
nazyvana aj Scheffého statistika a test viacvyberovy Scheffého test
nulovosti vSetkych kontrastov. Realizaciou F, je Fa obs @ (adjustovana)
p-hodnota = Pr(Fa > Fa obs|Ho)-
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Metody mnohonasobného porovnavania — Scheffého metéda

Waldove simultanne 100 x (1 — «)% empirické intervaly spofahlivosti
Scheffého typu definujeme ako

( i~ /(d— DFs_1n-s(a)y/52aT(XTX)

a'fi+ \/(J — NFs_1n-u(a) EéaT(XTX)—1a> :

kde pravdepodobnost pokrytia véetkych IS (simultanne) je rovna 1 — a. Za
simultannu inferenciu (t.j. testovanie Hox) platime dizkou simultannych 1S
Scheffého typu oproti IS Fisherovho typu, t.j. kedZe garantujeme simultanny
koeficient spolahlivosti 1 — «, simultanne IS Scheffého typu mézu byt dost
Siroké (plati t,_y(a/2) < \/(J —1)F -1,n—s()). Z Eoho vyplyva, zZe
Scheffého testy maju mensiu silu ako t-testy.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Metody mnohonasobného porovnavania — Tukeyho HSD metoda

Fa sa nazyva Waldova testovacia statistika, Casto nazyvana aj Tukeyho
HSD statistika (alebo Tukey-Kramerova statistika; HSD z angl. honest
significant difference, t.j. skuto€ny signifikantny rozdiel) a test viacvyberovy
Tukeyho HSD test nulovosti vSetkych kontrastov. Realizaciou F; je Fa ops
a (adjustovana) p-hodnota = Pr(Fa > F, obs|Ho).

Waldove simultanne 100 x (1 — «)% empirické intervaly spofahlivosti
Tukeyho typu definujeme ako

~ 1. - 1.
(aru —qun_s(a) EcrgaT(XTX)—1a, a' i+ qunu(a)y/ 2agaT(XTX)—1a) )

Priklad (Metody mnohonasobného porovnavania)

Majme koncentraciu stroncia Sr (mg/ml) v piatich vodnych celkoch. (1) po
nahiade na data vhodne zadefinujte kontrasty a aplikujte na ne Scheffého
metodu; (2) pouzite Tukeyho HSD metodu (Tysp Statistiku), vypocitajte
adjustované p-hodnoty, simultanne 95% empirické IS Tukeyho typu pre

vSetky parové porovnania rozdielov strednych hodnét a zobrazte ich graficky.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Metody mnohonasobného porovnavania — Tukeyho HSD metoda

Tukey ukazal, ze

sup T, = Vmaw - Vmim D

~ QJ,an,
N —
a:d) Y a=0 1 1 1
j=1"1 Si/5 ( = + = )
\/2 Nmax Y max - i Y min -

kde Ymax. = maxy; Y. a jemu prisluchajici rozsah Nmax, Ymin. = miny; Y;. a
jemu prisltchajuci rozsah npin. Potom

(arﬁ—aTIJlo)z D 1

2
Fo = smarxx)—a " 2%

kde Ho zamietame, ak Fa > 147 ,_, (), kde qu n—,() je kriticka hodnota
studentizovaného rozpétia s J a n — J stupfiami voinosti. Je potrebné opét
zddraznit, Ze Ho musi platit pre vSetky kontrasty a simultanne a H
zamietame, ak zamietame hypotézu o supréme T,.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Metddy mnohonasobného porovnavania v @ — Scheffého metéda

Po nahliade na data pouZijeme nasledovne tri vektory kontrastov a,, nim
prlsluchajuce odhady efektov a/ E, 1 @Y}, ich rozptyly

al(X'X)ay = s? j ] ak,/n, a Scheffého testovacie Statistiky

V/Fay obs = \a Bl /y/s?al (XTX)~'a , kde k = 1,2 a 3:

o a f(o,;,3,3,—1) alfi = —16.5, s?al (X"X)'a; = 1.472,
\/Fa,,o0s = 11.20,
@ ap=(1,-3,-3-3,07, alp =97, s?a] (X' X) 'a, = 1.47%,
v/ Fay,obs i660
® as=(3,—3 3 353 al =34, %l (X'X) a3 = 1.167,
\/Fag,obs _2 91.
Scheffého kriticka hodnota je rovna
\/(J71)FJ 10—y (@) = \/4Fa4 25 (0.05) = 1.34. Potom Hox : @} p = 0 oproti

Hag : aku #0 zamletame, akk =1,2,3.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach Asymptotické testy o strednych hodnotach

Metddy mnohonasobného porovnavania v @ — Scheffého metéda Metddy mnohonasobného porovnavania v @ — Tukeyho HSD metoda

171 |K <- 6; J <- 5

172 |X <- model.matrix (StrMODO03)
173 |al <- ¢(0,1/3,1/3,1/3,-1)
174 a2 <- ¢(1,-1/3,-1/3,-1/3,0)

175 |a3 <- c(1/2,-1/3,-1/3,-1/3,1/2) 192 |# Tukeyho HSD metoda pre vybrany kontrast B-A

176 |matA <- rbind(al,a2,a3) 193 |a.AB <- ¢(-1,1,0,0,0)

177 |t (al)$+*%PRIEM.ConcStr # -16.49444 194 |cit.AB <- sum(a.AB+PRIEM.ConcStr) # 8.15

178 |t (a2) $*3$PRIEM.ConcStr # -9.722222 195 |MSe.obs <- (summary(StrMOD03)S$sig) 2 # 9.7652

179 |t (a3) $*%PRIEM.ConcStr # 3.386111 196 |menov.AB <- sqgrt (MSe.obs/2xsum(a.AB"2/K)) # 1.275748

180 |MSe.obs <- (summary (StrMODO03)s$sig) "2 197 |tLSD.AB <- citatel.AB/menovatel.AB # 6.388408

181 | rozptyl.al <- MSe.obsxt (al)%x%solve(t(X)%*%X)%+%al # 2.17=1.47"2 198 | gtukey (0.95,J,KxJ-J) # 4.153363

182 |rozptyl.a2 <- MSe.obsxt (a2)%*%solve (t (X)%+%X)%+%a2 # 2.17=1.47"2 199 |p.hodn  <- 1-ptukey(tLSD.AB,J,K+J-J) # 0.001129311

183 |rozptyl.a3 <- MSe.obsxt (a3)%x%solve (t (X)%x%X)%*%a3 # 1.36=1.16"2 200 | 1s.2B <- citatel.AB+c(-1,1)*gtukey(0.95,J,K+«J-J) xmenov.AB
184 |kh.F <- sqgrt((J-1) % (1-pf(0.95,J-1,K+«J-J))) # 1.344368 201 |# 2.851355 13.448645

185 |abs (t(al) $x%PRIEM.ConcStr) /sqrt (rozptyl.al) # 11.19704 202 |mp.Tukey <- TukeyHSD (aov(ConcStr~VodCelk),ordered=FALSE) # tab.
186 |abs(t (a2)%+*%PRIEM.ConcStr) /sqgrt (rozptyl.a2) # 6.599807 203 |mp.Tukey$VodCelk

187 | abs (t(a3) $*%PRIEM.ConcStr) /sgrt (rozptyl.a3) # 2.907548

188 |IS.al <- t(al)%*%PRIEM.ConcStr + c(-1,1)xkh.Fxsqgrt(rozptyl.al) #
-18.47484 -14.51405

189 |I1S.a2 <- t(a2)%*%PRIEM.ConcStr + c(-1,1)«+kh.Fxsqgrt (rozptyl.a2) #
-11.702620 -7.741825

190 |1S.a3 <- t(a3)%*%PRIEM.ConcStr + c(-1,1)«+kh.Fxsqgrt(rozptyl.a3) #
1.820470 4.951753
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Asymptotické testy o strednych hodnotach Asymptotické testy o strednych hodnotach

Metddy mnohonasobného porovnavania v @ Metddy mnohonasobného porovnavania v @

B-A L——
Tabulka: Vysledky Tukey HSD metddy — rozdiely aritmetickych oo | i
priemerov y; —¥;., dolna a horna hranica Waldovych simultannych oop
95% empirickych IS Tukeyho typu pre y; — 1; (DH a HH), adjustované ca
p-hodnoty pi c-B - .-—-—«
Vi =Y, DH HH [ DB
B-A 815 285 1345  0.00112931 = ——l
C-A 12.00 6.70 17.30 0.00000534 D-C o —e——
D-A 9.02 3.72 1432 0.00033392 E-C § ——
E-A 26.22 20.92 31.52 <0.00000001 E-D - § ——
C-B 385 -145 915  0.23762175 : e a .
D-B 0.87 —-4.43 6.17 0.98848032 Sr (mgim)
E-B 1807 1277 2337 <000000001 Waldove simultanne 95% empiricke IS Tukeyho typu
D-C -2.98 -8.28 2.32 0.47910996
E-C 1422 892 1952 0.00000029 Obr.: Waldove simultanne 95% empirické IS Tukeyho typu pre
E-D| 17.20 11.90 2250  0.00000001 rozdiely strednych hodn6t

47/100 Stanislav Katina Linearne $tatistické modely Il 48/100 Stanislav Katina Linearne $tatistické modely Il



Asymptotické testy o strednych hodnotach

Parové porovnavania

Nech CHPD znamena chyba prvého druhu (testu jednej Hp). Potom
Pr(CHPD) = Pr(zamietni Ho|Ho neplati) < a.

Definicia (chyba porovnavania )

Chyba porovnavania (comparison-wise error, CWER) a. je
pravdepodobnost zamietnutia prave jednej Hox, ked tato Hox je pravdiva, t.j.
ide o pravdepodobnost, Ze nastane prave jedna CHPD v jednom parovom
porovnani.

Definicia (experimentalna chyba a.)

Experimentalna chyba (experiment-wise error, ENER) ae je
pravdepodobnost zamietnutia aspofi jednej Hox, ked vietky Hox sU pravdive,
t.j. ide o pravdepodobnost, Ze nastane aspori jedna CHPD medzi vietkymi h
nezavislymi parovymi porovnavaniami. Tato chyba je kontrolovana na
nominalnej hladine vyznamnosti c.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Parové porovnavania

Zamerajme sa na hodnotenie zovS§eobecnenej pravdepodobnosti CHPD v
podobe

@ pravdepodobnosti najmenej jednej CHPD, kde V je podet
zamietnutych pravdivych Hox (family-wise error rate, FWER: metody
napr. Fisherova LSD metdda, Tukeyho HSD metdda, Scheffého
metdda, Bonferroniho metdda, Sidakova metdda, Holmova metdda,
Hochbergova metéda); FWER = Pr(V > 1); FWER adjustované
(upravené) p-hodnoty su definované nasledovne

Pk = inf{a : Hox zamietame na FWER = a};

© ocakavanej hodnoty podielu CHPD medzi zamietnutymi
hypotézami, FDR = E[V/R], ak R > 0 alebo 0, ak R = 0, kde R je
pocet zamietnutych pravdivych a nepravdivych Hy, FDP = V /R (false
discovery rate, FDR, false discovery proportion, FDP: metédy napr.
Benjamini-Hochbergova metdda, Benjamini-Yekutieliho metéda); FDR
adjustované p-hodnoty su definované nasledovne

px = inf{a : Hox zamietame na FDR = a};
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Parové porovnavania

Z definicii vyplyva, Ze Pr(CHPD) jedného testu je rovna a. a
pravdepodobnost spravneho rozhodnutia je 1 — «.. Za predpokladu, Ze
mame h nezavislych parovych porovnavani, bude mat nahodna premenna Vv
(pocet CHPD) binomické rozdelenie, t.j. V ~ Bin(h, ac). KedZe ae je
pravdepodobnost, Ze nastane aspofi jedna CHPD medzi vietkymi h
nezavislymi parovymi porovnavaniami, méZeme ju definovat nasledovne

a=ae=Pr(V>1)=1-Pr(V=0)=1-ad(1—ac)"=1-(1—-ac)".

Z tejto rovnosti vyplyva, Ze ak sa pocCet parovych porovnavani zvacsuje, ae
sa bliZi k jednotke (pozri tabulku). Ak h = 1 (dvojvyberovy pripad), potom

a = Qe = Qg.

Tabulka: Experimentalna chyba o, ako funkcia a¢ a h

ac/h | 2 5 10 20 50
0.01 | 0.0199 0.0490 0.0956 0.1821 0.3950
0.05 | 0.0975 0.2262 0.4013 0.6415 0.9231
0.10 | 0.1900 0.4095 0.6513 0.8784 0.9948
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Parové porovnavania

Kontrola FWER a FDR znamena nasledovné: FWER < « a
Pr(FDP > ~) < a, kde v, € (0,1).

Aby bolo mozné robit simultannu inferenciu, je potrebné modifikovat kriticku
hodnotu t,_,(«/2) rozdelenia Fisherovej LSD Statistiky pomocou substittcie
a/2 pouzitim jedno- a viackrokovych metdd. (Jednokrokova) Bonferroniho,
resp. Sidakova metéda su zaloZzené na principe zmensenia argumentu a/2
kritickej hodnoty t-rozdelenia s n — J stupfiami voinosti (obojstranny test) na
zaklade Bonferroniho, resp. éidékovej nerovnosti,

Pr(Uf_1Ax) < Sh_, Pr(Ac), Pr(Uj_41Ac) <1 -, resp.

Pr(Mi—1Ax) > [1}_, Pr(A«),Pr (Mh—1Ak) > 1 — a, na a/(2h), resp.

_ _ \1/h
%, kde A, je najaka udalost. V druhej nerovnosti plati rovnost ak

s Ax nezavislé.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Parové porovnavania

Asymptotické testy o strednych hodnotach

Parové porovnavania

Bonferroniho metdda je konzervativnejsia ako Sidakova (vedie ku mensiemu
poctu zamietnuti, t.j. kritické hodnoty su vacsie), lebo plati

(1—a)"" <1 —a/hprevéetky a > 0,h > 1, teda

ta_s(a/h) > ta_y(1 — (1 — @)"/"). Rozdiel je ale zanedbatelny.

V suvislosti s kontrolou FWER a adjustovanymi p-hodnotami plati pre
Bonferroniho nerovnost

ho
FWER = Pr(V >0)=Pr (U, (P <a)) <> Pr(P <a)
k=1
ho
(0% «
< — = — < a.
< Z h ho p S
k=1
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Parové porovnavania

Pre Sidakovu nerovnost

ho

Pr(v=0) = Pr(ne, (Pc>a)) :gPr(ﬁkZa)
= ﬁpr(ﬁk21—(1—a)””)=(1—a)”°/”21—a,
k=1

z ktorej vyplyva, z& FWER = Pr(V > 0) =1 —Pr(V =0) = (1 — 2)"/" < .
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Parové porovnavania

Ak pouzijeme vySSie uvedené postupy na h parovych porovnani, potom
pravdepodobnost, Ze aspori raz chybne zamietneme jednu z rovnosti 1; = 1,
ktora plati, nie je vacsia ako «, t.j. ak su vSetky hypotézy pravdive,
pravdepodobnost identifikacie, Ze niektora z nich je nepravdiva, nie je viac
ako «, pretoze o je pravdepodobnost zamietnutia ANOVA F-testu. Taktiez
ANOVA F-test je test véetkych al u =0, k = 1,2,..., h, a ak je tento test
zamietnuty, e$te nemusi nastat situacia, Ze niektora z vy3sie spomenutych
metdd zamietne nejakd hypotézu. Prave pre tuto vlastnost je experimentélna
chyba mensia ako «. Ale ak ANOVA F-test zamieta nulovi hypotézu, potom
Scheffého metdda bude zamietat Hy aspof pre jeden kontrast.
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Adjustované hladiny vyznamnosti o, su definované nasledovne
@ Bonferroniho oy = 35,

1—(1—a)?/P

—

Argument «/2 kritickej hodnoty t,_;(a/2) sa substituuje a. Potom budu
Waldove simultanne 100 x (1 — «)% empirické intervaly spofahlivosti
Fisherovho typu definované nasledovne

(37~ tr o)/ 5207 (XX 12,077 + by () 5227 7))

Adjustované p-hodnoty p, st definované nasledovne

@ Sidakove ay =

@ Bonferroniho px = min {hpx, 1},
@ Sidakove px = 1 — (1 — py)",
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Asymptotické testy o strednych hodnotach Asymptotické testy o strednych hodnotach

Mnohonasobné porovnavania v ® Metody mnohonasobného porovnavania v @®

Mnohonasobné porovnavania v @

Na Tukeyho HSD metdédu pouzijeme funkciu

TukeyHSD (aov () ,ordered=FALSE), kde argument ordered ponecha
pdvodné poradie hypotéz Hy,. Vystupom je tabulka obsahujuca odhady
rozdielov strednych hodnét y; — Vi dolné a horné hranice Waldovych

simultannych 100 x (1 — «)% empirickych IS Tukeyho typu a adjustované Priklad (Metédy mnohonasobného porovnavania)

p-hodnoty py.. Na jednokrokové a viackrokove metédy (vypocet Majme koncentraciu stroncia Sr (mg/ml) v piatich vodnych celkoch. Otestuijte
adjustovanych p-hodnét) pouzijeme funkciu rovnost strednych hodnét ANOVA F-testom pomocou funkgii (1) aov () (2)
pairwise.t.test(y,x,p. adjus’le'mel:_?di;'p°°1 -8d=TRUE) , kde oneway.test () a(3) 1m(). Ak je Ho zamietnuta na o = 0.05, potom
argument pool . sd=TRUE predstavuje pouZitie o a argument vypoditajte adjustované p-hodnoty a Waldove simultanne 95% empirické IS
p.adjust="metoda" Specifikuje metddu, napr. Bonferroniho Fisherovho typu pre vSetky parové porovnania rozdielov strednych hodnét
p.adjust="bonferroni". Bonferroniho metédou.

Funkcia 1m () ma prednastavené kontrasty parovych porovnani s prvou
populaciou, o; — a1, kde J > 1, kedy pouzijeme vstupné argumenty y a x.
Pokial by sme chceli testovat nulovost jednotlivych «;, pouZijeme vstupné
argumenty y-mean (y) a x-1 (argument x-1 znamena model bez interceptu

1)
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Asymptotické testy o strednych hodnotach Asymptotické testy o strednych hodnotach
Metody mnohonasobného porovnavania v @ Jednofaktorovy ANOVA model s fixnymi efektami pri roznych rozptyloch

Nech Y,-,-(uj,ajz), kde existuje aspon jedna dvojicai #£j (i,j =1,2,...,J)
taka, ze o7 # of a zarovef o7 sl nezname. Potom Fyy Statistika nema F
rozdelenie s J — 1 a n — J stupfiami voinosti a musi byt modifikovana
nasledovne (Welch 1951)

75 W (VJ- —Vf»w))z B S W, (Vr —VF»W))Z
- —5)’

D
Fw = % G ~ Fy_1.df,,
204 | # parove porovnavania 1+ 2JJ2__21 2}1:1 nv_j1 J-1+ 2% }1:1 nj—1
205 |mp.Bonf <- pairwise.t.test (ConcStr,VodCelk, ! !
206 p.adjust="bonferroni", pool.sd=TRUE) —~ 2 w; , - ) J T .
w; = n;/s;, hj = ﬁ,] =12,....,Jap=Y." =37 hY;. PoCet
i=1

stupriov voinosti
J2 -1

32/421 (1=h)

n—1

dfy, =

¢o zaokruhlime na najblizSie nizSie celé Cislo, t.j. dfy, = [df, |.
Priklad (homogenita vs nehomogenita rozptylov)
Comu je rovné (A) Y, (B) df, a (C) Fw ak st rozptyly homogénne?
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Jednofaktorovy ANOVA model s fixnymi efektami pri roznych rozptyloch

Fyw sa nazyva Fisherova testovacia Statistika (alebo presnejSie Welchova
ANOVA F-statistika) a test viacvyberovy F-test s Welchovou
aproximéciou stupfiov volnosti o rovnosti strednych hodnét

1, 12, - - -, by (alebo Welchov ANOVA F-test). Realizaciou Fyy je Fops @
p-hodnota = Pr(Fyw > Fops|Ho). Na porovnanie ANOVA modelu pri réznych
rozptyloch s ANOVA modelom pri rovnakych rozptyloch — s? definujeme ako
vazeny priemer vyberovych rozptylov sf,j =1,2,...,J, teda

nj

S (=1t L (n 1) 1 _
§? === L= d kdes,z=712(yﬁ—yj.)2.

Z,‘J:1 (n;—1) n—J 7 =13
Potom Y; ~ N,,j(ﬁj1 %)), kde X; = g; 21, X,,j, vektor chyb e; ~ Ny, (0, X)),
vektor parametrov 3 ~ N, (8, (X"~ 'X)~"), kde £ = diag(c%,03,...,02) a
maximalne vierohodny odhad B vypocitame pomocou vazenej metody
najmensich Stvorcov, tj. 3 = (X" 'X)~'X"x~"Y. Pozor, X je matica
planu s rozmermi n x J (t.j. blokovo diagonalna matica jednotiek s blokmi
1n,).
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Jednofaktorovy ANOVA model s fixnymi efektami pri roznych rozptyloch

Waldove simultanne 100 x (1 — «)% empirické intervaly spofahlivosti
Tukeyho typu definujeme ako

<aTﬁ ~ Gy (o) 3T (XS 1X) 12,07+ G () ;aT(XTS1X)1a> -

Waldove simultanne 100 x (1 — a)% empirické intervaly spofahlivosti
Fisherovho typu definované nasledovne

(aTﬁ — ty, (ax)r/aT(XTS—1X)"a,a’ fi + to, (o) aT(XTS*1X)*1a) .

Stupne voinosti df,, sa pri intervaloch spolahlivosti &asto stubstituuju
Welch-Satterthwaitovymi efektivnymi stupfiami vofnosti zadefinovanymi
nasledovne (Welch 1947, Satterthwaite 1946)
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Jednofaktorovy ANOVA model s fixnymi efektami pri roznych rozptyloch

Waldov 100 x (1 — «)% empiricky IS pre nejaku linearnu kombinaciu
Z,-J:1 aj; (nazyvany aj empiricky IS Fisherovho typu) ako

J J aZSZ J aZSZ
>, ~tanlo/2)) L2305, + ttor2)| - 17
j=1

j=1 j=1 j=1

Waldove simultanne 100 x (1 — «)% empirické intervaly spolahlivosti
Scheffého typu definujeme ako

(aTﬁ - \/(J — 1)FJ—1,dfw(CM)\/aT(XTs_1X)_1a
aTﬁ + \/(J — 1)FJ71’dfw(a)\/aT(XT371X)*1a) 7

kde & = S = diag(s?, s3,...,5%).
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Asymptotické testy o strednych hodnotach
ANOVA model v @

Funkciu oneway . test () je mozné pouzit aj v pripade, Ze rozptyly nie su
rovnaké, ak nastavime argument var.equal =FALSE.

Mnohonasobné porovnavania v @

Na jednokrokové a viackrokové metédy (vypocet adjustovanych p-hodn6t)
pouzijeme podobne ako predtym funkciu

pairwise.t.test (y,x,p.adjust="metoda"), avSak argument
pool.sd=FALSE.

Priklad (ANOVA F-test a Tukeyho HSD metoda)

Naprogramuijte v @ (A) ANOVA F-test za predpokladu nerovnosti rozptylov a

(B) Tukeyho HSD metddu za predpokladu nerovnosti rozptylov.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Metddy mnohonasobného porovnavania v @ — Scheffého a Tukeyho HSD metoda

Priklad (Metédy mnohonasobného porovnavania)

Majme koncentraciu stroncia Sr (mg/ml) v piatich vodnych celkoch. Otestujte
rovnost strednych hodnét ANOVA F-testom za predpokladu nerovnosti
rozptylov pomocou funkcie oneway . test (). Ak je Hyp zamietnuta na

a = 0.05, potom (1) po nahliade na data vhodne zadefinujte kontrasty a
aplikujte na ne Scheffého metddu; (2) pouzite Tukeyho HSD metddu (Tysp
Statistiku), vypocitajte adjustované p-hodnoty, simultanne 95% empirické 1S
Tukeyho typu pre vSetky parové porovnania rozdielov strednych hodnét a
zobrazte ich graficky.

Pozn.: Ide o identicky priklad ako za predpokladu rovnosti rozptylov.

65/100 Stanislav Katina Linearne $tatistické modely Il

Asymptotické testy o strednych hodnotach

Test pomerom vierohodnosti o rovnosti strednych hodnét

Tiez plati © = {0 : 1 = p2 = ... = py = p}. Potom —1 krét prirodzeny
logaritmus pomeru vierohodnosti bude rovny

2
—In(A(y1,¥2,...,¥4)) = Eln( g)

Vieme, Ze testovacia Statistika pomerom vierohodnosti
Ur=-2In(A(Y1,Y2,...,Yy)) 2 X5_1, kde Hy bude zamietnuta pre velké
hodnoty podielu g—é Da sa ukazat, ze —In(A(y1,Y2,...,Y,)) je rasticou
funkciou Fops. Upravou podielu 5—0/52 dostaneme

~\2
—In(\(y1,¥2,---,¥4)) g| (Z,E1 2121(}’/£;y/ )N))
j=1 i=1\JJi

n J—-1
- §|n (1+mFobs)

Potom méZeme Uyr prepisat

J-—1
ur =nln <1+mFobs)~
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Test pomerom vierohodnosti o rovnosti strednych hodnét

Nech Yj ~ N(yj,0?), kde j = 1,2,...,J a o? je neznama. Logaritmus funkcie
vierohodnosti ma tvar

n
l(9|y17YZ»-~-»YJ) = 72| 271—0— 2 222 Vi — ,u‘j )

j=1 i=1

kde n ="', ;. MLE 0 je rovny 8 = (ji1, fiz,. .., iy, 5°)", kde

g
~ — o~ 1 _
H/:}’jaUZZEZ (.Vji*y/')27
=1 i=1
tj.©1={0:p #pi<ji=12,...,d-1,j=2,3,...,J} pre asponi
jedno i aj. Za platnosti Ho je 60 = (i, 7, . . . , i, 52)" plati

j

J J o
X = IS =SS )
j=

1 i=1 j=1 i=1
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Test pomerom vierohodnosti o homogenite rozptylov

Hypotezy defmUJeme nasledovne Hy : 0% = o2 =

;éo # o2 pre aspon jedno j < j,i =1, 2

= 03 = o oproti
J71;j:2,3,...,J.

Nech Yj ~ N(w,07), kde j =1,2,...J, 0 = (w1, pa, - . ., 1y, 05,05, ..., 05) .
Logaritmus funkcie vierohodnosti ma tvar

J J nj
1
1(Oly1.y2,....¥5) = —Z In(27of) 27202 (Z(y/‘i—uj)z) ~
j=1 j=1 =70 \li=1

MLE 6 je rovny 6 = (fi1, fiz, - - . , fis, 52, 05,...,52)7, kde
nj

L 1 _
Hy :y/'aajz = EZ(Y/I *yj)za

i=1

tj.©1={0:0f #£07 #£0%i<j,i=12,...,J-1j=2.3,...,J}pre
aspon jedno i aj.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Test pomerom vierohodnosti o homogenite rozptylov

Za platnosti Hy je 0o = (fi1, fiz, - . . , iy, 52,52, ...,52)T, kde

J a2
a2 _ Zj:1 njo;

ZJ‘J:1 n
tj. @ = {0 :0? =05 =... = 05 = 0?}. Potom —1 kréat prirodzeny logaritmus
pomeru vierohodnosti bude potom rovny
—In(A\(Y1,Y2, .., ¥0)) = 1Bly1.y2,...,ys) — [ (Boly1, ¥z, ..., Y.)
J ~2 J ~
1 Z 1 niU,’ 1 lea
= n;in <A : = niin| =
2 jz:; sz 2}1—1 n; 2 12:1:

Vieme, Ze testovacia Statistika pomerom vierohodnosti
Ur = —2In(A(Y1,Y2,...,Y,)) & x2_,. Realizaciou Uir je uir.
Potom p-hodnota = Pr(Ur > ur|Ho).
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Bartlettova modifikacia testu pomerom vierohodnosti o homogenite rozptylov v @

Argumenty (vstupy) funkcie bartlett.test ():
Q x — objekt 1m (y~x) alebo len vektor pozorovani y;

Q g — vektor prislusnosti do skupin x, ak (1) je vektor pozorovani y, inak nie je
potrebné tento argument uvadzat;

Q formula v podobe y~x, ak nie je uvedené (1) a (2);
Q data v podobe datovej tabuiky, ak (1) aZ (3) pouzivaju stipce z datovej tabulky.
Vystupy funkcie bartlett.test ():

Q statistic — Bartlettova Statistika Uﬁgt);
@ ar - stupiie volnosti J — 1;
Q p.value — p-hodnota.
Priklad (Test pomerom vierohodnosti o homogenite rozptylov)

Naprogramuijte v @ testom pomerom vierohodnosti o homogenite rozptylov.

Priklad (Test homogenity rozptylov)

Majme koncentraciu stroncia Sr (mg/ml) v piatich vodnych celkoch. Otestujte
homogenitu rozptylov (A) testom pomerom vierohodnosti a (B) Bartlettovou
modifikaciou testu pomerom vierohodnosti.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Bartlettova modifikacia testu pomerom vierohodnosti o homogenite rozptylov

Bartlett (1937) modifikoval testovaciu Statistiku pomerom vierohodnosti
nasledovne

|
_UR p

U ~Xg—
B C XJ—15

kde

y i S (= 1)8?
U =>"(— 1) <32> = M
= 5 S 1)

S? st vyberové rozptyly a

g, 1 XJ: 1 1
TT3u-N &1 -1

j=1 j=1

Us konverguje ku x3_, rozdeleniu rychlejsie ako U r. Realizaciou Us je ug.
Potom p-hodnota = Pr(Us > ug|Ho).
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Dvojfaktorovy ANOVA model s fixnymi efektami

Nech Yj ~ N(uj,07), kdei=1,2,....1,j=1,2,....Ja

k =1,2,...,n;, st nezavislé nahodné premenné. Budeme rozliSovat
dve situacie
@ Yk ~ N(pj,0?), kde 02, = 02, = ... = 02, = 02 (homogenita

rozptylov), o7 st nezname a

Q Yk ~ N(uj, a,?), kde existuje aspon jedna dvojica rozptylov,
ktoré sa nerovnaju (nehomogenita rozptylov), o,? sU nezname.

V $pecialnom pripade n; = K, t.j. ide o situaciu, kde su vSetky
rozsahy homogénne.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach Asymptotické testy o strednych hodnotach

Dvojfaktorovy ANOVA model s fixnymi efektami Dvojfaktorovy ANOVA model s fixnymi efektami
Majme dvojicu hypotéz Hy: vy = ap = ... = oy = 0 oproti Hq: existuje
] . . asponjednoi<j(i=1,2,...,d —1; / 1 ., J) také, Ze o # o).
Nech Yii ~ N(pj, 07), kde 0% = 0f = ... = o,2J = 05 a zaroven o7 sU Ak Ho plati,
nezname. Majme dvo;faktorovy model analyzy rozptylu (ANOVA) SSu
s fixnymi (pevnymi) efektami, ozn. 7, definovany ako Fwa= gg* 2 Fat, ot »

o
Yibe = p € = p 0 ¥ 5 < kde dfy = — 1, df, =n — [ — J + 1 st stupne voinosti
I J . . :
kde 1= S S i 0D i = i+ oy, g = i+ B S oy = 0, n=73_4 > j—4 Nj (za platnosi homogenity rozsahov n = 1K) je
J H= i Z’f1 i/ ( ), Hi Hv il' ,Mj VM g ;’*f v'a' 3 celkovy rozsah, nj; su rozsahy jednotlivych vyberov.
Zj:1 n;B; =0, 1 je celkova (spolo¢na) uroven spolocna vSetkym

populaciam (alebo celkova stredna hodnota), o; je i-ta Groven Majme daliu dvojicu hypotéz Ho: 31 = (o = ... = 3, = 0 oproti Hs:
faktora A (i-ty efekt faktora A) a znamena odchylku strednej existuje aspon jednoi <j (i=1,2,...,d —1; j =1,2,...,J) také, ze
hodnoty i-tej populacie od 1, 3; je j-ta Grovef faktora B (j-ty efekt Bi # B Ak Hy plati,
faktora B) a znamena odchylku strednej hodnoty j-tej populacie od
1. Pre chyby Eijk plati Ejjk ~ N (O,Ug). Model Y,‘jk ~ N(u + o + ﬁj,ag) % >
sa nazyva aj model podmieneného normalneho rozdelenia. Fwp = SSBe ~ Fty dr,»
dfe

kde dfg =J — 1.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach Asymptotické testy o strednych hodnotach
Dvojfaktorovy ANOVA model s fixnymi efektami Dvojfaktorovy ANOVA model s fixnymi efektami

Nech bi.=Yi. =Y./ (UK), /,Lj = Y, = Y, J(K), i=Y.. = Z,—K SS; je vyberovy sucet Stvorcov rozdielov vnutri siborov a je
Z, 1Yy = Z/ RAE Zk 1 Zj 1 Vi Y 1 - definovany ako
Zk 1 Z, 1 Yi, Vi, j. Dalej dostaneme . = Yj. = K , I J K 2
Y’J_Zk1 jk- Potom @ = i;. — /i,ﬂf—/i/ 1 SSe = ZZZ(’/"_ _yj.+y>
i=1 j=1 k=1
SS, je vyberovy sucet stvorcov rozdielov medzi subormi faktora I J K ' y2 J y? y2
. ) , _ i J-
A a je definovany ako = ZZZYUK ZJiKiZliJFIJiK'
i=1 j=1 k=1 i=1 Jj=1
i - - 2 i Y.2 Y2
SS, =JK Z (Y,-.. — Y) = L Sucet SS,u, SSg a SS; sa rovna SSr, Co je celkovy vyberovy sucet
; —~ JK UK < - . ! .
i=1 i=1 Stvorcov rozdielov a je definovany ako
SS; je vyberovy sucet stvorcov rozdielov medzi subormi faktora I J K I J K
B a je definovany ako SSr=> > Z ( ik — ) =Y > > Vi -
i=1 j=1 k= i=1 j=1 k=1
J . J 2 2
SSg =IK Z (Y.j. ) Z 7’ — — Rovnosti SSt = SS4 + SSg + SS. hovorime aj rozklad celkovej sumy

$tvorcov. Pre stupne volnosti potom plati dfy = dfs + dfs + df,, kde
dfr =n—-1,dfp=1-1,dfg=J - 1,dfe=n—1—-J +1.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Dvojfaktorovy ANOVA model s fixnymi efektami

Sumy $tvorcov sa najéastejsie zapisuju do ANOVA tabulky:

zdroj variability \ suma Stvorcov  df  priemerné Stvorce
medzi subormi A SSA,obs de MSA = SSA,obs/de
medzi subormi B SSB,obs dfs MSg = SSB,obs/de
vnutri suborov SSe obs dfe  MSe = SSe ops/dfe
celkovo SST obs dfr

~2 2
Mse,obs =0e¢ =S
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Dvojfaktorovy ANOVA model s fixnymi efektami s interakciou

faktor B

faktor A faktor A

Obr.: Grafické znazornenie interakcie faktora A a B
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Dvojfaktorovy ANOVA model s fixnymi efektami s interakciou

2 2 _ 2 g2 _ 2454 5 o2 s
Nech Yji ~ N(uj, o), kde o3y = of, = ... = o) = o5 a zaroven o} su

nezname. Majme dvojfaktorovy model analyzy rozptylu (ANOVA)
s fixnymi (pevnymi) efektami s interakciou, ozn. F,, definovany
ako

Yik = pj + i = p+ i + B + (aB)j + i,

kde = S"1_y Sq s/ (M), pio = pi+ o, o = i+ B, v = (aB);,
it i =0, 5 myy = 0, Sy my (a); = 5Ly ny (aB); = O, pje

i=1
celkova (spolo¢na) uroven spoloc¢na vsetkym populaciam (alebo
celkova stredna hodnota), «; je i-ta troven faktora A (i-ty efekt
faktora A) a znamena odchylku strednej hodnoty i-tej populacie od p,
G; je j-ta Groven faktora B (j-ty efekt faktora B) a znamena
odchylku strednej hodnoty j-tej populacie od p, (a3); je ij-ta uroven
interakcie faktora A a faktora B. Pre chyby ey plati jx ~ N (0,02).
Model Yjix ~ N(u + o + B + (afB);j, 03) sa nazyva aj model
podmieneného normalneho rozdelenia.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Dvojfaktorovy ANOVA model s fixnymi efektami s interakciou

Majme dvojicu hypotéz Hj : (aﬂ),j = 0 pre Vi,j oproti Hq: existuje
asponjednoi,j(i=1,2,....1,j=1,2,...,J) také, ze (aﬂ),j # 0. Ak
Hy plati,

SSas
D
Fw.as = ‘;’gfj ~ Fatyg. o,
dfe
kde dfag = (I — 1)(J — 1), dfs = n — IJ su stupne volnosti.

—

Nech (a3); = fij. — fi. — i + 7.

SS .5 je vyberovy sucet Stvorcov pre interakciu faktora A a B a je
definovany ako

/ J
SSp = KZZ(V’/ —7,'..—7./.4—7...)2
i=1 j=1
NN Y? Yi o v2
= 2 KXW XK K
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Dvojfaktorovy ANOVA model s fixnymi efektami s interakciou

SS. je vyberovy sucet Stvorcov rozdielov vnutri suborov a je
definovany ako

Rovnosti SSt = SS, + SSg + SSas + SSe hovorime aj rozklad
celkovej sumy $tvorcov. Pre stupne volnosti potom plati

dff = dfp + dfg + dfpg + dfe, kde dfrf =n—1,dfa =1—-1,dfg =J — 1,
dfag=(1—1)(J—=1),dfe =n—1IJ.

Sumy $tvorcov sa najéastejsie zapisuju do ANOVA tabulky:

zdroj variability \ suma Stvorcov  df priemerné Stvorce
medzi subormi A SSA,obs de MSA = SSA,obs/de
medzi subormi B SSB,obs dfs MSg = SSB,obs/de
interakcia AB SSAB,obs deB MSAB = SSAB,obs/deB
vnutri suborov SSe obs dfe MSe = SS¢ ops/dfe
celkovo SST obs dfr

~2 2
MSe,obs =0g =S

Asymptotické testy o strednych hodnotach

Hierarchicky ANOVA model s fixnymi efektami

Nech Y ~ N(uj, 05), kde 03y = 03, = ... = o}, = 04 a zarovefi o] su
nezname. Majme hierarchicky model analyzy rozptylu (ANOVA) s
fixnymi (pevnymi) efektami, ozn. 7}, definovany ako

Yik = pij + ik = p+ i + Bjii + ks

kde p1 = 014 354 1/ (M), i = p+ iy i = o+ B, Sj_q M = 0,
E,'-ﬂ Z/-J:1 n;B.i =0, 1 je celkova (spolo¢nd) Uroven spolo¢na
vSetkym populaciam (alebo celkova stredna hodnota), o; je i-ta
uroven faktora A (i-ty efekt faktora A) a znamena odchylku strednej
hodnoty i-tej populacie od y, §;.; = 3;; je j-ta uroven faktora B (j-ty
efekt faktora B) vnorena do i-tej Grovne faktora A. Pre chyby ¢
plati ejx ~ N (0,02). Model Yj ~ N(u + a; + S, 02) sa nazyva aj
model podmieneného normaineho rozdelenia.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Hierarchicky ANOVA model s fixnymi efektami

Asymptotické testy o strednych hodnotach

Hierarchicky ANOVA model s fixnymi efektami

Majme dalsiu dvojicu hypotéz Hy : 3;.; = O pre Vi, j oproti H: existuje
asponi jedno /,j také, Ze §;; # 0. Ak Hp plati,

SSpa

_ dfga D
Fwpa = =55 ~ Fdtg.dfe:

dfe

kde dfg.a = I(J — 1).

SSg.4 je vyberovy sucet Stvorcov rozdielov pre vnoreny faktor
B : A a je definovany ako

$Ssa=KY Y (Vi - %) =3 -

i=1 j=1 i=1 j=1

Stanislav Katina Linearne $tatistické modely Il

SS. je vyberovy sucet Stvorcov rozdielov vnutri suborov a je
definovany ako

ssezz

i=1j

U
K

J
= 1

J J y2

K
-3

1 k=1 =1

EK: (Y —7:'/%)2 =2

1 k=1 i=1j

Sucéet SS,, SSg.4 a SSe sa rovna SSt. Rovnosti

SS7 =SS, + SSg.4 + SSe hovorime aj rozklad celkovej sumy
$tvorcov. Pre stupne volnosti potom plati df; = dfs + dfg.4 + dfs, kde
dfT =n- 1,de =/- 1,de;A = I(J— 1),dfe =n-—1IJ.

Sumy $tvorcov sa najcastejsie zapisuju do ANOVA tabufky:

zdroj variability \ suma Stvorcov  df priemerné Stvorce
medzi subormi A SSA,obs dfy MS, = SSApbs/de
medzi sibormi B : A SSB:A,obs de:A MSB;A = SSB:A,obs/de:A
vnutri siborov SSe obs dfe MSe = SS¢ ops/dfe
celkovo SST obs dfr

~2 2
Mse,obs =0g =S
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Asymptotické testy o strednych hodnotach Asymptotické testy o strednych hodnotach

Hierarchicky ANOVA model s fixnymi efektami Hierarchicky ANOVA model s fixnymi efektami
V praxi mdzZe nastat situacia, Ze mame rézne poéty podtried B, t.j.
. S y P . . ! ;o ,
J=1,2,...b; Grovni v ramci triedy A;, teda b = > _;_, b; a nevyvazeny SS. je vyberovy stuéet Stvorcov rozdielov vnutri stiborov a je
model, kedy mame namiesto K pozorovani v kazdej podtriede n; definovany ako
] I I J J
pozorovani,tedan=>,_,n=>_, 2/21 njj, n; = Zj:1 nj. - B AT / 2
SS, je vyberovy sucet stvorcov rozdielov medzi sibormi faktora SSe = Z Z ( ok ) Z Z Y’f" Z Z

A a je definovany ako

; / Sucet SS,, SSg.4 @ SSe sarovna SSt, Co je celkovy vyberovy

SS, = Z n: (7 -y )2 _ L:Z _ LZ sucet Stvorcov rozdielov a je definovany ako
> i Yi- > P
i=1 i=1 / ny g Y2
SS;.4 je vyberovy sucet stvorcov rozdielov pre vnoreny faktor SSr = Z Z ( ik — ) = Z Z YI/k :

B : A a je definovany ako i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1

J y2 Y2 Pre stupne volnosti potom plati df; = dfs + dfg.4 + dfs, kde

I J |
SSB:A:ZZn,-j<V,-j. ) Zzn;}— . dfr =n—1,dfa=1—1,dfga=b—I,dfs =n—b.

i=1 j=1 —
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Asymptotické testy o strednych hodnotach Asymptotické testy o strednych hodnotach
Hierarchicky ANOVA model s fixnymi efektami Hierarchicky ANOVA model s fixnymi efektami — priklad tuk v mlieku

Sumy $tvorcov sa najastejSie zapisuju do ANOVA tabulky: Priklad (Tuk v mlieku)
S . ] . Sledujeme percento tuku v mlieku dcér pochadzajucich od réznych
zdroj Yaltlablht)'/ | suma $tvorcov  df priemerne Stvorce bykov a matiek, kde percento tuku budeme oznacovat ako Yy
medzi subormi A SS,0ps dia  MSp = SSaons/dfs (upravené podia Grofik a Ffak 1990). Byci budu predstavovat faktor A
medzi subormi B : A SSB:A.obs de;A MSB;A = SSB:A,obs/de:A q ’ .
vnutri stborov SS. ot o MS, = SS one/dfs (tu Aj, i = 1’, 2,3), 'ma’tky budu 'predsta'lvova{ fgktor B (tu B,, kde Bj;, su
celkovo SST:obs dfr matky priparované bykom A;, j1 = 3, jo» = 2, j3 = 3. Testujte

Ho : B;.; = O pre Vi, j oproti Hy: existuje aspori jedno /,j také, Ze
Bji # 0, t., Ze stredné hodnoty percenta tuku v mlieku dcér réznych
matiek od rovnakého otca sa neliSia.

~2 2
MS(—,\,obs =0e¢ =S
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Asymptotické testy o strednych hodnotach Asymptotické testy o strednych hodnotach

Hierarchicky ANOVA model s fixnymi efektami — priklad tuk v mlieku Hierarchicky ANOVA model s fixnymi efektami — priklad tuk v mlieku

A A A, As ANOVA tabulka:

Bj, | B Bi B3 Ba1 B2 Bs1 B3 Bss

Yk | 4.20 405 415 | 390 420 | 415 400 3.95 o ; , .
4.05 415 425 | 395 415 | 405 410 410 zdroj variability | suma $tvorcov df priemerne Stvorce
4.00 4.10 4.20 4.10 3.95 4.20 4.15 4.00 medzi subormi A SSa,0ps = 0.0855 dfa =2 MS, = 0.0429
4.10 425 425 | 400 400 | 400 395 3.85 medzi subormi B : A | SSg.aobs = 0.0756 dfga =5 MSpa = 0.0151
232 410 4.10 4.05 4.00 vnUtri stiborov SSeobs = 02197  dfe =30 MS. =52 =0.0073

i 5 5 5 7 5 1 5 1 celkovo SS7 obs = 0.3810 dfr =37

n; 16 9 13 SSg.a 0.0756

Yj. | 24.52 20.65 2095 | 15695 20.35 | 16.40 20.20 15.90 F _ dgs _ 5 _ 00151 20635

Yy | 409 413 419 | 399 407 | 410 404 398 WBAbs T TS, T 02t T 00073 ¢

Y. | 66.12 36.30 52.50 de

Y. 154.92 Fde:A,dfe (a) = F5,30(0.05) = 2.5335

Sj | 0078 0.076 0.065 | 0.085 0.104 | 0.091 0.082 0.104 p-hodnota = 0.098.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach Asymptotické testy o strednych hodnotach
Kroneckerov sucin a jeho vlastnosti Kroneckerov sucin v jednofaktorovom ANOVA modeli

Kroneckerov sucin. Nech A je matica m x n, a B je matica p x q. Model Fy, ma tvar
Potom A ® B je matica mp x nq, ktorej (i,/)-ty blok je rovny a;B, teda
1« 1« 0 ... 0 I €1
a11B 3128 a1,,B 1K 0 1K 0 Qi €2
a»yB a»B ... a;B Y = X3+e, kde X = . . . . B = . x> .
A®B = ) ] . ) : : Do :
1;( 0 0 . 1K Qay gy

amB amB ... amB , , "y .
. . Model F4, zapisany pomocou Kroneckerovho sucinu ma tvar
Pre Kroneckerov sucin plati

0RA=A®0 Y=121)u+ (uxs@1k)a+e =1, @1k, lyxy @ 1k)B + €.
(A1 +A)) 9B = (A; ©B) + (A, @ B) Nech 1 = (p1, iz, - . ,;fJ)T ap= (u’,aT)T. Zapis vektora . pomocou
A® (B +By) = (A®B/) + (A®By) Kroneckerovho sucinu je nasledovny
¢A© dB = cd(A © B) =101l o138
ArA; @ B1B2 = (A1 © B)(A2 © By) Vieme, ze A~ = B a B3 = 3. Potom plati nasledovné
-1 _ pA-1 -1 . . . .,
(?A®®BI;)T ; 27 ®®BBT , ak inverzie existuju p=1,01lx 1) (((; 2 1;‘&) =(1,©1,B®1)8.

(A,B)C=(A®C,B®C)
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Kroneckerov sucin v dvojfaktorovom ANOVA modeli bez interakcie

Prezname vektor parametrov faktora A = A1 na o = a4 a vektor
parametrov faktora B = A; na 3 = a. Potom 3 = (u, al,a])T. Nech

po= (11, 112, -, g, f21, - - -, p2y) " . Zpis vektora p pomocou
Kroneckerovho sucinu je nasledovny

p=1211L 1)l ©1))8.

Nech matica kontrastov pre faktor A; je A; a jej inverzia Aj_1 =B,
j =1,2. Potom plati nasledovné

(1@ )u
po= (o110 @1) [ (B1®1)ay
(1®B)az

= (1,21,,B1®1,,1,®B)s.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Testovanie submodelov v ANOVA — sihrn modelov
Majme nasledovné modely

Model FE : Y,'jk =pu+ o+ 5/' + (aﬁ),j + Eijk,
Model Fyp : Y,jk =u+ o+ ﬂj + ik,
Model F5 : Yijk =+ ﬁj =+ Eijk s
Model Fy : Y,'jk = p+ i + gjjk,
Model Fy : Y,'jk = [+ ik,
kde dolny index F znamena plny model (angl. full) a N nulovy
model (angl. null). Z vy$Sie uvedeného zoznamu modelov vzdy bude
pri testovani nejakej Hy oproti H; jeden model F, a druhy F,. Ak su
modely vyvazené, t.j. n; = K, potom je situacia jednoducha. Obe
postupnosti testovania:
Q Fr—Fag — Fg — Fy a
Q 7r — Fag — Fa— Fu,
sa lisia len zamenou [ a J v SS. Ak je model nevyvazeny,
dostaneme vysledok pre kazdu postupnost modelov iny.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Kroneckerov sucin v dvojfaktorovom ANOVA modeli s interakciou

PreznaCme vektor parametrov faktora A = A1 na a = 4 a vektor
parametrov faktora B = Az na B = ap,v = aq2. Potom

5 = (/J“’ a'{v O{;, a’]Tz)T' Nech M= (M11au127 s 1 H215 - 7,uIJ)T'
Zapis vektora u pomocou Kroneckerovho sucinu je nasledovny

=115l @15, s @1, @ lyxy)B.

Nech matica kontrastov pre faktor A; je A; a jej inverzia Ajf1 =B,
j = 1,2. Nech matica kontrastov pre interakciu A2 je Az a jej
inverzia A}, = By,. Potom plati nasledovné

(1@ Nu
(B1 & 1)&1
(1@B2)as

(B1 @ Ba)az

po= (121l @15,k @1, b @ lyxy)

= (1h®1,,B1®1,,1,®B2,B1 ®B)B.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Testovanie submodelov v ANOVA — sumy Stvorcov

Majme nasledovné vyberové sumy Stvorcov v tzv. R-notacii

! J
R(1,A,B,AB) = (Y~ ) (Y~ ) = 885 = 335~ (Vi - ¥3.)°

R(1,B) = (Y —fig) (Y —fig) =SSg =»_ >

i=1 j=1 k=1

R(1,A) = (Y~ ) (Y~ Ba) = S84 = 353 (Ve —7,-.‘)2
=1 j=1 k=1

J
R() = (Y~ io) (Y~ fig) =857 = 333 (Yu - v..)°

i=1 j=1 k=1

Modely prisluchajice danym vyberovym sumam $tvorcov su v poradi
M = Mg, Mag, Mg, Maa Mg = My.
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Asymptotické testy o strednych hodnotach

Testovanie submodelov v ANOVA — rozdiely sum Stvorcov a tri typy rozkladov

Asymptotické testy o strednych hodnotach

Testovanie submodelov v ANOVA — submodel vs nadmodel, nulové hypotézy

Majme nasledovné sumy vyberové Stvorcov v tzv. redukovanej
R-notacii
R(AB[1,A,B) = R(1,A,B) — R(1,A,B,AB) = (fi — fiag) (i — fiag) = SSas — SSe
R(A|1,B) = R(1,B) — R(1,A,B) = (fiag — fig) (fias — Big) = SS& — SSas
R(B|1,A) = R(1,A) — R(1,A,B) = (fipg — fip)  (fias — Bia) = SSa — SSas
R(B[1) = R(1) — R(1,B) = (g — ig)" (g — o) = SST — SSs
R(AI1) = R(1) = R(1,A) = (B — Ho)" (R — Ho) = SST — SSa
R(B|1,A,AB) = R(1,A,AB) — R(1,A, B, AB)
R(A[1,B,AB) = R(1,B,AB) — R(1,A, B, AB)

ANOVA tabulku potom vytvarame pre tri rdzne rozklady sumy
Stvorcov (angl. ANOVA Type I, ANOVA Type Il, ANOVA Type Ill)

| Rozklad typu |  Rozklad typu Il Rozklad typu llI
AB | R(AB[1,A,B) R(AB[1,A B) R(AB[1,A,B)
B R(B[1,A) R(B|1,A) TR(B[1,A,B,AB)
A R(A1) R(A[1,B) TR(A[1,A,B,AB)
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Testujeme nasledovné submodely voci nadmodelom
| Rozklad typu |  Rozklad typu Il Rozklad typu I

AB Fag Vs Fr Fag Vs FE FaB VS Fr
B Fa Vs Fpg Fa Vs Fps Fe_a VS Fg
A FN VS Fp FB VS FaB Fr_B Vs Fr

kde

Model Fr_4 : Y,'jk = U+ ,31 + (Oéﬂ)ij =+ €ijk;
Model fF—B : Yijk =u+ o+ (aﬂ)ij + Eijk -

Testujeme nasledovné nulové hypotézy

| Rozklad typu | Rozklad typu Il Rozklad typu IlI

AB | (aB)j =0preVi,j (aB)j=0preVi,j (af);j=0preVi,j
B Bj = 0 pre Vj Bj =0 preVj Bj =0 preVj
A aj =0 pre Vi aj =0 pre Vi aj =0 preVi

Ide teda o testy rovnakych nulovych hypotéz, ktoré testujeme
pomocou réznych sim stvorcoy, t.j. na testovanie pouzivame
rézne submodely a nadmodely.
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