Jednoducha linearni regrese

Motivace: Cil regresni analyzy - popsat zavislost hodnotirgliY na hodnotach veliny X.
Nutnost vyeSeni dvou probléin

a) jaky typ funkce se pouzije k popisu dané zavisjosti

b) jak se stanovi konkrétni parametry daného typudeafk

ad a)Pri urceni typu funkce jefeba provést teoreticky rozbor zkoumané zavisldsireticka analyza ize upozornit najklad na
to, ze

s mistem hodnot vetiny X budou mit hodnoty veliny Y tendenci monoténinrast ¢i klesat,

tato tendence ma charakter zrychlujicih@isgpomalujiciho setistuci poklesu,

jde o zavislost, kdy distem hodnot vetiny X dochazi zp&atku k itistu hodnot vetiiny Y, ktery je po dosazeni ¢gitého maxime
vysttidan poklesem,

apod.

Muzeme nap zkoumat zavislost ceny ojetého auta @rel Y) na jeho sta (velicina X). Je #ejmé, Ze s rostoucim stén bude kle-
sat cena, ale neni jasné, zda linéAkwadratickyci dokonce exponenciain

Vzdy se snazime o to aby regresni model byl jedadwy, tj. aby neobsahovaitifi§ mnoho parameir Fripada-li v vahu vice funk-
ci, posuzujeme jejich vhodnost pomoidmych kritérii — viz dale.

Casto v3ak nemame dostatek informaci k provedergtiekého rozboru. Pak se snazime odhadnout tygcupomoci dvourozin-
ného tékového diagramu.

Zde se omezime na funkce, které zaviseji lineaenparametrecf,,B;.....B, -

X1 Y1
ad b)Odhadyhb, ,b,,...,b, neznamych paramét,,B,,...,B, ziskame na zaklgdivouroznérného datového soubofu.. ... | me-

Xn Y
todou nejmenSichitverai, tj. z podminky, aby s@et ¢tveral odchylek zjis&&nych a odhadnutych hodnot byl minimalni.



Osnova:

- specifikace klasického modelu linearni regregsha maticovy zapis
- intervaly spolehlivosti pro regresni parametry

- celkovy F-test

- dil¢i t-testy

- kritéria pro posouzeni vhodnosti zvolené regrésmikce

- detailni rozbor modelu regresrimpky



Specifikace klasického modelu linearni regrese
Y =m(x;B,.B,..., Bp)+e, kde

m(x; By, By, Bp) - rktera lineara zavisi na neznamych regresnich parametpe@.....5, a

znamych funkcich, (x).....f (x), které jiz neobsahuji neznamé parametrn(&8,.8,..... Bp)=i[3jfj(x), pricemzf,(x) =
j=0

Jde o modelu.

Slozkag - modelu. Je to nahodn& odchylka od determiniszékgslosti Y na X. Popisuje zavislost

vyswétlované prominné na neznamych nebo nepozorovanych pnoych a popisuje i vliv ndhody. Nelze ji fuirk

vyjadrit.

Veli¢ina Y -

Veli¢ina X -

X1 Y1
Paridime n dvojic pozorovark,,y,).....(x,.y,), tj. dvourozndrny datovy soubof.. ]

Xn  Yn

O nahodnych odchylkach,...,e, predpokladame, ze
a) E(g,)=0(odchylky nejsou systematické)
b) D(g,)=0? >0 (vSechna pozorovani jsou pro¥ad s touz fesnosti)
c) Clg.g)=0proi# j(mezi ndhodnymi odchylkami neexistuje zadny liné&mtah)
d) &~ N(00?).
V tomto @ipact hovaime o

1.



Oznaceni

by ,by,....b, - Bo.By.-...B, (Negastji je ziskame metodou nejmensidherai, tj. z podminky, zZe
vyraz
zn:(yi —zp:ijj(xi)J nabyva svého minima pfp=h,j=0, 1, ..., p)
i=1 =0
m(x;by,... bp) -
§, =m(x:by.....b, ) = ibjfj(xi) - (i-ta predikovana hodnota véily Y)
j=0
el = yi _9| -
Se = Yy, =Y )2 -
i=1
2 SE
s° = -
n-p-1
n . 1 n
SRZZ(Yi_mz)Z - (mzz_ZYi)
i=1 Nz
STZZ(yi_mZ)Z ; (Sr =Se +S)



Vyznam jednotlivych typa souta ¢étverca

Predpokladejme, Zze mame dvouragny datovy soubor, vémz pitimér hodnot zavisle progmné veltiny Y je 9 a
zavislost veliiny Y na velting X je popsana regresniipmkou y = 2x + 3. Dvourozemny tetkovy diagram obsahuje bod o
souadnicich (5, 19), ktery pochazi z datového souldeuregresniitmce lezi bod o sdadnicich (5, 13).

Odchylka zjis¢éné hodnoty 19 od gmeéru 9 je v obrazku ozrana ,Total deviation a po umoéni je to jedna ze slozek
celkového sottu ¢tveral Sy, tj. slozkay, -m,.

Odchylka zjis¢éné hodnoty 19 od hodnoty 13 na regregithpe je v obrazku oziana ,Unexplained deviation“ a po
umocreni je to jedna ze slozek rezidualniho &awgtveral &, tj. slozkay, -y, .

Odchylka hodnoty 13 na regresitirpce od piiméru 9 je v obrazku ozgana ,Explained deviation“ a po umagri je to
jedna ze slozek regresniho suctverca Sg, tj. slozkay, -m,.

_y (S
20 (5,19)
9=
18 —
ne Unexplained
s deviation
|5 —
14 -
13 —
12 Total Explained
1= devyiation deviation
10
ol -
a8 - L3, 7 v
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E-‘. =
5 —
4 —
3 —/
Z =
C T T T T T T T T A



Maticovy zapis klasického modelu linearni regrese

y =Xp+¢, kde

Y= (Y2 a) - :
1 f,(x,) ... fp(xl)

X=|... =

1 fy(x,) ... f(x,)
(predpokladame, ze K = p+1 < n)
B = ([30’[31 ’’’’’ Bp)l - y
e=(g,....8,) - :
Podminky (a) az (d) Ize zkracenapsat ve tvarg ~ N (O, o’ 1).
Maticowe zapsana metoda nejmensétieral vede naovnice
X' Xp=X"y -
b=(X'X)*'X y-
y=Xb - )
esy-y-
Vlastnosti odhadb:
- odhadb je linearni, nebbje vytvaen linearni kombinaci pozorovani y.., y, s matici var(x'x)‘lx';
- odhadb je nestranny, nelbd=(b) = B;
- odhadb m4 variagni matici varb = 62(X'X) "
- odhadb ~ Np+1(B, 6> (X'X)-1) vzhledem k platnosti podminky (d);
- pro odhacb plati Gaussovie Markovova ¥ta: Odhadb = (X'X)'1 X'y je nejleps nestranny linearni odhad vektcp.




Priklad

Sestrojte regresni matiXi pro linearni regresni model

a) y, =B, +B.x; +¢,, provedeme-li 4 gteni,

b) y; =B, +B.x, +B,x5 +B;Inx,, +&,, provedeme-li 5 geni.

Resent:

1 x, X5 Inxg,

1 X, 5
1 x 1 X, X5 Inx,
ad a)X = . X2 , ad b)X=|1 x, x% Inx,,
’ 1 Xy X4211 InX,,

1 x, )
1 X5, X5 Inxg,

Intervaly spolehlivosti pro regresni parametry

S, =SyVj - , kde \; je j-ty diagonalni prvek matic&X(X)™.

Proj=0, 1, ..., p statistika :@ ~ f{n-p-1), tedy 100(1e)% interval spolehlivosti pr§; ma meze:
b;

bj * tl—a/z(n -p- ])Sbj :

(S intervaly spolehlivosti souvisi relativni chybgihadi regresnich paramétrZiskaji se tak, ze se vygita absolutni

hodnota podilu polo¥ni Siky intervalu spolehlivosti a hodnoty odhadu. Retaitichyba odhadu by neta presahnout 10

%.)



Priklad:
V tabulce jsou vynosy technické cukrovky v tunawd ha od roku 2000 do roku 2013.

rok | vynos
2000| 45,83
2001| 45,41
2002| 49,45
2003| 45,20
2004| 50,34
2005| 53,31
2006| 51,48
2007| 53,25
2008| 57,26
10| 2009| 57,91
11| 2010| 54,36
12| 2011| 66,84
13|2012| 63,26
14|2013| 60,00

O O NO|OTDWIN|F|T

Predpokladejte, Ze zavislost vynosu cukrovky na rakwyjadit regresni pmkouy =, +B,x +¢.
a) MNC najdste odhady neznamych regresnich parairfiirp..
b) Sestrojte 95% intervaly spolehlivosti pro regrgsmiametryf, ;.
c) Najckte relativni chyby odhddregresnich paramétf, p;.



Resent:

Vytvorime datovy soubor se &wma prondnnymi rok, Y a 14 fipady.

Statistiky — Viceroz@rna regrese — Zavisle prémma rok, nezavisle pramné Y - OK — OK —
Vypocet: Vysledky regrese.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (cukrovka_technicka.sta)
R=,90477656 R2=,81862062 Upravené R2=,80350567
F(1,12)=54,160 p<,00001 Smérod. chyba odhadu : 2,9399

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(12) p-hodn.
N=14 z b* zb
Abs.¢len -2824,31 391,0908  -7,22162| 0,000011
rok 0,904777 0,122943 1,43 0,1949 7,35933  0,000009

Rovnice regresniifmky: y = -2824,31 + 1,43*rok



K vystupni tabulce fjpdame {i nové prondnné DM, HM a chyba.
Do Dlouhého jména pro&inné DM napiSeme
=v3-v4*VStudent(0,975;12)

Do Dlouhého jména prognné HM napiSeme
=v3+v4*VStudent(0,975;12)

Do Dlouhého jména protnné chyba napiSeme
=100*abs(0,5*(v8-v7)/v3)

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (cukrovka_technicka.sta)
R=,90477656 R2=,81862062 Upravené R2=,80350567
F(1,12)=54,160 p<,00001 Smérod. chyba odhadu : 2,9399

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(12) p-hodn. DM HM chyba
N=14 z b* zb =v3-v4*VSt| =v3+v4*V St =100*abs(0
Abs.¢len -2824,31 391,0908  -7,22162  0,000011 -3676,422€ -1972,1951 30,170699
rok 0,904777 0,122943 1,43 0,1949 7,35933  0,000009 1,00974177 1,8590933S 29,6061492

S pravé@podobnosti 95% se bude ugkknachazet v intervalu (-3676,42; -1972,2). Odhad b
usekupy je zatizen relativni chybou 30,2 %.

S prav@podobnosti 95% se bude &mice3; nachazet v intervalu (1,01; 1,86). Odhad b
snernice B, je zaizen relativni chybou 29 %.



Testovani vyznamnosti modelu jako celku (celkovy Fest)
Na hladir¢ vyznamnosti testujeme

Ho: (B......B,) =(0....0) proti Hy: (8,.....8,) #(0....0) -
(Nulova hypoteézdika, ze dostaujici je model konstanty.)

Testova statistikar = S/ ma rozlozeni F(p, n-p-1), pokud Hlat
SE/(n - p—l)

Kriticky obor: W =(F_,(p,n—p-1),).

FOW = Hp zamitdme na hladénvyznamnosti.

Vysledky F-testu zapisujeme do tabulky analyzy tglzp

I’

zdroj variability| sowet ctveral | stupré volnosti| podil statistika F

model & p S/p Sz /P
SE/(n -p _1)

rezidualni e n-p-1 $/(n-p-1)| -

celkovy S n-1 - -




Priklad:
Majitelé prodejny poitacovych her nechali své prodasaabsolvovat kurz prodejnich dovednosti. Potéayali po dobu

20 dni, kolik osob navstivi #hem oteviraci doby prodejnu (prénma X) a jaka je v tento den trzba (pkoma Y, udava se
v tisicich K a je zaokrouhlena).

|1 12 [3/4|5[6|]7]8]9]| 1011]12]13|14|15/16|17|18]19|20
Xi|20121|2]|27|28[29|30(31|32|34[35|37|38[39|42|44|48|49|51|54
Vil |6 |77 |8 9]1011(12|13[13[{14/14[15]/16|15]|15]14|13]13

Dvourozngrny tetkovy diagram

18
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Z grafu zavislosti Y na X vyplyv4a, Ze s rostouciottem zakaznik se trzby zvysuji, avSakiplennim potu zakaznil asi
42 dosahuji svého maxima a pak uz zase klesagi(ygset zakaznilk obsluha prodejny nezvlada a zakaznici odchazeji,
aniz by nakoupili). Zda se tedy, ze vhodnym modeténislosti trzeb na @tu zdkaznik bude regresni parabola

y =B, +[31X+[32X2 +€.

Odhadrite parametry regresnino modelu a prteecelkovy I-test



ReSeni:

Vytvotrime novy datovy soubor siemi prongnnymi X, Xkv, Y a o 20 fipadech. Do progmnych X a Y napiSeme zji&té
hodnoty a do Dlouhého jména prémé Xkv napiseme = X"2.

Ziskani odhaiil by, by, by:

Statistiky — Vicerozrérna regrese — Zavisle prémma rok, nezavisle pramné Y - OK — OK — Vypoet: Vysledky regrese.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : y (prodejna_software.sta)
R=,95519276 R2=,91239322 Upravené R2=,90208653
F(2,17)=88,524 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : 1,0623

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(17) p-hodn.
N=20 z b* zb
Abs.¢len -20,7723| 3,373256| -6,15792| 0,000011
X 4,52641| 0,548220 1,5651 0,189559 8,25655 0,000000
xkv -3,73838/ 0,548220 -0,0173 0,002535 -6,81912 0,000003

Regresni parabola mé tedy tvar: y = -20,7723 +51%6 0,0173%

Vysledky celkového F-testu jsou uvedeny v zahlgstwpni tabulky. Testova statistika F nabyva hog®8t524, odpovi-
dajici p-hodnota je blizka 0, tedy na hladiyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu, Ze dosita je model konstanty.
PodrobrjSi vysledky ziskame v tabulce analyzy rozptylu:

Aktivujeme Vysledky—vicenasobna regrese — Detapsiedky — ANOVA

Analyza rozptylu (prodejna_software.sta)
Soucet |sv| Prdmér F p-hodn.
Efekt ctvercu Stvercu

Regres. | 199,8141 2| 99,90706| 88,52445 0,000000
Rezid. 19,1859 17 1,12858

Celk. 219,0000




Testovani vyznamnosti regresnich parametr (dil¢i t-testy)
Na hladirg vyznamnostu pro j = 0,1, ..., p testujeme hypot

Ho: Bj = O proti H: Bj # 0.
, . b. . . . .
Testova statistikar, :S—‘ ma rozlozeni t(n-p-1), pokudyhblati.
b;
Kriticky obor: W = (- e, ~t,, ,(n=p-1) O {t,,,(n—p-1),).
T, 0W = Hy zamitame na hladénvyznamnosti.

Priklad:

V predeslem fiklack, kde byla modelovana zavislost trzby n&tpazakaznik regresni parabolou, pro¥ie diki t-testy o
nevyznamnosti jednotlivych regresnich paratetr

Resen:

Stai interpretovat vystupni tabulku vicenasobné regres

Vysledky regrese se zavislou proménnou : y (prodejna_software.sta)
R=,95519276 R2=,91239322 Upravené R2=,90208653
F(2,17)=88,524 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : 1,0623

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(17) p-hodn.

N=20 Zz b* zb

Abs.clen -20,7723 3,373256 -6,15792 0,000011
X 4,52641 0,548220, 11,5651/ 0,189559 8,25655 0,000000
xkv -3,73838 0,548220 -0,0173 0,002535 -6,81912 0,000003

Sloupec ozn&eny t(17) obsahuje realizace testovych statistiloapec p-hodn. pak odpovidajici p-hodnoty. Ve kd&xrh
piipadech jsou prodnoty mensi nez 0,05, tedy na hl&dimiznamnosti 0,05 zamitame hypotézy o nevyznamnegtesnic
parametit Bo, B1, B2



Kritéria pro posouzeni vhodnosti zvolené regresniunkce

a) Index determinace

D2=r -1 5 _ (0<ID? <1)

S S

udava, jakouast variability zavisle progmné vel€iny Y Ize vys\tlit zvolenou regresni funkcéésto se udava v %);

* je zarové mirou €snosti zavislosti progmné Yna proménné X;

* je to obecna mira, nezavisla na typu regresni iflze pouzit i pro gfeni nelinearni zavislosti);

* je to mira, kterad nebere v Gvahuwpbparametr regresni funkce. U regresnich funkci s vice patanwychazi tedy

obvykle vySSi nez u regresnich funkci s snparametry;

» tato mira neni symetricka.
Za vhodrjSi se povazuje ta regresni funkce, pro niz jexrakterminace vyssi. piipad, ze porovnavameckolik model
s rozdilnym pétem parametr, pouzivame adjustovany index determinace:
IDadj2 =ID?2 _m -

n-p-1

V prikladu s prodejem software najdeme index deternginvacvystupni tabulce regrese:

Vysledky regrese se zavislou proménnou : y (prodejna_software.sta)
R=,95519276 R2=,91239322 Upravené R2=,90208653
F(2,17)=88,524 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : 1,0623

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(17) p-hodn.
N=20 Z b* zb
Abs.¢len -20,7723  3,373256| -6,15792 0,000011
X 4,52641 0,548220 1,5651 0,189559 8,25655 0,000000
xkv -3,73838 0,548220 -0,0173 0,002535 -6,81912 0,000003

Index determinace je zde ozea jako R2, nabyva hodnoty 0,912#iké& nam, ze 91,24% variability trzeb je vydeno
regresni parabolou. Adjustovany index determinacejeten Upravene R



b) Testové kritérium F

Za vhodwjSi je povaZzovana ta regresni funkce, u niz je btadtestové statistiky =

modelu jako celku vysSSi.

Ve vystupni tabulce regrese je testova statistivadtlena v zahlavi:

R=,95519276 R2=,91239322 Upravené R2=,90208653

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Yy (prodejna_software.sta)

F(2,17)=88,524 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : 1,0623

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(17)

N=20 Z b* zb

Abs.¢len -20,7723  3,373256/ -6,15792| 0,000011
X 452641 0,548220/ 11,5651/ 0,189559 8,25655 0,000000
xkv -3,73838 0,548220 -0,0173| 0,002535/ -6,81912 0,000003

V nasSem pikladé je ozngena F(2,17) a nabyva hodnoty 88,:

S /P

SE/(n_p_l)

pro test vyznamnosti



c) Rezidualni sowet ¢tverca a rezidualni rozptyl
Se =Z(Yi _9i)2
i=1

Za vhodrijSi povazujeme funkci, ktera ma rezidualni&sdtveral nizSi. Rezidualni s@et ctverai Ize pouzipouze tehdy

kdyZz srovnhavame funkce se stejnynéteon parametr.
g2 = Se
n-p-1
Za vhodrjSi povazujeme tu funkci, ktera ma rezidualni rgkpizsi. Rezidualni rozptyl fzeme pouzit vzdy, bez ohledu
na to, kolik parametirmaji srovnavané regresni funkce.
Oke charakteristiky najdeme v tabulce ANOVA:
Analyza rozptylu (prodejna_software.sta)
Soucet |sv| Pramér F p-hodn.
Efekt ctvercl ctvercu
Regres. | 199,8141 2| 99,90706 88,52445 0,000000

Rezid. 19,1859 17 1,12858
Celk. 219,0000

Rezidualni soket ctverai je 19,1859 a rezidualni rozptyl je 1,58,




d) Stredni absolutni procentuéalni chyba predikce (MAPE)
1Y -9

MAPE = =) |2 21
niZ:1: Yi

Za vhodrjSi povazujeme tu funkci, ktera ma MAPE niZsi.

Systém STATISTICA MAPE neposkytuje, tuto chybu nmisivypaitat.

Statistiky — Vicerozrérna regrese — Zavisle prénma y, nezavisle proinné x, xkv - OK — OK — zvolime Rezi-
dua/gedpoklady/pedpowdi — Rezidualni analyza — Ulozit — Ulozit rezidugpedpowdi — vybereme progmnou y - OK.
K vzniklému datovému soubordigame jednu novou proinnou, hazveme ji chyba a do jejiho Dlouhého jmé&Eiseme
=100*abs((v1-v2)/vl)

Pomoci Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky episné statistiky zjistime mér promeénné chyba. V naSentipact je
MAPE 9,31%.



e) Analyza rezidui

Rezidua povazujeme za odhady nahodnych odchylékdaie na &istejné pozadavky jako na nahodné odchylky, tj.
maji byt nezavisla,

maji byt normala rozlozena,

maji mit nulovou sedni hodnotu,

maji mit konstantni rozptyl (tj. jsou homoskeddsiic

Nezavislost rezidui (autokorelaci) posuzujemernppmoci Durbinov— Watsonovy statistiky, ktera by selannachazet

v intervalu(14:26) (to je ovSem pouze orierta voditko, korektni postup sfiwa v porovnani této statistiky s tabelovanou

kritickou hodnotou).

Normalitu rezidui o¥tfujeme pomoci tegtnormality (nap. Lilieforsovou variantou Kolitogorovova — Smirnovova testu
nebo Shapirovym — Wilkovym testei)graficky pomoci N-P plotu.

Testovani nulovosti sdni hodnoty rezidui provadime pomoci jedn@vgiseho t-testu.

Homoskedasticitu rezidui posuzujeme pomoci graviskasti rezidui na predikovanych hodnotéach. V tomtafu by rezi-
dua néla byt rovnondrné rozptylena.



Priklad: Provel'te analyzu rezidui proriklad s modelovanim zavislosti trzby natpozéakaznik.

Statistiky — Vicenasobna regrese — p¢ama Zavisla: y, nezavisla x, xkv — OK — na zaloRessi-
dua/gedpoklady/pedpowdi vybereme Rezidualni analyza - Detaily — Durbiat$dnova statistika:

Durbin- Sériové
Watson.d | korelace

Odhad

0,702506 0,599248

Hodnota této statistiky je nizka,éli o tom, Ze rezidua jsou klaglkorelovana.

Rezidualni analyza — Bodové grafy tepowdi vs. rezidua

Rezidua

2,0

15

10

05

0,0

-0,5

-1,0

-15

-2,0

-2,5

Predpovézené hodnoty vs. rezidua

Zavisla proménna: y

2

8 10
Predpov. hodnoty

12

14

16

0,95 Int.spol.

Je vickt, Ze rezidua nejsou kolem O rozmiist nahodé. Model s regresni parabolou tedy neni Gphodny.



Pro prodnnou Rezidua z tabulky uloZzené pomoci Rezidudlalyag provedeme jednovglovy t-test: Statistiky - Zaklad-
ni statistiky/tabulky — t-test, samost. vzorek — ©¥ronénné Rezidua — OK.

Primér | Sm.odch. | N | Sm.chyba | Referenéni t SV p
Proménna konstanta
Rezidua -0,000000 1,004880 20 0,224698 0,00 -0,000000 19 1,000000

Na hladirg vyzramnosti 0,05 nezamitame hypotézu, zedsti hodnota rezidui je O.

Na zalozce Pravgodobnostni grafy zvolime Normalni praépaddobnostni graf radui:

Normalni p-graf z Rezidua

Tabulkal 9v*20c
2,0

i3

1,0

o
o

-0,5

Ocek. normal. hodnoty
o
o

-2,0
-2,5 -2,0 -15 -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 15 2,0

[ Rezidua: SW-w =09601;p=05453 | Pozorovany kvantil

Rezidua séadi kolem idealniiimky, Ize tedy soudit, Ze $&li normalnim rozlozenim.

Zavér: V neprospch regresni paraboly hotidiodnota Durbinovy — Watsonovy statistiky a graviglosti rezidui na predi-
kovanych hodnotéach.



Model regresni primky

Méame regresni modet =B, +B,x+¢, kde
y =B, +BX - (deterministicka slozka modelu).
(Parametg,interpretujeme jako teoretickou hodnotu i = 0 ap, udava zminu Y, kdyz X se zrni o jednotku.)

Slozkag - modelu.
Predpoklady pouziti regresni grimky:

- ZAavislost Y na X ma linearni charakter.

- Pro cely rozsah uvazovanych hodnot nezavisle pnoé X je rezidualni rozptyf «onstantni (hovidme o
homoskedastiaita znamena to, Ze variabilita hodnot zavisle @ramd veltiny Y kolem regresniimky je stejna pt
vSechny uvazované hodnoty nezavisle pnoné velEiny X).

- Hodnoty zavisle prognné veltiny Y maji normalni rozloZzeni pro dané hodnotafsou stochasticky nezavislé (to
souvisi s usp@danim experimentu).

Poznamka: Mensi odchylky od normality a homoskedasticityrnjezno tolerovat.



Systém normalnich rovnic pro regresni pimku

Uvazujeme regresni model=p,+p,x+¢.

Systém normalnich rovnic pro odhad regresnich petrarg, a g,ziskame derivovanim vyrazu

A(Bo.B.) == (v, B, ~B.x, )’ parciali podlep, ap,:

Nz

0ABeB) _ o1 o auvn 99BeB) o1 o v
5 =220 ~Bo ~BuxJ-2)=0, o8 =220 ~Bo ~Buxi)(-x) =0

zxizzyi _ZXiZXiyi n;Xiyi _;Xi;yi

ReSenim tohoto systému ziskame odhagy == 2= - —=
ny x,* —(inj
i=1 i=1

L §

nixi2 —(ixij
Po jednoduchych Upravach dégme ke tvarub, =Sl—§, kdes, je kovariance hodnot {xy;j), i =1, ..., n &’ je rozptyl
S,

hodnotx,....,x, . Dale dostavame, =m, -bm,, tedy regresniifmku mizeme vyjait ve tvaruy =m, +32(x-m,).

v A



Index determinace regresni pimky

Kvalitu regresnich mod&lposuzujeme mj. pomoci indexu determinaoé::i—R, kde

S, = i(;“/i -m,)* je regresni saigtctverai a s, = zn“(yi -m,)* je celkovy sodet tverai.
i=1

i=1

Pro regresniidpmku ma regresni soat ¢tverai tvar:

2

n n 2
SR:Z(yi_mz)Z:z m2+sl—§(xi—ml)—m2 =Sl—24 (xi—mz)zznsl_ZZ.
={ R 5 4 s

NS e
IDZZi: Sl - SlZ = 2
2 2.2 12

S s’ s,

Vidime tedy, Ze v fipack regresni fimky index determinace je roven kvadratu koeficientielare

Index determinace nabyva hodnot z intervaly) . Casto se vyjatilije v procentech a informuje nas o tom, jakést

variability hodnot zavisle proémné veltiny Y vycerpava regresni model.



Sdruzené regresni pimky
Predpokladame, Ze élveliciny Y a X jsou nahodné a veéina X nezavisi na nahodné slozcePak jde o fipad
oboustranné zavislosti.

Zavislost Y na X vystihuje regresni modek g, +B,x +¢,
zavislost X na Y vystihuje regresni modeka, +a,y+3.

Odhady a, ,a, regresnich paraméti,,a, v modeluX, =a, +a,y, +8, ziskame oft MNC ve tvaru

a:l.:% 8o =M —am, :m1_%m2-

2 2
Empiricka regresniifimka zavislosti X na Y ma tedy rovnici:

X= m1+Sl_§(y_m2)'

SZ
Obe empirické regresniifmky y = by + bix, X = g + ay se nazyvaji a odhady regresnich
parametit b ,a, Se nazyvaji

Je Zejmé, Zeba, =r,,°. Rovnice sdruzenych regresnidiinpek mizeme tedy psat ve tvaru:

1
y=m2+Sl_§(X_m1)’ y:m1+r_§(x_m2)'
12



Vlastnosti sdruZzenych regresnich pimek

a) Sdruzené regresniimky se protinaji v bagdo sodadnicich[m,,m,] (tj. v t&Zisti dvouroznérného tékového diagramu).
iy

(s i

b) Je-li i, = 0 (tj. nAhodné valiny X, Y jsou nekorelované), pak sdruzené regrpsimiky maji rovnicey =m,, x =m, ({j.
jsou to kolmice rovno¥¥né se saadnymi osami

c) Je-li k,° = 1 (tj. mezi ndhodnymi velinami X, Y existuje Gplna linearni zavislost), pedruZené regresnfimky splynou
1
aa =—.
& b,

veliéin X, Y.

e) Ozn&ime-li ¢ Uhel, ktery sviraji sdruzené regrestimky, pak z pedesSlych tvah plyne:
cosp =0 - mezi X a Y neexistuje Zzadna linearni zavislost;

cosp =1 = mezi X a Y existuje Uplnérpma linearni zavislost;

cosp =-1 - <=>mezi X a Y existuje Uplna néma linearni zavislost.



Piiklad:

Z fiktivniho zakladniho souboru vSech vzorceli odpovidajicich ,vSem myslitelnym tavbam* dylo laboratte dodano
60 vzorki a zjiS&ny a hodnoty progmné X — mez plasticity a Y — mez pevnosti. Datooytsor ma tvar:

154 178 ] BiOU8 | 73 78
133 16l 106 111 T Ba
B 7H a2 104 47 61
45 163 85 103 G 85
a4 107 | 112 11% 137 142
113 141 08 10 ! 44 M
| 86 o7 103 108 g 116
121 127 oo 110 | 41 15T
[ 119 138 | 104 128 | 155 8%
117 125 107 118 136 155
By OF 45 140 | HIAL
72 07 115G 136 163
a5 113 WE 101 T2 7O
45  ED [ 71 93 | fii Bl
a4 1005 443 64 4 [l
5195 | 122 147 | i1z 123
101 14 33 52 42 85
150 160 TR 117 | 133 147
87 1M 114 137 153 170
g 130 125 149 | 85 01 |

a) Urcete regresniifimku meze pevnosti na mez plasticity.

b) Zakreslete regresnfipnku do dvourozrérného tékového diagramu.

c) Najdete regresni odhad meze pevnosti pro mez plastoiy.

d) Vypoctéte index determinace a interpretujte ho.

e) Najdkte rezidualni satetctveral a odhad rozptylu nahodnych odchylek.
f) Urcete regresniifpimku meze plasticity na mez pevnosti.

g) Zakreslete regresnfipku do dvourozriérného tékoveho diagramu.

h) Ok¢ regresni fimky zakreslete do téhoz dvourozmeého tékoveho diagramu.



Reseni v systému STATISTICA:
Ad a) Odhad paraméirl. regresni ppmky:
Statistiky — Vicerozrérna regrese — Zavisle prémma Y, nezavisle protnna X - OK — OK — Vypoet: Vysledky regrese.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (ocel.sta)
R=,93454811 R2=,87338017 Upravené R2=,87119707
F(1,58)=400,06 p<0,0000 Smeérod. chyba odhadu : 11,768

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(58) |Uroveri p
N=60 beta B
Abs.clen 24,58814 4,740272 5,18707, 0,000003
X 0,934548/ 0,046724 0,93668 0,046830 20,00160 0,000000

Ad b) Zakresleni regresnichliimky do dvourozrérného tékoveého diagramu:
Grafy — Bodové grafy — Prainné X, Y — OK — OK.

Bodovy graf z Y proti X
ocel.sta 2v*60c
Y = 24,5881+0,9367*x

Ad c) Vypctet predikované hodnoty: Pro vyfmi predikované hodnoty zvolime Reziduafpoklady/pedpowdi -
Predpowdi zavisle prominné X: 60 OK. Ve vystupni tabulce je hledana hodmmaingena jako RFedpowd’: 80,79



Predpovézené hodnoty (ocel.sta)
proménné: Y
b-vdha | Hodnota | b-vaha

Proménna * Hodnot
X 0,936679 60,00000 56,20071
Abs. ¢len 24,58814
Predpovéd 80,78885
-95,0%LS 76,25426
+95,0%LS 85,32344

Regresni odhad meze pevnosti pro mez plasticijg &dy 80,8.

Ad d) Index determinace najdeme ve vystupni tabrdgeese pod oztianim R2:

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (ocel.sta)
R=,93454811 R2=,87338017 Upravené R2=,87119707
F(1,58)=400,06 p<0,0000 Smérod. chyba odhadu : 11,768

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(58) | Urover p

N=60 beta B
Abs.clen 2458814 4,74027z 5,18707 0,00000:s
X 0,93454€ 0,046724 0,9366€ 0,04683C 20,0016C 0,00000C

Vidime, Ze variabilita meze pevnosti je regrediiingou vy¢erpana z 87,3 %.

Ad e) Rezidualni saiet étveral a odhad rozptylu najdeme v tabulce ANOVA: Vratiseedo Vysledky — Vicenasobna

regrese — na zaloZce Detailni vysledky zvolime AMQZelk. vhodnost modelu)

Analyza rozptylu (ocel.sta)

Soucet | sv| Pramér F p-hodn.
Efekt Gtvercl ctvercl

Regres. [ 55400,60 1| 55400,60 400,0641 0,000000
Rezid. 8031,80 58 138,48

Celk. 63432,40

Vidime, Ze rezidualni s@et ¢tverai je 8031,8 a rezidudalni rozptyl nabyva hodnoty 488,




Ad f) Vysledky pro 2. regresniripnku:

Vysledky regrese se zavislou proménnou : X (ocel.sta)
R=,93454811 R2=,87338017 Upravené R2= ,87119707
F(1,58)=400,06 p<0,0000 Smérod. chyba odhadu : 11,741

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(58) |Uroverip
N=60 beta B
Abs.¢len -10,785¢  5,54425C -1,9454C 0,05657¢
Y 0,93454¢  0,046724) 0,9324 0,046617 20,0016C 0,00000C
Vidime, Ze x =-10,7858 + 0,9324y.

Ad g) Dvouroznirny tetkovy diagram se zakreslenou 2. regresithgou

Bodovy graf z X proti Y
ocel.sta 2v*60c
X =-10,7858+0,9324*

100 120 140 160 180




Ad h) Nakresleni sdruzenych regresni¢imek do jednoho diagramu:

K datovému souboru ocel.stéigame d¥ noveé prominné yl1 a y2. Do pro#émné y1 ulozime predikované hodnoty meze
pevnosti na mezi plasticity (do Dlouhého jména pnoné y1 napiSeme =24,58814 + 0,93668*x a do Dloulrakaoa
proménné y2 napiSeme =(x+10,7858)/0,9324

Grafy — Bodové grafy — zaSkrtneme Vicenasobny -APnoé X: X, Y: Y, y1, y2 — OK. Ve vytvieném grafu pak vypneme
zobrazovani zrigk pro y1, y2 a naopak zapneme Spojnici.
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Kritické hodnoty Durbinova-Watsonova testu prookotrelaci 11adu proo = 0,05, rozsah vyou n a pdget regresar p
(bez konstant)

p=1 p=2 p=3 p=4 p=5
n d dd d ddodo d d d d
15 1,08 1,36 0,95 1,54 0,82 1,75 0,69 1)%6 2,21
20 1,20 1,41 1,10 1,54 1,00 1,68 0,90 1088 1,99
30 1,35 1,49 1,28 1,57 1,21 1,65 1,14 11707 1,83
40 1,44 1,54 1,39 1,60 1,34 1,66 1,29 1728 1,79
60 155 1,62 1,51 1,65 1,48 1,69 1,44 U7&L 1,77
80 1,61 1,66 1,59 1,69 1,56 1,72 1,53 U@L 1,77

1001,65 1,69 1,63 1,72 1,61 1,74 1,59 /A 1,7



