TEORIE HER

—“kostra” prednasky Libor Polak, Masarykova Univerzita Brno

1 Hry n hracda v normalni formeé

1.1 Zakladni definice

Necht n € N, n >2a N ={1,...,n} je mnozina (vSech) hraci;
necht X; je neprazdna mnozina (vSech) strategii i-tého hrace, i € N ;
necht wu; : HJ.GN X; — R je vyherni funkce i-tého hrace, i € N .

Usporadanou dvojici G = ((X;)ien, (4;)ien) nazyvame hrou n hra¢d v normalni
formé.
Piseme i = N\ {i}, w;(zs, 21, ..., T 1, Tix1, .., xTy) = wi(T1,...,2T,) proi € N,

X =Ilics Xis §:N\SproS§NastruénéX:XN.
Podmnoziny mnoziny N nazyvame koalice a prvky mnoziny X nazyvame situace.
Strategie x € X; dominuje (pro i-tého hrace) strategii 2’ € X;, jestlize
VyeXs wxy) >w(ey) a FyeXs xy) > y).
Strategie T € X; je nedominovana (pro i-tého hrace), neexistuje-li x € X;
dominujici 7.
Strategie © € X; se nazyvd dominantni (pro i-tého hrace), jestlize
Ve Xia ye X; IULZ(ZL’,y) > ﬂz(xlay) :
Situace z € X dominuje podle Pareta situaci 2’ € X, plati-li
Vie N wlx)>u(2) a 3FJieN wu(z)>u).
Situace x € X se nazyva optimalni podle Pareta, neni-li dominovana (podle Pareta)
zadnou 2’ € X.
Strategie x, 2’ € X; se nazyvaji ekvivalentni (pro i-tého hrace), plati-li
VyeX; tz,y)=1i(y).
Strategii x € X; si -ty hra¢ zarucuje

inf RU{— )
y1é1X2 ti(z,y) € RU{—o0}
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“Cislo”

h; = sup inf d;(x,y) € RU{—o00,00}
reX; YEX5

nazyvame dolni hodnotou hry (pro i-tého hraée). Podobné

hi = inf sup u(z,y) € RU{—00, 0}
yeXf reX;

nazyvame horni hodnotou hry (pro i-tého hrace).
Strategie x € X; i-tého hrace se nazyva opatrna, plati-li

Hra se nazyva podstatna, existuje-li =z € X tak, ze
VieN wi(x)>h; a 3JieN wlx)>h; .
Situace x € X se nazyva rovnovazna (podle Nashe), plati-li
VieN,yeX, u(y, ;) <u(z).
Hra G = (X, Y;u,v) dvou hra¢u se nazyva antagonisticka, plati-li
Vo' e X xY u(x) <u(x) & v(z) > v(a)

a s nulovym soucétem, je-li dokonce v = —u.
Obecnéji: hra G = (Xq, ..., Xp;u1, ..., u,) je s konstantnim souétem, feknéme c, je-li

VeeX w(r)+ - Fu(r)=c.
Hra je koneéna, jsou-li mnoziny X, ..., X,, kone¢né. Obvykle pak klademe
X;={1,...m;}, i€ N .
Pro n = 2 pak jesté strucnéji X = {1,...,m}, Y = {1,...,n} a hovofime o bimaticové hfe.
Maticova hra je bimaticovd hra s nulovym souc¢tem.

Pro konecnou hru G = (Xy,...,X,;uq,...,u,) definujeme jeji pravdépodobnostni
rozsiteni G* = (X7, ..., X, uj,...,u}) takto

X ={x; e R™ | 21,0, i, >0, i1+ oo+ Ti, =1}, 1 €N |

mi Mn
* * * *
ui(z) = g g iy Ty, - Wilke, s kn) , v € X =X x - x X! .
ki=1 kn=1

Zobrazeni k € X; — k* = (0,...,0,1,0,...,0) € X/, 1 na k-té pozici, je prosté a proto lze
mnozinu X; povazovat za podmnozinu mnoziny X; - odtud termin “rozsifeni”. Strategiim
z X; fikame Cisté a strategiim z X smiSené.
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1.2 Nékolik existencénich tvrzeni

Véta 1 Necht i € N, necht pro kazdé j € N je X; kompakini metricky prostor a necht
funkce u; je spojitd. Pak existuje nedominovand strategie i-tého hrdace.

Véta 2 Za predpokladi Vety 1 je ekvivalentni:
(i) existuje dominantni strategie i-tého hrdce,
(11) vsechny nedominované strategie i-tého hrdce jsou ekvivalentnd,
(11i) mnoZina vSech nedominovanych strategii i-tého hrace je rovna mnoziné vsech jeho do-
mainantnich strategit.

Véta 3 Za predpokladi Véty 1 je mnoZina vsech opatrnych strategii i-teho hrdce ne-
prazdnd kompaktni a protind se s mnozZinou vsech jeho nedominovanych strategii.

Véta 4 Necht G je nepodstatnd hra a necht x je situace z opatrnijch strategii. Pak:
(1) Vie N, VyeX; u(zx)=h; <i(x:,y),
(ii) x je optimdlni podle Pareta,
(iii)) ¥ S C N, Vyée Xg neni mozné, aby soucasné
VieS w(z) <uf(y,zg) a 3ieS wlz)<if(y,xg).
(Pfitom index S nahofe znadi, Ze uvazujeme nejprve argumenty s indexy z mnoziny S.)
1.3 Antagonistické hry

Pouzivame oznaceni G = (X, Y;u,v) ; plati

hiy = sup inf u(x, a hi=inf sup u(x,y).
1 xe)ﬁ; oy (2, y) LT xe)I? (2, y)

Lemma 1 Plati hy < hi a to dokonce pro libovolnou hru dvou hrdci.
Poznamka 1 (T,y) € X XY je rovnovdznd situace
& Vi(r,y) e X xY wu(z,y) <ul@,y) <um,vy)
& V(r,y) e X xY u(zr,y) <u(x,y) .
Véta 1 Necht (T,y), (Z,y) jsou rovnovdiné situace. Pak rovnéz (Z,y), (Z,7y) jsou rov-
novazné situace a plati w(Z,y) = u(Z,y) .

Strategie T € X se nazyva optimalni (pro prvniho hrace), existuje-li ¥ € Y tak, Ze
(Z,7) je rovnovazna situace. Podobné pro druhého hrace.

Véta 2 Necht (T,7) je rovnovaznd situace. Pak

by =t = u(@.5) = inf u(@.y) = sup u(z,7) .
yey reX

Zejmeéna tedy T mazimalizuje inf ey u(z,y) a § minimalizuje sup,cy u(z,y) .

(Obecné pro (z,y) € X X Y mame inf,cy u(z,y) < hy < hi <sup,cx u(z,y).)
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Véta 3 Necht (T,y) € X XY a necht

inf u(z,y) > sup u(z,7) .
yey reX

Pak (Z,7) je rovnovaznd situace.
Lemma 2 Za predpokladu existence rovnovdzné situace

y mainimalizuje sup,cx u(z,y) < Y mazimalizuje inf,ex v(z,y) .
Zegmeéna, ma-li hra rovnovaznou situact, je pro kazdého z hracu “optimalni” = “opatrnd”.

1.4 Maticové hry

Maticova hra je plné zaddna matici A = (a;;) typu m/n; mame
X =A{1,...m}, Y ={1,...n}, u(i,j) =ay, v=—u.
Jejim pstnim rozsifenim je hra (X*, Y*;u*) s nulovym sou¢tem, kde

X' ={zeR"|z1,...,20, >0, 21+ ...+, = 1},

Vi={yeR"[y1,....yn =20, y1 + ... +yn = 1},
u*(z,y) = zAy".
Lemma 1 (7,7) € X* XY™ je rovnovdznou situact pstniho rozsiteni hry s matici A <
V(i,j) € X xY Ay’ < TA*T .
Véta (von Neumann) Psini rozsirent libovolné maticové hry md rovnovaznou situaci.
V (konstruktivnim) dikazu pouzivame nésledujici vzajemné duélni tlohy linedrniho pro-
gramovani:

max{v | ATz" > vJ,, le =1, >0} (1)

min{w | Ay" < wJ,,, Zyj =1, y>0} (2)
kde Ji je sloupcovy vektor z k jednicek.

vz

Pro vypocet jsou vhodnéjsi tlohy:

min{t; + ... +t, | ATt" > J,, t >0} (1)
max{u; + ... + u, | Au’ < J,,, u>0} (2.

Za (neomezujiciho) predpokladu, Ze (1) mé pfipustné feSeni s v > 0, jsou zobrazeni
a:(x,v)—x/v a [:it— (t,1)/(t1+ ... +1tn)

vzajemné inverznimi bijekcemi mezi mnozinou vSech pfipustnych feseni tlohy (1) s kladnym
v a mnozinou vSech pripustnych Feseni ulohy (1’) pfevadéjici mnozinu vSech FeSeni (1) na
mnozinu vSech feSeni (1’) a zpét. Zcela analogickd zobrazeni funguji mezi mnozinami vSech
piipustnych FeSeni (2) a (2’) a mezi mnozinami vSech FeSeni (2) a (2).

Kone¢né tlohu (27), ktera je ze vSech ¢tyt tloh linedrniho programovani v nejvhodnéjsim
tvaru, lze Tesit tak, abychom soucasné dostali i feSeni tlohy (1).
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1.5 Konec¢né hry
Definici pstniho rozsireni kone¢né hry mame na konci sekce 1.1.

Véta (Nash) Pstni rozsirent libovolné konecné hry n-hrdcéi md rovnovdznou situaci.

1.6 Hry na ¢tverci
Jednd se o hry 2 hract s nulovym souc¢tem s mnozinami strategii X =Y =[0,1] .

Véta Necht u : [0,1] x [0,1] — R je spojitd, pro libovolné pevné y € [0,1] je funkce
u(—,y) konkdvni a pro libovolné pevné x € [0,1] je funkce u(x,—) konvezni. Pak existuje
rovnovdznd situace.

SmiSenymi strategiemi jsou zde tzv. distribuéni funkce na intervalu [0, 1], tj. funkce
F :[0,1] — R, které jsou zprava spojité, neklesajici, nezaporné spliujici F'(1) = 1. Necht
X* = Y™ jsou rovny mnoziné vsech takovychto funkci. Interpretace: F'(x) je pst, s niz hrac¢
vybira strategii z intervalu [0, z]. Klademe

u(F,G) = / u(z,y)dF(z)dG(y) .
[0,1]x[0,1]

Véta Libovolnd hra na ctverci se spojitou vyherni funkci md rovnovdinou situaci ve
smisenych strategiich.

2 Teorie uziteénosti

Necht U je (nepréazdnd) mnozina udalosti. Jedinym poZzadavkem je uzavienost na tzv.
loterie, kterymi rozumime forméalni konvexni kombinace.

Interpretace: Mnozina U se tyka dané osoby v daném okamziku a loterie r1A; + ... +
Ty (ry, . cc,rn €R gy ooy >0, i+, =1, Ay, A, € U ) je uddlost spocivajici
v tom, Ze s psti r; nastane udalost A;, i =1,...,n.

Na mnoziné U uvazujeme relace < , || a relaci > inverzni k relaci <. A < B
interpretujeme jako davat prednost udélosti B pred udalosti A a A || B interpretujeme
jako zadné z udalosti A, B nedéavat prednost pired druhou. Predpokladame, ze jsou splnény
nasledujici axiomy:

Ul V A, B € U nastava pravé jedna z moznosti: A < B, A || B, A > B;
U2 || je relaci ekvivalence;
U3 < je tranzitivni relace;
U4 A<B|C=A<C a A|B<C=A4<20C;
Us 1-A+0-B=A;
Uue nrA +..+r,A,= Ta(l)Aa(l) + ...+ T‘U(n)AU(n)
pro libovolnou permutaci 0 mnoziny {1,...,n} ;
U7 rA+(1—-r)(sB+(1—-95)C)=rA+(1—-r)sB+(1—r)(1—s)C;
U8 rA+(1—-r)A=A;
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U9 A| C,rel0,l,BeUd = rA+(1—-r)B | rC+(1—7r)B;
Ulo A< C,r>0,Beld = rA+(1—r)B < rC+(1—r)B;
Ull A< B < C = 3Jrelo,1]tak,zerA+(1—r)C || B

— spojitost - nejdiskutovatelnéjsi axiom.

Véta Existuje u :U — R tak, Ze
VA BelU, re(0,1] plati u(A)<u(B) & A < B,

u(rA+(1-=r)B)=r-u(A)+ (1 —r) u(B) .
Je-li v jiné takové, existuje « € R, a >0, € R tak, Ze YV AeclU v(A)=a-u(A)+73.

Zobrazeni u z minulé véty nazyvame funkci uziteénosti (daného hrace v daném oka-
mziku).

Nyni mtizeme upfesnit interpretaci definice hry v normalni formé. Jednotlivi hraci voli
(nezavisle) své strategie. Tak vznika situace z, ktera je pro i-tého hrace udalosti s uzitecnosti

3 Ulohy o dohodé

3.1 Nashova teorie

Uloha o dohodé je uspotadana trojice (S, u*,v*), kde S C R? je konvexni a kompaktni
mnozina a (u*,v*) € S.

Interpretace: V daném okamziku muize dvojice hract po vzajemné dohodé volit udalost
z mnoziny U. Necht u a v jsou jejich funkce uzitecnosti. Klademe S = {(u(A),v(A4)) | A € U}.
(S je konvexni, nebot U je uzaviena na loterie.) Déle: u* je uzite¢nost, kterou si dokaze zarudit
prvni hrac¢ bez spoluprace s druhym hracem; podobné v*.

Necht D je mnozina vSech tiloh o dohodé. Pro funkci ¢ : D — R? formulujme axiomy:
V (S,u*,v*) € D, T C R? konvexni a kompaktni
N1 (S, u*,v*) > (u*,v*) ;
N2 (S, u*v*)e s ;
N3 (u,v) €5, (u,v) > @(S,u*,v*) = (u,v) = p(S,u*,v");
N4 p(S,u*v)eT CS, (v, v")eT = o(T,u*,v*) = p(S,u*,v*) ;
N5 VE&:R? — R? tvaru (u,v) — (qu+ 6,vv +6), kde o, 3,7,0 € R, a,v > 0,

plati cp(E(S), g(u*a U*)) = 5((,0(5, u*, U*)) ;
N6 S symetricka podle osy v = u, u* =v* = (S5, u*, v*) lezi na piimce v = u ;
N7 (u0v)eT CS = T, u"v*) <p(Su,v").

Poznamka Neezistuje funkce o : D — R? spliujici aziomy N1 - N7.
Véta (Nash) Ezistuje, a to jedind, funkce ¢ : D — R? spliujici aziomy N1 - NG6.

Pro danou tlohu (S, u*, v*) nastane pravé jedna z moznosti
(1) existuje (u,v) € S, u > u*,v > 0v*;
(ii) neplati (i), ale existuje u > u* tak, ze (u,v*) € S ;
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(iii) neplati (i), ale existuje v > v* tak, ze (u*,v) € S ;
(iv) neplati zddné z podminek (i)—(iii).

Je zfejmé, jak vypada ¢(S, u*,v*) v piipadech (ii)—(iv). V pfipadé (i) je ¢(S, u*, v*) bod
maximalizujici funkei (v — u*) - (v — v*) na mnoziné {(u,v) € S| u > u*, v > v*}.

Ulohy o dohodé pfirozené vznikaji z bimaticovich her takto: Mé&me bimaticovou hru
s maticemi A a B typu m/n. Mnozina

{(wAy" aBy") | (z,y) € X" x Y™}
nemusi byt konvexni; jeji konvexni obal je roven mnoziné
S" = conv{(a;;,b; )| (i,j) € X xY} .
Klademe
$ = conv({{az,biy) | (i) € X x YU {(u',v)}) .

o . ) + . ' .
Pfitom  u* = sup,¢x« infyey~ Ay, v* =sup,cy« infrex- 2By .

3.2 Vyhrozovaci strategie pro bimaticové hry

Uvazujeme hru
G = (X"Y" (u,0): (2,y) = ¢(S,2Ay ", aBy")) ,

kde
S = COHV{(CLZ'j,bZ'j) | (’l,j) € X x Y} .

Strategiim této hry fikime vyhroZovaci strategie.

Véta Vyse uvedend hra G je antagonistickd a md rovnovdZnou situaci.

4 Hry ve tvaru charakteristické funkce

4.1 Zakladni definice

Tak jako v prvni ¢asti, necht n € N, n>2a N = {1,...,n} je mnoZina (vSech) hraéu,
necht 2V zna¢i mnozinu vsech podmnozin mnoziny N - jeji prvky nazyvame koalice. Hra
ve tvaru charakteristické funkce je zobrazeni v : 2V — R spliwjici (i) v(0)) = 0 —
personélnost (ii) pro libovolnd S, T C N takova, ze SNT = () plati v(SUT) > v(S) +v(T)

— superaditivita.

Cislo v(S) nazgvame vyhrou koalice S.

Takovéto hry vznikaji pfirozené z her v norméalni formé, polozime-li

v(S) = sup inf s (x,y) .

€X g4
v€Xs YE25 Gcg

Rozdélenim hry v nazyvame libovolné x € R™ spliujici (i) 1 + ... + x, = v(N) ; (ii)
Vie N x; >v({i}) .
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Mnozinu v8ech rozdéleni hry v znacime F(v).

Pokud se vsichni hraci “domluvi”, pak vzhledem k superaditivité 1ze ocekavat, ze vytvori
jedinou koalici N a o v(N) se budou “délit” podle néjakého rozdéleni.

Ze superaditivity plyne, Ze >,y v({i}) < v(N). Hra se nazyva podstatna, je-li zde
ostra nerovnost.

Necht ) #S C N, x,y € E(v). Rozdéleni x dominuje pro koalici S rozdéleni y, piseme
r =gy, plati-li (i) Vie S x;>wy; (i) Y 2 < v(5) .
Rozdéleni x dominuje rozdéleni y, piSeme z = y, existuje-li @ # S C N tak, Ze x =g ¥.

Mnozinu v8ech nedominovanych rozdéleni nazyvame jadrem a znacime ji C'(v).

Hry u,v (obé n hraci) se nazyvaji izomorfni, existuje-li bijekce
f: E(u) — E(v) takova, ze

Vo,yeEu), 0 A#SCN z=5y & f(x)>=s f(y)
a nazyvaji se ekvivalentni, existuji-li

r>0, a,...,a, € Rtak,ze VSCN U(S):T-U(S)+Z Q; .

Lemma Libovolné dvé ekvivalentni hry jsou izomorfni.
Hra v je v (0,1)-redukované formé, plati-li (i) Vie N v({i}) =0 a (ii) (V)= 1.

Lemma Libovolnd podstatnd hra je ekvivalentni, a to pravé jedné, hie v (0, 1)-redukované
forme.

Véta Pro libovolnou hru v plati

Clv)={zeR"| VSCN Z x; > v(9), Z xz; =v(N)}.

ies ieN
V' C E(v) se nazyva NM-feSeni (von Neumann & Morgenstern) hry v, plati-li (i)
eV = xfy;(i)xe Ew)\V = JyeVa<y.
Interpretace: NM-feSeni V' je norma chovani dané socialni skupiny (mnoziny N). Pii

odchyleni se se najde koalice nutici danou normu dodrzet. Které rozdéleni z V' se ale zvoli ?
To zéalezi na kooperacnich schopnostech jednotlivych hraci.

Hra v je prosta, je-li V.S C N v(S) € {0,1} a symetricka, je-li kazdé ¢islo v(S) dano
pouze poc¢tem prvkid mnoziny S.

4.2 Ekonomické aplikace
Pomoci netrivialniho pouziti duality 1ze dokazat, ze nasledujici hry maji neprazdné jadro.
1. Prifazovaci hra.

Necht M = {1,...,m} je mnozina prodejci a M' = {m +1,...,2m} je mnozina kupci,
necht N = M U M’ (tloha s riznym poc¢tem kupct a prodejct se Fesi analogicky). Hrac¢
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i € M vlastni dam, ktery si hodnoti na a;, hra¢ m + j € M’ chce koupit néktery z domn,
pfitom i-ty hodnoti na b;;. Necht

) ) bi; —a; prob;; > a;
Cij = ’U({Zam +]}) - { ! 0 jinjak

Pro S € M nebo S C M’ mame v(S) = 0. Pro |[SN M| > |SN M| >0 mame

v(S) = max{ Z Cimta) |1 SN M — SNM', a prosté } .

i€SNM

2. Produkéni hra.
Necht N ={1,...,n} a necht i € N ma

b;1 jednotek zdroje ¢, ... ,b;, jednotek zdroje ¢, .
Zdroje jsou bezcenné. Jednotka zbozi G vyzaduje
ay; jednotek zdroje ¢, ... ,aq jednotek zdroje ¢, .

a muze byt prodana za p;, [ =1,...,m.
Necht koalice S C N bude vyrabét x; jednotek zbozi G, I = 1,...,m a necht

v(S) = max{ me |pro k=1,...,q plati a1 + -+ + ATy < Zb’k }.
=1 ies

4.3 Shapleyho vektor

Necht n je pevné prirozené ¢islo. Necht V je mnozina vSech her n-hra¢t ve tvaru cha-
rakteristické funkce. Pro u,v € V, o € R, a > 0 a permutaci 7 mnoziny N = {1,...,n}
definujeme u+v, au, mu € V vztahy: pro S C N necht (u+v)(S) = u(S)+v(S), (au)(S) =
au(S), (mu)(S) = u(r19).

Hrac i je podstatny, existuje-lii € S C N tak, ze v(SU{i}) > v(S)+v({i}). V opacném
pripadé hovorime o balvanu.

Formulujme nékolik axiomt na funkci ¢ : V — R™ : (piSeme v — (¢1[v], ..., ¢n[v]) )

S1 wi[u + v] = pifu] + @i[v] ;

S2 ifau] = a - ¢ilu] ;

S3 i[mu] = @r-1i[u] ;

S4 pro libovolnou mnozinu S obsahujici vSechny podstatné hrace mame ), o o;[u] = v(S5).

Véta (Shapley) Eristuje, a to jedind, funkce ¢ : V — R™ spliugici aziomy S1-S4. Ta
je tvaru

ol = 3 WI=DEO =D oy gy



L. Polak, Univerzita Brno, pomocny text ke kurzu Teorie her 10

5 Social Choice

5.1 Arrowova véta

Necht N = {1,...,n}, n > 2, je mnozina agentt a necht A = {1,... ,m}, m > 2,
je mnozina alternativ. Nechf S,, zna¢i mnozinu vSech permutaci mnoziny A. Jeji prvky
budeme reprezentovat ostrymi linearnimi usporadanimi mnoziny A. Libovolné zobrazeni
p: N — S, nazyvame preferencnim schématem. Mnozinu vsech takovychto zobrazeni
znacme stru¢né P. Konecné zobrazeni d : P — S, se nazyva funkce socialniho rozhodo-
vani, struéné (SDF), plati-li (i) (V (<;)ien € P) (V a,b € A) ((Vie Na <; b) = a <b),
kde < = d((<z’)i€N) ;

(i) (V (<i)iens (Ri)ien €P) (V a,be A)
{ila<;by={ila=<;b} = (a<b & a=<b)),
kde < =d((<i)ien), = =d((<)ien)-
Necht d je funkce socidlniho rozhodovani. Agent 7 € N je jeji diktator, plati-li
(V (<i)ien € P) (d((<i)ien) =<;) -

Véta (Arrow) Pro alespori 2 agenty a alespori 8 alternativy md libovolnd funkce soci-
alniho rozhodovdni diktdtora.

6 Pozic¢ni hry

6.1 Zakladni pojmy

Necht N = {1,...,n} je mnozina (vSech) hrac¢t. Necht I' = (V, H) je (neorientovany)

koneény strom — jeho vrcholy nazyvame pozice. Necht A € V je jeho kofen — pocéateéni
pozice a necht K je mnozinou (vSech) jeho listti — koncovych pozic. Necht u : K — R" je
vyherni funkce, necht
IT = (So,...,S,) aplati SoU...US, =V \ K, S, ..., S, po dvou disjunktni,
Mnozinu vSech pfimych naslednikii vrcholu X zna¢me «(X). Nechf px pro X € Sy je
rozdéleni pravdépodobnosti na mnoziné o(X), u = (px)xes,- V pozici X € S; je na tahu
i-ty hra¢, 0-ty hrac¢ je priroda. Nechf kone¢ns je pro ¢ € N, 3; = {S}, ..., S/} rozklad
mnoziny S; na tzv. informacéni mnoziny — hra¢ na tahu pouze vi, ve které z nich se
nachézi - nezna presnou pozici. Musi byt splnéno, ze pro X,Y z téze informacni mnoziny
S7 nejsou tyto ve vztahu piedchiidce/naslednik a mnoziny a(X) a a(Y) jsou “indexovany”
stejnou indexovou mnozinou Iij - jeji prvek plné zada tah hrace. Necht ¥ = (X4,...,%,) a
I = (I)icn, j1...m,- Uspoiadanou sedmici

G=(T,Au I pu31)

nazyvame poziéni hrou n hracéa. Tato hra je s iplnou informaci, jsou-li vsechny infor-
macni mnoziny jednoprvkové.
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Strategie i-tého hride je libovolny prvek mnoziny Z; = I! x ... x I". Prvky mnoZiny
Z = Z; X ... X &, nazyvame situace. MozZny prubéh partie pfi situaci = je posloupnost
= (Xo, X1,...; Xpmy), Xo = A, Xy € K porzic spliyjici pro k = 0, ..., k(7) — 1 podminky
X, € Sf = Xj.1 je prvek mnoziny a(X}y) s indexem xi aXp€Sy = X1 € a(Xg).

Parametr p pfirozenym zpusobem definuje pravdépodobnost p(7m) tohoto pribéhu. Ko-
necné pro r € = klademe

{(z) = > () - u( X)) -

7 mozny prubéh partie pii situaci x
Takto jsme nasi hie G ptifadili hru (24, ...,5,,&,...,&,) v normdlni formé.

Véta Libovolnd pozicni hra s uplnou informaci md rovnovdznou situaci.
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Linearni programovani

Simplexovy algoritmus

Uloha linearniho programovani: na podmnoziné mnoziny R” zadané koneénjm systémem
neostrych linedrnich nerovnosti (tzv. mnozina vSech pFipustnych feSeni) mame maxima-
lizovat / minimalizovat linedrni funkci (tzv. Giéelovou funkci).

Simplexovy algoritmus slouzi k feSeni tlohy v tzv. standardnim tvaru

max{ cx' |Az" =b", x>0},

kde ¢ € R", A je matice typu m/n nad R, b€ R™, b >0ax = (xy,...,x,) je usporadana
n-tice proménnych.

Libovolnou tlohu linedrniho programovani mizeme upravit na tento tvar:
1. u tlohy na minimum uvazujeme uéelovou funkci —cz ",
2. je-li nektera slozka vektoru b zapornd, vynasobime prislusny fadek cislem —1,
3. je-li v nékterém radku nerovnost > , zavedeme novou proménou z, ptidame v tomto radku
nalevo —z a doplnime podminku z > 0,
4. je-li v nékterém Fadku nerovnost < , zavedeme novou proménou z, pridame nalevo +z
a doplnime podminku z > 0 — tento “nedostatek” je dokonce vitany kvili “nastartovani”
algoritmu,
5. neni-li u nékteré proménné pozadovana nezépornost, nahradime ji rozdilem dvou (novych)
nezapornych proménnych.

Vypocet probihd v krocich, béhem kterych transformujeme nasledujici tabulku:

Ly 11 Ce Qayj Cen (5T ﬁl
Ty, (6551 R A . Qen Bk:
l’im Am1 Ce Oémj Ce Omn Bm
... . an | B
Hovofime o nultém, prvnim,..., m-tém a poslednim radku, o nultém, prvnim,..., n-tém

a poslednim sloupci. Nulty fadek se neméni, v nultém sloupci je jista usporadana m-tice
proménnych — hovofime o bazi. Ostatni prvky tabulky jsou realna ¢isla.
Plati
Q14 = " = Og—14;, — Okg+414, — Omyg, — O = 0, O g, = L, k=1,....m

t.j. ve sloupcich iy, ..., %, je jednotkova matice, a

ﬁlu 7ﬁm Z 0.
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Posledni fadek je vazan s predchozimi vztahy
o =—Cj+cy o+ A c, gy, =10, B=c, i+ + ¢ B
k-ty fadek (k = 1,...,m) pfedstavuje rovnost
Q1 T1 4 oo + Qe - Ty = O -

Tyto rovnosti jsou ekvivalentni se systémem Az'" = b'. Tabulka uréuje bod z R" takto:
zi, = Bk, k =1,...,m, proménné mimo bazi maji hodnotu 0 - hovofime o tzv. bazickém
pripustném feseni, J je hodnota ucelové funkce v tomto bodé.

Transformace provadime tak dlouho pokud je nékteré z ¢isel g, ..., o, zaporné. Vybereme
néktery takovy sloupec — necht je to j-ty. Necht

ko minimalizuje f—k pfes k =1, ..., m spliujici ap; > 0 .
kj

Proménnou z; dame do baze misto Tig, ¢isla v ko-tém fadku vydélime ¢islem oy, ; a vhodné
nasobky tohoto fadku pfi¢teme ke kazdému dalsimu (véetné posledniho) tak, aby novy j-
ty sloupec byl tvaru (0,...,0,1,0,...,0)", 1 na k¢-té pozici. Zde je nebezpeéi zacykleni pro
Br, = 0. Pokud se nedokdzeme vyhnout nulovému podilu zménou sloupce pouzijeme napf.
Blandovo pravidlo: Vybirdme zleva prvni sloupec se zapornym c«; a je-li vicekrat 5, =
0, ag; > 0, volime k¢ s nejmensim iy, .

Jak ale “nastartovat” simplexovy algoritmus ? Pokud je (ndhodou) néktery sloupec ma-
tice A tvaru (0, ...,0,1,0,...,0)", ddme piislusnou proménnou do béaze. Pro kazdy dalsi fadek
zavadime novou nezdpornou proménnou z, nalevo do tohoto fadku priddme +z a nejprve mi-
nimalizujeme soucet vSech novych proménnych. Pokud méla ptivodni tloha piipustné fesent,
umime skoncit s pomocnymi proménnymi mimo bazi.

V nejhorsim (a obvyklém) piipadé tedy Fesime nejprve pomocnou tlohu

min{ 21 +...+ 2, |A-2" +E-2" =b", >0, 2>0} .

Dualita

K tloze linearniho programovani

4 ) ) B c/El . r bl T 3\
Au A12 <
Lyt b ’
max { cx' " " y X1y, Ty >0 (P)
Tn/41 bm’+1
i A21 A22 ] : :
\ L .Tn . L bm . Vs

definujeme tlohu dualni
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A A .
11 21 >
min { by " Yme e s Yy ooy Y > 0 (D).
Ym/+1 Cp/+1
A, A C T
L 12 22 ’
\ L ym . L Cn . )

Pritom Aj; je blok matice A typu m’/n’, A je blok matice A typu m’/n —n’, Ay je blok
matice A typu m — m’/n’, Asy je blok matice A typu m —m//n —n'. !

Specielné pro m’ = m, n’ = n mame
max{czr' |Az" <b", 2>0}a min{by' |ATy", y>0}.

Plati: 1. Modifikujeme-li tlohu (D) na tvar tlohy (P) a pouZijeme-li vyse uvedené schéma,
obdrzime opét tlohu (P).

2. Je-li x pripustné feseni (P) a y piipustné fegeni (D), plati cx” < by" — slaba véta
o dualité.

7 s v v

funkci na nich splyvaji — silna véta o dualite.

Linearni programovani v teorii her

N&s (konstruktivni) dikaz von Neumannovy véty vedl k tomu, Ze mame Fesit tlohy
min{ ¢, + ...+t |ATtT > (1,.., 1), t >0} (1)

max{ u; + ... +u, | Au” < (1,.., )7, u>0} (2).

Ty jsou vzajemné dudlni, (2’) je v nejvhodnéjsim mozném tvaru pro pouziti simplexového
algoritmu a dokonce pfi jejim FeSeni ziskdme i FeSeni (1’) (nebot tcelové funkce obou tloh
maji nezdporné koeficienty).

P¥i feSeni (2’) zac¢iname s tabulkou:

Uy ... Up Z1 «-. Zm
21 1
| A E
Zm 1
—1...-1, 0...0 |0

TN 4 s

Posledni tabulka pii feSeni (2’) dava i feSeni ¢ tlohy (1°):

1Ulohy (P) a (D) nalatexoval p. Petr Kucera.
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Uy ...

U

Z1 o

Zm

15
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TEORIE HER

priklady a zadani zkousek

Libor Poldk, Masarykova Univerzita Brno

Hry v normalni formeé

1. Déleni kolace
1. hraé¢ zvoli « € [0,1]. 2. hra¢ poté co znéd = bud “souhlasi” (pak 1. hra¢ vyhrava = a 2.
vyhrava 1 — x ) nebo zvoli y € [0, z) (pak 1. vyhrava 1 — y a 2. vyhrava vy).
a) Uvedte normalni formu této hry.
b) Spoctéte hy .
c) Najdéte vSechny rovnovazné situace.
d) M4 1. hra¢ dominantni/ nedominovanou strategii ?

2. Dvojice vyrobci
Dvojice vyrobct produkuje vzajemné zameénitelné zbozi. Pokud si stanovi ceny za jednotku
x > 0 respektive y > 0, bude poptdvka ¢ = (y/z)* respektive d = (z/y)? jednotek zbozi
(o, > 1). Déle vime, ze vyrobni naklady na jednotku jsou a respektive b ( a,b > 0 jsou
dané konstanty).
a) Uvedte normélni formu této hry.
b) Najdéte vSechny rovnovazné situace.
c) Ma 1. hra¢ strategii, kterd dominuje libovolnou jinou ?
d) Najdéte vSechny opatrné strategie 1. hrace.
e) Je to antagonisticka hra ?

3. Pirati
Necht f, g :[0,00) — R jsou rostouci funkce,
necht V k1€ No f(k) # g(D), f(1) <g(n), g(1) < f(n).

Hraci: n piratia. Kazdy mize zvolit 1. nebo 2. korab na ostrov pokladii. Pouzije-li ¢ piratt
1. kordb a n — t piratt 2. korab, budou tyto na cesté f(t) respektive g(n — t) dnt.
a) Uvedte normalni formu této hry.
b) Najdéte vSechny rovnovazné situace.
c¢) Pro n = 3 najdéte vyherni funkce pstniho rozsifeni.
d) Ukazte, Ze existuje jediné p € (0,1) tak, zZe strategie
pirdta je rovnovazna situace (n = 3).

¢

‘vzit s psti p 1. korab” pro kazdého

4. Souboj
Necht f,g: [0,1] — R jsou spojité neklesajici funkce a necht f(0) = g(0) =0, f(1) = g(1) =
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1. Dva strelci, kazdy s jedingm nabojem, jdou proti sobé. V ¢ase t € [0,1] je pst zdsahu
protivnika f(t) respektive g(t). Jak vypadaji strategie hrac¢a 7 Existuji optimalni strategie?
Pokud ano, vSechny najdéte.

Pistole jsou s tlumi¢i / bez tlumici !

5. Prodej aut
Je n agentl prodavajici automobily. Zisk i-tého agenta z prodeje jednoho automobilu je p;,
za jeho skladovani plati ¢;. Objedné-li i-ty agent x; € [0,00), i = 1,...,n, prodd za dané
obdobi d - m v ptipadé 1 + - - - + x,, > d a z; jinak.
a) Najdéte normalni formu této hry.
b) Najdéte vSechny opatrné strategie i-tého agenta.
c) Najdéte vSechny nedominované strategie i-tého agenta.
d) Najdéte vSechny rovnovazné situace této hry (alespor pro n = 2).
e) Je pro n = 2 tato hra antagonisticka ?
f) Které strategie z d) jsou optimalni podle Pareta ?
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Teorie her, zadani zkousek 1996/7

Test

Matice P a () urcuji bimaticovou hru.
Urcete hy, hi, hy, hy - 4 krat 1 bod;
najdéte vSechny nedominované strategie pro kazdého z hraci - 2 krat 1 bod;
najdéte vSechny opatrné strategie pro kazdého z hract - 2 krat 1 bod;
najdéte vSechny rovnovazné situace - 2 bodys;
najdéte vSechny situace optiméalni podle Pareta - 2 body;
je to podstatna hra 7 - zdivodnéte - 2 body.

Matice pro skupinu A:

3 2 4 1 3 1
P=1411 2 RQ=11320
00 21 2 3 4 2
Matice pro skupinu B:
1 0 2 2 21
1 3 3 010
P= 3 2 4 @= 2 1 2
4 1 2 2 21
1. termin

1. Definujte hru n-hraci v normalni formé, dolni a horni hodnotu hry pro i-tého hrace a
dokazte pfislusnou nerovnost (20 b).

2. Definujte antagonistickou hru a dokazte, Ze mnozina vSech rovnovaznych situaci je
tvaru P x () pro vhodné mnoziny P, () strategii prvniho resp. druhého hrace (20 b).

3. Symetricka hra n-hraca ve tvaru charakteristické funkce je zadana ¢isly vy = 0, vy =
0, v, ..., v, = 1. Kdy mé neprazdné jadro ? (20 b)
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2. termin

1. Pfipomerite Shapleyho axiomy (8 b) a odvodte Shapleyho vektor pro hry tvaru wg, S #
0 (12 b). (ws je prostéd hra, pro niz ws(T) =1 & SCT.)

2. Co je to tuloha o dohodé (4 b) ? Jak bimaticovou hru s maticemi A, B typu m/n
interpretujeme jako tlohu o dohodé (10 b) ? Jak ji feSime v jediném netrividlnim piipadé (6
b) ? Axiomy formulovat nemusite.

3. Najdéte n&jakou rovnovaznou situaci hry na étverci s vyherni funkei u(z,y) = —222 +
y? + 3wy — x — 2y. (12 b; nedoporucuji pocitat dolni/ horni hodnotu). Existuje pro prvniho
hréace dominantni strategie (8 b) 7 Zdtvodnéni !

3. termin

1. Odvodte pFimo z Nashovych axiomt, jak vypada feseni tlohy o dohodé (S,0,0), kde
S = conv{(0,0), (1,0), (0, 4)}.

2. Definujte maticovou hru (2 b), jeji pravdépodobnostni rozsifeni (3 b), modifikujte de-
finici rovnovazné situace pro tento piipad (3 b), formulujte (3 b) a dokazte (6 b) Lemma
redukujici pfedchozi pojem na ovéfeni konec¢ného poc¢tu nerovnosti, formulujte von Neuman-
novu vétu (3 b).

3. Necht n =2, N={1,2}, u:2¥ - R, (@) =0, u({1}) = a, u({2}) =b, u(N) =c.
Kdy je to hra 7 (3 b) Kdy méa neprazdné jadro ? (3 b) Necht nyni n =3, N = {1,2,3}, v:
2N R, w(0) = o({1}) = o({2}) = v({3}) = 0, o(N) = 1, v({1,2}) = p, ({1,3}) =
q, v({2,3}) = r. Kdy je to hra ? (4 b) Kdy mé neprazdné jadro ? (10 b)
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Teorie her, zadani zkousek 1997/8

1. test

1. Kazdy z dvojice hrac¢t schova do své pravé ruky 1 nebo 2 nebo 3 mince (vSechny
mince jsou stejného druhu). Poté ruce soucasné oteviou a pokud maji stejny pocet minci,
ziskava vsechny ukézané prvni hrac. V opacném pripadé ziskava vSsechny druhy hrac. Najdéte
optimalni strategie obou hraca. (10 bodi)

2. Matice A a B urcuji bimaticovou hru.
a) Urcete hy, hi, hy, hy — 2 body;
b) najdéte vSechny nedominované strategie pro kazdého z hract — 2 krat 1 bod,
c¢) najdéte vSechny rovnovazné situace — 2 body;
d) najdéte vSechny situace optiméalni podle Pareta — 2 body;
e) je to podstatné hra ? — zdivodnéte — 2 body.

20125 21 2 4 4
1 2 314 41 511
A= 30211 B= 113 2 2
4 0 21 2 01100

2. test

1. Matice A a B urcuji bimaticovou hru.

a) Najdéte néjakou rovnovaznou situaci této hry ve smiSenych strategiich, které nejsou
Cisté.

b) Najdéte vSechny opatrné (smiSené) strategie obou hréacu.

¢) Reste tuto hru jako tlohu o dohods.

4 0
a=(5 ) B

1 0
<
<Oa) l<a<4.
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2. Necht n =3, N ={1,2,3}, v:2V¥ - R,

v(0) =v({1}) = v({2}) =v({3}) =0, v(N) =1, v({1,2}) = a, v({1,3}) =0, v({2,3}) =c.
a) Kdy je to hra ?
b) Kdy mé neprazdné jadro ?

Zavérecné déjstvi - 1. termin

1. Von Neumannova véta

a) definujte maticovou hru — 2 body,

b) definujte jeji rovnovaznou situaci — 2 body,

c¢) uvedte piiklad maticové hry nemajici rovnovaznou situaci — 2 body,

d) definujte pravdépodobnostni rozsifeni maticové hry — 3 body,

e) definujte jeho rovnovaznou situaci — 2 body,

f) formulujte (2 body) a dokazte (3 body) lemma redukujici ovéfeni rovnovaznosti na
konec¢ny pocet nerovnosti,

g) formulujte (2 body) a dokazte (5 bodl) von Neumannovu vétu,

h) demonstrujte vétu na svém piikladé z ¢) — 2 body.

2. Hlasovani

Trojice agenti N = {1,2,3} vybird kandidata z mnoziny A = {a,b,c,d}.
Agenda vybéru je nasledujici:
agent 1 vyskrtne jednoho z kandidati,
poté agent 2 vyskrtne dalsiho kandidata,
konec¢né agent 3 vyskrtne jednoho ze dvou zbyvajicich.
Ztstane vitéz.
Uzitec¢nosti zvoleni jednotlivych kandidatid jsou pro hrace 1,2,3 dany funkcemi wu,v,w
splnujicimi

u(d) < u(e) < u(b) < ula), v(c) <v(d) <v(a) <v(b), wic) <wla) <w(b) <w(d).

a) Naleznéte normalni formu této hry. Kolik prvkt maji mnozZiny vSech strategii jednot-
livych hracia 7 — 5 bodt
(Mnoziny strategii nesmi zaviset na funkcich u, v, w .)

b) Najdéte pro jednotlivé hrace mnoziny vSech jejich nedominovanych strategii — 6 bodu.

c¢) Vyfeste hru pomoci postupného odstrariovani dominovanych strategii — 4 body.
(Neni potteba zcela zvladnout b): necht ptuvodni mnoziny strategii jsou X,Y, Z, necht Z’
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je mnozina vSech nedominovanych strategii 3. hrace. Najdeme mnozinu Y’ v8ech nedomi-
novanych strategii 2. hrace pro hru (X,Y, Z’;...) a poté mnozinu X’ vSech nedominovanych
strategii 1. hrac¢e pro hru (X,Y’, Z';...).)

d) PopiSte mnozinu vSech situaci optimalnich podle Pareta. Kolik je jich 7 — 5 bodi.

e) Naleznéte néjakou rovnovaznou situaci této hry — 5 bodi.

Zavérecéné déjstvi - 2. termin

1. Jadro her ve tvaru charakteristické funkce

a) Definujte hru n hraca ve tvaru charakteristické funkce, rozdéleni, dominovani a jadro.
—2,2,4 a2 body

b) Vyjadiete jadro systémem nerovnosti a dokazte to. — 3 a 9 bodu

c¢) Dejte pfiklad hry s prazdnym jadrem. — 3 body

2. Aukce

Jisty predmét (vzacny obraz, tovarna, fotbalovy tym) se drazi “obalkovou metodou”.
Vyvolavaci cena je r, i-ty (i € {1,...,n}) Gcastnik aukce si pfedmét ceni na a; . Necht

O<r<a,<..<ax<aj.

Piedpoklddame, Ze penize jsou spojité (= lze platit libovolné z € R). Ucastnici nezdvisle
na sobé uvedou cenu, za kterou chtéji predmét koupit. Predmeét ziskava ten, ktery nabidl
nejvice; je-li vice téch, kteri uvedli maximalni hodnotu, predmét ziskava ten z nich, ktery
mé nejmensi poradové Cislo (= ten, ktery si pfedmétu nejvice ceni). Vitéz aukce zaplati za
predmét cenu, kterou nabidl.

a) Uvedte normalni formu této hry. (4 body)

b) Pro kazdého z hra¢t uréete mnozinu vSech jeho nedominovanych strategii.
(3 body za uvedeni vysledku, 4 body za diikaz toho, Ze dominované jsou skuteéné domino-
vané, podobné 4 body za nedominované.)

c¢) Najdéte vSechny rovnovazné situace této hry. (5 bodu)

d) Najdéte vSechny situace optimalni podle Pareta. (5 bodu)

Pro archiv

Aukce II

Uloha se od ptedchozi 1isf jen tim, Ze vitéz zaplati za predmét nejvyssi cenu z nabidek
ostatnich.
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Zavérecné déjstvi - 3. termin

1. Ulohy o dohodé

a) Formulujte tlohu o dohodé — 3 body.

b) Dejte jeji interpretaci — 3 body.

c¢) Formulujte Nashovy axiomy — 4 body.

d) Formulujte hlavni vétu — 3 body.

e) Dokazte jeji ¢ast tykajici se jednoznacnosti ( Pokud pouzijete néjaké lemma, formulujte
je, ale nedokazujte. ) — 9 bodi.

f) Jak vznikaji tlohy o dohodé z bimaticovych her ? — 3 body

2. Hlasovani I1

Dvojice agenti N = {1,2} vybird kandidata z mnoziny A = {ay, ..., agmi1} (m € N) .
Uzite¢nosti kandidati pro agenty 1, 2 jsou dany funkcemi u, v . Necht

u(ay) > u(ag) > - > ulagmy1) -

Agenti soucasné udaji poradi kandidatia. Vitéz je ten s nejlepsim nejhorsim ocenénim. Je-li
takovych vice, dava se prednost kandidatu s nejnizsim pofadovym cislem.

a) Uvedte normélni formu této hry — 4 body.

b) Kdy je tato hra antagonistickd ? — 3 body

c) Jaka je dolni hodnota této hry pro prvniho hrace ? — 5 bodu

d) Charakterizujte opatrné strategie prvniho hrace. — 5 bodu

e) Necht m =1, v(ag) > v(as) > v(a;) . Najdéte vSechny rovnovazné situace — 5 bodi.

f) Pro hru s parametry z e) charakterizujte situace optimélni podle Pareta — 3 body.

Pokud vam nejde a), c¢), d) v plné obecnosti, udélejte to alesponi za predpokladi z e) —
2, 2, 2 body.
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Teorie her, zadani zkousek 1998 /9

1.test

1. Kazdy z dvojice hraca schova do své pravé ruky 1 nebo 2 nebo 3 mince (vSechny mince
jsou stejného druhu). Poté ruce soucasné oteviou a ten. kdo ma o jedinou minci vice ziskava
vSechny ukazané (pocitdme modulo 3). Pokud ukézali stejny pocet, nic se nedéje. Najdéte
optimalni strategie obou hraca. (10 bodi)

2. Matice A a B urcuji bimaticovou hru.
a) Urcete hy, hi, hy, hy — 2 body;
b) najdéte vSechny nedominované strategie pro kazdého z hract — 2 krat 1 bod,
c¢) najdéte vSechny rovnovazné situace — 2 body;
d) najdéte vSechny situace optiméalni podle Pareta — 2 body;
e) je to podstatné hra ? — zdivodnéte — 2 body.

1 35 3 3 21 2 4 4
201 25 4 1 5 11
A=13 0 2 1 1 B=]131220 3
4 0 2 1 2 113 2 2
12314 01100
3. DokaZte, %e pro maticovou hru s kososymetrickou matici (t.j. AT = —A ) existuje

rovnovazna smisena strategie tvaru (7, 7). (5 prémiovych bodu).

2. test

1. Uvazujme hru “pirati” s vyherni funkci danou tim, ze pirati z korabu, krery prijel
difve, se rozdéli o (jediny) poklad rovnomérné. Necht f(¢) < g(n—t), f(t+1) > g(n—t—1).

a) Popiste pravdépodobnostni rozsifeni této hry.

b) Najdéte viechny rovnovazné situace v ryze smisenych strategiich v ptipadén = 3, ¢ = 1.

2. Nechf u bimaticové hry i-t4 strategie prvniho hrace dominuje jeho j-tou strategii.
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a) Dokazte, Ze existuje rovnovazné situace ve smiSenych strategiich, v niz prvni hrac
pouziva j-tou strategii s pravdépodobnosti 0.

b) Dejte priklad, kde navic k-ta strategie druhého hrac¢e dominuje jeho [-tou strategii a
existuje rovnovazna situace, v niz prvni hrac¢ hraje svou j-tou strategii s nenulovou pravde-
podobnosti a druhy hrac¢ svou [-tou strategii téz s nenulovou pravdépodobnosti.

1. termin

1. a) O udalostech A, B, C vime, ze C < B < A a ze u(B) = b, u(C) = c. Jak uréime
u(A) ?

b) Co kdyz fesime maticovou hru jako lohu o dohodé ?

(10 a 5 bod1.)

2. a) Uvedte vSechny prosté hry 3 hraca. (NerozliSujte mezi takovymi, kdy jedna vznikne
z druhé preznacenim hracu.)

b) Které z nich jsou podstatné 7

c¢) Které z nich maji neprazdné jadro ?

(5, 5 a 5 bodu.)

3. Usecka [0, 1] symbolizuje kolag, ktery se déli mezi dva hrace. Uzite¢nost zisku A C [0, 1]
je pro prvniho resp. druhého hrace

p(A) :/A(g—x)d:c resp. q(A):/A (%—l—x)daz.

Nad kolacem se pohybuje niz od bodu 0 do bodu 1 (zleva doprava). Kterykoliv z hra¢t mize
v kterykoliv okamzik ntiz zastavit. Pokud daji signél k zastaveni soucasné, ma prednost signal
prvniho hrace. Ten, kdo niiz zastavil dostava levou c¢ast, zbyvajici hra¢ pravou cast.

a) Najdéte norméalni formu této hry.

b) Najdéte vSechny opatrné strategie pro kazdého z hracu.

c¢) Pro kazdého z hra¢i najdéte vSechny jeho nedominované strategie.

d) Najdéte néjakou rovnovaznou situaci této hry.

e) Je nase hra antagonistickd ? (MuZete se pokusit o charakterizaci vSech situaci opti-
maélnich podle Pareta.)

(Kazda ¢ast 6 bod.)

2. termin

1. Grafické feSeni maticovych her typu 2/m.
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a) Nakreslime vSechny usecky [ [0,aq;], [1,a1,] ], 7 = 1,...,m. Jak najdeme opatrné
strategie 1. hrace ? Jak najdeme rovnovazné situace 7
b) Metodou z a) najdéte vSechny rovnovazné situace hry s matici

5 3 -2 1
A_(—l 0 6 2)
(10 a 5 bod1.)

2. Necht v je hra ve tvaru charakteristické funkce s neprazdnym jadrem C a necht V' je
néjaké jeji NM-feseni.

a) Jaky je vztah mezi mnozinami C' a V' 7

b) Dejte priklad, kdy C' = V.

c) Dejte priklad, kdy C' # V.

(5, 5 a 5 bodu.)

3. Spravedliva korupce.

TFi agenti vybiraji alternativu z mnoziny A = {1, ..., m}. Jejich zisky pti vybéru j-té jsou
pj, qj resp. rj. Agenda je nasledujici:

Prvni navrhne alternativu a ¢astky druhému a tfetimu (mohou byt i zdporné), které od
néj dostanou pii schvaleni. Pokud néktery z nich nesouhlasi, navrhuje druhy alternativu a
¢astku tfetimu (muaze byt i zdpornd), kterou od néj dostane pii schvaleni. (Prvniho agenta
se jiz nikdo na nic neptd.) Pokud tfeti nesouhlasi, vybere alternativu.

Predpokladame, ze vSechny castky jsou celoc¢iselné.

a) Najdéte norméalni formu této hry.

b) Popiste opatrné strategie jednotlivych agentu.

c) Popiste nedominované strategie jednotlivych agenti.

d) Necht

p=(10,9,6,8,11), ¢ = (2,5,9,10,11), r = (10,8,6,4,2) .

Odstrante dominované strategie tfettho agenta. V nové hie nechte pouze opatrné strategie
druhého agenta a konecné v takto ziskané hie vysSetiete opatrné strategie prvniho agenta.
(6, 6,6 a 12 bodt.)

3. termin

1. Necht A je matice typu 3 x 3.

a) Necht jedinou rovnovaznou situaci hry urcené matici A je pozice (1,1). Mize ode-
branim 3. fadku / pfidanim 4. fadku tato rovnovazna situace zmizet a rovnovaznou se stat
néjaka jina 7
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b) Necht jedinou opatrnou strategii hry urcené matici A je volba 1. fadku. Muze ode-
branim 3. fddku / pfidanim 4. fadku tato opatrna strategie zmizet a néjaka jind se stat
opatrnou 7

c¢) Pfedpoklady jako v b). MuZe odebranim 3. sloupce / pfidanim 4. sloupce tato opatrna
strategie zmizet a néjaka jina se stat opatrnou ?

Je to celkem 6 otazek. Zaporné odpovédi vysvétlete, kladné dokumentujte ptiklady.

(5, 5 a 5 bodu.)

2. Necht v je hra ve tvaru charakteristické funkce, kterd je symetrickd a je uréena hod-
notami
’UOI’U1:0, U2:2/3, U3:1.

a) Najdéte mnoZinu vSech rozdéleni a jadro této hry.

b) Ktera rozdéleni jsou dominovana vektorem (1/3,1/3,1/3) ?
c¢) Dokazte, Ze mnozZina
{(1/34+¢,1/3,1/3—¢)|0<e<1/3} U
{(1/3—-¢,1/3+¢,1/3) | 0<e<1/3} U
{(1/3,1/3—¢,1/3+¢)|0<e<1/3}

tvori NM-tTeseni nasi hry.

Navod: Pro rozdéleni (x,y, ) spliiujici = > y, z rozliSme
l.x+2<2/3

2.0 +2=2/3

3.x+2>2/3, 2<1/3

4. x+2>2/3, 2>1/3.

(5,5 a5 bodu.)

3. Korupce se svatym predsedou.

Mnozina agentt N = {1,...,n} vybird alternativu z mnoziny A = {1, ..., m}.

Nejprve uvazme druhou fazi agendy:

Je dana matice @) typu n/(m + 1) a agent i.

Ten nabizi alternativu a (nezaporné) uplatky ostatnim hracam. Zisk i-tého hréace pii
vybéru j-té alternativy je dan ¢islem ¢; ;. V poslednim sloupci jsou uvedeny zisky jednotlivych
agentl v piipadé, ze néktery agent s ndvrhem nesouhlasi. (Ke v8em hodnotam jsou pficteny
uplatky ziskané v prvni fazi.)

a) Najdéte normélni formu této hry.

b) Popiste opatrné strategie jednotlivych agenti.

c) Popiste nedominované strategie jednotlivych agentu.

d) Demonstrujte vse na piikladé

15 10 6 8 7
ih=1,Q=1| 4 10 3 7 6
6 4 17 7 9

Prvni faze:
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Predseda navrhne alternativu a vektor bo¢nich plateb mezi agenty, tj.a € A, b € Z", b+
... + b, = 0. Na vybéru alternativy je zainteresovan pouze moralné. V nasem modelu neni
hracem.

Déle je ddna matice P typu n/m. Zisk i-tého hrace pfi vybéru j-té alternativy je dén
cislem p ;.

Agenti licituji, kdo bude ve druhé fazi podavat navrh. Probiha to tak, Ze postupné nabizeji
ostatnim uplatek (kladny, vSem stejny). Rozhoduje vyse uplatku, v pfipadé rovnosti méa
prednost agent s niz$im poradovym cislem.

e) Predpokladame, ze ve druhé fazi bude hrat agent iy opatrnou strategii (vzhledem k
nedominovanym strategiim ostatnich) a ostatni néjaké nedominované. Jak si budete pocinat
v roli i-tého hrace 7

f) Demonstrujte vSe na prikladé

15 10 6 8
a=4,b=(-1,-1,2), P=[ 4 10 3 7
6 4 17 7

Predpokladame, ze vSechny castky jsou celoc¢iselné.

(4,5,5,5,5 a6 bodi.)
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Teorie her, zadani zkousek 1999/2000

1. termin

1. Matice A a B urcuji bimaticovou hru.

a) Najdéte néjakou rovnovaznou situaci této hry ve smiSenych strategiich, které nejsou
Cisté.

b) Najdéte vSechny opatrné (smiSené) strategie obou hracu.

¢) Reste tuto hru jako tilohu o dohods.

a 0
A_<01) B

(3, 3 a 4 body)

10
<
(05) l1<a<h.

3. Prsty

a) 2 hraci sedi naproti sobé u stolu. Pod nim si na pravé i levé ruce ptipravi jeden nebo dva
vztyCené prsty. Soucasné zvednou ruce zpoza stolu. Pravou rukou kazdy hada, kolik mé jeho
protivnik vztycenych prstli na levé ruce. Jestlize uhodl pravé jeden z hrach, vyhrava pocet
penéznich jednotek rovnych poctu vztycenych prsti na levych rukach. Najdéte optimalni
strategie prislusné maticové hry.

b) Zabavnéjsi varianta: vSechny uhodnuté prsty se useknou a hra se opakuje. Konec
nastava, kdyz se néktery z hraci jiz nemuze chlubit zadnymi prsty levé ruky. Naleznéte
alespon rekurentni vztahy.

(10 a 10 bodu)

3. Aukce
Jisty pfedmét (vzacny obraz, tovarna, fotbalovy tym) se drazi ‘obalkovou metodou”.
Vyvolavaci cena je v, i-ty (i € {1,...,n}) GCastnik aukce si pfedmét ceni na ¢; . Necht

O<v<e, <...<cp<cy.

Piedpoklddame, Ze penize jsou spojité (= lze platit libovolné = € R). Ucastnici nezavisle
na sobé uvedou cenu, za kterou chtéji pfedmét koupit. Pfedmét ziskava ten, ktery nabidl
nejvice; je-li vice téch, kteri uvedli maximalni hodnotu, predmét ziskava ten z nich, ktery ma
nejmensi poradové ¢islo (= ten, ktery si pfedmétu nejvice ceni). Vitéz zaplati za predmét
nejvyssi cenu z nabidek ostatnich.

a) Uvedte normalni formu této hry. (4 body)
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b) Pro kazdého z hraca uréete mnozinu vSech jeho nedominovanych strategii.
(3 body za uvedeni vysledku, dalsich 6 bodu za dtkaz.)
c) Najdéte vSechny situace optimalni podle Pareta. (5 bodu)

Kdo si hraje, nezlobi.

2. termin

1. Grafické FeSeni maticovych her typu 2/m.

) Nakreslime vSechny usecky [ [0,as;], [1,a1,] ], j = 1,...,m. Jak najdeme opatrné
strategie 1. hrace ? Jak najdeme rovnovazné situace 7

b) Metodou z a) najdéte vSechny rovnovazné situace hry s matici

-2 1 -1 -3
A= < 4.0 2 5 )
(10 a 5 bod1.)

2. Prosté hry.

a) Uvedte vSechny (superaditivni a persondlni) prosté hry 3 hrac¢a. (NerozliSujte mezi
takovymi, kdy jedna vznikne z druhé preznacenim hrac.)

b) U kazdé z nich vyznacte diktatory a veta hréce.

c¢) U kazdé z nich spoctéte jadro.

(4, 3 a 5 bodt.)

3. Aukce III
V aukci II se jisty predmét drazi “obalkovou metodou”. Vyvolavaci cena je v, i-ty (i €
{1,...,n}) Gcastnik aukce si pfedmét ceni na ¢; . Necht

O<v<e, <...<cp<cr.

Piedpokladame, Ze penize jsou spojité (= lze platit libovolné z € R). Ucastnici nezavisle na
sobé uvedou cenu, za kterou chtéji predmét koupit. Predmeét ziskava ten, ktery nabidl nejvice;
je-li vice téch, ktefi uvedli maximalni hodnotu, pfedmét ziskava ten z nich, ktery ma nejmensi
poradové ¢islo (= ten, ktery si pfedmétu nejvice ceni). Vitéz zaplati za pfedmét nejvyssi cenu
z nabidek ostatnich. Jiz vime, Ze zde ma kazdy hrac¢ jedinou dominantni strategii - tou je
pro ¢-tého hrace c;.

Nyni hraci i = 2,...,n daji (nezévisle) 1. hraci listecek uvadéjici, kolik pozaduji za od-
stoupeni z aukce ( z3, ..., x, > 0). 1. hra¢ se rozhodne, které hrace vyplati a aukce probéhne
tak, ze kazdy hraje svoji dominantni strategii.

a] Najdéte vSechny nedominované strategie 1. hréace.
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b) Najdéte néjakou rovnovaznou situaci nasi hry.
c) Predpokladejme, ze pii stejném zisku da 1. hra¢ prednost strategii, pfi niz se drazby
zcastni mensi pocet hraca. Jak by si pocinal i-ty (i > 2), kdyby znal zo, ..., x; 1, Tit1, ..oy Ty 7

(6, 6 a 6 bodu)

I dospéli si mohou hrat.

3. termin

1. Prsty o Zivot

2 hraci sedi naproti sobé u stolu. Pod nim si na pravé ruce pripravi jeden, dva nebo
tfi vztycené prsty. Soucasné zvednou ruce zpoza stolu. Prvni hra¢ se snazi uhodnout svym
gestem, kolik ukaze druhy. Naopak druhy hrac¢ se snazi ukazat jiny pocet prstii nez prvni.
Hraje se o zivot.

(12 bodu)

2. Jadro her ve tvaru charakteristické funkce

U hry tfi hract je dano

v(0) =v({2}) =v({3}) =0, v({1,3}) = 2/3, v({2,3}) =5/8. v({1,2,3}) = 1.
Vzhledem k parametrim a = v({1}), b = v({1,2}) diskutujte

a) Kdy je to (persondlni a superaditivni) hra ?

b) Necht jsou splnény predpoklady z a). Kdy ma tato hra neprazdné jadro 7
(5 a 10 bodi)

3. Pohyblivy nuz II
Usecka [0, 1] symbolizuje kolag¢, ktery se déli mezi dva hrace. UZitec¢nost zisku A C [0, 1]
je pro prvniho resp. druhého hrace

p(A) = /A z dz tesp. g(A) = / (1 - 2)dz .

A

Nad kola¢em se pohybuje niz od bodu 0 do bodu 1 (zleva doprava). Kterykoliv z hrac¢t mize
v kterykoliv okamzik ntiz zastavit. Pokud daji signél k zastaveni souc¢asné, mé prednost signal
prvniho hrace. Ten, kdo niiz zastavil dostava levou c¢ast, zbyvajici hra¢ pravou cast.

a) Najdéte normélni formu této hry.

b) Najdéte vSechny opatrné strategie prvniho hréce.

c¢) Najdéte vSechny nedominované strategie prvniho hrace.

(4, 6 a 8 bodu)

Co Té nezabije, to Té posili (aspon na chvili).
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Teorie her, zadani zkousek 2000/1

1. termin

1. Dejte priklad bimaticové hry a strategii k a [ pro prvniho hrace této hry 7ak, aby & byla
opatrna ale nebyla nedominovana a [ byla nedominovana ale nebyla opatrna. (UvaZzujeme
pouze Cisté strategie).

2. Dva mladici se bavi tim, Ze se stfedem vozovky proti sobé rozjedou svymi auty a kdo
prvni uhne ztrati prestiz. Jedna se o bimaticovou hru s maticemi

0 -5 0 5
A_<5—100) B‘<—5 —100)

Strategiemi kazdého z hract jsou Uhne, Neuhne.
a) Najdéte vSechny opatrné ¢isté strategie obou hracu.
b) Najdéte vSechny opatrné smisené strategie obou hréacu.
c¢) Najdéte vSechny nedominované ¢isté strategie obou hrac.
d) Najdéte vSechny nedominované smiSené strategie obou hracu.
e) Najdéte vSechny rovnovazné situace v Cistych strategiich.
f) Najdéte vSechny rovnovazné situace ve smisenych strategiich.
g) Najdéte vSechny situace optimalni podle Pareta (v ¢istych strategiich).
h) Reste tuto tlohu jako tlohu o dohods.
i) Reste tuto tilohu ve vyhrozovacich strategiich.

3. Uvazujeme symetrickou hru 3 hraci ve tvaru charakteristické funkce

110:111:0, ngg, U3:1.
3
a) Spoctéte jeji jadro C.
b) Pro kazdy vektor x z mnoziny vSech rozdéleni E, ktery neni v C' najdéte néjaky vektor
y dominujici z.
¢) Je mnozina C' NM-fesenim 7 Zdavodnéte.
d) Je pravda, Ze libovolné NM-feseni V' obsahuje mnozinu C' ? Zdtuvodnéte.
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2. termin

1. Dejte priklad maticové hry, u niz postupné odstranovani dominovanych strategii vede
na hru s matici typu 1/1. Piiklad ?usi byt takovy, Ze potiebujeme alespon 3 faze.

2. Hraje se hra “kédmen, nlzky, papir” s tim, ze vitéz ziskava predmét uzitecnosti 1,
V pripadé remizy neziskava nikdo nic.

a) Je to antagonisticka hra 7

b) Najdéte vSechny opatrné smisené strategie obou hréacu.

c¢) Najdéte néjakou rovnovaznou situaci ve smiSenych strategiich.

c) Reste tuto tlohu jako tlohu o dohods.

3. Uvazujeme hru 3 hract ve tvaru charakteristické funkce

v(0) =0, v({1}) = v({2}) = v({3}) = 1/6, v({1,2}) = v({1,3}) = 2/3, v({2,3}) = a, a € R

a) Pro ktera a se jedna o (superaditivni) hru 7
b) Pro kterd a ma tato hra neprazdné jadro 7
c¢) Transformujte hru na (0,1)-redukovany tvar.
d) Spoctéte Shapleyeho vektor nasi hry.
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Teorie her, zadani zkousek 2001 /2

2. termin

1. Boty

Jediny hodnotny predmét vlastnény levobotkem je jedna leva bota; podobné pro pra-
vobotka. Hraci : m levobotki a n pravobotk, m > n . Vyhra koalice je ddna poc¢tem pari
bot, které se jim podaii sestavit.

a) Spoctéte jadro této hry.

b) Pro m = 3, n = 2 spoctéte Shapleyho vektor.

Body: 10, 10

2. Jizda

Dve divky se bavi tim, ze se stfedem vozovky proti sobé rozjedou svymi auty a ktera
prvni uhne ztrati prestiz. Jedna se o bimaticovou hru s maticemi

0 -1 0 1
A_<1—10> B_<—1 —10)

Strategiemi kazdého z hract jsou Uhne, Neuhne.
a) Najdéte vSechny rovnovazné situace v istych strategiich.
b) Najdéte vSechny rovnovazné situace ve smiSenych strategiich.
c) Najdéte vSechny situace optimélni podle Pareta (v ¢istych strategiich).
d) Reste tuto tlohu jako tlohu o dohods.
e) Reste tuto tlohu ve vyhrozovacich strategiich.
Body: 3, 4, 3,5, 5

3.Mince

Kazdy z dvojice hrac¢a schova do své pravé ruky 1 nebo 2 nebo 3 mince (vSechny mince
jsou stejného druhu). Poté ruce soucasné oteviou a pokud maji stejny pocet minci, vSechny
ukazané si bere druhy hrac. V opacném pripadé ziskava vsechny prvni hrac. Najdéte opti-
malni strategie obou hracu.

20 bodt
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Teorie her, zadani zkousek 2002/3

1. termin

1. U bimaticové hry miize mit strategie prvniho hrace nasledujici vlastnosti :

(O) byti opatrnou,

(ND) byti nedominovanou,

(SR) byti slozkou néjaké rovnovazné situace.

Které z osmi moznych kombinaci mohou nastat 7 Pokud néco nemtize nastat, dokazte to.
To co miize nastat dokumentujte priklady. Pokuste se vystacit maximéalné se dvéma hrami.

Uvazujeme pouze Cisté strategie !

2. Dva kandidati na prezidenta se pfed devatym volebnim kolem predvadéji tim, Ze se
stfedem vozovky proti sobé fiti svymi sluzebnimi auty a kdo prvni uhne ztrati hlasy c¢asti
svych voli¢ti. Jedna se o bimaticovou hru s maticemi

-10 2 ~10 -5
=50 (5 )

Strategiemi kazdého z hract jsou Neuhne, Uhne.
a) Najdéte vSechny nedominované ¢isté strategie obou hracu.
b) Najdéte vSechny nedominované smiSené strategie obou hracu.
c) Najdéte vSechny opatrné Cisté strategie obou hracu.
d) Najdéte vSechny opatrné smisené strategie obou hréacu.
) Najdéte vSechny rovnovazné situace v ¢istych strategiich.
f) Najdéte vSechny rovnovazné situace ve smisenych strategiich.
g) Najdéte vSechny situace optimélni podle Pareta (v ¢istych strategiich).
h) Reste tuto tlohu jako tlohu o dohods.
i) Reste tuto tilohu ve vyhrozovacich strategiich.

@

3. Uvazujeme hru 3 hract ve tvaru charakteristické funkce

v(@) =0, v({1}) = a, v({2}) = 1/6, v({3}) = 1/4, v({1,2}) = 1/2, v({1,3}) =
2/3, v({2,3}) =3/4, v({1,2,3}) =1, a €R.

a) Pro kterd a se jedné o (superaditivni) hru ?

b) Pro kterd a ma tato hra neprazdné jadro 7

c¢) Transformujte hru na (0,1)-redukovany tvar.

d) Spoctéte Shapleyeho vektor nasi hry.
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e) Pro kterd a patii Shapleyeho vektor do jadra ?

2. termin

1. U maticové hry mize mit strategie prvniho hrace nasledujici vlastnosti :

(O) byti opatrnou,

(ND) byti nedominovanou,

(SR) byti slozkou néjaké rovnovazné situace.

Které z osmi moznych kombinaci mohou nastat ? Pokud néco nemtize nastat, dokazte to.
To co miize nastat dokumentujte priklady. Pokuste se vystacit maximéalné se dvéma hrami.

Uvazujeme pouze Cisté strategie !

2. Dva novi kandidati na prezidenta se pred desatym volebnim kolem predvadéji tim, ze
se stfedem vozovky proti sobé riti svymi sluzebnimi auty a kdo prvni uhne ztrati hlasy casti
svych voli¢ti. Jedné se o bimaticovou hru s maticemi

—10 3 2 -10 -5 4
A= -5 -1 -10 B = 3 -1 -10
-4 —-10 -1 2 =10 -1

Strategiemi kazdého z hracu jsou Neuhne, Uhne doleva, Uhne doprava.
a) Najdéte vSechny nedominované ¢isté strategie prvniho hréce.
b) Najdéte vSechny opatrné ¢isté strategie prvniho hréce.
c) Najdéte néjakou opatrnou smisenou strategii prvniho hréce.
d) Najdéte vSechny rovnovazné situace v Cistych strategiich.
e) Najdéte néjakou dalsi rovnovaznou situaci ve smiSenych strategiich.
f) Najdéte vSechny situace optimalni podle Pareta (v ¢istych strategiich).
g) Reste tuto tlohu ve vyhrozovacich strategiich.

3. Uvazujeme hru 3 hract ve tvaru charakteristické funkce

o) = 0, v({1}) = 1/4, o({2}) = 1/6, v({3}) = 1/4, v({1,2}) = a, v({1,3}) =
2/3, v({2,3}) =3/4, v({1,2,3}) =1, a e R.

a) Pro kterd a se jednd o (superaditivni) hru ?

b) Pro kterd a ma tato hra neprazdné jadro ?

c¢) Transformujte hru na (0,1)-redukovany tvar.

d) Spoctéte Shapleyeho vektor nasi hry.

e) Pro ktera a patii Shapleyeho vektor do jadra ?

Body: 20; 3,3,10,3,12,3.6; 8,8,8,8,8.
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Teorie her, zadani zkousek 2003 /4

1. termin

1. Dvojice prodejcti ziskava jednotku daného zbozi za p > 0 resp. ¢ > 0. Stanovi-li si
prodejni ceny z > 0 resp. y > 0, prodaji
2. 2

Tec
esp.

x2+y2 x2+y2

jednotek ( ¢ > 0 je dané konstanta).
a) Uréete norméalni formu této hry.
b) Spoététe dolni hodnotu hry pro prvniho hrace a jeho opatrné strategie.
c¢) Uréete nedominované strategie prvniho hrace.
d) Najdéte vSechny rovnovazné situace.

2. Reste prosim maticovou hry s matici

0 -1
A= 1 0 -1
-2 1 0

3. Trojice akcionait ma 10, 20, resp. a > 0 kusii akcii. Vitézna koalice je ta, kterda ma
vice jak polovinu ze vSech akcii. Urcete laskavé Shapleyho vektor.

2. termin

1. 1. hra¢ zvoli = € [0, 1]. 2. hra¢ poté co zné = bud ‘souhlasi” (pak 1. hra¢ vyhrava x a
2. vyhrava 1 — x ) nebo zvoli y € [0, z) (pak 1. vyhrava 1/2 — y/2 a 2. vyhrava y).
a) Uvedte normalni formu této hry.
b) Spoététe dolni hodnotu hry a vSechny opatrné strategie prvniho hrace.
c) Najdéte vSechny situace optimalni podle Pareta.
d) Najdéte vSechny nedominované strategie prvniho hrace.

2. Reste usilovné maticovou hry s matici



L. Polak, Univerzita Brno, pomocny text ke kurzu Teorie her 38

1401
A_(5 132)'

3. Necht n =3, N ={1,2,3}, v:2Y¥ =R,
o(0) = 0, v({1}) = 1, v({2}) = 2, v({3}) = 3, v({1,2}) = 6, v({1,3}) = 8, v({2,3}) =
p, v(N) = 12.

a) Pro ktera p je uvedena hra superaditivni 7

b) Pro kterd p ma tato hra neprazdné jadro 7
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Teorie her, zadani zkousek 2004 /5

1. termin

1. Dvojice prodejcti ziskdva jednotku daného zbozi za p > 0 resp. ¢ > 0. Stanovi-li si
prodejni ceny = > 0 resp. y > 0, prodaji
ye xc

resp.
r+y r+y

jednotek ( ¢ > 0 je dana konstanta).
a) Uréete normalni formu této hry.
b) Spoctéte dolni hodnotu hry pro prvniho hrace a jeho opatrné strategie.
c¢) Urcete nedominované strategie prvniho hrace.
d) Najdéte vSechny rovnovazné situace.

2. Reste prosim maticovou hry s matici

0 -1 3
A= 1 0 -1
-3 1 0

3. Trojice akciondrti ma 10, 20, resp. a > 0 kusii akcii. Vitézna koalice je ta, kterd ma
alespori 2/3 vSech akcii. Urcete laskavé Shapleyho vektor.
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Teorie her, zadani zkousek 2005/6

1. termin

1. Dvojice hra¢t mé vybrat kandidata z mnoziny A = {a, b, c}. Oba (nezavisle) zadaji
poradi kandidatl. Za prvni misto jsou 2 body a za druhé 1 bod. Méa-li vice kandidati stejny
pocet bodt, dava se prednost tomu, kdo je dfive v abecedé. Necht pro uzite¢nosti zvoleni
jednotlivych kandidatt plati

u(a) > u(b) > u(c), v(a) <v(b) <wv(c).

a) Uvedte tabulku, v niz jsou fadky indexovany strategiemi prvniho hrace a sloupce
strategiemi druhého hrace. Na pozici (7, j) je vybrany kandidat, pouzil-li prvni hra¢ strategii
¢ a druhy strategii ;.

b) Je nase hra antagonisticka ? Zdavodnéte.

c¢) Najdéte pro oba hrace vsechny jejich (¢isté) opatrné strategie.

d) Najdéte pro oba hrace vSechny jejich (¢isté) nedominované strategie.

e) Najdéte vSechny rovnovazné situace v Cistych strategiich.

f) Mé&jme maticovou hru s matici A typu m/n, m > 2. Necht m-ty fadek je dominovan
(m — 1)-tym, necht A’ je matice A bez posledniho Fadku. Dokazte : je-li (Z,7) (smiSend)
rovnovazna situace hry s matici A, je ((¥,0),y) rovnovazna situace hry s matici A.

g) Necht

u(a) =3, u(b) =2, u(c) =1, v(a) =1, v(b) =3, v(c) =4.

Opakovanym uzitim f) a analogického tvrzeni pro druhého hrace najdéte néjakou dalsi rov-
novaznou situaci ve smisenych strategiich.

2. Necht a,b > 0 a necht bimaticova hra je urcena maticemi

(59) 5-(3Y)

a) Najdéte (jediné) smiSené opatrné strategie obou hraci. Zduvodnéte jednoznacnost.
b) Kromé dvou rovnovaznych situaci v éistych strategiich existuje jedina dalsi ve smiSe-
nych strategiich. Najdéte ji a zdivodnéte, ze vice rovnovaznych situaci neexistuje.

3. Necht n =3, N =1{1,2,3}, v: 2V - R,

v(@) =0, v({1}) = a, v({2}) = b, v({3}) = ¢, v({1,2}) = 2, v({1,3}) = 3, v({2,3}) =
4, v(N) =p.



L. Polak, Univerzita Brno, pomocny text ke kurzu Teorie her 41

a) Pro ktera a, b, ¢, p je uvedena hra superaditivni 7
b) Pro ktera a, b, ¢, p mé tato hra neprazdné jadro ?

2. termin

1. Déleni kolace II.
Kazdy z n > 2 hrac¢a (nezavisle) uréi x; € [0,1] (i € {1,...,n}). Vyhra i-tého je

, e <
ui(xl,...,xn):{ o pr"“*jmaljx"—l Cie{l,....n}.
a) Pro kazdého z hracti najdéte vSechny jeho opatrné strategie. Vysledek zdivodnéte.
b) Je nase hra antagonistickd 7 Vysledek zduvodnéte.

Kolokvium : ¢) Ukazte, Ze situace x, pro niz x; + - - - + x, = 1, je rovnovazna.
Zkouska : c¢) Najdéte vSechny rovnovazné situace. Vysledek zduvodnéte.
d) Pro kazdého z hract najdéte vsechny jeho nedominované strategie. Vysledek zdtavod-

néte.

2. Akcionari.
Trojice akcionartt méa 10, 30, resp. p > 0 kust akcii. Vitézna koalice je ta, kterd méa vice jak
polovinu ze vSech akcii. Urcete laskavé Shapleyho vektor.

3. Maticova hra.
Najdéte néjakou dvojici (Z,7) optimalnich strategii pro maticovou hru s matici

-2 4 2
A= 1 -1 0
3 -3 -1

Uvedenim TA a A" se presvédéte o spravnosti vypoctu.

3. termin

1. Dotace.
i-ty z n > 2 obcantt CR (nezavisle) uréi pro rok 2007 dotaci vladni strané z; € [0, a;], kde a;
je jeho pfijem v roce 2006, i € {1,...,n}. Uzitecnost kvality zivota i-tého v roce 2007 bude :

suma vybranych penéz krat a; — x; .
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a) Pro kazdého z hra¢t najdéte vSechny jeho opatrné strategie. Vysledek zduvodnéte.

b) Je nase hra pro n = 2 antagonistickd ? Vysledek zdtvodnéte.

Kolokvium : ¢) Necht a; = - -+ = a,. Najdéte néjakou rovnovaznou situaci = (z1, ..., z,)
spliujici z; = -+ = z,,.

Mozny névod : vzpomeiite si, kde mé funkce z(1 — z) na [0, 1] maximum.

2. Pirati II.
Posadka n > 2 piratl nasla v jeskyni pustého ostrova obrovsky poklad ve formé beden zlata.
Kazdy miize jit do jeskyné jen jednou a bednu musi nést dva pirati. To vede na hru v ve
tvaru charakteristické funkce, kde

..... jinak.

Spoctéte, prosim, jadro nasi hry. Pokud vam to nejde v plné obecnosti, ucinte tak laskave
alespon pron =3 an = 4.

3. Volby.
V nedaleké spratelené zemi se nedavno konaly parlamentni volby. Do snémovny se dostaly
strany A, B, ..., F s nasledujicim poc¢tem poslanci : 50, 31, 20, 20, 15, 14. Vitézna koalice
je ta, ktera ma nadpolovicni vétsinu poslanci. Spoctéte pozorné Shapleyho vektor strany A.
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Teorie her, zadani zkousek 2006/7

1. termin

1. Poslanci si maji rozdélit sumu ¢ na své meésicni platy. VSichni soucasné urci, kolik by
kdo chtél dostavat. Je-li soucet pozadavki realizovatelny, jejich prani se splni. V opac¢ném
ptipadé se rovnomeérné rozdéli o sumu c/2.

a) Najdéte norméalni formu této hry.

b) Najdéte dolni hodnotu hry pro i-tého hrace a vSechny jeho opatrné strategie.

c¢) Najdéte néjakou rovnovaznou situaci ( existuje i takova, ze z1 = -+ = z,).

d) Najdéte vSechny situace optimalni podle Pareta.

Jen zkouska : e) Najdéte vSechny nedominované strategie i-tého hréce.

2. Kazdy z dvojice 1vll se snazi ziskat kontrolu nad jistym tzemim. Kazdy ma dvojici
strategii : zbabélou a agresivni. Jedna se o bimaticovou hru s maticemi

(30) e=(10)

V bodech a) - d) pracujeme jen s ¢istymi strategiemi.
a) Pro prvniho hrace najdéte dolni a horni hodnotu hry a vSechny jeho opatrné strategie.
b) Pro prvniho hrace najdéte vSechny jeho nedominované strategie.
c) Najdéte vSechny rovnovazné situace.
d) Najdéte vSechny situace optimalni podle Pareta.
Jen zkougka : e) Reste tilohu jako tilohu o dohodé.

3. Majitel firmy je hrac¢ 0. M& n zaméstnancti oznacenych 1,... n.

Necht f:{0,1,...,n} = RT(={a€R|a>0}), f(0)=0.ProS C{0,1,...,n} klademe

_ 0 pro0 ¢ S
“(S)_{ F(IS|=1) pro0€eS.

a) Pro ktera f je hra superaditivni ?

b) Necht je splnéna podminka z a). Spoctéte jadro pro n = 2. Muzete psat f(1) =
a, f(2)=b.

Jen zkouska : c¢) Necht funkce f je konkavni. Ukazte, ze pfislusnost vektoru k jadru lze
vyjadrit n + 1 vztahy.
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2. termin

1. Dvojice hraca hraje hru (X, Y, u,v), kde

a) Najdéte dolni hodnotu hry pro prvniho hréce a vSechny jeho opatrné strategie.
b) Najdéte néjakou rovnovaznou situaci.
Jen zkouska : ¢) Najdéte vSechny nedominované strategie prvniho hrace.

2. Mame bimaticovou hru s hraci :

N - nejslavnéjsi fotbalovy klub, M - méné slavny fotbalovy klub,

s Cistymi strategiemi pro kazdy z klubti :

P - podplatit rozhod¢iho, U - fadné se ptipravit a usilovné hrat.

Uzitecnosti jednotlivych udalosti pro nastavajici utkanim jsou dany maticemi

-(3) - (32).

V bodech a) - d) pracujeme jen s ¢istymi strategiemi.
a) Pro prvniho hrace najdéte dolni a horni hodnotu hry a vSechny jeho opatrné strategie.
b) Pro prvniho hrace najdéte vSechny jeho nedominované strategie.
c) Najdéte vSechny rovnovazné situace.
d) Najdéte vSechny situace optimalni podle Pareta.
Jen zkougka : e) Reste tilohu jako tilohu o dohodé.

3. Majitel firmy je hrac¢ 0. M& n zaméstnancti oznacenych 1,... n.
Necht f : {0,1,...,n} - Rf(={a € R |a>0}),0=f0) <... < f(n). ProS C
{0,1,...,n} klademe

_ 0 pro0 ¢ S
v(S) = { f(|S]—1) pro0esS.
a) Pro n = 2 spoc¢téte Shapleyho vektor.
Jen zkouska : b) Spoctéte Shapleyho vektor pro libovolné n.

3. termin

1. Dvojice hrac¢a hraje hru (X, Y, u,v), kde
X =Y =001}, u(z,y) = (1 —zy) av(z,y) = y(1 —xy) .

a) Najdéte dolni hodnotu hry pro prvniho hréce a vSechny jeho opatrné strategie.
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b) Najdéte néjakou rovnovaznou situaci.
c) Je nase hra antagonisticka 7 Zdavodnéte.

2. Najdéte néjakou rovnovaznou situaci pravdépodobnostniho rozsifeni maticové hry s
matici :

10 2 0
A=10 2 0 2
1 0 1/2 1
Miizete si pomoci postupnym odstranovanim dominovanych strategii.

3. Necht n =3, N={1,2,3}, v:2V - R

v(0) = v({2)) = v({3}) = 0, v({1}) = @, v({1.2}) = o({L,3}) = L, v({2,3}) = b, v(N) = 2.

a) Kdy je to superaditivni hra ?
b) Kdy mé neprazdné jadro ?



Teorie her - 2007/08 - 1. termin

1. Dotace II.
i-ty z n > 2 ob¢antt CR (nezavisle) uréi pro rok 2008 dotaci vladni strané z; € [0, a;], kde a;
je jeho pfijem v roce 2007, i € {1,...,n}. Necht ¢ je konstanta mesi nez vSechna ay, ..., a,.

Uzitecnost kvality zivota i-tého v roce 2007 bude :

(¢ + suma vybranych penéz) - (a; — x;) .

a) Pro kazdého z hracti najdéte vSechny jeho opatrné strategie. Vysledek zdivodnéte.

b) Je nase hra pro n = 2 antagonistickd ? Vysledek zdtvodnéte.

c) Necht a; = --+ = a,. Najdéte néjakou rovnovaznou situaci x = (xy,...,x,) spliujici
Ty ==,

d) (jen zkouska) Najdéte vSechny nedominované strategie i-tého hrace.

2. Pirati III.
Posadka n > 2 piratt nasla v jeskyni pustého ostrova obrovsky poklad ve formé beden zlata.
Kazdy muze jit do jeskyné jen jednou a bednu musi nést alespon tii pirati. To vede na hru
v ve tvaru charakteristické funkce, kde

|S|/3 pro | S| délitelné 3

Spoctéte, prosim, jadro nasi hry a jeji Shapleyho vektor.
Kolokvium : Pokud vam to nejde v plné obecnosti, uciite tak laskavé alespon pro n = 3
an=4.

3. Maticova hra.
Reste prosim maticovou hry s matici

0 -1 3
A= 1 0 -1
-3 1 0



Teorie her - 2007/08 - 2. termin

1. Platy poslancu II.

Poslanci si maji rozdélit sumu ¢ > 0 na své mésic¢ni platy. Vsichni soucasné urci, kolik
by kdo chtél dostévat, necht pro i-tého (i € {1,...,n}) je to x; > 0. Je-li soucet poza-

davkt realizovatelny, jejich pfani se splni. V opac¢ném piipadé se rovnomérné rozdéli o sumu

2

a) Najdéte dolni hodnotu hry pro i-tého hrace a vSechny jeho opatrné strategie.

b) Je nase hra pro n = 2 antagonisticka ?

c) Najdéte néjakou rovnovaznou situaci (existuje i takova, ze x; = -+ =z, ).
d) Najdéte vSechny situace optimalni podle Pareta.

Jen zkouska :

e) Najdéte vSechny nedominované strategie i-tého hrace.

2. Pirati IV.

Posadka n = 3m, m > 1, pirati nasla v jeskyni pustého ostrova obrovsky poklad ve
formé beden zlata. Nez se vSak na ostrov dostali, prodélali spoustu bitev. Zistalo jich m s
obéma zdravyma rukama, m majicich jen levou ruku v poradku a m majicich jen pravou
ruku v poradku. Kazdy mtze jit do jeskyné jen jednou a bednu musi nést alespon jeden se
zdravou levou rukou a alespor jeden dalsi se zdravou pravou rukou.

Kolokvium : Spoctéte jadro a Shapleyho vektor pro m = 1.

Zkouska : Spoctéte jadro a Shapleyho vektor pro m = 1 a pro m = 2.

3. Bimaticova hra.

Je ddna bimaticova hra s maticemi

A:

o oo
o - o
o oo

s

I
oo
o ©
=~ oo

kde a,b,c,p,q,r > 0.
a) Najdéte vSechny opatrné smiSené strategie.
b) Najdéte vSechny rovnovazné situace ve smiSenych strategiich.

Jen zkouska :
c¢) Reste hru jako tilohu o dohodé proa =4, b=2, c=1, p=1, ¢ =3, r = 6. Uvedte
téz, jak se dohoda realizuje.



Teorie her - 2007/8 - 3. termin

1. Dvojice hraca hraje hru (X, Y, u,v), kde
X=Y=1[01], u(z,y) =zl —-z+y)av(z,y) =y(l+z—y).

a) Najdéte dolni hodnotu hry pro prvniho hréce a vSechny jeho opatrné strategie.
b) Najdéte néjakou rovnovaznou situaci.
c) Je tato hra antagonisticka ?

Jen zkouska : d) Najdéte vSechny nedominované strategie prvniho hrace.

2. Je dédna bimaticova hra s maticemi

(3 (i)

V bodech a), b) pracujeme se smiSenymi strategiemi.
a) Pro prvniho hrace najdéte dolni a horni hodnotu hry a vSechny jeho opatrné strategie.
b) Pro prvniho hrace najdéte vSechny jeho nedominované strategie.
V bodech ¢), d) pracujeme jen s ¢istymi strategiemi.
c) Najdéte vSechny rovnovazné situace.
d) Najdéte vSechny situace optimalni podle Pareta.
Jen zkougka : e) Reste tlohu jako tilohu o dohodé.

3. Uvazujme piitazovaci hru pro m=2. Necht M = {C, D}, M’ = {P,Q}. Necht
bit —a1=p, bia—a1=¢q, bay —az =71, byg —az =s

jsou kladna cisla splnujici ¢, r < p, s.

a) Spoctéte jadro. V ptipadé neprazdnosti dostanete polovinu bodi jiz za uvedeni vektoru
z jadra.

b) Pro prvniho prodévajiciho najdéte jeho slozku Shapleyho vektoru.
Kolokvium : pocitdme s konkrétnimi hodnotami p =4,¢q=1,r =2,s = 3.



Teorie her - 2008/9 - 1. termin

1. Uplaceni.
Obce 1,...,n dostavaji na rok 2009 dotace

O<a; <---<ay, .

i-t4 obec dava kraji “aplatek” ve vysi z; € [0,a4], i = 1,...,n. Ta, kterd dala nejvice
dostéava “mimoradnou” krajskou dotaci ve vysi (z1 + - -+ + x,)/2. Dalo-li vice obci stejnou
sumu, dotaci ziskava ta z nich, kterd ma nejmensi poradové cislo.

a) Najdéte dolni hodnotu hry pro prvniho hréce a vSechny jeho opatrné strategie.

b) Je nase hra pro n = 2 antagonisticka ?

c) Najdéte vSechny rovnovazné situace.

d) Najdéte v8echny situace optimalni podle Pareta.

Jen zkouska :

e) Najdéte vSechny nedominované strategie prvniho hrace.

2. Pravobotci a levobotci.

Hraci: » z nich vlastni jen pravou botu, [ z nich vlastni len levou botu. “Vyhra” ko-
alice je dédna poctem pard bot, které mohou jeji hraci sestavit. Jedna se o hru ve tvaru
charakteristické funkce, kde v : ... — ... je ddno vztahem ...

Kolokvium : Spoctéte jadro pro r = 2, [ = 3 a pro r = [ = 3 a Shapleyho vektor pro
r=1,1l=3apror=2 1=3.

Zkouska : Spoctéte jadro pro libovolné r,l a Shapleyho vektor pro r = 1, [ = 3 a pro
r=2,1=3.

3. Bimaticova hra.

Je dédna bimaticova hra s maticemi

A:

oo
o - o
o oo
oy
Il
oo
o o
-~ oo

kde a, b, c,p,q,7 > 0.

a) Najdéte vSechny opatrné smisené strategie prvniho hrace.

b) Najdéte vSechny rovnovazné situace ve smiSenych strategiich. (Pro kolokvium staci
najit néjakou, ktera se nesestava z cistych.)

Jen zkouska :

¢) Reste hru jako tilohu o dohodé proa =4, b=2, c=1, p=1, ¢ =3, r = 6. Uvedte
téz, jak se dohoda realizuje.



Teorie her - 2008/9 - 2. termin

1. Uplaceni II.

V Kocourkové se o post starosty uchazeji hraci 1,...,n. Obcané jsou jiz tak otraveni
politikou, zZe jdou volit pouze za tuplatek ve vysi 1. Kandidati nevoli, volici jsou tak cestni, ze
pfijmou jen jeden tuplatek a pak skutecné daji hlas prislusnému kandidatu. Strategii hrace
je pocet uplacenych. Efekt postu starosty je 1000, voli¢t je dostatek, ziska-li vice kandidatt
stejny pocet hlasti, vyhrava ten s nejmensim poradovym c¢islem.

a) Najdéte dolni hodnotu hry pro prvniho hrace a vSechny jeho opatrné strategie.

b) Je nase hra pro n = 2 antagonisticka ?

c¢) Najdéte vSechny rovnovazné situace.

d) Najdéte vSechny situace optiméalni podle Pareta.

Jen zkouska :

e) Najdéte vSechny nedominované strategie prvniho hréce.

2. Vlacky.

Hraci: [ lokomotiv, ¢ vagéni. “Vyhra” vlaku je dana poc¢tem vagént, pokud ma alespon
jednu lokomotivu. Jedna se o hru ve tvaru charakteristické funkce, kde v : ... — ... je dano
vztahem ...

Kolokvium : Spoctéte jadro a Shapleyho vektor prol =1, c=3 aprol =2, ¢=3.
Zkouska : Spoctéte jadro pro libovolné [, ¢ a Shapleyho vektor pro [ = 1, ¢ = 3 a pro
=2, c=3.

3. Maticova hra.

Najdéte néjakou rovnovaznou situaci maticové hry

1101 2
03330
A= 31 01 2
300 0 2

Jen zkouska: formulujte tvrzeni umoznujici vynechani dominovanych strategii.



Teorie her - 2008/9 - 3. termin

1. Obalky.

Hraci 1,...,n soucasné polozi na stul obalky s jimi zvolenymi obnosy z1,...,z,. Poté
se obalky oteviou a vsSe ziska ten, kdo dal nejvice. Dalo-li vice hrac¢t stejnou sumu, vyhrava
ten z nich, kdo ma nejmensi potedové cislo.

a) Najdéte dolni hodnotu hry pro prvniho hréce a vSechny jeho opatrné strategie.

b) Je nase hra pro n = 2 antagonisticka 7

c¢) Najdéte vSechny rovnovazné situace.

d) Najdéte vSechny situace optimalni podle Pareta.

Jen zkouska :

e) Najdéte vSechny nedominované strategie prvniho hrace.

2. Hasi¢i.

U pozaru se sejde particka dobrovolnych hasi¢ti. Z nich r mé redukce k hydrantiim, A mé
navzajem propojitelné dily hadice a s ma koncové stiikacky. K sestaveni funkéni hadice je
zapotiebi alespon jedné redukce a jedné stiikacky, uzitek je pak dan jeji délkou, tj. poctem
pouzitych dild. Jedna se o hru ve tvaru charakteristické funkce, kde v : ... — ... je déno
vztahem ...

Kolokvium : Spoctéte jadro a Shapleyho vektor pror =1, h=2, s=1lapror=1, h=
1, s=2.

Zkouska : Spoctéte jadro pro libovolné r, h, s a Shapleyho vektor pror =1, h=2, s=1
apror=1, h=1, s =2.

3. Bimaticova hra.

Najdéte vsechny rovnovaznou situace bimaticové hry, jejichz slozky jsou smisené strategie,

které nejsou cCisté.
)
c d r s

Hleddme =, g € ...
tak, aby T maximalizovalo funkci

na intervalu .............. ...
a Yy maximalizovalo funkci



na intervalu ............ ... ..o
To nastane praveé kdyz

Jen zkouska: zvolte matice tak, aby tlloha méla jediné reseni, nekone¢né mnoho reseni, nemeéla
feSeni.



Teorie her - 2009/10 - 1. termin

1. Dotace II.
i-ty z n > 2 obcanit CR (nezavisle) uréi pro rok 2008 dotaci vladn{ strané z; € [0, a;], kde a;
je jeho pifjem v roce 2007, 7 € {1,...,n}. Necht ¢ je konstanta mesi nez vSechna ay, ..., a,.
Uzitecénost kvality zivota i-tého v roce 2007 bude :

(¢ + suma vybranych penéz) - (a; — x;) .

a) Pro kazdého z hracu najdéte vsechny jeho opatrné strategie. Vysledek zduvodnéte.

b) Je nase hra pro n = 2 antagonistickd ? Vysledek zduvodnéte.

c¢) Necht a; = -+ = a,. Najdéte néjakou rovnovaznou situaci x = (zy,...,,) spliujici
Ty == I,

d) (jen zkouska) Najdéte vsechny nedominované strategie i-tého hrace.

2. Volby
V parlamentnich volbach dostaly strany C, O, T, K,V po tfadé 56,53,41,26 a 24 kiesel. Koalice
je vitéznd, ma-li alespon 101 poslancu. Spoctéte Shapleyho vektor.

3. Bimaticova hra.

Je ddna bimaticova hra s maticemi

a 0 0 p 0 0
A=10 b 0 , B=|0 ¢ O ,
0 0 ¢ 0 0 r

kde a,b,c,p,q,r > 0.

a) Najdéte vSechny opatrné smiSené strategie.

b) Najdéte vSechny rovnovazné situace v ¢istych strategiich a néjakou dalsi rovnovaznou
situaci ve smiSenych strategiich.

Jen zkouska :
¢) Reste hru jako tlohu o dohodé proa =4, b=2, c=1, p=1, ¢ =3, r = 6. Uvedte
téz, jak se dohoda realizuje.



Teorie her - 2009/10 - 2. termin

1. Dvojice hracua hraje hru (X, Y, u,v), kde
X=Y=1[01], uz,y) =z(l-z+y)av@y =y(l+z—y).

a) Najdéte dolni hodnotu hry pro prvniho hréce a vSechny jeho opatrné strategie.
b) Najdéte néjakou rovnovaznou situaci.
c) Je tato hra antagonisticka ?

Jen zkouska : d) Najdéte vsechny nedominované strategie prvniho hréce.

2. Je ddna bimaticova hra s maticemi

(3 - (2).

V bodech a), b) pracujeme se smiSenymi strategiemi.
a) Pro prvniho hrace najdéte dolni a horni hodnotu hry a vsechny jeho opatrné strategie.
b) Pro prvniho hrace najdéte vsechny jeho nedominované strategie.
V bodech ¢), d) pracujeme jen s Cistymi strategiemi.
c¢) Najdéte vsechny rovnovazné situace.
d) Najdéte vsechny situace optimalni podle Pareta.
Jen zkouska : e) Reste tilohu jako tilohu o dohodé.

3. Uvazujme prifazovaci hru pro m=2. Necht M = {C, D}, M' = {P,Q}. Necht
bu—a=p, bia—a1=¢q, by —ax =7, by —ay=s

jsou kladna ¢isla splnujici ¢, < p, s.

a) Spoctéte jadro. V piipadé neprazdnosti dostanete polovinu bodt jiz za uvedeni néjaké-
ho vektoru z jadra.

b) Pro prvniho prodédvajictho najdéte jeho slozku Shapleyho vektoru.
Kolokvium : pocitame s konkrétnimi hodnotami p=4,g=1,r =2,s = 3.



Teorie her - 2009/10 - 3. termin

1. Platy poslanca II.

Poslanci si maji rozdélit sumu ¢ > 0 na své mésicéni platy. Vsichni soucasné urci, kolik by
kdo chtél dostdvat, necht pro i-tého (i € {1,...,n}) je to x; > 0. Je-li soucet pozadavku rea-
lizovatelny, jejich pfani se splni. V opa¢ném piipadé se rovnomérné rozdéli o sumu mﬁc—iwn
a) Najdéte dolni hodnotu hry pro i-tého hrace a vSechny jeho opatrné strategie.

b) Je nase hra pro n = 2 antagonistickd ?

¢) Najdéte néjakou rovnovaznou situaci (existuje i takovd, ze zy = -+ =z, ).
d) Najdéte vsechny situace optimalni podle Pareta.

Jen zkouska :

e) Najdéte vsechny nedominované strategie i-tého hrace.

2. Pirati III.
Posadka n > 2 piratu nasla v jeskyni pustého ostrova obrovsky poklad ve formé beden zlata.
Kazdy miuze jit do jeskyné jen jednou a bednu musi nést alespon tii pirati. Kazdy pirat se
muze podilet jen na neseni jedné bedny. To vede na hru v ve tvaru charakteristické funkce,

kde
|S|/3 pro |S| délitelné 3

Spoctéte, prosim, jadro nasi hry a jeji Shapleyho vektor.
Kolokvium : Pokud vam to nejde v plné obecnosti, ucinte tak laskavé alespon pro n = 3
an=4.

3. Maticova hra.
Reste prosim maticovou hry s matici

0 0 -1 3
1 0 0 -1
A= -3 1 1 0
0 1 0 -1



Teorie her - 2010/11 - 1. termin

1. Obalky.
Hréaci 1,...,n soucasné polozi na stul obalky s jimi zvolenymi obnosy xi,...,x,. Poté se
obalky oteviou a vSe ziska ten, kdo dal nejvice. Dalo-li vice hrac¢u stejnou sumu, vyhrava
ten z nich, kdo mé nejmensi poradové ¢éislo.

a) Najdéte dolni hodnotu hry pro prvniho hrace a vSechny jeho opatrné strategie.

b) Je nase hra pro n = 2 antagonistickd ?

c¢) Najdéte vSechny rovnovazné situace.

d) Najdéte vsechny situace optimalni podle Pareta.

Jen zkouska :

e) Najdéte vsechny nedominované strategie prvniho hrace.

2. Maticova hra.
Reste prosim maticovou hry s matici

0 0 -1 3
1 0 0 -1
A= -3 1 1 0
0 1 0 -1

3. Prirazovaci hra.
Uvazujme prifazovaci hru pro m=2. Necht M = {C, D}, M’ = {P,Q}. Necht

bii—ar=p, bip—a1=q, byy —ay =71, byp —ax = s

jsou kladna ¢isla splnujici g, r < p, s.

a) Spoctéte jadro. V piipadé neprazdnosti dostanete polovinu bodu jiz za uvedeni vektoru
z jadra.

b) Pro prvniho prodédvajictho najdéte jeho slozku Shapleyho vektoru.



Teorie her - 2010/11 - 2. termin

1. Uplaceni II.

V Kocourkové se o post starosty uchazeji hraci 1,...,n. Obcéané jsou jiz tak otraveni poli-
tikou, ze jdou volit pouze za tuplatek ve vysi 1. Kandidati nevoli, voli¢i jsou tak cestni, ze
prijmou jen jeden tuplatek a pak skutecné daji hlas prislusnému kandidatu. Strategii hrace
je pocet uplacenych. Efekt postu starosty je 1000, volicu je dostatek, ziska-li vice kandidatu
stejny pocet hlasu, vyhrava ten s nejmensim poradovym ¢islem.

a) Najdéte dolni hodnotu hry pro prvniho hréce a vSechny jeho opatrné strategie.

b) Je nase hra pro n = 2 antagonistickd ?

¢) Najdéte vsechny rovnovazné situace.

d) Najdéte vsechny situace optimalni podle Pareta.

e) Najdéte vsechny nedominované strategie prvniho hrace.

2. Pirati IV.

Posadka n = 3m, m > 1, piratu nasla v jeskyni pustého ostrova obrovsky poklad ve formé
beden zlata. Nez se vSak na ostrov dostali, prodélali spoustu bitev. Zustalo jich m s obéma
zdravyma rukama, m majicich jen levou ruku v potfddku a m majicich jen pravou ruku v
poradku. Kazdy muze jit do jeskyné jen jednou a bednu musi nést alespon jeden se zdravou
levou rukou a alespon jeden dalsi se zdravou pravou rukou.

Spoctéte jadro a Shapleyho vektor pro m =1 a pro m = 2.

3. Bimaticova hra.

Je ddna bimaticova hra s maticemi

a 0 0 p 0 0
0 0 ¢ 0 0 r

kde a,b,c,p,q,r > 0.

a) Najdéte vSechny opatrné smisené strategie prvniho hrace.

b) Najdéte vsechny rovnovazné situace ve smiSenych strategiich.

c) Reste hru jako dlohu o dohodé proa =4, b=2, c=1, p=1, ¢ =3, r =6. Uved'te
téz, jak se dohoda realizuje.



Teorie her - 2010/11 - 3. termin

1. Dotace II.
i-ty z n > 2 obcanu CR (nezdvisle) ur¢i pro rok 2011 dotaci vladni strané x; € [0, a;], kde a;
je jeho pifjem v roce 2010, 7 € {1,...,n}. Necht ¢ je konstanta mesi nez vSechna ay, ..., a,.
Uzitecnost kvality zivota i-tého v roce 2011 bude :
(¢ + suma vybranych penéz) - (a; — ;) .

a) Pro kazdého z hracu najdéte vsechny jeho opatrné strategie. Vysledek zduvodnéte.

b) Je nase hra pro n = 2 antagonistickd ? Vysledek zduvodnéte.

c¢) Necht a; = -+ = a,. Najdéte néjakou rovnovaznou situaci x = (zy,...,,) spliujici
Ty = =Ty

d) Najdéte vSechny nedominované strategie i-tého hrace.

2. Pirati III.
Posadka n > 2 piratt nasla v jeskyni pustého ostrova obrovsky poklad ve formé beden zlata.
Kazdy muze jit do jeskyné jen jednou a bednu musi nést alespon tii pirati. Kazdy pirat se
muze podilet jen na neseni jedné bedny. To vede na hru v ve tvaru charakteristické funkce,
kde

Spoctéte, prosim, jadro nasi hry a jeji Shapleyho vektor.
Pokud vam to nejde v plné obecnosti, ucinte tak laskavé alespon pron =3 an = 4.

3. Bimaticova hra.

Najdéte vSechny rovnovaznou situace bimaticové hry, jejichz slozky jsou smiSené strategie,

které nejsou cisté.
SCH ()
c d r s

Hleddme @, § € ..oovvvvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiii, tak, aby T maximalizovalo funkci

na intervalu ...,
a y maximalizovalo funkci



Teorie her - 2011/2 - 1. termin

1. Obalky.
Hréaci 1,...,n soucasné polozi na stul obalky s jimi zvolenymi obnosy z1,...,x, > 0. Poté
se obalky oteviou a vse ziskd ten, kdo dal nejvice. Dalo-li vice hracu stejnou sumu, vyhrava
ten z nich, kdo mé nejmensi poradové ¢éislo.

a) Najdéte dolni hodnotu hry pro prvniho hrace a vSechny jeho opatrné strategie.

b) Je nase hra pro n = 2 antagonistickd ?

c¢) Najdéte vSechny rovnovazné situace.

d) Najdéte vsechny situace optimalni podle Pareta.

Jen zkouska :

e) Najdéte vsechny nedominované strategie prvniho hrace.

2. Maticova hra.
Reste prosim maticovou hry s matici

0O 0 -1 3
1 0 0 -1

A= -3 1 1 0
0O 1 0 -1

3. Bimaticova hra.
Je ddna bimaticova hra s maticemi
a 0 0 p 0 0
A= 0 b 0 , B=10q O ,
0 0 ¢ 0 0 r

kde a,b,c,p,q,r > 0.

a) Najdéte vSechny opatrné smisené strategie prvniho hrace.

b) Najdéte vSechny rovnovazné situace ve smiSenych strategiich.

¢) Reste hru jako tilohu o dohodé proa =4, b=2, c=1, p=1, ¢=3, r = 6. Uved'te
téz, jak se dohoda realizuje.



Teorie her - 2011/2 - 2. termin

1. Dotace II.
i-ty z n > 2 obéantt CR (nezdvisle) uréf pro rok 2012 dotaci vladni strané z; € [0, a,], kde a;
je jeho pifjem v roce 2011, 7 € {1,...,n}. Necht c¢ je konstanta mesf nez vSechna ay, ..., a,.
Uzitecnost kvality zivota i-tého v roce 2012 bude :

(¢ + suma vybranych penéz) - (a; — ;) .

a) Pro kazdého z hracu najdéte vsechny jeho opatrné strategie. Vysledek zduvodnéte.

b) Je nase hra pro n = 2 antagonistickd ? Vysledek zduvodnéte.

c¢) Necht a; = -+ = a,. Najdéte néjakou rovnovaznou situaci x = (zy,...,,) spliujici
Ty = =Ty

d) Najdéte vSechny nedominované strategie i-tého hrace.

2. Pirati IV.

Posadka n = 3m, m > 1, piratu nasla v jeskyni pustého ostrova obrovsky poklad ve formé
beden zlata. Nez se vSak na ostrov dostali, prodélali spoustu bitev. Zustalo jich m s obéma
zdravyma rukama, m majicich jen levou ruku v poradku a m majicich jen pravou ruku v
poradku. Kazdy muze jit do jeskyné jen jednou a bednu musi nést alespon jeden se zdravou
levou rukou a alespon jeden dalsi se zdravou pravou rukou.

Spoctéte jadro a Shapleyho vektor pro m =1 a pro m = 2.

3. Bimaticova hra.

Je dédna bimaticova hra s maticemi

(2 4) (1)

SmiSené strategie 1. hréce repezentujeme ¢islem x € [0, 1] udavajicim pst hrani 1. radku.
Podobné pro 2. hrace.
a) T =1, g =1 je rovnovazna, pravé kdyz

d) Necht a > ¢,d > b, p > ¢, s > r. najdéte vSechny rovnovdzné situace tvaru = €
(0.1), 7 € (0.1).



Teorie her - 2011/2 - 3. termin

1. Uplaceni II.

V Kocourkové se o post starosty uchazeji hraci 1,...,n. Obcéané jsou jiz tak otraveni poli-
tikou, ze jdou volit pouze za tuplatek ve vysi 1. Kandidati nevoli, voli¢i jsou tak cestni, ze
prijmou jen jeden tuplatek a pak skutecné daji hlas prislusnému kandidatu. Strategii hrace
je pocet uplacenych. Efekt postu starosty je 1000, volicu je dostatek, ziska-li vice kandidatu
stejny pocet hlasu, vyhrava ten s nejmensim poradovym ¢islem.

a) Najdéte dolni hodnotu hry pro prvniho hréce a vSechny jeho opatrné strategie.

b) Je nase hra pro n = 2 antagonistickd ?

¢) Najdéte vsechny rovnovazné situace.

d) Najdéte vsechny situace optimalni podle Pareta.

e) Najdéte vsechny nedominované strategie prvniho hrace.

2. Pirati III.

Posadka n > 2 piratu nasla v jeskyni pustého ostrova obrovsky poklad ve formé beden zlata.
Kazdy muze jit do jeskyné jen jednou a bednu musi nést alespon tii pirati. Kazdy pirat se
muze podilet jen na neseni jedné bedny. To vede na hru v ve tvaru charakteristické funkce,

kde
|S|/3 pro |S| délitelné 3

Spoctéte, prosim, jadro nasi hry a jeji Shapleyho vektor.
Pokud vam to nejde v plné obecnosti, ucinte tak laskavé alespon pron =3 an = 4.

3. Maticova hra.

Reste usilovné maticovou hry s matici

5 13
A—(—140

)
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1. Hlasovani o duavére vladé.
n poslancu (= hrécu) je pro vysloveni duvéry vlddé. Tyto hlasy nestaci. Jisty lobbista dokéze
zajistit uspésné hlasovani o duvéfe za tplatu ¢ > 0 (éast pro sebe a ¢ast pro nékolik
prebéhliku). Setrvani vlady mé pro i-tého (i = 1,...,n) efekt a; < c a i-ty da pred hla-
sovanim lobbistovi obalku s obnosem z; € [0,a;] (i = 1,...,n). Penize se nevraci a plati
a+---+a, > c

a) Pro kazdého z hracu najdéte vsechny jeho opatrné strategie. Vysledek zduvodnéte.

b) Je nase hra pro n = 2 antagonistickd ? Vysledek zduvodnéte.

c¢) Necht a; = -+ = a,. Najdéte néjakou rovnovaznou situaci x = (zy,...,,) spliujici
Ty = =T,

d) Najdéte vsechny situace optimalni podla Pareta.

e) (jen zkouska) Najdéte vsechny nedominované strategie i-tého hréce.

2. Volby
V parlamentnich volbach dostaly strany C, K,T,0,Z po tadé 28.3, 17.4, 16.5, 9.3 a 8.4
procent hlasu. Ostatni strany doslaly méné nez 5 procent. 200 poslaneckych mist se urci
rovnomérné. Koalice je vitézna, ma-li alespon 101 poslancu. Spoctéte Shapleyho vektor.

3. Pirati V.

Posadka m > 2 mladych pirdatu a n > 2 starych piratu nasla v jeskyni pustého ostrova
obrovsky poklad ve formé beden zlata. Kazdy muze jit do jeskyné jen jednou a bednu musi
nést alespon dva pirati. Mlady pirat se muze podilet i na neseni dvou beden, stary se muze
podilet na neseni bedny jen jednou rukou. To vede na hru v ve tvaru charakteristické funkce.
Spoctéte, prosim, jadro nasi hry.
(Kolokvium jen pro n sudé.)
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1. Ostrava - 2. déjstvi.

V poslednim hlasovani prosel navrh na odkup stadionu o jediny hlas. Opét se nasly “pro-
ceduralni nedostatky” a bude se hlasovat znovu. Ti, co hlasovali pro, jsou jiz opakovanym
hlasovanim znechuceni a neni jisté, ze budou opét pro. Proto si je jisty lobbista pozval na
chodbu, kde tito (nezdvisle) uvadéji sumy x; > 0,...,z, > 0, za néz budou opét hlasovat
pro. Na tuplaty je k dispozici obnos a > 0. Je-li 1 + --- + z,, < a, vyplati se tuplatky, jinak
nic.

a) Najdéte dolni hodnotu hry pro prvniho hréce a vSechny jeho opatrné strategie.

b) Je nase hra pro n = 2 antagonistickd ?

¢) Najdéte vsechny rovnovazné situace.

d) Najdéte vsechny situace optimalni podle Pareta.

e) Najdéte vsechny nedominované strategie prvniho hrace.

2. Pirati VI.

Posadka pirati nasla v jeskyni pustého ostrova obrovsky poklad ve formé beden zlata. Nez se
vsak na ostrov dostali, prodélali spoustu bitev. Zustalo jich m > 1, ktefi vidi, an > 1 slepych.
Kazdy muze jit do jeskyné jen jednou, pirat muze nést jen jednu bednu, kazdou bednu nesou
dva pirati, z nichz alespon jeden vidi. To vede na hru v ve tvaru charakteristické funkce.
Uved'te ji a spoététe jadro.

3. Maticova hra.

Reste maticovou hry s matici

W = DN D
N = Ol O
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1. Platy poslanca II.

Poslanci si maji rozdélit sumu ¢ > 0 na své mésicéni platy. Vsichni soucasné urci, kolik by
kdo chtél dostdvat, necht pro i-tého (i € {1,...,n}) je to x; > 0. Je-li soucet pozadavku rea-
lizovatelny, jejich pfani se splni. V opa¢ném piipadé se rovhomérné rozdéli o sumu mﬁc—iwn

a) Najdéte dolni hodnotu hry pro i-tého hrace a vsechny jeho opatrné strategie.

b) Je nase hra pro n = 2 antagonistickd ?

¢) Najdéte néjakou rovnovaznou situaci (existuje i takovd, ze zy = -+ =z, ).

d) Najdéte vsechny situace optimadlni podle Pareta.

Jen zkouska :

e) Najdéte vsechny nedominované strategie i-tého hrace.

2. Pirati III.
Posadka n > 2 piratu nasla v jeskyni pustého ostrova obrovsky poklad ve formé beden zlata.
Kazdy muze jit do jeskyné jen jednou a bednu musi nést alespon tii pirati. Kazdy pirat se
muze podilet jen na neseni jedné bedny. To vede na hru v ve tvaru charakteristické funkce,

kde
|S|/3 pro |S| délitelné 3

Spoctéte, prosim, jadro nasi hry.

3. Maticova hra.
Reste prosim maticovou hry s matici

0 0 —1 3
1 0 0 —1
A= 31 1 9
0 1 0 -1
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1. Dotace II.
i-ty z n > 2 obéantt CR (nezdvisle) uréf pro rok 2012 dotaci vladni strané z; € [0, a;], kde a;
je jeho pifjem v roce 2011, 7 € {1,...,n}. Necht ¢ je konstanta mesi nez vSechna ay, ..., a,.
Uzitecnost kvality zivota i-tého v roce 2012 bude :

(¢ + suma vybranych penéz) - (a; — ;) .

a) Pro kazdého z hracu najdéte vsechny jeho opatrné strategie. Vysledek zduvodnéte.

b) Je nase hra pro n = 2 antagonistickd ? Vysledek zduvodnéte.

c¢) Necht a; = -+ = a,. Najdéte néjakou rovnovaznou situaci x = (zy,...,,) spliujici
Ty = =Ty

d) Najdéte vSechny nedominované strategie i-tého hrace.

2. Pirati IV.

Posadka n = 3m, m > 1, piratu nasla v jeskyni pustého ostrova obrovsky poklad ve formé
beden zlata. Nez se vSak na ostrov dostali, prodélali spoustu bitev. Zustalo jich m s obéma
zdravyma rukama, m majicich jen levou ruku v poradku a m majicich jen pravou ruku v
poradku. Kazdy muze jit do jeskyné jen jednou a bednu musi nést alespon jeden se zdravou
levou rukou a alespon jeden dalsi se zdravou pravou rukou.

Spoctéte jadro a Shapleyho vektor pro m =1 a pro m = 2.

3. Bimaticova hra.

Je dédna bimaticova hra s maticemi

(2 8) (1)

SmiSené strategie 1. hréce repezentujeme ¢islem x € [0, 1] udavajicim pst hrani 1. radku.
Podobné pro 2. hrace.
a) T =1, g =1 je rovnovazna, prave kdyz

d) Necht a > ¢,d > b, p > ¢, s > r. najdéte vSechny rovnovdzné situace tvaru = €
(0.1), 7 € (0.1).



Teorie her - 2013/4 - 2. termin

1. Obalky.
Hréaci 1,...,n soucasné polozi na stul obalky s jimi zvolenymi obnosy x1,...,x, > 0. Poté
se obalky oteviou a vse ziskd ten, kdo dal nejvice. Dalo-li vice hracu stejnou sumu, vyhrava
ten z nich, kdo mé nejmensi poradové ¢éislo.

a) Najdéte dolni hodnotu hry pro prvniho hrace a vSechny jeho opatrné strategie.

b) Je nase hra pro n = 2 antagonistickd ?

c¢) Najdéte vSechny rovnovazné situace.

d) Najdéte vsechny situace optimalni podle Pareta.

Jen zkouska :

e) Najdéte vsechny nedominované strategie prvniho hrace.

2. Maticova hra.
Reste prosim maticovou hry s matici

0O 0 -1 3
1 0 0 -1

A= -3 1 1 0
0O 1 0 -1

3. Bimaticova hra.
Je ddna bimaticova hra s maticemi
a 0 0 p 0 0
A= 0 b 0 , B=10q O ,
0 0 ¢ 0 0 r

kde a,b,c,p,q,r > 0.

a) Najdéte vSechny opatrné smisené strategie prvniho hrace.

b) Najdéte vsechny rovnovazné situace ve smiSenych strategiich.

¢) Reste hru jako tilohu o dohodé proa =4, b=2, c=1, p=1, ¢ =3, r = 6. Uved'te
téz, jak se dohoda realizuje.
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1. Uplaceni II.

V Kocourkové se o post starosty uchazeji hraci 1,...,n. Obcané jsou jiz tak otrdveni poli-
tikou, ze jdou volit pouze za tuplatek ve vysi 1. Kandidati nevoli, voli¢i jsou tak cestni, ze
prijmou jen jeden tuplatek a pak skutecné daji hlas prislusnému kandidatu. Strategii hrace
je pocet uplacenych. Efekt postu starosty je 1000, volicu je dostatek, ziska-li vice kandidatu
stejny pocet hlasu, vyhrava ten s nejmensim poradovym ¢islem.

a) Najdéte dolni hodnotu hry pro prvniho hréce a vSechny jeho opatrné strategie.

b) Je nase hra pro n = 2 antagonistickd ?

¢) Najdéte vsechny rovnovazné situace.

d) Najdéte vsechny situace optimalni podle Pareta.

e) Najdeéte vsechny nedominované strategie prvniho hrace.

2. Pirati II.

Posadka n > 2 piratu nasla v jeskyni pustého ostrova obrovsky poklad ve formi beden zlata.
Kazdy muze jit do jeskyné jen jednou a bednu musi nést dva pirati. To vede na hru v ve
tvaru charakteristické funkce, kde

v(S) =

..... jinak.

Spoctéte, prosim, jadro nasi hry. Pokud vam to nejde v plné obecnosti, uc¢inte tak laskave
alesponi pron =3 an = 4.

3. Hra ve tvaru charakteristické funkce.
Necht n =3, N ={1,2,3}, v:2V¥ - R,
(Q))&O v({1}) = a, v({2}) = b, v({3}) = ¢, v({1,2}) = 2, v({1,3}) = 3, v({2,3}) =
a) P
b) P

ro ktera a,b, c,p je uvedend hra superaditivni 7
ro ktera a, b, ¢, p ma tato hra neprazdné jadro 7



Teorie her - 2014/5 - 1. termin

1. Uplaceni.

Obce 1,...,n dostavaji na rok 2015 dotace 0 < a1 < --- < a, . i-td obec dava kraji
“Uplatek” ve vysi z; € [0,a;], © = 1,...,n. Ta, kterd dala nejvice dostavd “mimoradnou”
krajskou dotaci ve vysi (z1 + -+ + 2,,)/2. Dalo-li vice obci stejnou sumu, dotaci ziskava ta
z nich, ktera ma nejmensi poradové ¢islo.

a) Najdéte dolni hodnotu hry pro prvniho hrace a vSechny jeho opatrné strategie.

b) Je nase hra pro n = 2 antagonistickd ?

¢) Najdéte vsechny rovnovazné situace.

d) Najdéte vsechny situace optimalni podle Pareta.

Jen zkouska : e) Najdéte véechny nedominované strategie prvniho hrace.

2. Pirati VI.

Posadka piratu nasla v jeskyni pustého ostrova obrovsky poklad ve formé beden zlata. Nez se
vSak na ostrov dostali, prodélali spoustu bitev. Zustalo jich m > 1, ktefi vidi, a n > 1 slepych.
Kazdy muze jit do jeskyné jen jednou, pirat muze nést jen jednu bednu, kazdou bednu nesou
dva piréti, z nichz alespon jeden vidi. To vede na hru v ve tvaru charakteristické funkce.
Uved'te ji a spoctéte jadro. Kolokvium: feste jen pifpad m > n.

3. Bimaticova hra.

Je ddna bimaticova hra s maticemi

- (2) o-(21)

SmiSené strategie 1. hréce repezentujeme ¢islem x € [0, 1] udavajicim pst hrani 1. radku.
Podobné pro 2. hréce.
a) T =1, g =1 je rovnovazna, pravé kdyz

e) (Jen zkouska.) Existuje-li takové 7, mé hra rovnovaznou situaci i v ¢istych strategiich.
Dokazte.

(0,1), 7 € (0,1).
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1. Platy poslancii.
n poslancu si mé rozdélit sumu ¢ na své mésicni platy. Vsichni souc¢asné uréi, kolik by kdo
chtél dostavat. Je-li soucet pozadavku realizovatelny, jejich prani se splni. V opacném ptipadé
se rovnomeérné rozdéli o sumu ¢/2.

a) Najdéte normélni formu této hry.

b) Najdéte dolni hodnotu hry pro i-tého hrace a vsechny jeho opatrné strategie.

¢) Najdéte néjakou rovnovaznou situaci ( existuje i takova, ze x; = -+ - = x,).

d) Najdéte vSechny situace optimalni podle Pareta.

Jen zkouska : e) Najdéte vSechny nedominované strategie i-tého hrace.

2. Pirati II.

Posadka n > 2 piratu nasla v jeskyni pustého ostrova obrovsky poklad ve formé beden zlata.
Kazdy muze jit do jeskyné jen jednou, muze se podilet jen na neseni jediné bedny a bednu
musi nést dva pirati. To vede na hru v ve tvaru charakteristické funkce, kde

..... jinak.

Spoctéte, prosim, jadro nasi hry. Kolokvium: stac¢i pron =3 a n = 4.

3. Bimaticova hra.

Je ddna bimaticova hra s maticemi

a 0 0 p 0 0
A=1 0 0b 0 , B=| 0 q 0 ,
0 0 ¢ 0 0 r

kde a,b,c,p,q,7 > 0.
a) Najdéte vsechny opatrné smisené strategie prvniho hrace.
b) Najdéte vSechny rovnovazné situace ve smiSenych strategiich.
Kolokvium : Nemusite dokazovat, ze méate opravdu vSechny.



