Uvod

Vyhlazovani je statisticka technika pro rekonstrukci redlné funkce na zakladé pozorovanych
nebo naméfenych dat. Cilem vyhlazovani je nalezeni takového odhadu neznamé funkce, aby
byly odfiltrovany ndhodné vykyvy a bylo moZné lépe poznat strukturu dat. K tomuto tikolu 1ze
pfistoupit dvéma zptisoby — parametricky a neparametricky:

o Parametrické odhady jsou zaloZeny na pfedpokladu, Ze nezndma funkce patti do t¥idy funkci
zévislych na parametrech, a cilem je odhadnout tyto parametry.

o Neparametrické odhady nepfedepisuji datim ,Prokrustovo loZe” parametrizace, ale necha-
vaji ,hovofit samotna data”.

V tomto u¢ebnim textu se zaméfime na neparametrické odhady, a to zejména na jadrové od-
hady, které patfi mezi efektivni neparametrické odhady. Budeme se zabyvat jddrovymi odhady
regresni funkce, hustoty, distribu¢ni funkce a také odhadem dvourozmérné hustoty. VSechny
jadrové odhady zavisi na jadfe, které ma roli vahové funkce, a na vyhlazovacim parametru, ktery
fidi hladkost odhadu.

Budeme zabyvat nésledujicimi otdzkami:

e Jaké jsou statistické vlastnosti jadrovych odhadda.
e Jaky vliv ma tvar jadra na odhad.

e Jaky vliv ma $itka vyhlazovaciho okna na odhad.

NP2

e Jak lze tuto 8itku stanovit v praxi.

Volba vhodného vyhlazovaciho parametru je zdsadnim problémem ve vsech typech jadrovych
odhadti a tomuto problému budeme vénovat zna¢nou pozornost.

Vsechny uvedené metody jsou implementovany v Matlabu, pfislusny toolbox je dostupny na
adrese:

https://www.math.muni.cz/veda—-a-vyzkum/vyvijeny-software/
274-matlab-toolbox.html

Na konci textu (kapitola |7) jsou uvedeny soubory dat pro samostatnou préaci studentti. Tyto
soubory jiZ byly zpracovany v pfislusnych kapitolach a studenti si tak mohou ovéfit spravnost
svych vysledki.

Definice zakladnich statistickych pojma a jejich vlastnosti 1ze najit nap¥. v elektronickych
skriptech Pravdépodobnost a statistika I autor M. Forbelské a ]. Kolac¢ka (jsou dostupnd na
Elportalu Informaéniho systému ).

Na tomto misté bych rdda podékovala Mgr. Kamile Hasilové, Ph.D., za pomoc pii sazbé to-
hoto textu a za p¥ispévek ke kapitole 5|a kapitolam o redlnych datech.
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Seznam pouzitého znaceni

h vyhlazovaci parametr

H matice vyhlazovacich parametri
m(-) regresni funkce

f) hustota pravdépodobnosti

F(") distribuéni funkce

h odhad vyhlazovaciho parametru h

o odhad smérodatné odchylky o

m odhad regresni funkce m

f odhad hustoty f

F odhad distribu¢ni funkce F

Ik znadi integrél [~ _, pokud nenf uvedeno jinak

K() jadrova funkce (jadro)

V(K) V(K)= [ K?*(z)dx

V(g) Vig) = [ g*(z)dz

Br(K) Bu(K) = [« K (z)dz

fxg konvoluce funkei fa g, (f * g)(z) = [ f(t)g(xz —t)dt
W(-) integral z jadra, W (z) = [*_ K(t)dt

Cc*o,1] prostor funkci, které maji spojité derivace az do ¥fddu k v¢etné na intervalu [0, 1]
NW Nadarayovy-Watsonovy odhady

PC Priestleyovy-Chaovy odhady

LL lokalné linedrni odhady

GM Gasserovy-Miillerovy odhady



MSE stfedni kvadraticka chyba (mean square error)
MISE stfedni integralni kvadraticka chyba (mean integrated square error)

AMISE asymptotickd stfedni integradlni kvadraticka chyba (asymptotic mean integrated
square error)

AIV asymptoticky tvar integralu rozptylu (asymptotic integrated variance)
AISB asymptoticky tvar integrdlu druhé mocniny vychyleni (asymptotic integrated
square bias)
AMSE stfedni primérna kvadratickd chyba (average mean square error)
CV metoda k¥iZového ovéfovani
REF metoda referen¢ni hustoty
MS metoda maximdlniho vyhlazeni
PI plug-in metoda
IT itera¢ni metoda
Symbolika O, o

Symboly O a o se ¢asto pouzivaji pro vyjadieni chyb matematickych vyrazt. (Nazyvaji se také
fadové vztahy.)
Necht f je funkce definovana v okoli bodu a. Symbol
f(z) =0O(g(x)) pro z—a

znaci, ze

lim sup F (@)l < 00
e 9(T)
Podobné symbol

f(@)=o(g(x)) pro za

lim M =0.
T—ra g(],’)
Dodatek ,pro x — a” se Casto vynechavd, pokud je jasné, o které a se jednd. Je to zejména
v piipadech a = 0 & a = oco. Casto pouzivanym vyraz je O(h¥), resp. o(h¥), kde g(h) = hF,
pficemz zpravidla b — 0.
Pro potitani s vyrazy obsahujicimi symboly O a o plati ndsledujici pravidla:

znaci, ze

O(g(x)) + O(g(x)) = O(g())

o(g(x)) + o(g(x)) = o(g(x))

O(g(x)) + o(g(z)) = O(g(x))
O(g(2)) - O(h(z)) = O(g(x) - h(x))
o(g(@)) - o(h(z)) = o(g(x) - h(x))
O(g(x)) - o(h(x)) = o(g(x) - h(x))

o(g(z)) = O(g(x))

Pozor! Tyto rovnice nejsou symetrické, plati jen zleva doprava. Napf. posledni rovnice znaci, Ze
je-li funkce f(z) = o(g(x)), pakje f(z) = O(g(x)). Opainé to oviem neplati.



Kapitola 1

Jadrové funkce a jejich vlastnosti

1 Zaikladni pojmy a definice

V tivodu bylo uvedeno, Ze vSechny jadrové odhady zavisi na jadrové funkci (jadfe), a proto se
v této kapitole budeme zabyvat jddrovymi funkcemi. Nyni uvedeme definici jadra a jeho vlast-
nosti.

z vz

Definice 1.1. Nechf v, k jsou nezdporna cela ¢isla, 0 < v < k, nechf K je redlna funkce s témito
vlastnostmi

1. K spliiuje Lipschitzovu podminku na intervalu [—1,1], tj. |K(z) — K(y)| < L|x — y| pro
Va,y € [-1,1], L > 0,
2. nosi¢(K) = [-1,1], §j. K = 0 vné intervalu [—1, 1],

3. K spliiuje momentové podminky

1 . .
/ P K (z)dz = {0 Osj<kjzv, (1.1)
-1 (D" j=v

a f_ll * K (x) dz # 0, tuto hodnotu ozna¢ime Sy (K).
Takovéa funkce K se nazyva jddro #idu k a tfida vSech téchto funkci se oznacuje S .
Definice 1.2. Oznatme V(K) = Ll1 K?(z)dz, K € Sy, projadro K € S, a definujme veli¢inu
V(K)\ 7
ouk = | 53 .
B (K)

Tuto veli¢inu budeme nazyvat kanonicky faktor.

Piiklad 1.1. V tabulce[I.T]jsou uvedeny piiklady nékolika jader spole¢né s jejich grafy. Funkce
I;_1 1)(2) je indikatorova funkce intervalu [—1, 1], .

1 proze[-1,1],
17 =
1) {0 jinak,

~Moo oz

Pozndmka 1.1. V praxi se také pouziva Gaussovo jadro

1 -
K(z) = e*IZ/Q, z € R.

Jde sice o jadro fadu 2, avSak nema vlastnost 2 z definice



Tabulka 1.1: Jadra

So2
K(z) = 311_q 3(x) K(z) = 21— 2?)I1_q 1)(2) K(z) = £2(1 = 22)?I1_y 5)(2)
obdélnikové jadro Epanecnikovo jadro kvartické jadro
513 S24

K(z) = fgzvf[_l y(z) | K(z) = —LBa(1- eIy (2) | K(z) = —15(1 — 32%) 111 1) (2)

Nyni uvedeme dva typy jader — jadra s minimalnim rozptylem a optimalni jadra.

1.1 Jadra s minimalnim rozptylem

Pfedpokladejme, ze K € S,1, 0 < v < k—2, v a kjsou obé sudd nebo lichém Uvazujme funkcional
V(K) = f_ll K?(z)dz a zabyvejme se problémem najit takové jadro K € S,, pro které tento
funkciondl nabyva minimdlni hodnoty, tj. fe§ime varia¢ni tlohu

min V(K) zapfedpokladu K € S, .

Resent této tlohy se nazyvaji jddra s minimdlnim rozptylem, coz jsou polynomy stupné k — 2 na
intervalu [—1, 1]. Tyto polynomy jsou sudé funkce pro k sudé a liché funkce pro k liché a maji
k — 2 rtiznych kofent v intervalu (—1, 1). Obecny vztah pro jadra s minimalnim rozptylem lze
nalézt v [3].

Priklad 1.2. Jadra s minimalnim rozptylem:
SOQI K(JZ) = %I[le] (x)
Szt K(z) = —3al_q 3(2)

Saat K(z) = =2 (1= 32%) -1 y(w)

Pozndmka 1.2. Jadra s minimadlnim rozptylem majf skoky v koncovych bodech intervalu [—1, 1],
coz negativné ovliviiuje hladkost vysledného odhadu.

10bvykle se pouZiva pojem parita, tedy v a k maji stejnou paritu.



Tabulka 1.2: Jddra s minimalnim rozptylem (MR) a optimalni jadra (OPT)
v k typ vzorec(naintervalu[—1,1]) V(K) B(K) T(K)

0 2 OPT 3(1-2? 0,600  0,2000 0,3491
MR 1 0,500  0,3333 0,3701
0 4 OPT L(2%2-1)(72%-3) 1,250  —0,0476  0,6199
MR 2(3 —5a?) 1,125 —0,0857 0,6432
1 3 OPT 2Bz(2?-1) 2,143  —0,4286 0,7477
MR -3z 1,500  —0,6000 0,8137
1 5 OPT —18z(2?-1)(922-5) 11,93  0,1515  2,1675
MR L3(72% - 5) 9,375 02381 2,3278
2 4 OPT —1%(22-1)(52%—1) 35,00  1,3333 6,6846
MR 12(1 - 32?) 22,50 1,7143  7,2622
2 6 OPT 315(22—1)(772" — 5822 +5) 381,6 —0,6293 27,162
MR 105(—452% + 4222 — 5) 275,6  —0,9091 29,503

1.2 Optimalni jadra

Pfi vysetfovani statistickych vlastnosti se setkdvame s nasledujicim funkciondlem

2u+1 k—v 2k+1
(‘ / ) dz / K2(z dx) ) 7
_,_/

Bk(K) V(K)

ktery 1ze zkracené psat T'(K) = (|ﬂk(K)|2”+1V(K)(k*”))2/(2k+1). Jadra, pro ktera tento funk-
ciondl nabyvéd minimdlni hodnoty, se nazyvaji optimdlni jidra. Jde o polynomy stupné k, které
majf k — 2 rznych kofentl v intervalu (—1, 1) a body —1, 1 jsou rovnéZz kofeny téchto polynomt.
Obecny vzorec pro tvar optimalnich jader lze nalézt napt. v [3]].

Piiklad 1.3. Optimalni jadra:

Soz: Kopro2(x) = (1 — ) _1 1 (x)
Sizt Kopr1s(w) = La(2? — 1)y 1)(x)
Soat Kopoa(x) = —%(ﬁ —1)(5z? — 1)1[_171] (z)

JMW

Jadra Kopi 1 @ Kopt2, Se pouzivaji pro odhad prvni a druhé derivace hustoty (viz kapi-
tola a z toho dtivodu pro né zavedeme dodatetné oznaceni K (1), respektive K (2.
Piehled vybranych jader s minimalnim rozptylem a optimalnich jader je uveden v tabulce([1.2]

Pozndmka 1.3. Projadra s minimalnim rozptylem a optimalni jadra plati nasledujici tvrzeni, jehoz
dikaz je v [3].
Necht K € S, 11 k41 je jadro s minimalnim rozptylem a K,y .1 € Suk je optimalni jadro. Pak

plati
épt,l/ k( (I)7 HAS [_171]

) =
Jako piklad lze uvést jadro Koyt 02(z) = 2(1 — 2%) € Spz a K, o o(#) = K1,3(x) = =32 € Si3.



s

Pozndmka 1.4. Optimalni jadra jsou spojité funkce na celé redlné ose, coZ znamend, Ze jsou ,hladsf
nezjaddra s minimdlnim rozptylem. Odhadovana funkce ,zdédi” hladkost jddra a to znamens, Ze
hladsi jadra produkuji hladsi kiivku. Nejcastéji pouzivanym jddrem je Epanecnikovo jadro.

Shrnuti

Funkciondly zavisejici na jadfe K

5k(K):/ 2" K () dx V(K):/_lKQ(x)d:v

-1
1

T = (BUOR VRN )T = (5as)

Jadra s minimalnim rozptylem minimalizuji funkciondl V' (K).

Optimélni jddra minimalizuji funkciondl T'(K).

Podrobnéjsi popis jader a vzorcti s nimi souvisejicich 1ze nalézt v toolboxu Matlabu.

Vystupy z vyukové jednotky
Student

e zna zdkladni tfidy jadrovych funkci, jejich vlastnosti a metody jejich konstrukce

Dodatek

Necht K € S, v € N, proy > 0 polozime

Jadra K a K, nazyvame ekvivalentni.
Necht jsou dany funkce f a g, pro které plati

/fz(x)dz<oo a /gz(x)dos<oo.

Konwvoluci f x g definujeme vztahem

(f*g)(:v):/f(t)g(x—t)dt.

Cviceni
1. Dokazte, Ze funkciondl T'(K) je invariantni vzhledem k transformaci K, (-), tj.
T(K) = T(K,).
2. Vypoctéte kanonické faktory 4, a hodnoty funkcionalu T'(K') pro jadra z tabulky
3. UkaZztem Ze pro konvoluci f x g plati

o frg=gxf,


https://www.math.muni.cz/veda-a-vyzkum/vyvijeny-software/274-matlab-toolbox.html

o fxlgxh)=(fxg)xh,
o fx(g+h)=fxg+ fxh

4. Nechf K € Sj2. Ukazte, Ze plati nasledujici vztah

1 j=0,
/(K*K)(m)x-jdx: 0 j=1,
2(K) j=2.

5. Jak je tfeba zvolit konstantu A, aby funkce

z ~1,1
K(x):{ACOb2Z‘ z € [-1,1],

0 jinak,

byla jadrem t¥idy Sp2? Déle dopocitejte hodnoty 8(K) a V(K) pro toto jadro.

10



Kapitola 2

Jadrové odhady regresni funkce

1 Motivace

UvaZzujme datovy soubor, ktery obsahuje méfeni drovné hladiny Huronského jezera. Huronské
jezero je druhé nejvétsi jezero v systému péti velkych jezer v Severni Americe. Jezerem prochazi
statni hranice mezi Kanadou a USA[T

Méfeni byla provadéna rocné, v letech 1875 aZ 1972, a vysledky méfeni jsou zobrazeny na
obrazku Nasim cilem je najit funkci popisujici droven hladiny v uvedenych letech. Vidime,

1

»F q
L * B
11 X . .

10- % * x e B
x x
* *x x x x

L L L L L L L L L L
1870 1880 1890 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980

Obrazek 2.1: Urovei hladiny Huronského jezera

Ze pouhy pohled na tento dvourozmérny bodovy diagram obvykle nesta¢i k tomu, abychom
ur¢ili tento funkéni vztah.

Statistickd tiloha, kterou se budeme zabyjvat, spocivd v proloZeni vhodné kiivky témito body tak, aby
byly odfiltroviny nihodné vijkyvy a bylo mozZné lépe poznat strukturu dat. Tuto kiivku nazjvdme regresni
kfivkou.

Formalizujme nyni tuto tilohu: UvaZujme standardni regresni model

Yi=m(x;) +e;, i=1,...,n, (2.1)
kde m je nezndma regresni funkce, z;, ¢ = 1,...,n, jsou body pldnu, Y;, i = 1,...,n, jsou hod-
noty zavisle proménné a ¢;, i = 1,...,n, jsou chyby méfeni, o nichZ se pfedpoklada, Ze jsou

nezavislymi, identicky rozdélenymi ndhodnymi veli¢inami spliiujicimi podminky
Ee; =0, vare; =02, i=1,...,n. (2.2)

Pozndmka 2.1. Jsou-li body planu usporddand nendhodna ¢isla, mluvime o regresnim modelu
s pevnym pldnem. V piipadé, Ze body planu X1, ..., X, jsou ndhodné veli¢iny se stejnou hustotou

1, Great Lakes from space” od SeaWiFS Project, NASA/Goddard Space Flight Center, and ORBIMAGE. - http://
visibleearth.nasa.gov/view_rec.php?id=793, Licencovino pod Public domain via Wikimedia Commons.
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f,jedna se o regresni model s ndhodnym plinem (podrobnéji napt. [14]). Budeme se dale zabyvat
modelem s pevnym plinem.

Bez Gjmy na obecnosti budeme v dalsim pfedpokladat, zZe pro body z;, i = 1,...,n, plati
0<z; <2<+ <z, < 1.

Cilem regresni analyzy je nalézt vhodnou aproximaci m nezndmé funkce m. Tento proces
odhadu regresni funkce se obvykle nazyva vyhlazovini. K tomuto tkolu lze pfistoupit dvéma
zpusoby — parametricky a neparametricky. P¥ikladem parametrického odhadu regresni funkce je
regresni pfimka vyjadfujici linedrni zavislost. Naopak u neparametrického pfistupu nepfedpokla-
déame, Ze funkce mé néjaky predepsany tvar, pouze pfedpokladame jistou hladkost odhadované
funkce (tj. dostate¢ny pocet spojitych derivaci).

V prvni poloviné dvacatého stoleti byla vénovadna pozornost zejména parametrickym me-
todam. V poslednich letech vSak zaznamenaly zna¢ny rozvoj neparametrické metody. Tento vyvoj
souvisi s rostoucimi poZzadavky na zpracovéni dat, at uz jde o rozsah souborti, rozmanitost téchto
dat apod. Cisté parametricky ptistup nevyhovuje vzdy potiebam flexibility a nebyvaly rozmach
vypocetni techniky vytvofil dobré pfedpoklady pro rozvoj neparametrickych metod. I pfes tento
vyvoj si oba zplisoby zachovavaji své vyhody a nijak si nekonkuruji. Nékdy je vhodné uzit ne-
parametrické metody a pak na vysledny odhad pouzit parametrickou metodu.

Priklad 2.1. Obr.[2.2ilustruje na simulovanych datech nevhodnost aplikace parametrického pii-
stupu. V tomto pfipadé byla data generovéana podle vztahu

sindrx;

)/7; =
(14 cos0,6mx;)

2 +€i7

kdebody z; =i/100,¢ =1,...,100,achybye;, i =1, ..., 100, maji normdalni rozdéleni N (0; 0,25).
(Data jsou v tabulce[7.1})

2F x |

L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Obrazek 2.2: Simulovana data (x) s regresni pfimkou (ervend, plnd) a ptivodni funkci (modra,
¢arkovanad)

Predpokladejme, Ze hledand kfivka je pfimka a zndmou metodou nejmensich ¢tverchh uréime
rovnici této pfimky. Obr. 2.2 zndzortiuje pfesnou funkci, generovand data a vyslednou pfimku.
Je zfejmé, Ze nas pfedpoklad, Ze hledana funkce je pfimka, neni spravny.

2 Zakladni typy neparametrickych odhadt
Pokud jde o historii neparametrickych metod, pfipomenime, Ze v r. 1857 sasky ekonom Engel
analyzoval data tykajici se ndkladi na domacnost a pro vyjadfeni zavislosti pouzil schodovi-

tou (tj. po ¢astech konstantni funkci), kterou dnes nazyvame regresogram. Regresogram uziva
stejné zdkladni myslenky jako histogram pro odhad hustoty. Tato myslenka spociva v rozdéleni

12



mnoziny hodnot proménné X na intervaly B, j = 1,...,J, a za odhad v bodé x € B; se vezme
primér hodnot Y na tomto subintervalu, tj.

> Yilip, ()

)

g |

I[B ()

%

kde I|p,) je indikatorova funkce subintervalu B;.
Vysledek aplikace regresogramu na sunulované data z p¥ikladu 2.1)je zndzornén na obr.
Vidime, Ze tento odhad ,vhodné” vystihuje tvar funkce, ale vysledny odhad je p#ili$ hruby.

2F x 8|

151 * B

Obrézek 2.3: Regresogram (¢ervend, plnd) pro simulovana data z prikladu [2.1|s pvodni funkci
(modr4, ¢arkovand)

Pfirozenym zobecnénim regresogramu je mefoda klouzavijch priimérii. Tato metoda pouziva

lokélnich pramérti hodnot Y, ale odhad v bodé z je zaloZen na centrovaném okoli bodu z: [z —
h,z + h], h > 0, pfesné&ji

S Vil (1)

i=1
2 m h m+h ( )
Obr. 2.4 ilustruje aplikaci této metody na simulovanych datech ptikladu Uvedené metody

iz, h) =

2.3)

oF x |

o ) ) 4
0 02 0.4 0.6 08 1

Obrézek 2.4: Klouzavy pramér (¢ervend, plna) pro simulovana data z pfikladu [2.1| s ptivodni
funkci (modré, ¢arkovana)

patfi mezi nejjednodussi neparametrické vyhlazovaci metody. Jadrové odhady lze povazovat za
zobecnéni téchto metod.
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Pfipomernime zde zdkladni myslenku vyhlazovani tak, jak ji formuloval R. Eubank v r. 1988:

JestliZe predpoklidame, Ze m je hladka funkce, pak pozorovini v bodech x; blizko bodu x obsahuji

informace o hodnoté m v bodé x. Bylo by tedy vhodné uZit lokdlnich priimérii dat blizko bodu =,
abychom ziskali odhad m(x).

Obecné lze jadrové odhady regresni funkce m v bodé x definovat takto

m(x,h) =Y Wiz, h)Y;, (24)
i=1
kde funkce W;(x,h), ¢ = 1,...,n, se nazyvaji vihy, nezdvisi na hodnotdch Y;, ale zavisi na

kladném ¢&isle h, které se nazyva vyhlazovaci parametr (nebo také sifka vyhlazovaciho okna). Spe-
cidlni, velmi uzite¢ny typ vah, zavisi na jadrové funkci K.

Nechf K € Sy, k je sudé &islo, polozme Kj,(-) = + K (7). Mezi nejznaméjsi typy jadrovych
odhadti regresni funkce patf ([8])):

1. Nadarayovy-Watsonovy odhady (1964)

n
K (z —x,)Y;
—1

T/T\LNV[/({L‘7 h) =2

n )

> Kn(z — ;)

i=1
2. Priestleyovy-Chaovy odhady (1972)

_ 1 ¢
mPC(l‘vh) = 7ZK}L($ - xi)Yi)

n -
=1

3. lokélné linedrni odhady (Stone 1977, Cleveland 1979)

N 1 n §2(1:,h)—§1(x,h)(:c—17i)}Kh(I—33i)Yi
mos(e,h) = ; $a(w, h)30(x, h) — 81 (x, h)? ’

kde

1
Sp(x) = - Z(x —x;) " Kp(x —x;), r=0,1,2,

4. Gasserovy-Miillerovy odhady (1979)

n Si

e (z,h) =YY / Kp(z —t)dt,

i=1
Si—1

kde so =0, s; = (z; + zi+1)/2, sp, = 1. Tento odhad je konvolu¢nim typem odhadu.

Umluva. Uvedené jadrové odhady budeme zapisovat ve tvaru
(e, h) = > W (2, h)Y;,
i=1

kde index A zna¢i pfislusny typ odhadu NW, PC, LL, GM s danou vahovou funkci.
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V mnoha aplikacich je uZite¢ny zejména Nadaraytv-Watsontiv odhad 7y . PopiSeme nyni
jeho konstrukci a budeme ilustrovat vliv vyhlazovaciho parametru na kvalitu odhadu. Pro dany
bod zg, h < 9 < 1 — h, jsou vdhy Nadarayova-Watsonova odhadu dany vztahem

n

Kp(ro — ;) ZWj(ﬂcmh) —1

W; vh) = n )
(1'() ) ijl Kh(xo — x]) ot

Obrazek2.5|ilustruje konstrukci odhadu v bodé z, ktery je zaloZen na péti pozorovénich (z1, Y1),
..., (z5,Ys) (Cerné kiizky). Parabola reprezentuje Epane¢nikovo jadro K, a krouzky znazorriuj
hodnoty vah W;(zo, h) = Kj(zo — :cl)/ Zle Kp(xg — x;) proi = 1,...,5. Vysledny odhad re-

gresni funkce m v bodé x; je oznacen hvézdickou.

1.

x0-h x1 x2 x3  x0 x4 x5 x0+h

Obrazek 2.5: Ilustrace Nadarayova-Watsonova odhadu v bodé z

OTAZKA. Popiste konstrukci Nadarayova-Watsonova odhadu, pouzijeme-li obdélnikové jadro
misto Epanecnikova jddra. Vypoctéte vahy W;(zo, h) pro odhad s obdélnikovym jadrem. (Od-
povéd viz kapitola[6])

Jadrovy odhad neni definovan pro Y., K (z — ;) = 0. JestliZe nastane p¥ipad ,0/0”, pak
klademe myw (z, h) = 0. Omezime se nyni na odhady funkce m v bodech planu z;, i = 1,...,n.

Pro malé hodnoty h je vyraz ’QCT’ > 1 pro z; # xzj, a tedy hodnota jddra v téchto bodech je
rovna nule, a pro bod z; dostdvdme odhad

ﬁl]vw(.%‘i7h)—> l :Y;.

To znamend, Ze pii malé sifce vyhlazovactho okna (h — 0) odhad reprodukuje data (viz obr.[2.6(a)).

Ti—Tj

Podobné pro velké hodnoty h je vyraz | =

~ 0, tedy pro vSechny body planu je hodnota

jadrové funkce K (%) ~ K (0) a dostaneme tak primér dat

S EOY;  K(0)3Y, L
myw (@i, h) — Zn:K(O) T nK(0) :E;Y]

Tedy velka ifka okna (h — oc) vede k pfehlazeni, a to k priiméru dat (viz obr.[2.6(b)).

Na obrazku je zndzornén odhad s Epanetnikovym jadrem. Tento odhad se nejvice blizi
skute¢né regresni funkci. Pokud jde o volbu vyhlazovaciho parametru, je tfeba si uvédomit, Ze konecné
rozhodnuti o odhadované k¥ivce je &dstecné subjektioni, nebof i asymptoticky optimdlni odhady obsahuji
pomérné znacné ,mnoZstvi Sumu” a to nechdvd prostor pro subjektioni posouzent.
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“2p L L L L a —2p L L L L ul
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) Podhlazeny odhad, h = 0,02 (b) Ptehlazeny odhad, h = 0,4

Obrézek 2.6: Podhlazeny a pfehlazeny odhad (¢ervena, plna) regresni funkce (modr4, ¢drkovana)

z piikladu

“2p L L L L L L L L L a —2p L L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(a) Odhad s Epane¢nikovym jadrem a h = 0,08 (b) Odhad s obdéInikovym jadrem a h = 0,09

Obréazek 2.7: Odhady (Cervend, plnd) regresni funkce (modra, ¢arkovand) z ptikladu
s Epanecnikovym a obdélnikovym jadrem

Pozndmka 2.2. Intervaly spolehlivosti pro hodnotu regresni funkce m v bodé x jsou uzite¢né v mnoha
aplikacich. Bodovy interval spolehlivosti udavéa interval, v némz s pravdépodobnosti 1 — « lezi
hodnota funkce m v bodé z. Jsou definovany takto

kde u; g je (1 — a/2)-kvantil standardniho norméalntho rozdéleni a odhad rozptylu v bodé z je
déan vztahem

5%(x) = > Wiz, h)(Y; — iz, b))

i=1
Ukézka intervalu spolehlivosti pro a = 0,05 je na obrazku

3 Statistické vlastnosti jadrovych odhadt

Kvalitu jddrového odhadu lze lokalné popsat pomoci stfedni kvadratické chyby (MSE) odhadu
m v bodé z, kterd je obecné déna vztahem

MSE fiv(x, h) = E(i(z, h) — m(z))>.
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“2F L L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Obrazek 2.8: Interval spolehlivosti pro data z pfikladu 2.1 pfi o = 0,05 (rizov4, teckovand) se
zobrazenym odhadem regresni funkce (¢ervend, plna) a ptivodni funkci (modré, ¢drkovana)

Upravime tento vztah
MSE m(z, h) = Em?(z, h) — 2m(z) Em(z, k) +m?*(z)
— (Em(z,h) —m(x))’ + Em®(z, h) — (Em(z, h))*, (2.5)

bias? var

coZ znamend, Ze stfedni kvadratickd chyba miiZze byt vyjaddfena jako soucet rozptylu odhadu
var m(z, h) a &tverce vychylent bias® m(z, h). Tento rozklad rozptyl-vychyjleni usnadiiuje analyzu
vlastnosti odhadu.

Vsechny uvedené jadrové odhady regresni funkce myw, mpc, ML, Mg jsou asymptoticky
ekvivalentni (viz napf. [8,[14]). Z tohoto dtivodu budeme déle podrobnéji zabyvat Priestleyovymi-
Chaovymi odhady, které budeme psét bez uvedeni oznaceni PC, tedy: m(z, h) a W;(x, h).

Pfipomerime, Ze pro Priestleyovy-Chaovy odhady je vdhova funkce tvaru

1

1 T — T
Wi, h) = —Kn(e ;) = %K( . )

Pro dalsi vypocty budeme predpokladat:
(i) Jadrova funkce K je sudou funkci na intervalu [-1, 1], K € Soq,

(ii) vyhlazovaci parametr h = h(n) je nendhodnou posloupnosti kladnych &isel splitujici b — 0
anh — oo pron — oo,

(iii) bod z, v némZ pocitime odhad, spliiuje nerovnost h < z < 1 — h pro vSechna n > ng, kde
ng je pevné,

(iv) m € C?[0,1],
W) zi==%i=1,...,n

Je zfejmé, Ze pron — oo plati (jednd se o ptiblizny vypocet integralu — viz Dodatek na str. 29

ZKh (x — ;) ZKh (x —x)m(z;) = /01 %K(xT_t)m(t)dt—kO(n’l).

(2.6)
Nechf u = 2%, odtud dt = —h du, a tedy s vyuZitim Taylorova rozvoje

z/h
Em(x, h) = / K(u)m(z — hu) du+ O(n™1)

-
z/h u2h?2

_ / K () [m(e) — b’ (z) + “=om" (@) + o(h) du+ O 7). @7)
o)/

2Symbolika O a o viz Gvodni &ast na strané@
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Podle vyse uvedenych pfedpoklada plati h < < 1 — h, tedy z/h — coa —(1 — x)/h — —o0 pro
h — 0. Odtud, s vyuzitim faktu, Ze nosi¢em funkce K je interval [—1, 1], plyne

Em(x, h) :m(x)/ K(u)du —hm'(a:)/ uK (u) du—l—%m”(m)/ uw? K (u) du +o(h?)+0(n1).
- =1 - =0 71*/3 (K)

Celkem dostaneme
2
biasm(x, h) = %ﬁg(K)m"(x) +o(h*) +0(n™)
h2 1
Podobné pro rozptyl plati

var im(z, h) = E(m(z, h) — Em(z, h))2
n n 2
= E(i ZKh(a: —xz;)Y; — %Z K (z — xi)m(aci)>
i=1 i=1

_ ;E(Z”:K,,@m(w)y’

=1
€

z vlastnosti plyne EK},(x;) Ky (xj)eie; = 0 proi # j, tedy

1 n
=3 ZK%(I — 2;)Ee?
i=1
2

= () = ([ e (o),

Zde jsme opét pouzili pfiblizného vypoctu integralu. Opét s vyuZitim substituce u = £-* a vztahu
O(n™1) = o((nh)~!) miizeme pro n — oo psét

varm(z, h) = % [1 K?(u)du + o((nh)™!) = % [1 K?(u)du + o((nh)™!) ~ %V(K).

Timto jsme dokazali nasledujici vétu o tvaru stfedni kvadratické chyby.

Véta 2.1. Nechf jsou splnény predpoklady (i) — (iii), pak stfedni kvadratickd chyba nabyvd toaru

2
MSE (s, ) = LV (K) + mg(mi (m" (@) +o(h* + (nh) ™). 2.8)
———
var bias?

Chyba MSE dava pouze lokalni pohled na chybu odhadu, proto se ¢astéji pouziva globalni
tvar chyby — AMISE — asymptoticka stfedni integralni kvadraticka chyba. AMISE je soucasti
stfedni integralni kvadratické chyby (MISE) a vztah mezi chybami MSE, MISE a AMISE je
nésledujici

1

MISE@i(-,h) = | MSEm(x, h) de = AMISE@i(-, h) + o(h* + (nh)™1).
0
AMISE je tvaru
2 4
AMISE (-, h) = U—hV(K) + %5§(K)V(m”), 2.9)
n
N—_—————
ATV (h) AISB(h)
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Obrézek 2.9: AMISE (rtiZzovd, plna) jako soucet rozptylu AIV (Cervend, plnd) a vychyleni AISB
(modr4, ¢arkovand)

kde V(m") = fol (m” (x))2 dz a AIV znadi asymptoticky tvar rozptylu (asymptotic integrated va-
riance) a AISB asymptoticky tvar druhé mocniny vychyleni (asymptotic integrated square bias).

Na obrazku 2.9)je znazornén prtibéh AIV(h) a AISB(h) a také vysledné chyby AMISE mi(-, h)
Je vidét, Ze rozptyl AIV(h) nabyvd velkych hodnot pro h malé, ale AISB(h) klesd. Pro velké
h je tomu naopak. Volba vyhlazovaciho parametru je zfejmé klicovym problémem jadrového
vyhlazovéni.

Nasim cilem je minimalizovat AMISE mi(-, h), tzn. najit takovou hodnotu vyhlazovaciho pa-
rametru h, pro kterou asymptoticka stfedni integralni kvadraticka chyba nabyva minimdlni hod-
noty, a tedy odhad bude nejlepsi ve smyslu AMISE. UZijeme metody matematické analyzy a spo-
¢itdme derivaci

dAMISE mi(-, h) o2V (K)

dh Y'Y + RAB3(K)V (m"),

polozime ji rovnu nule a vyjadiime h

h5 — U2V(K)
02 = RV ()

Pozndmka 2.3. Tento vypocet vede k nalezeni minima AMISE, protoZe plati

(2.10)

d?AMISE 50
dh?

Vztah mé pouze teoreticky charakter, protoze hodnota h,pt 02 zdvisi na nezndmych
veli¢inach o% a m”(z), a tedy nenf uZitetna pro praktické tucely. Abychom odhadli optimalni
hodnotu vyhlazovaciho parametru, musime pouzit metody, které jsou zaloZeny na datech (data-
driven methods). Nejznaméjsi z téchto metod bude uvedena v dal$im odstavci.

Vztah (2.10) pro optimalni $ifku vyhlazovaciho okna ukazuje, Ze ¥4d konvergence optimalni
sitky vyhlazovaciho okna h,p; 0.2 zavisi na fadu jadra K, tedy pro jadra fadu 2 je O(n~1/?). Do-
sadime-li do vztahu pro AMISE, dostaneme

o? 2V(K) \ Vo1 ov(E) N\, ,
AMISE(hOpt,O’Q) = WV(K) (W> + 1 (W) 62 (K)V(m )

= (o)P(V (K))*/ P05 (B3 (K)) /5 (V(m"))1/®
()P (V(E) PP (B3 (K))P (V (m")) /P

1
17
( )4/5(ﬁg(K)V(m/I))l/Sn_4/5a (211)

Mcn +

tj. AMISE (-, hopt02) = O(n~1/%).
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Pozndmka 2.4. Jestlize jadro K nélezi do tfidy Spi, pak AMISE je tvaru

o? 1

Sy 97 2k 52 (k)
AMISE m(-, h) nhV(K) + (k!)Qh Bi(K)V (m'"™) (2.12)
a pro optimalni vyhlazovaci parametr h plati
2 1\2
2k+1 — g V(K) (k) (213)

opt,0,k anﬂz(K)V(m(k:))’

kde V(m®)) = [ (m® (ac))2 dx, podrobnéji napt. [7].

Nyni uvedeme dilezité lemma, které ukazuje zajimavou vlastnost vyhlazovactho parametru.

Lemma 2.1. Pro hop o,k plati
ATV (hopt,o.k) = 2k AISB(hopt,0,k)-
Diikaz. Viz cviceni. O

Lze ukézat, ze pro jadra K € Soi, je AMISE m(-, h) = O(n*%). To znamen4, Ze s rostoucim
k se zvySuje asymptotickd rychlost konvergence. Ale neni zcela jasné, zda tato zvysend rychlost
konvergence vede jiz k zlepseni pro kone¢né rozsahy vybéra, nebof ostatni veli¢iny se rovnéz
méni s k. Nevyhodou jader vyssich fada je fakt, Ze pro tato jadra je optimélni Sitka okna vétsi,
coZ miiZe mit negativni dopad na hrani¢ni efekty [9]. Na druhé strang, chovani jadrovych odhadt
s jadry vyssich ¥adt je méné citlivé na volbu §ifky okna, neni-li uréena zcela optimalng, nebof
k¥ivka AMISE mi(-, h) je plossi.
Pozndmka 2.5. VySetfovani kvality odhadu obvykle probiha za pfedpokladu, Ze pracujeme s vniti-
nimi body intervalu [0, 1]. V hrani¢nich oblastech, tj. v intervalech [0, ) U (1 — h, 1], je kvalita
odhadu ovlivnéna negativné skute¢nosti, Ze jadro K zde nesplituje momentové podminky (L.T).
To je zptisobeno tim, Ze blizko krajnich bodii nosi¢ jadra K zasahuje do oblasti, kde nejsou Zadna
data, coZ zhorSuje odhad - viz obr. Hrani¢ni efekty jsou také patrné na obréazcich

1

x0-h o X0 x0+h

Obréazek 2.10: Hrani¢ni efekt

a zejména u pravého okraje intervalu. Problém okrajovych efektti 1ze pfekonat napf. pouZitim
hrani¢nich jader (viz [9]) nebo reflexni metodou (viz [3])).

Ukazkovy piiklad 2.2. UvaZujme simulovand data generovana regresni funkci m(z) = sin® rz

na intervalu z € [0,1] s chybami &; ~ N(0;0,25%). Vypotitejme hodnotu optimélniho vyhlazo-
vaciho parametru pro odhad s jadrem fadu 2.
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Podle vztahu (2.10) potfebujeme spocitat vyraz V(m').

m(z) = sin® 7
m/(x) = 2sin 7z cos mrm = 7sin 27w
m' (x) = 7 cos 2mx2m = 21% cos 2mx

V(m") = /0 [m” (z)]? do = /0 [27% cos 2mx)? dx

1 1

1 4

= 4774/ cos® 2rx dr = 47t / L cosdme C;S ™ dz
0 0

=27,
Vypocet hopt,0,2 pro
e Epanecnikovo jadro: V(K) = 3/5, f2(K) = 1/5,

a23/5 1502

ho — —
oPL0.2 T (1/5)2274 T 2mtn)

e obdélnikové jadro: V(K) = 1/2, 52(K) =1/3,

o%1/2 902

ho = =
oPh0.2 T (1/3)22m% T 4rtn’

Odhady s optimalnim vyhlazovacim parametrem pro soubor o velikosti 50 hodnot jsou na
obrazku (Data jsou v tabulce [7.2}) Vidime, Ze odhad s ,hlad$im” Epane¢nikovym jédrem
generuje ,hladsi” kiivku.

L L L L L L L L L _ L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(a) Epane¢nikovo jadro, hopt,0,2 = 0,1573 (b) Obdélnikové jadro, hopt,0,2 = 0,1236

Obréazek 2.11: Odhad regresni funkce z ukdzkového piikladu odhad (Cervend, plnd) a
ptvodni funkce (modrd, ¢drkovand)

4 Volba jadra

Volba jadra neni z asymptotického hlediska podstatn, jak je ziejmé z faktu (2.11I). Je vhodné
zvolit optimaln{ jddro, které minimalizuje funkciondl T'(K'), nebot tato jadra jsou spojitd na R
a odhadovana regresni funkce tak ,zdédi” hladkost jadra. Vhodnd jsou jadra tfidy So2 a Soa, 1ze
je vybrat z tabulek 8.1) pro So.
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5 Volba vyhlazovaciho parametru

5.1 Metoda kiiZzového ovéfovani

vy

Jednou z nejrozsifenéjsich a nejpouZivanéjsich metod pro uréeni optimalni hodnoty parametru
h je metoda kfizového ovéfovani (cross-validation method). Tato metoda je zaloZena na odhadu
regresni funkce (2.4), v némz vynechdme i-té pozorovani:

i(zi, h E Wiz, h)Ye, i=1,...,n.
(751
Funkce kiizového ovéfovani je definovana takto

n

CV(h) =~ Z(ﬁ”&—i(ﬂ% h) —Yi)

i=1

? (2.14)

a odhadem optimélni hodnoty vyhlazovacitho parametru je bod, v némz nastdva minimum této
funkce, tj.
h = hov = arg min CV(h).
opt,0,k (6AY g heH, ( )

Hleddme tedy minimum na intervalu H,, = [azn~/ G+ pyn=1t/k+1)] ehoz tvar plyne ze
vztahu (2.13), pfi¢emz ay, by, jsou konstanty (0 < ax < by < 00), které oviem nezname. A proto
pro ekvidistantni body plénu byl na zakladé zkugenosti doporuden interval [+, 2.

Pozndmka 2.6. Nékdy se misto chyby MISE pouZziva priimérna stfedni kvadratickd chyba AMSE
(average mean square error)

n

1EZ(T?L(:ri,h) —m(z;))?

n :
=1

AMSE m(-,h) =
VyuZiva se zejména v piipadech, kdy neni vhodné pouZzit numerické integrovani souvisejici
s chybou, ktera se vyskytuje v MISE.
Véta 2.2. Pro stedni hodnotu funkce CV (h) plati

ECV(h —EZ (i, h) —m(x))” +o>.

AMSE

7

Diikaz. Funkci kiizového ovéfovani 1ze rozepsat

n

OV(h) = = S (i, B) — mles) — (Y; — m(zs))?

[=>r
n

ffz i(zi, h) — —Q%Zn: i(ziy h *TTL((L'Z'))Ei+%Z€?

=1 i=1
72 (i, h m(xi) 2 % 5,(ZW4 i, h)Ye — ) 262.

5751

s

=1

Stfedni hodnota E CV(h) je rovna souttu ti{ veli¢in. Pfedpoklddejme, ze m_,(x;, h) = m(z;, h),
pak prvni ze s¢itancti je roven piimo AMSE m(-, h):

n

lEZ(Tﬁ_i(:ci, h) —m(z;))? = AMSE (-, ).

n :
=1
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Dale vime, Ze Yy, = m(xz;) + ¢4, a tedy pro druhy s¢itanec plati:

—fEZeZ(ZWm, Yo~ mia:))

Z;ét
= 2B &S] Wi, ) (m(xe) +e0) — m(m)
=1 =1
IZ3
= —EE zn:zn:slwlg(a:“ m(xp) +ZZ€ZW5 (x4, h)ep — Zsl m(x;)
n =1 %;% =1 4= 1
= 2SS Wi hym(ae) Bey + 303 Wil h) Beieg — > m(x;) Bz,
n i=1 %;% \:/.7 i=1 2?&'} -0 i=1 -0

Stejné jako pro druhy s&itanec, i pro tfeti s¢itanec vyuZzijeme vlastnosti (2.2):

1 n
K E g7 = o
no -

i=1

O

Tento vysledek znamend, Ze minimalizace E CV(h) odpovidd minimalizaci AMSE. Jestlize
tedy pfedpokladame, Ze minimum CV (k) je blizko minima E CV (h), pak tato minimalizace dava
dobrou volbu vyhlazovacitho parametru — viz ilustrace na obr.

0.12) T T T
0.1f \\\\’,—\\\~——-\\\\~_—\—*r_d_——‘__‘_______———_—__,,,,,,,,,,/,/,/,,/// B
0.081- B

0.061 e ~

0.041 /,' -

_______ T ‘

L
0 0.1 0.2 03 0.4

YN

Obréazek 2.12: Porovnani minima AMSE (modré, ¢arkovand) a minima funkce kiiZového
ovéfovani CV (Cervend, plnd) pro simulovand data z ukdzkového pfikladu

YN

Priklad 2.3. PouZijeme metodu kifZového ovéfovani pro nalezeni vyhlazovaciho parametru pro
data z prikladu[2.1] Pfi pouziti Epane¢nikova jadra ziskdme vyhlazovaci parametr hcy = 0,1158.
Na obrdzku je zobrazen odhad regresni funkce s timto parametrem.

Kromé metody kiiZového ovétovani se také pro odhad optimalniho vyhlazovaciho parametru
pouzivaji metody zaloZené na ASE (average square error), metody plug-in, metody odvozené
z Fourierovy transformace a bootstrapové metody (podrobnéji napft. [3}l6]).
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Obréazek 2.13: Simulovand data (x) s jddrovym odhadem regresni funkce (hcy = 0,1158)
(Cervend, plnd) a ptivodni funkei (modrd, ¢arkovand)

6 Automaticka procedura

Z dfive uvedenych odhadti chyb je zfejmé, Ze kvalita jaddrového odhadu zavisi na $ifce okna
h, na jadfe K a na fadu jadra k, coz je ¢islo, které odpovida pfedpokladanému poctu derivaci
v odhadovaném modelu. Je zfejmé, Ze vSechny tyto tfi veli¢iny se vzdjemné ovliviiuji, a proto je
tteba zabyvat se jejich volbou soucasné.

Pro simultdnni volbu jaddra, optimélniho vyhlazovaciho parametru a ¥ddu jaddra byla navrZena
automatickd procedura (viz [3])), kterd odhadne vSechny parametry tak, aby byla minimalizovéana
AMISE. Procedura byla ptivodné odvozena pro odhad hustoty pravdépodobnosti ([4]), ale 1ze ji
aplikovat i pro odhad regresni funkce. Uvedeme zde jeji zjednodusenou verzi.

Podle vztaht (2.12) a (2.13) je AMISE tvaru

N o? 1
AMISE (-, h) = —-V/(K) + (k')Qthﬁ,f(K)V(m(k))
a hopt,0,k tvaru
2k+1 025(2)IJ§+1(]€!)2

oPtOE T oknV (mk)

Ze vztahu pro hopt o x vypocteme V(m*)) a dosadime do vztahu pro AMISE. Déle pouZijeme
vztahy

or = (/BV@)) TET(K) = (BEOVRE) T T(K) = BEA(K)

a dostaneme vyjadfeni

02(2]15 + 1)50k

AMISE m(+, hopt,o.k) = 2nkhopt.o i
opt,0,

T(K),
ve kterém jsou parametry K, h a k separovany, coZ umoznuje vybrat tyto parametry simultanné.
Pravé tento vztah je zdkladem automatické procedury.

PoloZzme

(2k + 1)dox
L(k) = ——T(K).
( ) 2nkhopt,0,k ( )

a mnoZinu vhodnych fadt k ozna¢me

(ko) = {2j,j —0,..., [%H

kde [#] znadi celou &ést &isla z. Procedura pak probihd v péti krocich:
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Procedura

1. Pro k € I(ko) najdéte optimélni jadro Kopioxr € Sok, které je déno tabulkou
a vypoctéte kanonicky faktor doy.

2. Prok € I(ko) a Kopt,0,x € Sox najdéte optimalni vyhlazovaci parametr fzopm’k.

3. Pro k € I(ky) vypoltéte hodnotu vybérového kriteria L(k) s vyuZzitim hodnot
ziskanych v krocich 1 a 2.

4. Vypottéte optimélni hodnotu ¥adu k, které minimalizuje funkcional L(k).

5. Pouzijte parametry z pfedchozich krokt k ziskani optimdlniho jadrového odhadu re-

gresni funkce, tj.
n

’f/fL(J?, h’opt,O,fc) = Z Wl(m’ hoptﬁ,fc)}/i'

i=1

Piiklad 2.4. Aplikace procedury na data z pfikladu 2.1 Maximalni ¥ad jadra zvolme ko = 8, tedy
mnoZina moznych fadt jader je 1(8) = {0, 2,4, 6, 8}. Pro tyto fddy spocitejme hodnoty z kroki 1-
3, v kroku 2 jsme pouZili metodu kiiZového ovéfovani pro nalezeni optimalniho vyhlazovaciho
parametru flopt,mk.

k Kopt,O,k 50k hopt,O,k L(k)

2 —3(?-1) 1,7188 0,1158  0,0648
4 B(a?—1)(72* - 3) 2,0165 0,2446  0,0575
6 —322(2? —1)(332* — 302 + 5) 2,0834 0,3575  0,0574
8 25 (2% —1)(7152° — 1001z + 3852? — 35)  2,1021 0,4543  0,0592

Z tabulky vidime, Ze optimélni ¥ad jadra je k = 6. Vysledny odhad je uveden na obrazku

oF x |

—2F L L L L L L L L L ul
0 0.1 02 03 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9 1

Obrazek 2.14: Simulovana data (x) s jaddrovym odhadem regresni funkce p¥i pouziti procedury
(Cervend, plnd) a skute¢nou funkci (modrd, ¢arkovana) spolecné s 95% intervalem spolehlivosti
(rtzova, tetkovand)

7 Aplikace na redlna data
Nyni se vratime k motiva¢nimu pifikladu. Datovy soubor obsahuje méfeni tirovné hladiny vody

v Huronském jezete. Méfeni byla provadéna ro¢né, v letech 1875 az 1972, tedy naméfené hodnoty
jsou ekvidistantni. Data jsou shrnuta v tabulce|7.8|a na obrazku[2.15(a)
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7

Vyhlazovaci parametry jsme odhadli pomoci metody kifZového ovéfovéni (za pouziti Epa-
necnikova jadra) a také pomoci automatické procedury. Hodnoty vyhlazovacich parametrti jsou
nésledujici:

hoy =0,0204  (Kopi0,2), h =0,1525 (Kopi0,12)-

Vysledna kiivka m(z) je odhadem funkce m(x) popisujici priabéh tirovné hladiny v letech 1875
az1972. Odhady na obrazku ukazuji, Ze metoda kfiZového ovéfovani spiSe podhlazuje.

L L L L L L L L L L
1870 1880 1890 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980

(a) Data

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
1870 1880 1890 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1870 1880 1890 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980

(b) hov = 0,0204, Kopt 0.2 (¢) h=0,1525, Kopt,0,12

Obrézek 2.15: Uroveti hladiny Huronského jezera — data a odhadnuté regresni funkce, na ose
jsou roky a na ose y je hladina vody ve stopach (sniZend o 570 stop — viz poznamka u dat na

str.

Druhym datovym souborem jsou méfeni axidlni délky krystald ledu. Méfeni byla provddéna
v mistnosti s konstantni teplotou —5°C v ¢asovych intervalech 50 az 180 vtefin po pfineseni
krystalu do mistnosti. V tomto pfipadé nejde o ekvidistantni data, protoZe hodnoty se lisi o pét
¢i deset vtefin. Data jsou v tabulce [7.9]a na obréazku Chceme odhadnout funkci, ktera
vyjadfuje zavislost axidlni délky krystald na ¢ase.

Odhady vyhlazovacich parametrt podle metody kfiZzového ovéfovéani a pomoci automatické
procedury:

hoy = 0,1865  (Koproa),  h=08826 (Kopio.10)-
Vysledné odhady regresni funkce jsou na obrézku[2.16} Je vidét, ze metoda kiizového ovéfovani

déava spis podhlazeny odhad. Na druhou stranu, odhad pomoci procedury se muize zdat jiz
prehlazeny.
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(b) hov = 0,1865, Kopt,0,2

Obrazek 2.16: Axialni délka krystalti ledu — data a odhadnuté regresni funkce, na ose x je vynesen
¢as ve vtefindch a na ose y délka krystalu v mikrometrech

L
180
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Shrnuti

Odhad regresni funkce m(x) v bodé z je tvaru
Az, h) =Y Wiz, h)Y;.
i=1

Wi(z, h) zdvisina K a h.

Vychylent (bias) a rozptyl (var) odhadu s jaddrem ¥adu 2 jsou

2 2
bias m(x, h) ~ h?ﬁg(K)m”(:c)7 var m(z, h) ~ %V(K).

Asymptoticka stfedni kvadraticka chyba jadrového odhadu regresni funkce s jadrem fadu 2

je

o2

AMISE 7 (-, h) = %V(K) + ih‘*ﬁ%(K)V(m”).

Optimalni vyhlazovaci parametr vzhledem k AMISE pro k = 2 je tvaru

h5 . J2V(K)
AMISE — nﬁ% (K)V(m//)

s fddem konvergence n~!/%.

Metoda kiiZového ovéfovani pro odhad optimélniho vyhlazovacitho parametru

Z(ﬁhi(l’i, h) — Y;)2 = hey = argmin CV(h).

i=1

CV(h) = %

Automatickd procedura pro simultdnni volbu optimélniho jadra, jeho fadu a vyhlazovaciho
parametru je dostupna v [toolboxu Matlabu.

Vystupy z vyukové jednotky

Student
e zna zakladni typy jadrovych odhadt regresni funkce a jejich derivaci
e je schopen analyzovat statistické vlastnosti odhadt
e md piehled o metodach pro volbu vyhlazovaciho parametru

e se seznamil s automatickou procedurou pro simultdnn{ volbu vyhlazovacitho parametru,
jadra a jeho fadu

e je schopen analyzovat dany soubor dat a aplikovat uvedenou proceduru na tento soubor

e je schopen pouzit pfislusny toolbox v Matlabu a zkonstruovat odhad regresni funkce
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Dodatek
Vypocetintegralu, t; = £,i=1,...,n,
L+1
/ t)dt = Z /
0 i=0
s vyuzitim Taylorova rozvoje funkce G(t)

/ U (Gltin) + (E— ti) G (i) +o(1)) dE

ti

i1
= G(ti+1 z+1 + Z / t - tl+1 ( i+1) dt + 0(1)

Za predpokladu |G/ (t;+1)] < M, pak plati

/1 Glt)dt = ~ zn: Gt:) +O(n™).
0 nia

Cviceni
1. Odvod'te tvar Priestleyova-Chaova odhadu regresni funkce v bodé z pro obdélnikové jadro.

,,,

2. Pro odhad myw dokazte, Ze ,mnozstvi” vyhlazeni pomoci jddra K s vyhlazovacim para-
metrem h je stejné, jako ,mnozstvi” vyhlazeni jddrem K s parametrem h* = h/J, tj.

m(z, h, K) = m(xz, h*, Ks).

3. Uvazujte funkci m(z) = sin? 7z a regresni model YV; = m(z) + ¢;, i = 1,dots, 100, kde
g; ~ N(0;0,25). Vypoctéte hodnotu hgpy 0,4 pro odhad s jadrem K (z) = 22 (22 — 1)(7@"2 —3).
Pomdicka: V (m®)) = 3275,

4. Vypottéte hcy pro data z ukédzkového ptikladu2.2la porovnejte s hp;.
5. Dokazte vztah (2.11)) pro obecné k, tj. Ze plati

BRI (k) 72V (m™)

))2k/(2k+1)< )1/(21€+1) 2k +1

AMISE (hopt.0.4) = n~ 2/ (k4D (a2V(K -
™ (Qk) Zh+1

6. DokaZte vztah z lemmatu

YN

7. Aplikujte metodu krlzoveho ovéfovani a automatickou proceduru na simulovand data
z ukazkového piikladu2.
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Kapitola 3

Jadrové odhady hustoty

1 Motivace

Velka ¢ast pozorovani a méfeni provadénych v biologii i jinych védach ma vysledek vyjadfeny
redlnym &islem. Tato ¢isla jsou hodnotami néjaké redlné nahodné veliciny. Jako pfiklad mtizeme
vzit méfeni obsahu cholesterolu v krevni plazmé pacientti. Jde o soubor 371 méfeni — hodnoty
jsou na obrazku [.1]- ktera byla provedena u pacienti, ktefi si stéZovali na bolest na hrudi. Data
pochézeji z rozsahlé studie, v niz autofi zkoumali vliv lipidd@ a jinych latek na nemoci srdce
[10} [@1].

o+ +H +

HEHE A+ + +

1 1 1 1 1 1
100 150 200 250 300 350 400

Obrazek 3.1: Méfeni cholesterolu v krevni plazmé 371 pacientti

Chceme zjistit, jak Casto se v populaci vyskytuje dané mnoZstvi cholesterolu v krvi? P¥ipadné,
jakd je pravdépodobnost, Ze pacient bude mit zvyseny obsah cholesterolu? Rozdéleni pravdé-
podobnosti je popsdno redlnou funkci, kterd se nazyva hustota pravdépodobnosti a znadi se f.
Hustota pravdépodobnosti je zakladnim pojmem ve statistice [1, 2]. Funkce f(x) hustotou spojité
nahodné veli¢iny, jestliZe plati

e f(x)je nezdpornou funkci pro véechna z,

o [f(z)dz=1.

Odhadem hustoty rozumime rekonstrukci hustoty z mnoZziny naméfenych dat. Tato rekon-
strukce mtiZze poskytnout dileZité informace o dané mnoZziné dat. Pfedpoklddejme, Ze mame
k dispozici nezdvislé ndhodné proménné X1, . .., X,,, které maji tutéz spojitou hustotu f. Miizeme
pfedpokladat, Ze neznamd hustota patii do tfidy hustot, které zaviseji na néjakych parametrech.
Pro odhad hledané hustoty je tedy tfeba odhadnout tyto parametry. Tento p¥istup se nazyva
parametricky.

My se zaméfime na neparametricky piistup, ve kterém se pfedpoklddd pouze jista hladkost
odhadované hustoty (tj. dostate¢ny pocet spojitych derivaci).

2 Ziakladni typy neparametrickych odhadt

Nejstarsim neparametrickym odhadem hustoty je histogram [12] [11] [14]. Histogram zobrazuje
relativni ¢etnosti tfidicich interval jako plochy obdélnikt sestrojenych nad témito intervaly. Pak
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definujeme odhad hustoty ¢etnosti

1
flz,h) = %(poéet X, ve stejném intervalu jako z),

Y Moy

kde h znadi sifku tfidicich intervalti (obvykle se voli stejna itka pro vSechny intervaly).
Nevyhody histogramu:

e Histogram je citlivy na pocet tfid a jejich sifku.
e Histogram je schodovita funkce, ale pfitom pfedpokldddme, Ze nezndma hustota je spojita.

Piiklad 3.1. Méme dan datovy soubor generovanych ze smési dvou normélnich rozdéleni
N(0;0,25) a N(2;0,25) s hustotou

F@) = 03— 0 85 40,7 o~ 58"
X)) = e , e ,
/0,51 " /0,5 ’

ktery ma rozsah n = 100. (Data jsou v tabulce[7.3]) Z obrazku 3.2)je patrné, Ze histogram nevysti-
huje korektné hustotu pravdépodobnosti dat.

osal ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ] oss
0.49F
0.52F ’\
0.42F
0.35F 1 0.39F
0.28¢ -
0.26F
0.211 / b L~
0.14f i /
\_ 013 \
0.07/ g ¥ ‘
0 \ 0
-1 -05 0 05 1 15 2 25 3 35 -1 -05 0 05 1 15 2 25 3 35
(a) 7 intervalt o Sifce h = 0,55 (b) 13 intervalti o $ifce h = 0,29

Obréazek 3.2: Histogramy s riiznymi pocty tfidicich intervalt

Vyse uvedené problémy lze odstranit pouZzitim jadrovych odhadi. Jadrovy odhad hustoty f
v bodé z € R je definovany vztahem [14].

fa ) = =S R(TE) = DS K - X, (3.1)
=1 1=1

K € So a hje vyhlazovaci parametr nebo také sitka vyhlazovaciho okna.

Jadrovy odhad hustoty zavisi na tfech parametrech: jadre, které hraje roli vahové funkce, vy-
hlazovacim parametru, ktery #idi hladkost odhadu, a na fadu jadra, ktery odpovida predpoklada-
nému poctu derivaci nezndmé hustoty.

PopiSeme konstrukci jddrového odhadu:

V kazdém bodé X; sestrojime jaddro K}, a odhad v bodé z je primér n hodnot jader v tomto bodé.
Na obrazku jsou ¢arkované zobrazena jednotliva Epan¢nikova jadra v bodech X; (krouzky)

a plnou carou je pak zobrazen odhad hustoty.

OTAZKA. Popiste konstrukci odhadu s obdélnikovym jadrem. Jak bude tento odhad vypadat?
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Nyni uvedeme jesté vztah pro jadrovy odhad v-té derivace hustoty. Budeme pfedpokladat,
7ze 0 <v <k —2ak,vjsou stejné parity. Pak

~ 1 - xr — X1 v
fO@h) = — ZK(”)<T), KW € 8, (3.2)
=1

Konstrukce jadrového odhadu derivace je stejna jako konstrukce odhadu hustoty. V kazdém
bodé X; sestrojime jadro K, ze tfidy Sl,kﬂ a odhad v bodé z je primérem hodnot jader v tomto
bodé. Na obrazku je zobrazen odhad prvni derivace hustoty pro soubor o deviti pozo-

2.2 ~r 4 __ 15 2
rovani a bylo zde pouZito jadro K (z) = px(z® — 1).
0.8
0.6
0.4
-0.2
-0.4
0.2 ~g=3 -5z =
N Lt SIS TSI
\\,,, 'l/l Q\\ :i(' ';’\‘\ \\ N ~06
HN 1t 9\, A RS \
II ,v\,l ,I\(\ \\\( LA v 08
0 . e_’l_l Lb@_ﬂvel D A é é \ ’ . . . . . . .
-1 -0.5 0 05 1 15 2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2
(a) Odhad hustoty s Epan¢nikovym jadrem (b) Odhad derivace hustoty s jadrem Kopt € S13

Obrézek 3.3: Konstrukce jadrového odhadu hustoty a jeji derivace

3 Statistické vlastnosti jadrovych odhadt hustoty

Stejné jako u jadrovych odhadt regresni funkce Ize kvalitu jaddrového odhadu hustoty popsat
lokalné pomoci stiedni kvadratické chyby.

Véta 3.1. Stiedni kvadratickd chyba je tvaru

MSE f(z,h) = E(f(z,h) - f(z))
L (K2 % 1)) = (K £)2(@) +((Kn * £)(@) — F(2))*

n

bias
var

Diikaz. Spotitejme stiedni hodnotu odhadu f(z, h)
R 1<
Bf(e.h) = B2 >~ Knlw = X0) = Bz = X) = [ Knlw~ ) (o) dy = (Kn * f) (o).
i=1

Vychyleni (bias) pak bude mit tvar

bias f(z,h) = Ef(x,h) — f(z) = (Ky = f)(x) — f(2).

1Jadra viz tabulku
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Dale upravime vztah pro rozptyl

1
var f(z, h)—var—ZKhx— —varZKha:— ﬁvarKh(Jc—X)

=1

= %EK%(Q@—X) - %(EKh(x_X))z
= = [ K2 = 07w dy - 1 (i x D))
= (K7 * D) ~ (Ko« ) (x).

Dusledek. Stfedni integralni kvadratickd chyba nabyvd tvaru

MISE (-, h) = /MSE F(h) da
2

= ([t n@ o [ paras) + [((n s o)~ f(@) d

Podobné jako u odhadu regresni funkce mtiZeme pouZit globalni pohled na kvalitu odhadu,
a to pomoci stfedni integralni kvadratické chyby (MISE) a jejitho asymptotického tvaru (AMISE).

Véta 3. 2 Nechf funkce f md spojité derivace az do ¥adu ko (. f € C*) pro 0 < k < ko, K € Soy
a [(fk ) dz < oo, ddle predpoklidejme h — 0 a nh — oo pro n — co. Pak plati
V(K)

nh - (k )

MISE f(-, h) = W BHE)VV (f®)) + o(h?* + (nh) ™),

kde V(f®) = [(f®)(x))? da.

Diikaz. Nejprve vypocteme stiedni hodnotu

déle pouzijeme Taylortv rozvoj: f(x — hz) = f(z) — f'(x)hz + - + (_Tll)kf(k)(x)hkzk + o(h¥)

/K f(@)hz+- + (7;,)}@ FB) )Rk 2R + o(h*)] d=

= f(:z:)/K(z) dz —f’(m)h/zK(z) dz+---+ “k—ﬂ)’“f(k)(x)h’f/zkz((z) dz +o(h")

N———— N———— N———

=1 =0 =Bk (K)
(=1)Ff®) ()

5 R*B1(K) + o(h").

= @)+
Tedy vychyleni odhadu je tvaru

~ ~ _1\k £(k) T
bias f(-, h) = Ef(x, ) — f(z) = DT @)
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a tedy )
Ef(z,h) = f(x) + o(1).

Nyni dokdzeme vztah pro rozptyl. Vime, Ze

var f(z,h) = L (K2« f)(2) — (K * /)*(2))
n N————
(f(z)+o(1))?

a ddle pocitame
- / K () ) dy — - (£() + o(1))?

/K2 f(z = h2) dz—%(f(ac)—l—o(l))2
—f(L)+0(1)

_ 1 / K (2 o(1))dz ~ ~(f(z) +o<1>>2

:W/I@z nh /K2 —(f(x) +o(1))?

o((nh)~1)

- %/K2(2)d2+0((nh)‘1)-

Tedy

2

; x 1)k (z
MSE f(z,h) = %/K%) dz +o((nh)™") + (( 2 ]f, )y (1) +0(hk)>

2k
h 2

_ féi)/KQ(z)dz—ko((nh)1)+f(k)($)(k!)2 k(K)

1)k ) (g
+2%hkﬁk(K)(hk)+o(h2k)
=o(h2k)
a pak vyuzijeme faktu, ze [ f(z)dz =1
MISE f(., / MSE f(z, h) dz
V(K
= RV () 0 (12 + () ).

O

Disledek. Nechf h — 0, nh — oo pro n — oo, pak f je konzistentnim odhadem f, tj. E f-f
avar f — 0.

Stejné jako u odhadu regresni funkce ma vyznam asymptoticka integralni sttedni kvadraticka
chyba AMISE f(-, h):

MISE f(-,h) = AMISE f(-, h) 4+ o(h** 4 (nh)™1),
kde AMISE je tvaru

AMISE () = “5 s )V (). (33
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V dalsich ¢astech textu budeme vyuZivat oznaceni jednotlivych ¢asti chyby AMISE, ktera je
souctem asymptotického tvaru integrdlu rozptylu AIV (asymptotic integrated variance) a asym-
ptotického tvaru integralu druhé mocniny vychyleni AISB (asymptotic integrated squared bias):

AIV(R) = V) AISB(h) = (k1!)2

2k 52 (k)
- WGV (F),

tedy
AMISE f(-, h) = AIV(h) + AISB(h).

Uzitim vztahtt T(K) = (V(K)* B (K))? P a 6241 = 8L pro K € Sy 1ze AMISE zapsat
k
ve tvaru

. Sok . hZEV ()
AMISE f(-,h) =T(K)| — + 5775~ |- 4
Dtikaz viz cviceni.

Odtud je zifejmé, Ze vyhlazovaci parametr, pro néjz AMISE nabyva minimalni hodnoty, je dan
vztahem

2k+1 5(2)]I§+1(k')2 (3 5)
0k = Yy (B’ '

- Bopt.os = O(n~1/EETD).
Vypoctéme hodnotu AMISE pfi dosazeni optimélniho parametru hgp,0,%:

2k+1

¢ _ k)\1/(2k+1), —2k/(2k+1
AMISE f('v hOpt,O,k) - T(K)V(f( )) / In 2k ) (2k(k!)2)1/(2k'+1) )

(3.6)

tj. AMISE £(-, hopt0.6) = O(n=2k/ (k1))
I v tomto pfipad€, podobneé jako u odhadhu regresni funkce, plati vztah mezi asymptotickym
rozptylem AIV(h) a vychylenim AISB(h):

ATV (hoptok) = 2k AISB(hopt.o.1)- (3.7)

Nyni uvedeme zajimavou vlastnost vyhlazovaciho parametru.

Pozndmka 3.1. Necht K € Sp,. Pak optimélni hodnota vyhlazovaciho parametru je

h5 _ 682
opt,0,2 nv(f//) .

Potitejme derivace AMISE f(-, h) dané rovnici (3.3) pro k = 2

d?AMISE f(-,h) _ 2V(K)

222 "
o ) s sV ()
d3AMISE f(-,h)  —6V(K) ) "
ORI OV ngryv ().
Regenim rovnice d>AMISE f(-, 1)/ dh® = 0 je
VIE) 5

h5

S RBEWV ) vy teto

. hopt,0,2 takeé realizuje minimum d>AMISE £(-, h) / dh?.

Lze ukazat, Ze
d2AMISE(f(-, h)) P
Tz =O(n"2%1)

h=hopt,0,k
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Obrazek 3.4: AMISE f (-, h) pro jadra vyssich ¥add s vyznatenymi minimalnimi hodnotami pro
jadra fddu 2,4, 6

a to znamena, Ze pro jadra vyssich ¥adi je minimum AMISE f(-, h) plossi a tedy volba h blizka
optimalni hodnot& h,,; o x nevede k velkému rtistu AMISE f(-, h). Na obrazku jsou zobrazeny
body minima funkce AMISE F(,h) pro hustotu normadlniho rozdéleni N (0; 1) se sto prvky.
Vztah pro optimdalni hodnotu vyhlazovaciho parametru poskytuje informaci, Ze asymptoticky
je h = O(n=1/(2k+1))_ Ale vztah ma pouze teoreticky charakter, protoZe optimalni parametr zavisi
na neznamé hustoté f. Je zde tedy opét problém s volbou tohoto parametru. Metodam pro odhad
vyhlazovaciho parametru je vénovan odstavec
Pozndmka 3.2. Z pfedchozich tivah je zfejmé, Ze mnoZina pfipustnych hodnot vyhlazovacich pa-

rametr( je ddna vztahem
H, = [apn~ Y/ @R+D) =1/ @41,

kde ag, by, jsou konstanty, 0 < aj, < by < oo.

Ukazkovy piiklad 3.2. Mame k dispozici data, kterd pochdzeji z rozdéleni s hustotou f(z) =
33(1 — #%)3 pro z € [-1,1]. Vypotitejme hodnotu optimalniho vyhlazovacitho parametru pro
odhad s jadrem fadu 2.
Podle vztahu potiebujeme spocitat vyraz V (f”).
35

fla) =1 —a?)?

V(") = / [ ()] da = 35

—1

Vypo&et hopt 0.2 pro Epaneénikovo jadro: V(K) = 3/5, B2(K) = 1/5, tedy 85, = % =15
2

15 _ 15(21)2 _ 3
o027 9.9.n.35  Tn’

Tedy pro soubor 50 hodnot bude %yt 0.2 = 0,8441 - 50~/% = 0,3860. Odhad s optimdlnim vyhla-
zovacim parametrem pro tento datovy soubor (viz tabulku[7.4) je na obrazku[3.5

3.1 Odhad derivace hustoty

Pojedndme nyni stru¢né o statistickych vlastnostech jadrovych odhadt derivace hustoty. P¥ipo-
menime, Ze jddrovy odhad derivace hustoty je dan vztahem (3.2), t;.

O = L STRO(EEY g e,
v +1; ( h ) g

nh

36



sian e o L - so L L MR
-1 -0.8 -0.6 ~0.4 ~0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrazek 3.5: Odhad hustoty z ukazkového ptikladu 3.2} odhad (¢ervend, plna) a ptivodni funkce
(modré4, ¢arkovand) pii pouZiti Epanecnikova jadra a hopt,0,2 = 0,3860

Predpokladejme nyni, Ze plati 0 < v < k — 2, v a k maji stejnou paritu, lim, ,.ch = 0,
lim, 0o nh? 1 = 0o, f € C* (k < ko) a V(f®) = [( f<k>(x))2dx < oo. Pak lze ukazat, Ze
asymptoticka sttedni kvadraticka chyba AMISE f(*) (-, h) je tvaru

R )
AMISE f) (-, h) = VIE™) + 1,

et + e BRE)V ).

Dtikaz je zaloZen na pouziti vhodného Taylorova rozvoje hustoty f, podobné jako u ditkazu tvaru
AMISE u odhadu hustoty [3].
Optimalni hodnota vyhlazovaciho parametru je dana vztahem

2k+1 _ oo (2v + 1)(K!)
ok = (= )V (0

V(K(”))
2k+1
kde 4, 77@3([((”))' (3.8)

Tento vzorec umoZituje vypocet optimélniho vyhlazovaciho parametru pro f*) pomoci A0k
a hope, 1.1 Pfedpokladejme nejdfive, Ze v a k jsou suda ¢isla. Pak

hoptak _ <(2V + 1>k) VR g (3.9)
hopt,O,k k—v dok ’ ‘
Pro v a k licha plati
hopt, ke _ ((2V + (k= 1>>1/(2k+1) Ouk (3.10)
hopt, 1,k 3(k—v) Ok '
Specidlné pro v = 2, k = 4 dostavame velmi uZite¢ny vztah
o
hopt,2,4 = 101/9&%;» 0,45 (3.11)
14 (504 "y
piicemz
15, , 9
Kopt,0,4($(}) = 33(.%’ — 1)(71‘ — 3), 504 = 2,0165,
105
K (2) = Kopt0.a(z) = T6 (- 2?)(5a? — 1), 624 = 1,3925.

4 Volba jadra

Volba jadra neni z asymptotického hlediska podstatn4, jak je zfejmé z faktu (3.6). Je vhodné zvolit
optimalni jadro, které minimalizuje fukcionél T'(K'), nebof tato jadra jsou spojitd na R a hladkost

7

jadra také ,zdédi” odhadovana hustota.
Pozndmka 3.3. Pfi vypoctech se pouziva nejcastéji Epane¢nikovo jadro.
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5 Volba vyhlazovaciho parametru

Volba vyhlazovaciho parametru pro jadrovy odhad hustoty je, stejné jako u regrese, zdsadnim
problémem.

I'kdyZ tomuto problému byla a je vénovana zna¢na pozornost, doposud neexistuje univerzalni
ptistup k feSeni tohoto problému. Nejjednodussi metoda je ,,okometrickd”. Je ticelné ,nakreslit”
nékolik kfivek s rtiznymi vyhlazovacimi parametry dfive neZ uZijeme néjakou automatickou
proceduru.

Je tfeba zddraznit, Ze z hlediska analyzy vSechny volby vyhlazovaciho parametru vedou

Z X7y

k uZite¢nému odhadu hustoty. Velka $itka okna charakterizuje globdlni strukturu hustoty a nao-
pak mald sitka odhaluje lokdlni strukturu, kterd mtZe nebo nemusi byt pfitomnd v pfesné hus-
toté. Tuto myslenku ilustruje obrazek [3.6) na némz jsou zobrazeny odhady pro simulovana data
(f(z) ~ N(0;1), n = 100) s hodnotami vyhlazovactho parametru z intervalu [0,05, 1]. Jednot-
livé odhady hustoty pfislusejici t¢émto hodnotdm jsou zndzornény tenkymi ¢arami. Silna k¥ivka
znazorniuje odhad s optimalni hodnotou h = 0,4217. T¥ida téchto odhadt ukazuje Siroky rozsah
vyhlazeni od podhlazeni (modré kiivky) aZ k pfehlazeni (¢ervené kiivky).

0.5
0.4

03 Rk t‘
AN
0.2 SR M.'QQ

J.q

0.1 \;" N

Obrézek 3.6: Volba vyhlazovaciho parametru

V dalsich tivahach bude uZitetna nasledujici definice:

Definice 3.1. Nechf 7 je odhad hpt.0 - Rekneme, Ze h konverguje K fopr 0.1 s relativni rychlosti
n~%, jestlize

h = h

— O — O(n™).

hopt,O,k

5.1 Metoda referencni hustoty

Nejastdji se pro odhad neznamé veli¢iny V' (f*)) (viz rovnice (3.3)) pouziva parametrické tiidy
hustot. Jednou z moZnosti je pouZit standardni normalni hustotu f s rozptylem o2, tj. pfedpokla-
déme, Ze
1
fa) = e

2ro

V tomto ptipadé je odhad optimdlniho vyhlazovaciho parametru tvaru pro K € Sox

92k ()3, /77 ZFFT 1
hrer = (W) doron” 2T, (3.12)
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Je tfeba jesté odhadnout smérodatnou odchylku o. To lze dvéma zptisoby:

. 1< AN VA N g

Osp = (m ;()Q - X) ) ;o X = H;Xi’ (3.13)
Xian/a) = Xn/4)
P-1(3) —@-1(3)

GroR = (3.14)

kde ! je standardni normalni kvantilova funkce a ¢islo X (3n/4), Tespektive X[, 4, je horni,
respektive dolni vybérovy kvartil. Je vhodné volit min{csp,o;qQr}-

Pozndmka 3.4. Pokud za jadro K zvolime Gaussovo jadro (kK = 2)

K(z) = -7
pak dostaneme jednoduchy vztah [11} [12]
4\1/5
hrer = (%) o. (3.15)

Priklad 3.3. Pouzijme odhad vyhlazovactho parametru pro data z pfikladu [3.1| metodou refe-
ren¢ni hustoty. Pro Epane¢nikovo jadro, které je ¥adu k = 2, se vztah (3.12) zjednodusi na tvar

8/ 1/5 o
hREF - <\;>> 5020’7?, 1/5.

Dale odhadneme smérodatnou odchylku: osp = 1,0325, 5ror = 1,3344, tedy ¢ = 1,0325. Po
dosazeni poctu prvki n = 100 a parametru dp2 = 1,7188 ziskdme hodnotu vyhlazovaciho pa-
rametru pro odhad hustoty hrgr = 0,9639. Na obrézku [3.7)je vykreslen odhad hustoty s timto
parametrem.
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Obrézek 3.7: Odhad hustoty s hrgr = 0,9639, odhad (Cervend, plnd), ptivodni funkce (modra,
carkovanad)

OTAZKA. Jak hodnotu bude mit odhad vyhlazovactho parametru pomoci metody referenéni
hustoty pro hustotu z ukdzkového ptikladu

5.2 Metoda maximalniho vyhlazeni

Princip maximalntho vyhlazeni (maximal smoothing) — MS (nebo pfehlazeni) znamen4, Ze vy-
bereme nejvétsi stupen prehlazeni kompatibilni s odhadovanou hustotou. Ziskdme tak horni
hranici pro odhad optimdlni sitky vyhlazovaciho okna. Tato hodnota pak miZe slouZit jako
pocate¢ni aproximace pro nékteré z dalsich metod. Princip spo¢ivd v tom, Ze hleddme hustotu,
pro kterou V' (f(*)) nabyva minimalni hodnoty, a tedy vztah pro h,p 0 x nabyva maximalni hod-
noty.
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Véta 3.3 (Terrell 1990). Mezi vsemi hustotami f s nosiem [—1, 1] md hustota rozdéleni Beta(k+2, k+2)

(2E43)L o 2yk4 <1
gi(z) = {((k+1)!)222k+3( %) |“x| =4 (3.16)
0 jinak,
nejmenst hodnotu integralu [ (f®)(x))” d.
Lze ukézat, Ze plati

1
1. of = I 22gi(z) do = Tl_%

2. Pror >0, [(rg®® (m;))2 da = r2h+L [ (g®) (ar:))2 dx pro kazdou hustotu, pro kterou integral
existuje.

3. Jestlize hustota g ma rozptyl o2, pak hustota %2 g(%2x) ma rozptyl 0.

Jestlize f je nezndmd hustota s rozptylem o2 a g je hustota rozdéleni Beta(k + 2, k + 2), pro
kterou je V (g*)) minimalni, pak vyuZitim faktulze ukézat, Ze

) e

(k')2 TIJA o —1
: (k)
)=

hopt,O,k S 6Ok<

Hodnotu o 1ze odhadnout pomoci d¥ive uvedenych vztahti a o), = 571=.

Hodnotu V(g,(ck)) 1ze vypocitat pomoci specidlnich ortogondlnich polynom [5]:

N AT R (2k + 3)!(2k + 2)!
V(g™ _[1(gkk @) 42 = e T T ST IR (3.17)

Pouzijeme-li posledni vyjddfeni (3.17), dostaneme horni hranici pro vyhlazovaci parametry

hopt.ok < hag = on~ Y/ k+Dp,

pficemz

B 922/ (K)(2k + 1)(2k + 5)(k + 1)2(k1)2 751
b = V2k+5< B2 (K)(2k + 3)1(2k + 2)! ) '

Tabulka 3.1: Hodnoty by, pro optimalni jadro Kope 0,1 € Sok
k|2 4 6 8 10
br | 2,5324  3,3175 3,9003 14,3949 14,8349

Priklad 3.4. Urc¢eme hodnotu hns pro odhad hustoty s jaddrem fadu k = 2, tj. K € Spo.
Podle véty [3.3]je hustota g, tvaru

_3 2\3
gQ(I)*32(1 € ) ) IG[ 171}7
a dale z vlastnosti funkce g, a ze vztahu (3.17) plyne
1 1 1 )
o3 = / 12go(x) do = g @ / (¢"(x))” dz = 35.
~1 ~1
Pak pro Kopt,0,2

V(K) 243\1/5
hus :an‘1/5(7( ) . 3) .

B3(K) 35
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Priklad 3.5. Pro data z piikladu 3.1 bude vyhlazovaci parametr uréeny metodou maximalniho
vyhlazeni s Epane¢nikovym jadrem (k = 2, V(K) = 3/5, S2(K) = 1/5) roven

3/5 243
1/25 35

protoZe ¢ = 1,0325 a n = 100. Vysledny odhad je vidét na obr.

hats = an*1/5( )1/5 — 1,0409,

0.

051
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Obrazek 3.8: Odhad hustoty s hms = 1,0409, odhad (Cervend, plnd), ptivodni funkce (modra,
tarkovanad)

Pozndmka 3.5. Hodnota hyg miiZe slouZit jako horni hranice pro mnoZzinu vyhlazovacich para-
metrt volenych podle jiné metody, napf. metody kiizového ovéfovani. Tedy H,, = [he, hus], kde
h¢ je nejmensi vzdélenost mezi po sobé jdoucimi body X;,i =1,...,n.

OTAZKA. Jak hodnotu bude mit odhad vyhlazovaciho parametru pomoci metody maximélniho
vyhlazeni pro hustotu z ukdzkového ptikladu

5.3 Metoda kiiZzového ovéfovani

Metoda kiiZového ovérovani patii mezi nejuzivanéj$i metody pro odhad vyhlazovaciho parame-
tru. Myslenka této metody je zaloZena na minimalizaci MISE, jak je zfejmé z nasledujici ivahy:

MISE £, E/ Fla,h) = f(2))? da

:E/f?(x,h)da:—2E/f(x,h)f(m)dx+/f2(x)dx
MISE f(-, /f2 Ydz = F </f xhdx—Q/th )

Definujme funkci kiiZzového ovéfovani

n

h):/fQ(x,h)dx %Z J( X5, h), (3.18)

kde f_;(X;, h) je odhad v bodé X; bez pouZiti tohoto bodu.

Véta 3.4. Plati
ECV(h) = MISE f(., / 2z

tj. CV(h) je nevychyjlenym odhadem

E(/f2(x,h)dx—Q/f(x,h)f(x)dx)
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Diikaz. Spocitejme stfedni hodnotu funkce CV (h), tj.
R 2 s
ECV(h)=E [ f*(z,h)dz — =E > f_i(X;,h).
OV = [ Pz = LY F ()
Dale upravme druhy ¢len tohoto vyjadieni:

1 & ; I 1 &
Eﬁ;f,i(Xi,h):Eﬁ;n_ngh(Xi—Xj)

J#i

n

1 n

— B——— 3" 3 Ku(Xi - X;) = EK (X, — Xa)
n(n—1) < =
J#i

— [[ Koo = 1) f@)dody = B [ fah) (o) de.
5/_/
Ef(z,h)
Odtud
ECV(h) :E/fz(a;,h) dx—2E/f(a:, B f () da.

Odhad hept, 0,1 je ddn vztahem

hov = arg hmin CV(h).
Odtud plyne, ze CV(h)+ [ f?(z) dz je pro kazdé h nevychylenym odhadem MISE £ (-, h). ProtoZe
| f*(x) dz nezé4visi na h, minimalizace E CV(h) odpovidd minimalizaci MISE. Jestlize ptedpo-
kldddme, ze min CV(h) ~ min E CV(h), dostaneme dobrou aproximaci optimaln{ hodnoty h.

I
0 05 1

Obrazek 3.9: Porovnani minima MISE (modr4, ¢arkovand) a minima funkce k¥iZového ovéiovani
CV (Cervend, pInd) pro simulovand data z p¥ikladu[3.1]

YN

OTAZKA. Jak hodnotu bude mit odhad vyhlazovaciho parametru pomoci metody kiizového
ovéfovani pro hustotu z ukdzkového ptikladu

Pozndmka 3.6. Pfedpokladejme, Ze k = 2. Pak vychyleni odhadu muze byt velké, jestlize (f”)?
nabyva velkych hodnot, tj. kiivost hustoty je velka. P¥i vyhlazovani se tato objevuje ve ,vrcho-
lech”, kde je vychyleni zdporné, nebo v ,tidolich”, kde je vychyleni kladné. Odhad ma tendenci
vyhladit” tyto jevy, jak je patrné z obrazku 3.10}

Piiklad 3.6. Jadrovy odhad hustoty dat z pfikladu [3.1]je zobrazen na obr. Pro rekonstrukci
bylo pouzito Epane¢nikovo jadro a vyhlazovaci parametr uréeny metodou k¥fZového ovéfovani
hev = 0,5628.
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Obrézek 3.10: Zahlazeni vrcholti a tdoli pfi odhadu hustoty smési normalnich rozdéleni, odhad
(Cervend, plnd), ptivodni funkce (modra, ¢arkovand)
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Obrézek 3.11: Odhad hustoty s hcy = 0,5628, odhad (¢ervend, plnd), ptivodni funkce (modra,
carkovanad)

5.4 Itera¢ni metoda

V tomto odstavci pojedndme o dalsi metodé pro odhad vyhlazovaciho parametru. Metodu pouze
popiSeme a nebudeme se zabyvat statistickymi vlastnostmi ziskané aproximace. Podrobnou ana-
Iyzu 1ze najit v monogratfii [3]. Tato metoda je zaloZena na vztahu (3.7):

AIV(hopt,O,k) =2k AISB(hOpt,O,k)'

PrepiSeme tuto rovnici

nh (k!)?

V(f®) =o. (3.19)

Problém nalézt hpy ok, pro které AMISE f(-, h) nabyva minimalni hodnoty, je tedy ekvivalentni
fegeni této rovnice. Zde se ovéem vyskytuje stejny problém — nezname hodnotu V' (f*)), a proto
budeme pocitat s odhady rozptylu a vychyleni. Tyto odhady uvazujeme ve tvaru

@ foh) = o [ K)o~ ) dy
b (0. h) = (K« F) (o)~ Flab) = [ Flo = b WK ) dy = o).

Odtud plyne

(3.20)
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AISB(h /(/f x — hy, h)K(y) dy—f(x,h)>2dx
(w3 e (Y a5

i=1

Vyraz lze upravit pomoci konvoluci a dostaneme

X, — X,
(K«K+«K+«K-2KxKxK+K=x*K) (Z]>

(55

Funkce A(z) = (K * K * K * K — 2K « K « K + K * K)(z) m4 tyto vlastnosti

:\

=
“ 2

/sz(z)dz:O, j=0,1,...,2k—1,

/ 22kA(2)dz = <2:> B2, (3.21)
ne =5 (5)

ATSBf (-, h) je vychylenym odhadem AISB, a proto budeme uvaZovat

AISB(h Z An(Xi — X;) (3.22)

,j=1
i#]

Misto rovnice (3.19) feSime rovnici

ZAhX —X;)=0.

,j=1
i#]

Rovnici Ize také zapsat ve tvaru:

B nV(K)
2k Y i =1 An (X — X5)

i#]

—0. (3.23)

Uvedenou rovnici lze fesit Newtonovou metodou, nebof derivaci funkce 1ze snadno spocitat
uzitim konvoluci. Re$eni této rovnice oznacime hy.

Reseni rovnice (3.23) 1ze povaZovat za vhodnou aproximaci hgp o, - Tato skute¢nost je doka-
zédna v nasledujici véteé [3].

Véta 3.5. Nechf

P(h) _ Vflh) 2kh2kﬁ(kk() ) (f(k))
a
P(h) = K Z An(X; = X;).
Fr
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Pak plati

EP(h) = P(h) + o(h***1),
var P(h) = 8QEV(A)V( ) +o(n 2.
n?h
Pozndmka 3.7. Rychlost konvergence pro metodu kiiZového ovérovani:
hov — hopt0,2 — O(n~119),
Ropt,0,2

Rychlost konvergence pro iteraéni metodu
hit — hopto2 _ O(n=1/19
hopt,O,Q

Rédy rychlosti konvergence pro CV metodu a iteraéni metodu jsou stejné, ale vyhodou iteraéni
metody je podstatné mensi vypocetni naro¢nost.

Piiklad 3.7. Jadrovy odhad hustoty dat z ptikladu3.1|s Epane¢nikovym jadrem a vyhlazovacim
parametrem uréenym itera¢ni metodou je uveden na obr.

0.

0.5

0.4f

0.3

0.2

0.1f

—ez) L " m
-2 -1 0 1 2 3 4

Obrazek 3.12: Odhad hustoty s hrr = 0,5314, odhad (Eervend, plnd), ptivodni funkce (modr4,
Carkovana)

6 Automaticka procedura

Obdobné jako v piipadé regresni funkce mtizeme nalézt podobnou formuli pro AMISE f(-, h),
ve které budou jednotlivé parametry K, h, k separovany, coZ ndm umoZni navrhnout proceduru
pro simultanni volbu téchto parametrti.

Vyjdeme ze vztahu

) 5 hopeoxV (f*)
AMISE [ (-, hopt,0.1) = T(K)(nh Ofo . p}g}ck(kgz >
opt,V, 0k \™*

Ze vztahu pro hopt 0 vypolteme V (f(*))
2k+1
anhop;fo’k

a tuto hodnotu dosadime do pfedchoziho vztahu:

(2k + 1)6ok

AMISE f(a hopt.0.k) = T (K) 2nkhopt.ok
opt,U,k
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Tento vztah je zdkladem automatické procedury, oznaéme jej L(k) ve shodé s oznalenim u re-
gresni funkce. Podobné mnoZinu vhodnych fadi k ozna¢me

I(ko) = {2j,j —0,..., {%} }

Procedura

1. Pro k € I(ko) najdéte optimalni jadro Kop,0,x € Sox, které je dano tabulkou[8.1} k nému
prislusny kanonicky faktor dqy.

2. Pro k € I(ko) a Kopt,0,x € Sox najdéte optimalni vyhlazovaci parametr iLopt,O,k-

3. Pro k € I(ky) vypoltéte hodnotu vybérového kriteria L(k) s vyuZitim hodnot
ziskanych v krocich 1 a 2.

4. Vypottéte optimalni hodnotu ¥adu k, které minimalizuje funkcionél L(k).
5. Pouzijte parametry z pfedchozich krokt ke konstrukci optimalntho jaddrového odhadu

hustoty, tj.
o A 1 i z— X;
f($, hl)[)t,o,fv) = n}ALZK(A >

opt,O,lAc i=1 hopt,Ojc

Piiklad 3.8. Aplikace procedury na data z pfikladu 3.1} Maximalni ¥ad jadra zvolme ko = 8, tedy
mnoZina moznych ¥adu jader je 1(8) = {0, 2,4, 6, 8}. Pro tyto fady spocitejme hodnoty z krokt
1-3.

V toolboxu Matlabu, ktery je doprovodnym materidlem téchto skript, je jako implicitni me-
toda pro odhad vyhlazovaciho parametru automatickou procedurou pouZita itera¢ni metoda
(podrobnéji napt. [3]). Proto pfi vypoctu optimalnich parametr(i pouZijeme mezivypocty z to-
hoto toolboxu.

k Koptok dok hopto.x  L(K)

2 —3(?-1) 1,7188 0,5314 0,0141
4 B(2x?-1)(72? - 3) 2,0165 1,0734 0,0131
6 —19(22 —1)(332* — 3022 +5) 2,0834 11,6460 0,0125
8 A5 (22 —1)(7152% — 10012* 4 38522 — 35)  2,1021 2,1367  0,0126

Z tabulky vidime, Ze optimélni ¥4d jadra je k = 6. Vysledny odhad je uveden na obrézku
P#i blizsim pohledu na odhadnutou hustotu je patrny vliv pouziti optimélniho jadra vyssiho
fadu. Jadra vyssich fadti mohou nabyvat zapornych hodnot a tim ovlivnit vyslednou odhadnu-
tou funkci - viz obrazek V takovém ptipadé je vhodné pouZit jinou metodu pro nalezeni
vyhlazovaciho parametru, pfipadné pouZit jiné jadro. Lze doporucit jadra tftidy Spo, napi. kvar-
tické jadro: K(z) = 12(1 — 2?)?I|_y1 1)(z), nebo jadro triweight: K(z) = 33(1 — 2%)31_y 1)(x).

Shrneme-li na zavér vypocitané hodnoty vyhlazovacich parametri pro simulovana data z pii-
kladu[3.1} mtzeme vizudlné porovnat jednotlivé odhady — viz obrazek

Ropt.0.2 = 0,5122, hrer = 0,9639,
has = 1,0409, hcv = 0,5628,
hir = 0,5314, h=1,6460 (Kopi.0.6)-
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Obréazek 3.13: Simulovand data s jddrovym odhadem hustoty pfi pouziti procedury, odhad
(Cervend, plnd), ptivodni funkce (modra, ¢arkovand)

-1 0 1 -2 -1 0 1 2 3 )

(a) Jadro Kopt,0,6 (b) Odhad hustoty

Obrazek 3.14: Jadro tfidy Sos a k nému pfislusny odhad hustoty pfi pouZiti procedury (Cervend,
plnd) a ptivodni funkci (modra, ¢arkovand)
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- 4 =2 -——7‘1 0 ¥ 2
(a) Odhad s hopt,0,2 = 0,5122 (b) Odhad s hREF = 0,9639

04l ! \ 4 04l
01 i 01k

(c) Odhad s hyis = 1,0409 (d) Odhad s hcy = 0,5628
041
0.1

(e) Odhad s hit = 0,5314 (f) Odhad s h = 1,6460 a K € Sog

Obréazek 3.15: Srovnani odhadt pro data z ptikladu
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0.001 0.0011
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g
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(a) Odhad s hggr = 29,28 (b) Odhad s hyis = 31,62

0.008 0.008

0,007 0,007
0.006} 0.006}
0.005- 0.005-
0.004}- 0,004}
0.0031 0.0031
0.002 0.002

0.0011 0.0011

%0 100 150 200 250 300 350 400 450 %o 100 150 200 250 300 350 400 450

(c) Odhad s hovy = 30,55 (d) Odhad s hit = 28,18

o
50 100 150 200 250 300 350 400 450

(e) Odhad podle procedury s h = 140,46 a K € Sog

Obrézek 3.16: Grafy odhadnutych hustot pro obsah cholesterolu

7 Aplikace na redlna data

Vratme se k uvodnimu piikladu, ktery obsahuje méfeni mnoZstvi cholesterolu v krevni plazmé
u 371 pacientti. Data jsou shrnuta v tabulce Skupina pacientti obsahovala dvé podskupiny,
a to pacienty, u nichZ bylo potvrzeno ztZeni tepen (320), a pacienty zdravé (51). Mame-li k dispo-
zici tuto informaci, mohli bychom oc¢ekavat, Ze odhadovand hustoty mtize byt bimoddlni. AvSak
na druhou stranu, pokud pfi rekonstrukci hustoty neodhalime tuto strukturu, neznamena to, Ze
tam neni, mtZe byt skryta.

S pouZitim vSech uvedenych metod pro odhad optiméalniho vyhlazovaciho parametru jsme
vypocitali tyto hodnoty:

hrer = 29,28, hus = 31,62, hoy = 30,55,  hyr = 28,18.

Vysledné odhady s Epanecnikovym jadrem jsou zobrazeny na obrazku kde je také odhad
hustoty pfi pouziti automatické procedury, u niz vypocitdme odhad optimalniho vyhlazovaciho
parametru h = 140,46 a jddra Kos.
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10 15 20 25 30 35 40 a5 50 55 10 15 20 25 30 35 40 a5 50 55

(a) Odhad s hREF = 5,7856 (b) Odhad s th = 6,2480

L — . L L — . L
10 15 20 25 30 35 40 a5 50 55 10 15 20 25 30 35 40 a5 50 55

(c) Odhad s hcy = 8,1317 (d) Odhad s hyT = 6,8263

10 15 20 25 30 35 40 a5 50 55

(e) Odhad podle procedury s h = 31,73 a K € Sos

Obrazek 3.17: Grafy odhadnutych hustot pro délku krunyfte

Druhy datovy soubor obsahuje morfologickd méfeni padesati exemplditi od obojitho pohlavi
a obou barevnych forem (oranzova a modra) krabt rodu Leptograpsus)"|Pro odhad hustoty ndm
postacuje jeden druh méfeni, vybrali jsme délku podél sttedové osy krunyfe, kterd byla méfena
v milimetrech. Data jsou uvedena v tabulce

UZitim vy$e uvedenych metod pro odhad vyhlazovaciho parametru jsme (pfi pouZiti Epanec-
nikova jddra) dostali nasledujici hodnoty:

hrer = 5,7856, hus = 6,2480, hov = 8,1317, kit = 6,8263.

U automatické procedury je v toolboxu implicitné nastavena iteraéni metoda pro odhad vyhla-
zovactho parametru, proto jsme tuto volbu ponechali i zde, af ma ¢tendf moZnost porovnani
pii vlastnich vypottech. P¥i pouZiti procedury vyjde vyhlazovaci parametr roven i = 31,7329
s optimalnim jaddrem K, 0 s. Vysledné odhady hustoty na jsou zachyceny na obrazku

2Cely datovy soubor je dostupny v programu R.
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Shrnuti

Odhad hustoty pravdépodobnosti f v bodé z je tvaru

n

floh) = ~ K(x;X)

Asymptotickd stfedni kvadraticka chyba jadrového odhadu hustoty pravdépodobnosti
sjadrem fadu k je souctem asymptotického tvaru rozptylu (AIV) a druhé mocniny vychyleni
(AISB)

. K

AMISEf(~,h):VT(Lh) T ) WFBUE)V(f®).
——
AIV(h) AISB(h)

Optimalni vyhlazovaci parametr vzhledem k AMISE pro odhad hustoty pravdépodobnosti
s jadrem fadu k je tvaru
h2k+1 _ 68:“’_1(’1{:')2
opt,0,k anv(f(k))v

t. hoprox = O(n~ Y@1Y AMISE f (-, hopr.ox) = O(n~2k/ (2k+1)),

Metody pro odhad optiméalni hodnoty vyhlazovactho parametru h

e metoda referen¢ni hustoty

h 22kk!3ﬁ
REF ( (2k)'k

2k +1 1
60k0'n 2k+1 s

e metoda maximalniho vyhlazeni

hMS _ an—l/(QkJ-'rl)bk’
e metoda kiiZového ovéfovani
hcv—argmln /foh x—fE foi (Xi, h),
heH,

e iteralni metoda

nV(K)

7 =0.
2k Zi’,]%:.l A (X — X5)
]

hit = feSeni rovnice: h —

Automatickd procedura pro simultdnni volbu optimalniho jddra, vyhlazovaciho parametru
afadu jadra je dostupna v toolboxu Matlabu.

Vystupy z vyukové jednotky
Student

e znd tvar jadrovych odhadi hustoty pravdépodobnosti

e je schopen analyzovat statistické vlastnosti téchto odhada
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e se sezndmil s metodami pro volbu vyhlazovaciho parametru
e porozumél automatické procedufe pro simultdnni volbu parametrii vyhlazovani

e zvladne pouziti toolboxu v Matlabu a dokédZe pro dany soubor dat zkonstruovat jadrovy
odhad hustoty a jejich derivaci

Cviceni
1. Dokazte vztah (3.4) pro tvar chyby AMISE.

2. Uvazujte ndhodny vybér, ktery pochazi z rozdéleni s hustotou f(z) = 20x(1 — z)3 prox €
[0,1] a ktery obsahuje 50 prvkil. Vypotitejte hodnotu Ay 0,4. Je vyslednd hodnota spravna?

3. Vypocitejte hodnotu optimalniho vyhlazovaciho parametru pro odhad s jadrem fadu 2 pro
soubor dat s hustotou K (z) = 12(1 — 2?)? prox € [-1,1].
Pomucka: V(f") = 22,5.

4. Dokazte:

a) oi = fil 22gi(z) dr = ﬁ, pro hustotu g (z) Beta(k + 2, k + 2) rozdéleni (rovnice
(3.16)).

b) Jestlize hustota g ma rozptyl o7, pak hustota 2 g(%2z) ma rozptyl 0.
5. Dokazte vztah (3.15).
6. Spocitejte hyis pro

e Epanecnikovo jadro K (z) = 3(1 — 2?),
e kvartické jadro K (z) = 12(1 — z%)%

7. Aplikujte metody pro odhad vyhlazovaciho parametru a automatickou proceduru na si-
mulovana data z ukdzkového piikladu
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Kapitola 4

Jadrové odhady distribu¢ni funkce

1 Motivace

Distribu¢ni funkce F'(x) popisuje rozlozeni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X (budeme pfed-
pokladat spojitost ndhodné veli¢iny). Stejné jako pfi rekonstrukci hustoty z mnoZiny pozoro-
vanych dat 1ze distribu¢ni funkci odhadnout parametrickymi nebo neparametrickymi metodami.
Zaméfime se vyhradné na neparametrické metody, kdy predpokladame pouze jistou hladkost
odhadované distribu¢ni funkce.

Distribu¢ni funkce ma pouziti v analyze pfeziti, v teorii spolehlivosti, klasifikaci diagnos-
tickych testd (ROC kiivky) aj. Funkce F(z) = 1 — F(z) se nazyva funkce pteziti a vyjadiuje
pravdépodobnost, Ze dand udélost (dmrti, selhdni, porucha) nenastane diive neZ po néjakém
¢ase z. S touto funkci se miZeme setkat i v hydrologii, kde se nazyva kfivkou zabezpecenosti.

Kfivka zabezpecenosti je jednim z nejdtileZitéjsich indikatort toku feky béhem daného caso-
vého obdobi. Tato kfivka vyjadfuje miru, s jakou je zajistén vybrany priitok. Mdme k dispozici
primeérné mésicni pritoky feky Dyje v profilu Vranov'| (pod p¥ehradou Vranov, plocha povodi

v v .

asi 2220 km?) v obdobi 1931-1990. Zajima nds stabilita mési¢nich primérnych pritoki.

O H-HH I B HHH- I -+ e ++ + +H

Obrazek 4.1: Primérné mési¢ni pratoky feky Dyje

Méme-li tedy ndhodnou veli¢éinu X, kterd je popsdna svou distribuéni funkci F(z) a k ni

1Data byla poskytnuta CHMU, pobotka Brno.
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pfisludnou hustotou f(x), pak plati

e 0 < F(x) <1, o lim, , o, F(x)=0,lim, . F(z)=1,
e F(x)je zprava spojitd, o F(z)= [ f(t)dt, F'(x) = f(a).

Nejuzivanéjsim neparametrickym odhadem distribu¢ni funkce je empiricka distribuéni funkce
F,. Ovsem F, je schodovitd funkce i v pfipadé, Ze F je spojitd. Nadaraya (1964) navrhl ,hlad-
kou” alternativu k F, a to jadrovy odhad F, ktery se ziskd integraci znamého jadrového odhadu

hustoty (3.1).

2 Zakladni typy neparametrickych odhadt

Nechf X1,..., X,, jsou nezavislé ndhodné proménné, které maji tutéz spojitou hustotu f a dis-

tribu¢ni funkci F'. Nejjednodussi neparametricky dohad distribu¢ni funkce F' je empirickd dis-
tribucni funkce F,, definovand v bodé x vztahem

. 1 n
Fy(z) = — D T (X).
=1
Tento odhad ma sice dobré statistické vlastnosti, ale je to schodovitd funkce (viz obr. a proto

se budeme zabyvat postupy, které umoZzni zkonstruovat ,hladky” odhad distribu¢ni funkce F.

Piiklad 4.1. Mé&me dén ndhodny vybér o velikosti n = 100 ze smési dvou normdlnich hustot
N(0;4/9) a N(2;1) s hustotou (viz kapitola[3|o hustot&) (Data jsou v tabulce[7.5])

@) = 05— e 105 e T
e V2

Z obrazkuf4.2|je patrné, Ze schodovita funkce nevystihuje plné charakter distribu¢ni funkce.

1,

0.8

0.4F

0.2

= e el - L oo - L
-2 -1 0 1 2 3 4 5

Obrézek 4.2: Empirickd distribu¢ni funkce F,, (¢ervend, plnd) a skute¢na distribu¢ni funkce F
(modr4, ¢arkovand) pro data z piikladu

Nejzndméjsi postup, jak odvodit neparametricky odhad distribu¢ni funkce, spocivd v inte-
graci jddrového odhadu hustoty, tj.

Fam= [ fema=23 [ k(55w
- i=1Y >
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UZijeme-li substituce y = (¢ — X;)/h, dostaneme

— X

~ 1 & o 1< r—X;

F(x,h):ﬁZ/ K(y)dynZW< - )
1=1 =1

— 00

To znamend, Ze odhad F' v bodé x € R je definovan takto

~ - z—X; ¥
F(x,h):;;vv< - ) W(x):/_ooK(t)dt. (4.1)

Zde pfedpokladdme, ze K € Spo, K () > 0 prox € [—1,1]. NiZe jsou uvedeny zakladni vlastnosti
funkce W

1. W(z) =0proz € (—oo,—1]aW(z) =1proz € [1,00),
2. [L W) de < [, W(z)de =1,
3. [1, W()K(z)de = 1,
4. f_ll aW(2)K(z)dz = § (1 — f_ll W2(z) dx).
OTAZKA. Lze pouzit obdélnikové jadro? Jaky bude tvar a vlastnosti funkce W (z)?

Pfiklad 4.2. PouZijeme-li Epane¢nikovo jadro K (z) = 3(1 — 2?)I_y 1j(z), pak funkce W je tvaru

0 x < —1,
W(z)=< t(-2*+32+2) |z]<1,
1 xz > 1.

0.8f B 081 4

0.6 B 061 4

0.4f B 041 4

0.2 B 0.21- 4

L L L L L
-15 -1 -05 0 05 1 15 -15 -1 -05 0 0.5 1 15

Obrézek 4.3: Epane¢nikovo jadro K (vlevo) a k nému pfislusnd funkce W (vpravo)

Pro data z ptikladu [4.I]je jadrovy odhad distribu¢ni funkce prezentovan na obrazku

3 Statistické vlastnosti odhadu

Kvalitu jadrového odhadu lze lokdlné popsat pomoci stfedni kvadratické chyby MSE:
MSE F(z,h) = E(F(z,h) — F(z))?
= (BE(w,h) — F(@))* + B(F(x, 1) — (BF(z, h))? .

bias? var

Spocitejme nejdiive hodnotu EF(z,h) vbodé z € R:
~ T —
BFwm = [w (550

h/1 W(t)f(xfht)dtJrh/ooW(t)f(xfht)dt.
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Obrézek 4.4: Jadrovy odhad distribu¢ni funkce s parametrem h = 1,5, odhad (Cervend, plnd),
ptvodni funkce (modra, ¢drkovand)

Predpoklddejme déle, ze F' € C?. Oznaéme prvni integrdl I; a druhy Io. Integral I; pocitdme
metodou per partes a vyuZijeme vlastnosti funkce W (t)

I = h/l W(t)f(z — ht)dt

u=Wi(t) w=W'(t) = K(t)
v = f(x — ht)h v=—F(x— ht)

= [-W@t)F(x - ht))", + /11 F(z —ht)W'(t)dt

= —F(z—h)+ /_ 11 K(t)F(z — ht) dt. (4.2)

Dale pouzijeme Taylortv rozvoj F(x — ht) = F(x) — htF'(z) + #F”(a:) + o(h?), tedy

=—F(x—h)+ F(z) + %F”(x)hQﬂQ(K) + o(h?).

Pocitejme nyni integral Io:

I = h/oo W (t)f(x — ht) dt,

uvaZujeme-li substituce x — ht = z, dostaneme

—o0 z—h

- —/ f()dz = / F(x)dz = F(z — ). (4.3)
Vychyleni odhadu je tedy tvaru
bias F(z, ) = %F”(x)hzﬂg(K) +o(h?).
Pozndmka 4.1. Vztahy a davajf zajimavy vztah pro vychyleni
EF(z,h) — F(z) = —F(z — h) + / 11 K()F(x — ht)dt + F(z — h) — F().
Odtud plyne

EF(z,h) = /_ 11 K(t)F(z — ht)dt.
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A dale (z Taylorova vzorce)
1
EF(z,h) = / K(t) (F(x) — htF'(x) + %thQF”(x) + o(h2)) dt
-1

— F(z)+ %hQﬁQ(K)F"(x) +o(h?)

=o(h)

= F(x) + o(h).
Nyni dokdZeme tvar rozptylu.
=~ 1 2 (z—X\ z—X
VarF(x,h)—n <EW < W > E W( . >)

X))2 = (F(z) + o(h))>. Potitame tedy jen integrél (oznacme jej I3):

Zde E?W (25X) = (EW (%

= |substituce:  — y = th|

:i(/_looWQ(t)f(x—ht)dt+h/1mf(:c—ht)dt).

=F(z—h)

Prvni integral po¢itime metodou per partes a mame

Iy = [~F(e — )W), + > /F(x — RO (W (8 dt 4~ Pl — 1)

1
= f%F(I —h)+ % /F(x — RYW (K (t)dt + %F(x —h),

pouzijeme nyni Taylortv rozvoj funkce F

/W (@) — htF'(2) + o(h)) dt
! h
/ Wt dt——hF’( ) / tW () K (t)dt +o0 <n> ,
-1
(vlasnostB]) =1 (17fi1 W?2(z) dm)(vlast’nost@)

uzitim vlastnosti funkce W a F’(x) = f(z) dostaneme
1 - h
= Y p@) - hf) 1—/ w2(tyde )| +o ().
n 1 n
Rozptyl je tedy tvaru

var ﬁ(;v,h) =

[F(g;) — hf(x) (1 - /1 W2(t) dtﬂ +o0 (Z) - % (F(z) + o(h))?
F(x)(1 - F(z ))——f( (1—/_11W2(t)dt>+o(z>.

Vyse uvedené vysledky mizeme nyni zformulovat v nasledujici vété:

Sl 3
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Vétad.1. Necht F € C?, h — 0,nh — oo pron — oo. Pak

MSEﬁ(x,h)Z% (z)(1 - ())—*hf (1_/ WA dt) (4.4)

1
+ L P @PHE) o (4 1t)).
Globélni pohled na kvalitu odhadu Ize ziskat prostfednictvim stfedni integralni kvadratické
chyby (MISE).
Vétad.2. Necht F € C?, V(F") = J(F"(z))*dz < oo, K € Sp2, limy, oo h = 0 a lim,,_,oo nh = c0.
Pak ) h ,
MISE F(-, h) = —/F(x)(l — F(z))dz —¢;— + coh* + o ( + h4> , 4.5)
n n n
kde
! 1
=1 —/ W2(t)dt, cp = Z55(1{)1/(1?").
-1
Nasim cilem je nalézt takovou hodnotu vyhlazovactho parametru, pro kterou bude MISE
nabyvat minimaln{ hodnoty. Ale uvedeny tvar MISE neni pro takovou analyzu vhodny, a proto

(stejné jako pti odhadu hustoty a regresni funkce) budeme uvazovat asymptotickou stfedni in-
tegralni kvadratickou chybu AMISE, kterd v tomto pfipadé je tvaru:

h
AMISE F(- /F )1 - F(a))de — e+ coh* (4.6)
~—
AISB(h)

AIV(h)

Nyni uZ Ize standardnimi metodami matematické analyzy nalézt takovou hodnotu h, pro kterou
AMISE nabyva minimalni hodnoty. Je snadné ukdazat, Ze

1/3

C
hopt,0,2 = -1/3 <41> =O0(n~'/?) (4.7)

C2

a pak
N 3 4/3
AMISE F(-, hopt.o.2) /F )1 - F(z))dz — —75 (%) n=4/3, 4.8)
)

Pozndmka 4.2. Optimdlni hodnota vyhlazovaciho parametru pro odhad distribu¢ni funkce je fadu
O(n~1/3), zatimco pro odhad hustoty s jadrem K € Sy, je vyhlazovaci parametr fadu O(n~'/?).

Ukézkovy piiklad 4.3. Pfedpoklddejme, Ze zndme tvar distribu¢ni funkce F(z) = 55(—5z" +
2125 — 3523 + 352 + 16) pro z € [—1, 1]. Vypo&itejme hodnotu optiméalniho vyhlazovactho para-
metru pro odhad s jddrem fadu 2.

Podle vztahu ([£.7) potfebujeme spo&itat hodnoty ¢ a ¢;. S Epane¢nikovym jadrem je

1
01—1—/ W2(x x—l—/ (o + 30 +2)7 dr = 0.2571,

1
— - 32 N — Z. .
= 462(K)V(F )= 55 3818,

Pak hopt 02 = 1,2642 - n~1/3,
Na obrazku {4.5je odhad s optimédlnim vyhlazovacim parametrem pro ndhodny vybér o 50
pozorovani, kterd pochézi z rozdéleni s uvedenou distribu¢ni funkci (data jsou v tabulce[7.4).
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Obréazek 4.5: Odhad distribu¢ni funkce z ukazkového ptikladu odhad (¢ervend, plnd)
a ptvodni funkce (modrd, ¢drkovand) za pouziti Epane¢nikova jadra a hope 0,20 = 0,3432

4 Volba jadra

Iv tomto pfipadé je volba jadra méné dileZitd nez volba vyhlazovaciho parametru. Lze doporucit
jadra tfidy Spo, napf.

e Epanetnikovo K(x) = %(1 - 332)][71,1] (z),
e kvartické K (x) = %(1 - 132)21[71,1] (z),

o triweight K(z) = 33(1 — 22)31|_1 3 (2).

5 Volba vyhlazovaciho parametru

5.1 Metody kiiZového ovétrovani

Metody kiiZového ovéfovani patf{ k nejuzivanéjsim metoddm pro volbu vyhlazovaciho parame-
tru. Zde uvedeme pouze metodu navrzenou A. Bowmanem (1998). Funkce kiiZzového ovéfovani
je v tomto piipadé tvaru

1 n R 2
CV(h) = EZ/ (oo (X0) = P, ) dr,
i=1
kde F_;(z, h) je jadrovy odhad distribuéni funkce s vynechanim bodu X;. Pak
hey = arg min CV(h),
pticemz H,, = [an~'/3,bn~1/3] pro vhodnd 0 < a < b < .

5.2 Princip maximalniho vyhlazeni

Myslenka této metody je stejnd jako pro odhad hustoty. UZijeme-li faktu, Ze

[ @ ae= [ @)y

mizeme aplikovat Terrelovu vétu[B.3|pro k = 1. V tomto p¥ipadé je

15

qi(z) = Tﬁ(l — 2%)*I_y (),
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a tedy

1/3 1/3
- n-1/3 S / < p-1/3 c1 / gv(g/)—1/3
re BEK)V(f) - B5(K) o ! ’

kde o1 = [ 22g1(z) dz = 1, V(g}) = +2. Odtud plyne, Ze
e 1/3
-3 1 ~ 4
hMS n (15ﬁ§( )) \/?U, ( .9)
o je odhadem o (viz rovnice (3.13) a (3.14)).

Pozndmka 4.3. Hodnota hyg miiZe slouZit jako horni hranice pro mnoZzinu vyhlazovacich para-

metrt volenych podle metody kiizového ovéfovani. Tedy H,, = [he, has], kde hy je nejmensi
vzdalenost mezi po sobé jdoucimi body X;,i =1,...,n.

Priklad 4.4. Pro data z pfikladu[4.1|zvolme Epane¢nikovo jadro. Pak hodnoty potfebné pro od-
had vyhlazovactho parametru metodou maximélniho vyhlazeni jsou nasledujic:

1 1
n=100, F=13426, f(K)=; o=l 7/ W?2(z)dx = 0,2571.
—1

Pak plati hyig = 1,1037 a na obrazku [4.6je zobrazen odhad distribu¢ni funkce.

1,

0.6

0.4F

0.2F

=i el e L o
=2 -1 0 1 2

n L
3 4 5

Obrézek 4.6: Odhad distribuéni funkce s hys = 1,1037, odhad (Eervend, plnd), ptivodni funkce
(modr4, ¢arkovand)

5.3 Plug-in metoda

Spole¢nym cilem metod typu plug-in (PI) je odhadnout V (F"). Za pfedpokladu dostate¢né hlad-
kosti funkce f uZitim metody per partes dostaneme vztah

V) = [ @) de = [ @) f(@) e
TudiZ se budeme déle zabyvat odhadem funkcionalu
v = [ F@) @) e

Je zfejmé, ze ¢y = Ef"(X), coZ vede k metodé zaloZené na odhadu druhé derivace hustoty f.
Vztah (83.9) pouzijeme k odhadu druhé derivace s jadrem K @ =K opt,2,4 € Sa4. Pak

Uy =n"t Z_; F/(Xi, h) = n~2h3 Z imz) (XEXJ) 7

i=1 j=1
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kde podle vztahu (3.11) je

0
hopt,2,4 = 101/9£h0pt,074~

Pak

o~

&= 3B )

Shrnutim pfedchozich Gvah dostaneme proceduru pro odhad distribu¢ni funkce F:

Procedura

1. Najdéte optimélni vyhlazovaci parametr A, 04 pro odhad hustoty s optimalnim
jadrem Kopi 0.4 € Sos.

2. Najdéte optimélni vyhlazovaci parametr ﬁopt,u pro odhad druhé derivace hustoty
podle vztahu (B3.11) s k = 4 a optimdlnim jadrem K2 € S,.

3. Vypoctéte odhad funkcionalu U s vyuZitim hodnoty hy; 2.4 ziskané v kroku 2.

4. Vydislete optimdalni hodnotu vyhlazovaciho parametru

1/3
hpy = n"1/3 <A “ >
—1B3(K)

5. Pouzijte parametry z pfedchozich krokt ke konstrukci optimalniho jaddrového odhadu
distribu¢ni funkce F(z, h) s danym jadrem K € Sps.

Piiklad 4.5. S pouzitim funkce toolboxu zjistime, Ze pro data z piikladu [f.1]je vyhlazovaci pa-
rametr uréeny plug-in metodou roven hpr = 0,5717. Na obrazku[4.7|je odhad distribu¢ni funkce
spoletné se skute¢nou distribu¢ni funkci.

1

0.8

0.6

04f

0.2

! - L oot
-2 -1 0 1 2

- L
3 4 5

Obrézek 4.7: Odhad distribu¢ni funkce s hp; = 0,5717, odhad (¢ervend, plnd), ptivodni funkce
(modr4, ¢arkovand)

6 Aplikace na redlna data

Znovu se podivejme na soubor dat z povodi feky Dyje (viz tabulky a[7.14). Podle metod pro
odhad vyhlazovacich parametrti jsme pro Epane¢nikovo jadro vypocitali tyto odhady

has = 1,9808,  hpp = 0,3636.
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(a) Odhad s hMS = 1,9808 (b) Odhad s hp] = 0,3636
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(c) Empiricka distribu¢ni funkce

Obrazek 4.8: Odhadnuté kfivky zabezpetenosti F'(x) feky Dyje v obdobi 1931-1990, na ose z je
velikost priitoku v m3/s

Na obrazku[4.8]jsou zobrazeny odhady kiivky zabezpecenosti (F(z) = 1 — F(z)) spole¢né s em-
pirickou kiivkou zabezpecenosti. Priibéh kfivky zabezpecfenosti ukazuje napiiklad, Ze priitok
8m?/s a vySsi se vyskytuje s pravdépodobnosti asi 0,3, pritok 20m®/s a vyssi se vyskytuje
s pravdépodobnosti 0,1. Provoz ptehrady tedy stabilizuje mési¢ni pritok v rozmezi 5 — 8 m?/s
s pravdépodobnosti 0,9 — 0,3.

Nasledujici datovy soubor pochazi z rozsahlé studie, v niZz autofi studovali vliv substituentt
v 2,4-diamino-5-(substituovany benzyl)pyrimidinech. Biologicka aktivita pfi inhibici dihydro-
folat reduktdzy byla méfena pomoci asocia¢ni konstanty. Data jsou v tabulce a jsou do-
stupnd na osobnich strankach Dennise D. Booseﬂ kde je také odkaz na ptivodni ¢lanek Jonathana
D. Hirsta z roku 1994.

UZzitim vySe uvedenych metod jsme (pfi pouziti Epane¢nikova jadra) dostali nasledujici hod-
noty vyhlazovacich parametra:

hmvs = 0,1139,  hpr = 0,1931.

Na obrazku |4.9|jsou uvedeny odhady distribu¢ni funkce s témito parametry a také je zde pro
srovndni uvedena empirickd distribu¢ni funkce.

2http://wwwé.stat .ncsu.edu/-boos/var.select/pyrimidine.html
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(a) Odhad s hMS = 0,1139
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(b) Odhad s hipy = 0,1931

0.2 0.4 0.6 0.8

(c) Empiricka distribuéni funkce

Obrézek 4.9: Odhadnuté distribu¢ni funkce pro vliv substituentti v pyrimidinech
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Shrnuti

Odhad distribu¢ni funkce F'(x) v bodé z je tvaru

Flz) = iiw <xhXi) . W) = /‘; K(t)dt.

Asymptoticka stfedni kvadraticka chyba jadrového odhadu distribu¢ni funkce je souc¢tem
asymptotického tvaru rozptylu (AIV) a druhé mocniny vychyleni (AISB)

~ 1 h
AMISE F(-,h) = - /F(x)(l — F(z))dz — e + coh?t |
AISB(h)

ATV (h)

kde )
c1=1 —/ W2(t)dt, co= iBS(K)V(F”).
-1

Optimalni vyhlazovaci parametr vzhledem k AMISE pro odhad distribu¢ni funkce je tvaru

. 1/3
_1/ 1
hopt,0,2 = 1/3 (402) )

Metody pro odhad optimdlni hodnoty vyhlazovaciho parametru h

t] hopt,O,Z = O(n*1/3)

e metoda k¥iZového ovéfovani hey = arg minge gy, CV(h)
1 — ~ 2
CV(h) = 52/ (1(_w,x](xi) - F,i(:v,h)> dz,
i=1
e metoda maximdlniho vyhlazeni

s e, 1/3\f
h =n" —_ 7
M = (155300) 7

¢ plug-in metoda
1/3
- 1
hpI =N 1/3 —_— .
— 1 B3 (K)

Vystupy z vyukové jednotky

Student

e znd zakladni typy jadrovych odhadi distribu¢ni funkce a jejich statistické vlastnosti
e ziskal pfehled o metodéach pro volbu vyhlazovaciho parametru
e je schopen navrhnout a implementovat proceduru pro zpracovani redlnych dat

e se naudil pouZivat piislusny toolbox v Matlabu a dokédZe zkonstruovat jadrovy odhad dis-
tribu¢ni funkce pro dand redlna data

64



Cviceni

1. Odvod'te tvar funkce W (z) pro kvartické jadro K (z) = 12(1 — 2%)%I[_1 ;) (2).
Dokazte vlastnosti[2} Ba[4 funkce .
Dokazte vztahy a (4.8).

Odvod'te tvar vyhlazovaciho parametru podle metody maximalniho vyhlazeni pro kvar-
tické jadro.

=@ N

5. Aplikujte metodu maximélniho vyhlazeni a plug-in metodu na simulovana data z ukdzkového

piikladu
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Kapitola 5

Jadrové odhady dvourozmérnych
hustot

1 Motivace

UvaZujme soubor dat ze studie The State of the World’s Children (UNICEF), ktery obsahuje miru
umrtnosti déti od narozeni do péti let véku pocitanou na 1000 Zivé narozenych déti a o¢ekdvanou
délku zivota narozeného ditéte (s ohledem na timrtnost v dané populaci v dobé jeho narozeni)
v 72 zemich, které mély v roce 2001 hruby narodni produkt mensi nez 1000 americkych dolart
na osobu a rok. Chceme védét, jaka je pravdépodobnost, Ze dité narozené v zemi s vysokou

40F x x 4

L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350

Obrazek 5.1: Studie UNICEF — mira amrtnosti (osa z) a otekdvana délka Zivota u déti (osa y)
mirou dmrtnosti, se doZije vyssitho véku. P¥ipadné, zda se v datech nevyskytuji shluky, tj. zda jde
o vicemodalni hustotu. V tomto pfipadé se jedna o odhad dvourozmérné hustoty.

Odhady vicerozmérnych hustot se budeme zabyvat v této kapitole. OvSem ve vicerozmérném
piipadé nevystac¢ime s jednim vyhlazovacim parametrem, ale je tfeba specifikovat matici vyhla-
zovacich parametr(i. Tato matice fidi jak hladkost, tak i orientaci vicerozmérného vyhlazeni. Bu-
deme se zabyvat jadrovym odhadem, ktery je pfimym rozsifenim jednorozmérného odhadu
z kapitoly 3} a zamétime se zejména na odhad dvourozmérné hustoty. Tedy nasim cilem je rekon-
struovat hustotu pravdépodobnosti z nahodného vybéru.

Pozndmka 5.1. Jadrové odhady dvourozmeérnych hustot se obvykle znazoriiuji pomoci vrstevnic,
které umoznujf snazsi nahled na odhadnutou funkci.
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2 Zakladni typy odhadt

Podobné jako u odhadti hustoty miiZeme pouZit histogram, ale ten ma zminéné nevyhody — jde
o schodovitou funkci a je citlivy na volbu pottu a sifky tiidicich obdélnikii - viz obrazek[5.2]
Piiklad 5.1. Méme dan datovy soubor o velikosti n = 100 generovany ze smési tff normélnich
hustofl] N (0, -1;1/3,1/3,0), N(0,2;1,1,0) a N(0,4;1/3,1/3,0) (Data jsou v tabulce[7.6])
_13 sere?) 1 i@rre-2?) 13 —ietrw-9?)
S T P AEP

Z obrazkals.2(a)|a[5.2(b))je patrné, Ze histogram nepostihuje charakteristické rysy hustoty pravdé-
podobnosti dat, kterd je zobrazena na obrazku

(b) 5 x 10 obdélnikt

(c) Hustota simulovanych dat

Obrézek 5.2: Histogramy s rliznymi pocty tfidicich obdélniki a hustota pro data z piikladu

Prejdeme nyni k jadrovym odhadtim dvourozmérné hustoty. Predpokladejme, Ze mame k dis-
pozici ndhodny vybér ([X1,Y1],...,[X,,Y,]) z dvourozmérného spojitého rozdéleni s hustotou
f(z,y). Jadrovy odhad hustoty f v bodé [z,y] € R? je definovany vztahem

: 1 ¢ 1 ¢
fla,yH) =~ Ku(r— X,y —Yi) = mZK(H‘l(»@ ~Xoy-Y)T), 6D
i=1 i=1

K je dvourozmérné jadro a H je pozitivné definitni matice typu 2 x 2 a |H| znadi jeji determi-
nant. Prvky matice H se nazyvaji vyhlazovaci parametry a matice se pak zkracené oznacuje jako
vyhlazovaci matice.

Jadro K je dvourozmérna funkce, kterou mtizeme ziskat pomoci jednorozmérného symet-
rického jadra K (K € Spz). Existuji dva typy téchto jader:

e soucinové jadro K¥ (x,y) = Ki(z) - K1(y),

IPouzivame zde zkraceny zépis pro dvourozmérnou hustotu normélniho rozdéleni, a to N (1, p2; o%, ag, 0)
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o sféricky symetrické jadro K°(z,y) = ¢, 'K1(v/22 + 42), e, = [ K1(v/22 + y?) dz dy.
Pfiklad 5.2. Epane¢nikovo jadro, které je v jednorozmérném pripadé tvaru K (z) = 2(1 — z?),
ma nasledujici dvourozmérné varianty

9
Kp(xvy)zﬁ(l_xQ)(l_y2) pro _1§xay§17

KS(ay) = 2

Z(1—-a2®—y?) pro 2?+yP <1
™

Na obréazku[5.3]jsou zobrazeny vrstevnice téchto jader.

1 1

-1 0 1 -1 0 1

Obrazek 5.3: Souc¢inové (vlevo) a sféricky symetrické (vpravo) dvourozmérné Epanecnikovo
jadro

Pozndmka 5.2. V praxi se ¢asto pouZiva Gaussovo jadro

1
K(z,y) = %e_(”ﬁ#)/?, [z,y] € R%.

Kromé jeho vyhod pii vypoctech statistickych vlastnosti odhadu, ma navic zajimavou vlastnost,
a to, Ze je soucinovym i sféricky symetrickym jadrem.

Podivejme se blize na matici H. Jde o matici vyhlazovacich parametrti, které idi hladkost
vysledného odhadu. Navic také udavaji orientaci odhadnuté hustoty. RozliSujeme tfi zdkladni
tfidy vyhlazovacich matic:

e tifida S, kterd obsahuje matice s jedinym vyhlazovacim parametrem,
e tfida D, kterd zahrnuje diagonalni matice,

e tfida F, ktera obsahuje tzv. pIné matice.

Rozdily mezi jednotlivymi maticemi jsou patrné z tabulky kde jsou zobrazeny vrstevnice
sféricky symetrického Epane¢nikova jddra v zavislosti na tfidé matic.

Budeme se zabyvat jadrovymi odhady s diagonalni vyhlazovaci matici. Jidrovy odhad s ma-
tici tfidy S dava ve vSech smérech stejnou miru vyhlazeni, coZ neponechédva pfili§ mnoho pro-
storu pro zachyceni variabilty dat. Na druhou stranu p¥i pouZiti matice tfidy J je potfeba od-
hadnout vétsi pocet parametrti, coZ znamena vyssi vypocetni ndro¢nost.

Konstrukce jadrového odhadu je analogickd konstrukci jednorozmérného odhadu. Tedy v kaz-
dém bodé [X;,Y;] sestrojime jddro Ky a odhad v bodé [z, y] je pramér n hodnot jader v tomto
bodé - viz obrézek 5.4l

3 Statistické vlastnosti jadrovych odhadt hustoty

Stejné jako u jadrovych odhadti jednorozmérnych hustot mtizeme kvalitu jaddrového odhadu hus-
toty popsat lokdlné pomoci sttedni kvadratické chyby:

(K& * f)(@.y) — (Kex* £)2 (@) +((Ka * f)(@y) — fz,y)

bias

MSE f(z,y, H) =

1
n

var
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Tabulka 5.1: T¥idy vyhlazovacich matic
S D F

Rz 0 h2 0 ht  his
0 h2 0 h3 hia b3

Obrézek 5.4: Konstrukce jaddrového odhadu hustoty

nebo globalné pomoci stfedni integralni kvadratické chyby
MISE f(-, H) = / MSE f(z,y, H) dz dy.

Optimélni vyhlazovaci matice minimalizuje MISE. Je zfejmé, Ze tyto optimélni hodnoty vy-
hlazovacich parametrti neni mozné z MISE p¥imo vyjadfit. Stejné jako u odhadu jednorozmér-
nych hustot se budeme zabyvat asymptotickou stfedni integralni kvadratickou chybou AMISE.

Vypocty pro matici tfidy F jsou velmi ndro¢né, a proto se v dal$ich tivahdch omezime na
odhady s diagonalni matici.

Véta 5.1. Predpoklidejme, Ze funkce f, jidro K a diagondlni matice vyhlazovacich parametrii H =

hi

diag(h?, h3) = splituji nasledujici predpoklady:

2

(i) Necht H = H,, je posloupnost matic takovijch, Ze (nh3h3)~t a proky h? a h3 konverguji k nule pro
n — o0o.

(ii) Dile necht vSechny druhé parcidlni derivace funkce f jsou ohranifené, spojité a integrovatelné se
Ctvercem.

(iii) Jddro K splriuje

// oK (2, y) du dy // YK (2, y) da dy = 0,
// 22K (2, y) du dy = // V2K (2, y) de dy = B (K).

MISE f(-, H) = AMISE f(-, H) + o(h{ + h3) + o((h1han) "),

Pak plati

69



kde

2 V(K 1
anse 7B = Y L0yt (1) + om0V () 1V, 62
1762
AIV(H) AISB(H)

pFicemz oznaceni je ve shodé s predchozimi kapitolami, tj. V (g) = [[ ¢*(x,y) dz dy.

Dtikaz véty o tvaru AMISE je zaloZen na Taylorové rozvoji funkce f(xz,y) a 1ze jej nalézt napf.
v knize [14].
Hodnoty parametrd hy, ho, pro které AMISE nabyva minimdalni hodnoty, jsou dany vztahy:

1/6
_ V3 (fyy)V (K)
opt = (nﬁ%(K)V3/4(fwx)[V(fwy) + V1/2(fm)V1/2(fyy)]> ’ )
V(o) V() v
h2,0pt = - ki . (54)
(”BS(K)VSM(fyy) [V (fay) + VY2 (far)VY2(fyy)] )

Z téchto vztahd plyne, Ze mnoZina pifpustnych vyhlazovacich parametri je tvaru a;n=!/¢ <
hy < bin~Y%, agn=1/% < hy < byn~1/ pro vhodné konstanty 0 < a; < by < 00,0 < ag < by < oo.

Ukézkovy p¥iklad 5.3. Piedpokladejme, 7e zndme tvar hustoty f(z,y) = 2 e 3@ +%)/2 pro
[z,y] € R% Vypotitejme hodnoty optimélnich vyhlazovacich parametrti pro odhad se souinovym
Epanecnikovym jadrem.
Podle vztaht a potfebujeme spotitat vyrazyf|
_ 3 sttt

fry) = e ,

Vifar) = /fiw(:c,y) dzdy = // frawe(@,y) f(z,y) dzdy = 3* - (2m) 7",

Vi) = [[ 2earay= [[ nte.nsea) =5 oo,

V(fyy) = // fyZy(x7y) drdy = // Fyyyy (@, 9) f(z,y)dedy = 3. (2m)~ L
Pro sou¢inové Epaneénikovo jadro K (z,y) = (1 — 2?)(1 — y?) plati

V(K) :/ K?(z,y)dzdy = 0,36,

52(8) = [[ K@) dray = [[ PRy dray =02
Pak pro optimélni vyhlazovaci parametry mdme
W (31 (2m)~1)3/*. 0,36
Lopt = 5,00,22(34 - (27)—1)3/4 33 (2m) 1 + (31~ (2m)~1)1/2(3% - (2m)~1)1/2]

W (3% (2m)~1)3/%.0,36
2,0pt — n- 0,22(34 . (27r)f1)3/4 [33 . (271_)71 + (34 . (271_)71)1/2(34 . (2%)*1)1/2] .

Tedy hy = 0,8978 - n=1/6, hy = 0,8978 - n~1/6.

Oba parametry jsou totozné, coz se dalo otekavat, protoze hustota f(x,y) je symetrickd jak
podle osy z, tak podle osy y.

Tedy pro soubor o 100 prvcich bude vyhlazovaci matice rovna Hop 0o = diag(h}, h3) =
diag(0,776,0,776). Odhad s optimalni vyhlazovaci matici pro tento datovy soubor (viz tabulku[7.7)
jsou na obrazku

2pouzili jsme metodu ,per partes” pro vicerozmérné integraly.
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-2 . . .
-2 -1 0 1 2

Obrézek 5.5: Odhad hustoty z ukézkového ptikladu[p.3] odhad (Cervend, plnd) a piivodni funkce
(modr4, ¢arkovand) pfi pouZiti souc¢inového Epaneénikova jadra

4 Volba jadra

Podobné jako u odhadu jednorozmeérné hustoty neni volba jadra podstatnd. Je vhodné zvolit
soucinovy tvar optimdlniho jadra. Tim zajistime jistou hladkost vysledného odhadu a navic
vypocty s vyuzitim sou¢inovych jader jsou jednodussi.

Pozndmka 5.3. V literatufe se také vyuziva Gaussovo jadro K (z,y) = (2m) ! e~ (@ +¥°)/2 Které se
zd4 byt vyhodnéjsim pii studiu asymptotickych vlastnosti jadrového odhadu. Na druhou stranu
ma nevyhodu, Ze jeho nosi¢em je cela redlnd osa, coZ zptsobuje ,nedokonalost” p¥i odhadech
hustot s omezenym defini¢nim oborem.

5 Volba vyhlazovaciho parametru

5.1 Metoda referenéni hustoty

Pfedpokladejme, Ze ndhodny vybér ([ X1, Y1), ..., [X,,Y,]) pochdzi z normélniho rozdéleni s hus-

totou
1 _ =2 4%
e 207 203

flz,y) =

2mo109

ajadro K je dvourozmérnou standardizovanou normdlni hustotou, tj.

1 2 g2
K(a,y)=5-¢ 7%

Pak podle metody referen¢ni hustoty 1ze ziskat tento odhad vyhlazovaci matice
G213 g

Hger = O
0 oan~1/

Mev s

kde 57 jsou odhady rozptylt pro jednotlivé proménné. Obecngj§i tvar tohoto vztahu, ktery je
znam také jako Scottovo pravidlo, 1ze nalézt v [13].
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Pfiklad 5.4. Pro simulovana data z pfikladu[5.1]je matice vyhlazovacich parametrt podle metody
referen¢ni hustoty rovna s vyuZzitim Gaussova jadra takto:

0,1202 0
0  0,9945

Hger =

Na obrazku je vykreslen odhad hustoty s pomoci Gaussova jddra a porovnani odhadu se
skute¢nou hustotou.

6 T T T 6 T T T T T 6
x x % 5F 5F
4 X Xy :x’:’(‘ *x
x ?‘x % 4 x 4r
X x x 3 3l
* *O% x
% x Xy
2r 2t Jl
* Xk ox
x x
* * it 1t
0 x
r x 0 ot
x e
xS e X -1 -t
£
x
-2t )(’§§ Lot Lot
-2 0 2 %2 1 o0 1 2 3 %% a1 o0 1 2 3
(a) Data (b) Odhad s Hrgp (c) Skutetna hustota

Obrézek 5.6: Jadrovy odhad dvourozmérné hustoty z p¥ikladu[p.1]s Gaussovym jadrem — metoda
referen¢ni hustoty

5.2 Metoda kiizového ovéfovani

Metoda kfiZového ovéfovani je zaloZena na odhadu hustoty v bodé [X;, Y]] s vynechanim tohoto

pozorovéni. Funkci metody kffZového ovéfovani CV miizeme zapsat ve tvaru

// (z,y, H dmdy—fo (X;,Y;, H).

kde
f (X%Y;yH 72[(}1 Xz_XJ,Y;—Y})

J#l
Nékdy se metoda CV nazyva nevychylend metoda kifiZového ovéfovani (unbiased cross-
validation), divodem je jednoduchy vztah mezi CV a MISE, ktery uvadi nasledujici véta.

Véta 5.2. Funkce CV je nevychylenym odhadem MISE, tj. plati
ECV(H) = MISEf / f2(z,y) dz dy.

Diikaz. Vypoctéme stfedni hodnotu CV:
ECV(H E//f z,y, H dxdy——ZEf (X;,Y;, H)
= E// (@, y, H)dz dy — 2EKu(X; — X2, Y1 — Y2)

:E//fQ(x,y,H)dxdy—z/// Ku(z —u,y —v)f(x,y)f(u,v) dz dy dudv
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a upravou MISE

MISE f(-, H) = E//(f(x,y,H) — f(z,y)) dzdy
:E/ fz(x,y,H)da:dy—2E/f(x,y,H)f(x,y)dxdy+/ f(z,y)dzdy
:E//f2(m7y7H)dxdy—2/// Ku(x —u,y —v)f(z,y) f(u,v) de dy du dv

+//f2(x7y)dmdy.

Porovnanim upravenych vyrazti dostaneme tvrzeni. O
Optimalni matici vyhlazovacich parametrd vzhledem k metodé CV oznac¢ime Hey, tj.

Hey = arg Ir{nel% CV(H).

Pfiklad 5.5. PouZijeme-li sou¢inové Epanecnikovo jadro, pak pro simulovand data z pfikladu[5.1]
dostanem matici vyhlazovacich parametri uréenou podle metody kfiZového ovéfovani v nasle-
dujicim tvaru:

14532 0
00,1431

CvV —

Na obrazku[5.7)je vykreslen odhad hustoty s touto matici.

6 T T T 6 T T T T T 6

—2t x Ll Ll

- - - -3 L L L L L = L L L L L
-2 0 2 B 2 4 0 1 2 3 3 2 -1 0 1 2 3

(a) Data (b) Odhad s Hcy (c) Skute¢na hustota

Obrazek 5.7: Jadrovy odhad dvourozmérné hustoty z piikladu se soucinovym
Epane¢nikovym jadrem — metoda kiiZového ovéfovani

6 Aplikace na redlna data

Vrafme se k datovému souboru z motiva¢niho odstavce. Jak uZ jsme zminili, data pochézi ze
studie The State of the World’s Children (UNICEF) a obsahuje miru timrtnosti déti od narozeni
do péti let véku pocitanou na 1000 Zivé narozenych déti a otekdvanou délku Zivota narozeného
ditéte (s ohledem na dmrtnost v dané populaci v dobé jeho narozeni) v 72 zemich, které mély
v roce 2001 hruby ndrodni produkt mensi nez 1000 americkych dolarti na osobu a rokﬂ Data
jsou shrnuta v tabulce

3http://www.unicef.org/sowc03/tables/tablel.html
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x

601 B3 x 4
x

501 x £3 4

a0 x x B

L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350

(a) Data

L L L L L L L L L
-50 0 50 100 150 200 250 300 350 250 0 50 100 150 200 250 300 350

(b) Odhad s Hrgr a Gaussovym jaddrem (c) Odhad s Hcy a Epane¢nikovdm jadrem

Obrazek 5.8: Vrstevnicové grafy odhadnutych hustot pro data ze studie UNICEF - na ose x je
mira Gmrtnosti déti do péti let (na 1000 Zivé narozenych déti) a na ose y ocekdvana délka Zivota
narozeného ditéte

Odhady vyhlazovacich matic podle uvedenych metod jsou tyto

1145,2 0 674,14 0
Hger = Hcy =
0 249 0 5935

Na obréazku/5.8|jsou zndzornéna data, vrstevnice jddrového odhadu s Gaussovym jadrem a matici
ur¢enou metodou referen¢ni hustoty a vrstevnice odhadu se sou¢inovym Epane¢nikovym jadrem
a maticf uréenou podle metody kfiZzového oéfovani. jadrem.

Nasledujici datovy soubor pochazi ze studie koncentrace lipidti v krevni plazmé, kterd vysla
v Casopise Circulation v roce 1980. Vybérovy soubor, ktery jsme pfevzali z [11] a s nimZ zde
pracujeme, obsahuje méfeni mnozstvi cholesterolu a triglyceridu v krevni plazmé u 320 pacientf,
ktet1 si stéZovali na bolest v hrudniku a u nichZ bylo potvrzeno ziZeni tepen. Data jsou shrnuta
v tabulkach[Z16a[Z17

Matice vyhlazovacich parametrti uréené podle metody referenéni hustoty a metody k¥iZového
ovéfovani (s Epane¢nikovym jadrem) jsou nésledujici:

270,5 0 1797,2 0
Hggr = Hev =
0 1516,5 0 892,7

Na obrazku jsou znazornéna data, na obrazku jsou vrstevnice jadrového odhadu
s Gaussovym jadrem a matici ur¢enou metodou referenéni hustoty a na obrazku jsou zobra-
zeny vrstevnice odhadu se sou¢inovym Epane¢nikovym jadrem a matici uréenou podle metody
kifZzového oéfovani. jadrem.
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500 —% ‘ 500 x X ‘ 500 R :

400

300

200

100

0 ' ! . . . .
100 200 300 400 fo0 200 300 400 fo0 200 300 400
(a) Data (b) Odhad s Hrgr a Gaussovym () Odhad s Hcv a

jadrem Epanetnikovam jadrem

Obrézek 5.9: Vrstevnicové grafy odhadnutych hustot pro koncentraci lipidd — na ose x je vyne-
seno mnozstvi cholesterolu (v miligramech na 100 ml plazmy) a na ose y mnozstvi triglyceridu
v krevni plazmé (mg/100 ml)
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Shrnuti

Odhad dvourozmérné hustoty pravdépodobnosti f(z,y) v bodé [z, y] je tvaru

fla,y, H) = \H\ZK( -~ Xiyy - Y)")

Dva typy jader:
e soutinové jadro: K (z,y) = Ki(z) - K1(y),

o sféricky symetrické jadro: K°(z,y) = ¢ " K1 (/22 + 42), e = [ K1(v/22 + y2) dz dy.

Asymptoticka stfedni integralni kvadraticka chyba dvourozmérného jadrového odhadu

V(K)

AMISE f(-,H) = Y

- 52( )(R1V (foz) + 20303V (fay) + B3V (fyy))-

Optimalni vyhlazovaci parametry vzhledem k AMISE

. 1/6
R opt = ( Vd/4(fyy)V(K) >
> nB3(E)V3/4(fu) [V (Foy) + /V (For)V (Fyy) ’

1/6
< V(£ )V (K) )
nB3(E)VV3/4(fu) [V (fay) + /V (fax)V (Fyy) '

hZ,Dpt =

Metody pro odhad optimélnich hodnot matice vyhlazovacich parametrtt H = diag(h1, h2)
e metoda referen¢ni hustoty
hirmr = 0in~ /0, i=1,2,

My

e metoda kiiZového ovéfovani

Hoy = arg min OV(H), // (2,9, H dxdy—fo_ (X, Y. H).

=1

Vystupy z vyukové jednotky

Student
e znd soucinova a sféricka dvourozmérna jadra pro odhady dvourozmérnych hustot
e porozumél principu vyhlazovani dvourozmérnych hustot
e pochopil nejjednodussi metody pro volbu prvki diagondalni vyhlazovaci matice

e zvladne pouziti pfislusného toolboxu v Matlabu pro simulaéni studii i pro zpracovani
redlnych dat
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Dodatek

Symetrickd matice A je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyZz vSechny jeji hlavni minory (subde-
terminanty) jsou kladné, tj. plati

aix aiz -+ Gln
a1 Q22 - G2p a1l a2
A= . . . . Mu:‘an‘>07M22: >0,...,Mnn:|A‘>0.
: : . : a21  a22
an1 an2 T Ann
Cviceni

1. Urcete soucinové a sféricky symetrické dvourozmérné jadro odvozené z kvartického jadra
K(z) = 12(1—2?)2

16
2. Odvod'te vztahy a pro optimalni vyhlazovaci parametry.
3. UkaZte, Ze pro optimdlni vyhlazovaci matici vzhledem k AMISE f(-,H) plati
AIV(Hawmise) = 2 - AISB(Hawmisg),
kde Hanise = arg mingep AMISE.

4. Aplikujte metodu referen¢ni hustoty a metodu kfiZového ovéfovani na simulovana data z
ukazkového prikladu

5. Ovéite, Ze matice A je pozitivné definitni matici

6 —1 2
A=|-1 4 -3
2 -3 9
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Kapitola 6

Navody ke cvicenim a odpovédi na
otazky

Kapitola

Cv.[I] Je ztejmé, Ze jadro K., ma nosi¢ [—v, 7). Do funkcionalu T' dosadime jadro K (¢):

B k—v ﬁ
5 g 2v+1
T(Ks) = ( K3(t) dt) ‘/ t*K5(t) dt ]
-5 -5

~ 5 ) y k—v 5 . 1 ¢ 21 ﬁ
_= 2 —_— . p—
_ ( = (6> dt) ‘/_57: 5V+1K(6> dt

Ve v 0 2
/_1 s2v+2 0K"(x) dx) ‘/ 5u+1 dz

2u+1‘| 2kl
2

2k+1 %
S el R G R V) (S A
5(21/+1)(k—1/)

Cv.d Vyraz

/(K*K xjdx*//K K(z — 2)2? dzdz

spocitdme postupné pro jednotlivé hodnoty j.

//K (x — 2 dzd:c*/K /Kxfz)dldz

= | substituce vnitfniho integralu: z — z = w| = /K(z) / K(w)dwdz

:/K(z)dz-/K(w)dwz

Podobné pro j = 1 a j = 2, pfitemz vyuZivame vlastnosti jadra (definice [1.T).
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vy

Cv.[§l Ovéfime podminky jadra tfidy Soz, tj.

. f71 K(z)dr =1 — odtud spotitime hodnotu konstanty A = 7,

. f_ll 2K (z) de = 0 — metodou per partes spocitime nebo tivahou o integrovéni liché
funkce pfes symetricky interval odvodime, Ze vztah plati,

o [ _11 22K (z) dz = 0 — dvojim pouZitim metody per partes vypocitdme hodnotu (K ) =
1 — & = 0,1894, kterd je nenulova, tudiz jde o jadro t¥dy Sos.

Nakonec, s vyuzitim Vztahu pro druhou mocninu funkce cosz, tj. cos® z = (1 + cos2z)/2,

spotitéme hodnotu V(K) = [ K?(z) dz = ’{—; =0,6169.
Kapitola
Otézka na str.[I5 Obdélnikové jadro: Kj(z) = 5~ pro z € [—h, h]. Vahy Nadarayova-Watsonova
odhadu:
Kp(xo — ;) sl _nn (@0 — ;)
Wi(zo, h) = == = == :
S Kn(wo— ) YU, gplionm(zo — )
s li—nm (o —x:)  Ti_p (w0 — 24)

sili—nn (o —x5)  ndj_p py(x0 — 25)
Tedy NW odhad s obdéInikovym jadrem je totozny s klouzavym primérem (viz obr.2.7(b)).
Cv.[I Obdélnikové jadro: K (z) = 55 pro z € [—h, h]. Priestleytiv-Chativ odhad:

1 1 -
mpc(z, h) ZKh (x —2)Y; = Z%I[_h,h](fv—wi)yi = %ZEI[—h,h](x_xi)~
; i=1

Cv.2

Pyl 1(151(() Z?lh*Ks(“ )

Cv.[d Do vztahu (2.13) dosadime hodnoty V(K) = 1,250 a B4(K) = —0,0476 (z tabulky
a z regresniho modelu

[ - o’V (K)(k!)?
opt,0,k anﬁi(K)V(m(k)),
0,25 - 1,25 - (41)2 _
RO = il =3,2705-107"
opt:0:4 = 974100 - (—0,0476)2 - 3278 ’
hopt,0,4 =0,41.

Cv.[§ Ve vztahu (2.7) pouzijeme Taylortv rozvoj

m(x — hu) = m(x) — hum/(z) +--- + #hkukm(k) (z) + o(h¥).
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VyuZzijeme vlastnosti jddra K € Sy, a dostaneme

Ein(z, h) = m(z) + (-1)* ﬁk( ym®)(z) + o(h*) + O(n~1).
Dale postupujeme jako p¥i odvozeni vztahu (2.11).
Cv.[] Spocitejme nejdiive derivaci AMISE mi(-, h) (viz vztah 2.12))

JAMISEm(-h)  o?V(K) 2k ..

dh nh? (k!)?
JelikoZ hleddme minimum funkce AMISE m (-, k), poloZime tuto derivaci rovnu nule
_o*V(K) 2k

R2182(K)V (m®)) = 0.

nh? (k!)?
Nechf hpe 0.1 je feSenim této rovnice. Déle vyndsobime tuto rovnici parametrem hps o k
o’V(K) = 2k

PV(E) |

h2 (k) _
nhoptOk: (lﬁ')Q ptOkﬁk( )V(m ) 07

neboli
c?V(K)
2k s hoy *)
nhOpt,O,k (kl)2 ptOkﬂk( YV (m'"™)
ALV (hopt,o) = 2k AISB(Ropt,0,k)-
Kapitola[3|

Otézka na str.[31] Obdélnikové jadro: Kj,(z) = 5 pro z € [—h, h]. Odhad hustoty

= ; ;Kh(x — Xz) = E ; %I[—h,h,](x — Xl) = % ;I[—h,h](x — XZ)

Tedy v kazdém bodé z; sestrojime obdélnik se
sitkou 2h a vyskou (2nh)~!, tyto odhady se pak
se¢tou. Tomuto typu odhadu se také fika na-
ivni odhad. Naivni odhad v jistém smyslu osvo- 2N}
bozuje histogram od volby polohy tfidicich in-
tervald. Tento odhad ,klouZe” pfes data — jako
histogram pro odhad hustoty odpovida regreso-
gramu pro odhad regresni funkce, tak vysledek

odhadu hustoty s obdélnikovym jidem od-

povida klouzavému prameéru u regrese. x_i~h X x_i+h

Cv.[

V(K)
L RV O)

B VI 1B,
= T(K) (nhT(K) e T <f(k)’>

2k+1 _ V(K)
52k6k( ) 4 - BE(K)

AMISE f(-,h) =

Pomocné vypocéty: T(K) =
V(K) _ V(K)o
LK) ~ e~ o T

(K)_ Bi(K) _ b
T(K) ogBr(K) o
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Celkem

; Sok 1o V™

AMISE f(,h) =T(K h .
Jh) =T(K) (nhT(K) G =

Cv.[2] Pro danou hustotu f(z) = 20x(1 — z)3 spotitdme jeji ctvrtou derivaci: f*) (z) = —480, pak

V(f@W) = 480%. Dosazenim do vztahu s vyuZitim vlastnosti jadra K € Sp4 dostaneme

h2k+1 — M
opt,0,k 2knv(f(k))’
1,25
ort,04 ™ 9. 4.50.4802 2-4-50-4802
hopt.o.4 = 0,5326

Tato hodnota je pfili$ velkd na to, aby byla optimalni hodnotou vyhlazovacitho parametru
pro hustotu, kterd je definovana na intervalu [0, 1]. Ve vypoctu samotném neni chyba, avsak
byl porugen piedpoklad o spojitosti derivaci funkce az do fadu 4 veetné — viz vétu[3.2] Uz
prvni derivace této funkce hustoty neni spojitd (nakreslete si jeji graf).

Cv.[3] Postupujeme podobné jako v ukézkovém piikladé na str.36, hopi0.0 = 0,9221 - n =1/,

Cv a) o= f_ll 22gp(z) dz, gr(z) = Ap(1 — 22)F 1 a A, = (kﬁ’)ﬂ% pak

1 1
or = Ak/ 22(1 — 22l de = Ak/ z-z(l—2?)*d

-1 -1
_ r_
U= u =1

U/ — .'L'(l _ $2)k+1 v = 2(]:74{2)(1 _ $2)k+2

-1 ! g
— A [:c-(l—a:z)]”ﬂ +Ak./ — = (1-2%)2dg
—1

2(k +2) 1 2(k+2)
1 ! 2\ k42
k2(k+2)/_1( 7)) de
Vime, ze
1
/ A (1 =22 de =1 (9x+1 je hustota).
-1 —
=gr+1(x)
Odtud plyne, ze
1
1
1— JIZ k+2 dz = 7
[1( ) Ak+1
a tedy
1 1
2 Ay — =
o “ok+2) A
_ (2k+3)! 1 ((k + 1) + 1)1222(k+1)+3
(B 1)122%E8 2k + 2) 2(k+1) +3)!
(2K + 3)!(k + 2)1222k+5 1

(k+ 1)2226+32(k + 2)(2k + 5)] 2k +5'
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b)

2
ag ag Ug ag ag o
:/tQig a —/tQ t)dt = o2.
Og
_0-2

(Podrobnéji napt. [5].)
Cv.[5 Vztah prok =2:
REF = 7(4)!2

Dale pro Gaussovo jadro K(z) = ﬁe_ﬁﬂ plati V(K) = ﬁ, Bo
1/5 1/5
V(K) _ (1
(Bz(K)) = <2ﬁ) . Pak

8vm\s /1 \'" . 4N\1/5
hREF_( 3 ) (2ﬁ> on _(%) 7

Kapitola 4]
Otézka na str.[55 Obddélnikové jadro K (z) = 3, tedy funkce

T 1 | t1” r+1
W(z) = “dt= | —dt=1|-| = .
(=) /_002 /_12 [2]1 2

1

0 r < —1,
W(z)=q2t zel-1,1] ’
1 x> 1.

F(z,h) =237 etlow = 14 150 o 3“ Vlastnost1 W( ):
1 371
5 (z+1)* 1 [(=z+1) 2
/ W / el N
271
/ W achldxl[(aerl)} 1
2 2 |,
Cv.[d] Podle definice sta&i integrovat polynom, ktery odpovida kvartickému jadru, tj.
15 15
W(z) = — %)% dt = 1—2t% + %) dt
@= [ pa-epa=g [ -
15 2, 1% 15, 2 1, 8
16[ 3t T } 1 16( 390 te2 +15) 16(3:10 023 + 152 + 8)

Cv.2l e Vlastnost[} plati W’ (z) = K (),

/ W () da = u =1 U=2x
-1 v=W(x) v =W'(z)=K(x)
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Protoze 0 < W (z) < 1, pak plati f_ll W2(z)dz < f_ll W (z)dx = 1.
e Vlastnost[

/_11 W(z)K(x)dz =

W(1)=1laW(-1)=0

T=1-T = T:/1W(x)K(x)dx:1.

/ aW(x)K (z)dx = e B :11 ,
-1 v =K(@)W(x) v=3W?*()
= [x%WQ(x)]l_l - /_1 %WQ(l‘) dz = % - %/_1 W?(x)da

_ % (1 _/11 W?(z)dx> .

Cv.Bl Vztah pro AMISE zderivujeme vzhledem k h, poloZime roven nule a vypocitdme h:

dAMISE F (-, h)
dh
Toto vypotitané h dosadime do rovnice a upravime.

1
=-—c—+ 482h3 = 0.
n

Cv.d Kvartické jadro: K(z) = 12(1 — 2?)?, B2(K) = 1 a [', W2(z)dz = 0,7835. Dosadime do
vztahu (4.9) a dostaname

7-(1-0,7835)\"*

havs =n~ /3 ((1)) V7.6 =4,5089-5-n"/3.
15- 45

Kapitola

Cv.[ll Hodnota ¢, = [ K1 (\/2? + y?) dz dy pro kvartické jadro je 7/3.

Cv.2] Zderivujeme vztah pro AMISE a dostaneme

dAMISE f(-, H VIK) 1
0= dhlf( ) _nh(%hi + B ARV (frn) +4mh3V (fay)  (61)
dAMISE f(-, H VIK) 1
0= dhzf( ) - _nh(lhé + ZBS(K) (4h3h2V (fuy) + 403V (fyy)) 6.2)

Prvni rovnici vyndsobime h,, druhou rovnici vyndsobime h a odecteme je

0= (B R) (AEV (o) + AR3IRV (fy) — (53R (AR3RRV (Fu) + 43V (),

odtud plyne
ANV (fow) + ARTRSV (foy) = ARTRSV (fay) + 43V (fuy),
5. )
Vi)

Nyni dosadime do rovnice (6.1) h} = hj - KEJ{Z% , vypocitdme ho a pak hy.
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Cv.[3] Rovnici (6.1) vynédsobime h, rovnici (6.2) vyndsobime hy a rovnice se¢teme

2V(K) _ 155(;{) (R1V (fuz) + 20303V (foy) + B3V (fyy)) -
nh1h2 4
vt ATSB

Odtud uz plyne tvrzeni.

Cv.[5] Ovétime, Ze hlavni minory jsou kladné:

6 —1 2
6 —1
M11:’6‘:6>O, My, = —93>0, My—|-1 4 -3/ =149>0.
14
2 -3 9
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Kapitola 7

Datové soubory

Tabulka 7.1: Hodnoty simulovanych dat z pfikladu 2.1]- regrese

x y x y x y x y x y
0,01  0,3002 002 09792 003 —1,0372 004 05519 0,05  0,3070
0,06 —0,4816 0,07 —0,0225 008 023848 0,09 20187 0,10  1,6268
011 —0,4240 0712 1,7734 0,13 06198 0,14 02228 0,15  0,6049
0,16  0,1343 0117 0,602 0,18 09489 0,19 08871 0,20  0,8664
021 04661 022 —0,5034 023 04270 024 08499 025  0,2444
0,26 04820 027  0,2926 028 —0,2577 029  0,0068 0,30 —0,5664
0,31  0,2407 032 —0,8052 033 —0,7914 0,34 —0,6835 0,35 —1,7689
0,36  0,4086 0237 —0,1572 038 —0,7018 0,39 023614 0,40 —1,1739
041 —0,3584 042 —0,4120 043 —0,1105 044 —0,0875 045 —0,6454
046 —0,1926 047 —0,2206 048 02188 049 04979 0,50  0,5546
051 —0,3811 052  0,1413 053 —04521 054 —0,3496 0,55  0,2547
0,56  1,0735 057 —0,0313 058 0580 059 03219 0,60 10265
0,61 —0,0495 062 05318 063 08049 0,64 10842 0,65 1,3028
0,66  0,5615 0,67 —0,2485 0,68  0,0955 0,69 —0,1043 0,70  1,5522
0,71  0,0104 0,72  0,6246 0,73 00784 0,74 05351 0,75 —0,3824
0,76 —0,7979 0,77 —0,9098 0,78 —0,0599 0,79 —0,5005 0,80 —0,6184
081 00816 082 —0,5874 0,83 —0,7349 0,84 —0,1342 085 —1,4160
0,86 —0,7407 087 —0,7340 0,88 —1,3214 0,89 —1,1229 0,90 —1,8261
091 —1,8089 092 —1,1517 093 —0,7882 0,94 02239 0,95 —1,2950
0,96 —0,7328 097 —0,7041 098 —14370 0,99 —04688 1,00 —0,8973
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Tabulka 7.2: Hodnoty simulovanych dat z ukézkového p¥ikladu[2.2]- regrese

T Y T Y T Y T Y T Y
0 0,1848 10,0204 04321 0,0408 —0,0322 0,0612 —0,4980 0,0816 —0,1456
0,1020 04379 0,1224 —0,1272 10,1429 04285 0,1633  0,2718 0,1837  0,6568
0,2041 —0,1325 02245 03708 0,2449  0,1820 0,2653  1,2750 0,2857  0,8176
0,3061  1,0174 10,3265 04667 0,3469  0,6689 0,3673  0,7680 0,3878  1,1553
0,082  0,8496 04286  1,1259 0,4490 04616 04694  0,9023 0,4898  0,7931
0,5102  0,6047 05306  1,1178 0,5510  1,0450 0,5714  0,9589 055918  0,5856
06122  1,1626 0,6327 09237 0,6531 07113 0,6735  0,7370 0,6939  0,6072
0,7143  0,1737 0,7347 04766 0,7551 02761 0,7755  0,1754 0,7959  0,0686
08163  0,1642 0,8367 —02599 08571 04293 08776  0,2708 0,8980  0,0943
0,0184  0,0556 0,9388 —0,1630 0,9592 02710 0,9796 —0,0292 1,0000 —0,1786

Tabulka 7.3: Hodnoty simulovanych dat z pfikladu 3.1 hustota

0,0916

—0,0812
—0,0961
—0,7531

1,5260
1,4666
2,0492
3,0118
2,2114
2,5030
2,4556
2,5961
0,7569

—0,5149
—0,0730
~0,1370
~0,2223
1,6294
2,4669
2,0207
0,8708
1,1649
1,6745
2,2973
1,1941
2,2906

0,4746
—0,2660
0,7650
—0,0780
1,7461
2,1752
1,6329
3,1147
2,2358
2,1285
2,1751
1,9878
0,9038

0,1535
0,8411
—0,1245
0,1380
1,8397
1,9855
1,9846
2,1688
1,3936
1,5278
2,6251
1,0256
0,8404

0,0676
—0,4379
—0,5321
—0,1306

2,0062

2,0912

2,1162

2,5000

2,0331

1,3391

2,4649

2,5102

0,2576
—0,2419
0,8017
0,2217
0,4854
1,2175
2,2132
1,1679
2,3262
2,4624
2,1199
2,4309

0,1307
—0,3560
0,6173
2,1959
1,7715
1,9577
1,8136
1,7050
2,1635
2,0000
1,6548
2,0006

—0,4707
—0,5871
—0,1148
1,3747
2,6212
2,8020
1,8818
1,8610
2,5413
1,9725
1,6742
1,9646
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Tabulka 7.4: Hodnoty simulovanych dat z ukdzkového ptikladu [3.2]a [4.3] - hustota/distribu¢ni

funkce
0,3636 0,5101 0,1681 0,2509 0,2348 —0,0995 0,1452 —0,3361
0,1957 —0,6054 —0,2134 —0,5599 —0,4479  0,3291 0,1843 —0,1722
0,5500 —0,5962 —0,0562 —0,1096  0,2596  0,2940 —0,3160 —0,0094
~0,0499  0,1363  0,1991  0,2475 —0,2144  0,1691  0,1448 —0,3475
-0,4110 —0,0015  0,5774 —0,1492  0,0784 —0,2717  0,2437 —0,2367
0,0054  0,1886  0,4272  0,5760  0,0432 —0,3811 —0,3658 —0,2341
0,3520 —0,2376
Tabulka 7.5: Hodnoty simulovanych dat z piikladu[4.1] - distribu¢ni funkce
0,5603 —0,5920  0,0667 —0,3630  0,2023 —0,4002  0,3266  0,4929
1,1413  —-0,1294 —1,4256 —0,5597  0,9031 —0,7148  0,6406  0,0827
0,9578 —1,3073 —0,1318 —0,8052 1,9387  0,5501 0,9193  —0,7055
~0,3124 —0,1816  0,7323 —0,1852  0,4677 —1,3679 —0,2359 —0,5491
—-1,0514  0,3386  0,1880  0,0223 —0,8891 0,7517  0,2335 —0,1994
0,01563 —0,1747 —-1,1668 —0,1904 —0,5542 —0,6528 —0,7709 —0,3557
—1,3351 0,6428 2,5201 1,9800 1,9652 1,2018 3,0187 1,8668
1,2855  3,3514  1,7752 14110  1,7062  1,1521  0,8799  4,5260
3,65655  2,3075  0,7429 1,1345 1,8235  2,7914  0,6680 —0,3299
0,5509  2,3335 2,3914 24517  1,8697  2,1837  1,5238  2,8620
0,6383 24550  1,1513  1,6651 25528  3,0391 08824  3,2607
2,6601 1,9321 1,8048 1,7824 1,6969  2,0230  2,05613  2,8261
3,5270  2,4669 1,7903  2,6252
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Tabulka 7.6: Hodnoty simulovanych dat z pfikladu 5.1]- dvourozmérna hustota

[z; 9]

[z 9]

[z; 9]

[z 9]

[—0,9466; —0,9065]
[—1,2990; 0,2211]
[—0,1060; —0,5221]
[—0,2661; 3,7164]
[—0,2423; —0,4698]
[0,4428; 3,0552]
[—0,4947; 3,9449]
[0,7421;1,8418]
[—0,2062; 4,6773]
[—0,5084; —0,7163]
[1,0639; 2,7468]
[0,8428; 1,3214]
0,9380; 4,2303]
[1,6562; 2,5772]
[—0,9036; 2,6207]
[—0,2548; 4,5990]
[—0,5887; 3,8457]
0,0917; 2,5265]
[—0,8325; —1,7409]
[—1,0391; 2,6486]
[2,0835; 2,9561]
[—0,5027; —0,9906]
0,0828;3,0127]
[—0,5589; —1,1707]
[—2,0882; 3,6987]

[0,3206; 3,7036]
[1,5530; 2,2048]
[—0,4199; 2,2447]
[0,5607; 3,8076]
[0,3203; —0,5281]
[1,2592; —0,9592]
[0,3992; —0,5683]
[0,5522; —0,5483]
[—0,6864; 3,8091]
[—0,0837; —1,6576]
[—0,4263; —0,2424]
[—0,6772; 3,9948]
[—1,0416;4,7185]
0,2473;1,6168]
0,2175; 1,8817]
[—0,0761; —0,3419]
[—0,8657; 4,2465]
[—0,1711;4,0729]
0,4678; 1,2271]
[1,5309; 1,6144]
[—0,6129; 3,7847]
[0,4180; —1,0515]
[0,2756; 2,8724]
[—0,8010; 3,9085]
[—0,8476; 3,9186]

[—0,1005; —0,8364]
[—0,0255; 3,1416]
[1,0924; 2,4151]
[—2,5687; 1,1808]
[0,3535; 4,0112]
[—0,2283; —1,5876]
[0,4789; 4,7000]
[—0,7812; 3,5773]
[—0,4114; —1,9323]
[0,3252; 4,4022]
[0,0356; —1,6677]
[0,0065; —0,3730]
[0,0741; —1,8323]
[1,0169; —0,8521]
[1,2094; 2,2929]
[1,6432; 4,220
[—0,4201; 4,1738]
[0,0750; 3,5324]
[—0,4280; —0,6307]
0,0852; 3,9299)
[—0,6465; 1,7759]
0,9001; 4,4942
0,4105;3,7973
[0,5950; 4,4687
[0,

)
]
]
0,2027; 3,6723]

[0,3740; 4,6725]
[—0,6542; 1,8057]
0,0067; 3,2366]
[0,3246; 3,6851]
[0,5172;1,0718]
[0,3677; —0,3296]
[0,8149; 3,9766]
[0,9459; —0,4850]
[1,3919; 4,3463]
0,5677; —1,0168]
[—0,3552; —0,4372]
[—1,1498; —0,6113]
[0,4332; 2,3411]
[—0,1442; —1,4423]
[—0,1639; —0,8925]
[—0,2305; —1,1597]
[0,7746; 1,5665]
[—0,4325; 2,2264]
[0,5144; —1,3583]
0,2001; 2,7036]
[—0,2576; 1,2650]
[0,7250; 1,6023]
[0,3790; —1,5109]
[0,5173; 3,0249]
[0,2096; —0,3292]
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Tabulka 7.7: Hodnoty simulovanych dat z ukédzkového p¥ikladu[5.3]- dvourozmérna hustota

[z; 9]

[z 9]

[z; 9]

[z 9]

[0,7747; —0,2338]
[—0,8382; 1,0305]
[0,0925; 0,6947]
[—0,3359; —0,1337]
[0,4142; —0,6963]
[0,9754; —0,1265]
[0,4500; —0,2107]
[—0,0224; —0,0881]
0,0037;0,3580]
[—0,0525; —1,0281]
[0,3121; —0,3577]
[—0,2008; —0,3640]
[0,5053; 0,1746]
[0,6134; —0,0292]
[—0,2395; —0,3295]
[1,0225; 0,4485]
[0,3258; 0,2279)]
[—0,4563; 0,0888]
[0,1570; 0,5177]
[0,5334; —0,2092]
0,0905; 0,1033]
[0,7721; 0,3236]
[—0,3653; 0,1392]
[1,2611;1,0134]
[0,2506; —0,3084]

[—0,5707; 0,3048]
[—0,3572; —0,1754]
0,1659; 0,3014]
[—1,0566; 0,3541]
[1,3209; 0,2500]
[0,7403; —0,5079]
0,2221: 0,0677]
[0,0509; 0,0194]
0,3963; —0,1655]
[—0,1459; —1,3552]
[—0,8342; —0,4158]
[0,7448; 0,3520]
[0,8057;0,0337]
[0,1236; —1,0137]
0,2070; 0,2853]
[0,1278; —1,3047]
0,9137;0,0028]
[0,4638; —0,4380]
[0,8600; 0,2380)]
[—0,1855; 0,0353]
[—0,1735; 0,5355]
[1,2273; —0,2427]
[0,9307;0,4357]
[0,4676;0,5378]
0,3003; 0,1400]

[1,0496; —0,5814]
[0,5395; —0,0050]
[0,3654; 0,2292]
[—0,2593;0,9716]
[0,0963; —0,0532]
[—0,3364; —0,1852]
[0,4020; 0,1007]
[—0,4559; 0,2646]
[—0,4936; 0,3453]
[0,6898; —0,9893]
[—0,5587; 0,0235]
[0,7743; 0,4517]
[0,1853; —0,3315]
[0,5062; —0,1486]
[0,0209; 0,5724]
[1,5764; —0,3258]
[1,5757;0,2523]
[—0,7620; —0,1040]
[0,8297; 0,3161]
0,3817;0,1251]
[—0,2887; —0,0636]
[0,0312; —0,0889)]
[—0,0436; —0,1685]
[0,4136; 0,4765]
[—0,6306; —0,0581]

[—0,2162; 0,6287]
[0,6096; 0,2925]
[—0,8424; —0,2788]
[0,5481; 0,3282]
[—1,2451; —0,1409]
[0,1285; —0,4529)]
[—0,0651; —0,1245]
[0,8215; 0,7400]
[—0,6208; —0,1418]
[0,3499; —0,1369]
0,1167; —0,3805)]
[—0,3353; 1,4068]
0,9373; —0,1127]
[0,1122; 0,4327]
[—0,2105; 0,6219]
[—0,1710; 0,5205]
[0,1753; 0,6524]
[—0,1581; —0,1200]
[—0,0159; 0,0854]
[1,1058; —0,8072]
[0,4137;0,9078]
[0,0941; —0,1589)]
[—0,2732; 0,2647]
[—0,5806; —0,4704]
[—0,1304; —0,9382]
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Tabulka 7.8: Hodnoty realnych dat z kapitoly [2} odstavce /|- Huronské jezero

T Y T Y T Y x Y x Y
1875 10,38 1876 11,86 1877 10,97 1878 10,80 1879 9,79
1880 10,39 1881 10,42 1882 10,82 1883 11,40 1884 11,32
1885 11,44 1886 11,68 1887 11,17 1888 10,53 1889 10,01
1890 9,91 1891 9,14 1892 9,16 1893 9,55 1894 9,67
1895 8,44 1896 824 1897 9,10 1898 9,09 1899 9,35
1900 8,82 1901 9,32 1902 9,01 1903 9,00 1904 9,80
1905 9,83 1906 9,72 1907 9,89 1908 10,01 1909 9,37
1910 8,69 1911  §,19 1912 8,67 1913 9,55 1914 8,92
1915 8,09 1916 9,37 1917 10,13 1918 10,14 1919 9,51
1920 9,24 1921 8,66 1922 886 1923 8,06 1924 7,79
1925 6,75 1926 6,75 1927 7,82 1928 8,64 1929 10,58
1930 948 1931 7,38 1932 6,90 1933 6,94 1934 6,24
1935 6,84 1936 6,85 1937 6,90 1938 7,79 1939 8,18
1940 7,51 1941 7,23 1942 842 1943 9,61 1944 9,05
1945 9,26 1946 9,22 1947 9,38 1948 9,10 1949 7,95
1950 8,12 1951 9,75 1952 10,85 1953 10,41 1954 9,96
1955 9,61 1956 8,76 1957  g§,18 1958 7,21 1959 7,13
1960 9,10 1961 825 1962 7,91 1963 6,89 1964 5,96
1965 6,80 1966 7,68 1967 8,38 1968 8,52 1969 9,74
1970 9,31 1971 9,89 1972 9,96

Tato data jsou pfistupnd i v programu R, kde jsou ptivodni hodnoty
drovné hladiny. V této tabulce je hodnota trovné hladiny sniZena
o 570 stop.
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Tabulka 7.9: Hodnoty realnych dat z kapitoly 2} odstavce[7]- krystaly ledu

z Y x Y T Y x Y T Y
50 19 60 20 60 21 70 17 70 22
80 25 80 28 90 21 90 25 90 31
95 25 100 29 100 30 100 33 105 32

105 35 110 28 110 30 110 30 115 30

115 31 115 36 120 25 120 28 120 36

125 28 130 31 130 32 135 25 135 34

140 26 140 33 145 31 150 33 150 36

155 33 155 41 160 30 160 37 160 40

165 32 170 35 180 38

Tabulka 7.10: Hodnoty realnych dat z kapitoly 3 odstavce[7]— krabi
16,1 181 19,0 20,1 20,3 23,0 238 24,5 242 252
973 268 277 272 274 268 282 283 27,8 292
31,3 31,9 314 324 325 323 330 358 340 338
349 360 356 357 381 362 373 364 367 37,6
387 397 392 421 41,6 40,9 41,9 432 424 471
147 193 185 192 196 204 20,9 21.3 21,7 22,5
9225 228 247 246 237 249 26,0 246 254 26,1
27,1 26,7 279 273 276 279 284 28,6 30,0 30,1
30,1 31,7 328 31,8 319 31,7 339 326 324 334
328 339 336 345 345 342 36,6 382 386 409
16,7 202 20,7 227 232 242 260 27,1 26,6 27,5
202 289 29,1 287 287 27.8 292 299 290 30,2
30,0 302 31,7 323 316 350 361 344 346 36,0
36,9 367 388 37.9 37.8 369 372 392 391 398
40,6 42,8 429 45,5 45,7 434 454 44,6 47,2 476
214 21,7 241 250 258 270 288 281 296 30,0
30,1 312 316 31,0 31,0 31,6 314 316 323 331
345 345 333 340 347 379 351 356 365 37,0
34,7 358 36,3 37,8 379 399 394 40,1 404 398
30.4 40,0 41,5 399 438 412 41,7 42,6 430 46,2
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Tabulka 7.11: Hodnoty realnych dat z kapitoly 3| odstavce[7]- cholesterol

184
319
243
225
159
211
194
245
144
269
176
244
198
171
243
257
191
246
209
217
247
198
222
157
178

215
250
211
263
171
261
280
200
178
252
171
194
170
283
206
222
179
271
259
208
197
139
167
234
149

221
285
219
233
196
249
185
194
185
185
233
331
184
239
105
149
253
191
238
220
223
273
266
156
208

210
221
173
131
184
233
212
298
209
271
244
171
163
232
235
203
196
201
194
247
193
142
207
168
201

208
227
308
251
204
260
211
228
220
221
306
177
173
236
222
216
189
267
239
237
227
232
209
178
193

197
224
249
284
197
227
175
276
258
232
171
348
239
175
165
230
260
231
222
254
258
195
207
190
251

250
172
294
216
209
258
231
196
168
185
165
131
313
229
194
168
251
299
231
256
274
170
205
169
206

180
181
266
243
174
167
230
223
194
171
193
178
184
211
168
240
195
230
176
214
250
234
200
194
265

212
215
169
208
191
217
175
192
208
265
278
140
258
211
164
198
264
208
198
245
287
158
116
190
147

297
179
260
193
228
204
386
185
249
200
221
208
197
251
187
164
185
151
230
157
165
219
217
187
160

168
245
267
232
218
199
230
245
184
236
206
218
240
283
185
230
140
171
233
197
221
155
190
210
168

208
193
270
197
191
228
150
279
207
169
186
206
230
210
245
185
178
159
213
185
222
243
238
289

180
242
213
220
332
188
417
207
187
239
234
206
181
242
198
188
226
242
200
219
262
168
221
180

268
172
131
254
175
178
191
194
160
172
248
304
178
264
210
189
201
242
180
239
189
237
201
178

219
262
218
248
190
233
191
138
172
119
195
218
240
139
140
242
237
229
323
162
232
150
228
130
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Tabulka 7.12: Hodnoty reélnych dat z kapitoly [} odstavce[f|— pyrimidin
0571 0900 0833 0582 0587 0549 0742 0,634
0,639 0,100 0,547 0,568 0,516 0,900 0,538 0,531
0,763 0,619 0613 0619 0859 0540 0893 0,838
0,807 0,745 0560 0584 0000 0,893 0674 0,569
0,579 0,642 0720 0619 0,632 0451 0572 0,738
0561 0,763 0,624 0534 0554 0628 0,638 0,829
0,584 0,602 0628 0595 0646 0545 0675 0,568
0,589 0,621 0,628 0,634 0,649 0,661 0,665 0,671
0,700 0,716 0,717 0,734 0,741 0,749 0,753 0,756
0,772 0,805
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Tabulka 7.13: Hodnoty readlnych dat z kapitoly [} odstavce[6|- Dyje — &ast 1.
16,9 132 114 154 404 18,9 544 215 1,96 2,20
574 615 869 104 232 353 566 568 355 559
314 302 0937 149 433 490 541 500 503 513
144 151 11,1 11,7 634 482 702 786 561 887
331 145 809 479 506 528 912 120 814 10,2
12,6 141 734 614 500 475 482 831 255 6,74
10,9 11,0 16,6 18,0 194 124 20,7 294 14,7 178
153 17,4 241 494 164 184 364 31,8 295 12,1
156 12,0 829 787 748 724 930 145 647 69,2
26,0 299 16,5 13,9 13,7 8,62 229 13,0 20,1 220
150 450 162 144 109 943 115 6,06 517 514
6,09 696 613 542 561 593 597 656 528 4,07
424 434 409 498 858 31,1 143 168 12,1 891
787 648 965 176 152 21,7 296 164 8,52 6,23
475 3,82 409 487 726 756 731 202 291 564
403 425 410 438 711 543 671 709 884 161
394 277 803 722 535 495 537 398 389 538
209 50,5 20,9 901 490 490 453 557 539 948
931 534 510 397 310 249 196 2,69 267 843
10,4 12,8 867 495 7,11 6,07 58 7,34 6,66 8,69
657 346 159 1,92 556 527 102 158 122 641
284 689 804 536 947 11,2 140 394 375 655
194 142 113 6,15 428 365 387 410 484 534
154 931 693 487 369 521 720 103 935 514
487 494 487 506 439 406 478 494 10,6 4,67
514 524 729 940 2390 10,50 1840 2520 901 557
601 159 910 590 58 626 941 201 168 13,0
179 887 681 638 758 7,36 997 872 918 148
12,6 130 7.66 630 572 638 782 743 851 891
704 6,69 970 184 860 684 587 548 697 599
855 10,9 592 749 671 587 58 655 904 118
811 8,11 6,58 6,15 7,59 6,35 209 12,8 4,97 947
6,22 25,0 999 13,1 11,3 8,80 10,5 18,6 11,3 841
8,02 240 9,17 740 7,15 841 6,92 9,77 7,67 252
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Tabulka 7.14: Hodnoty redlnych dat z kapitoly [} odstavce [6|- Dyje — &ést 2.
7,60 6,09 242 11,8 7,63 6,52 7,88 827 6,56 9,86
525 392 532 216 11,3 890 6,84 4,53 4,71 4,74
4,78 4,53 4,67 4,64 457 504 549 502 482 4,70
458 517 571 6,70 7,88 7,00 347 372 375 69,9
184 7,79 537 4,65 6,16 6,20 100 31,2 834 7,36
533 545 542 114 222 7,26 590 143 224 23,0
248 14,3 555 27.8 797 440 462 534 505 458
175 16,7 12,7 937 505 6,10 4,61 4,17 526 584
5,68 7,01 565 556 237 189 7,60 8,16 6,12 4,42
433 4,20 440 11,5 528 4,70 175 275 7,72 647
548 523 514 519 489 10,5 818 868 800 8,05
6,82 888 6,67 571 574 486 5,13 507 545 4,90
487 928 24,5 9,70 10,0 7,18 4,17 4,55 4,71 4,66
4,49 418 4,67 12,0 880 561 440 4,70 4,70 4,08
3,60 3,92 369 362 3,60 467 4,14 348 885 565
3,88 4,78 4,10 27,6 184 933 3,64 8,10 828 4,62
19,9 5,55 4,38 3,66 4,07 410 325 11,1 104 6,39
521 558 523 461 4,69 435 514 155 887 415
389 14,0 839 6,73 6,40 581 535 496 491 4,16
4,65 6,23 155 6,79 6,93 6,09 554 6,03 6,51 5,11
3,82 3,85 442 4,00 998 270 11,0 6,18 7,21 6,77
530 6,65 576 21,6 967 192 455 26,7 189 7,75
6,29 9,09 843 783 6,80 455 4,66 11,2 164 6,72
497 527 459 581 4,11 752 12,5 225 19,5 228
17,2 146 6,88 596 569 6,64 605 557 548 4,24
7,19 16,7 17,7 23,3 9,60 9,37 898 741 496 3,90
3,47 285 3,03 367 295 680 104 567 550 5,66
539 491 514 598 569 923 225 202 20,7 16,9
835 289 881 625 502 16,7 22,7 12,7 177 14,0
813 13,6 11,1 827 7,68 541 473 446 298 252
39,3 429 249 295 245 105 7,57 7,90 877 125
10,6 9,64 442 295 845 842 802 7,04 583 4,13
383 499 127 556 6,72 644 10,1 7,63 841 7,66
728 6,14 4,79 364 285 3,15 393 7,51 6,70 7,76
6,60 4,88 344 3,77
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Tabulka 7.15: Hodnoty reélnych dat z kapitoly 5] odstavce [f|—- studie UNICEF

[ 9] [ 9] [ 9] [ 9] [ 9] [ 9] [ 9]
[19;73]  [235:53]  [43;69] [257:43] [109;56] [225:48] [205;52]
[28;71]  [99;67]  [77;63]  [38:66] [39;71] [143;42] [72;63]
[19;72]  [20:68] [108;51] [153;51] [45;67] [105;72]  [95;62]

[175:48]  [29;73]  [24;69]  [94;57] [155;50] [35:73]  [68;69]
[132 44]  [260;45] [123;53] [123;43] [138:;54] [93;64]  [107;61]
[109;60] [38;69]  [76:63] [169;48] [32;67]  [79:60]  [77;60]
[158;54] [183;52] [122;50] [107;56] [126;47] [202;42] [100;54]
[100;57] [183;52]  [61;68] [124;45] [138;56] [141;52] [165;51]
[180;44] [136;53] [91;59] [183;40] [197;47] [197;39] [231;52]
[200;46] [111;52] [72;68] [183;40] [265;46] [211;45] [316;40]
[172;44]  [190;41]

96



Tabulka 7.16: Hodnoty redlnych dat z kapitoly 5} odstavce [f|— koncentrace lipidi — st 1.

[ 9] [2; 9] [ 9] [z 9] [z 9]
[184;145] [215;168] [221;432]  [210;92]  [208;112]
[197;87)  [250;118]  [180;80]  [212;130] [297;232]
[168;208] [208;262] [180;102] [268;154] [219;454]
[319;418] [250;161] [285;930] [221:268] [227;146]
[224;124] [172;106] [181;119] [215:325] [179;126]
[245;166] [193;290] [242;179] [172;207]  [262;88)
[243;126] [211;306] [219;163] [173;300] [308;260)]
[249;146] [294;135] [266;164] [169;158]  [260; 98]
[267;192] [270;110] [213;261] [131;96]  [218;567]
[225;240] [263;142] [233;340] [131;137] [251;189]
[284;245] [216;112]  [243;50]  [208;220] [193;188]
[232;328] [197;291]  [220;75] [254;153] [248;312]
[159;125]  [171;78]  [196;130] [184;255] [204;150]
[197;265]  [209;82]  [174;117)] [191;233] [228;130]
[218;123]  [191;90]  [332;250] [175;246] [190;120]
[211;304] [261;174] [249;256] [233:;101]  [260;127]
[227;172] [258;145] [167;80] [217;227]  [204;84]
[199;153] [228;149] [188;148] [178:125] [233;141]
[194;278] [280;218] [185;115] [212:171] [211;124]
[175;148] [231;181]  [230;90]  [175;489] [386;162]
[230;158]  [150;426] [417;198] [191;115] [191;136]
[245;120] [200;152] [194;183] [298;143] [228;142]
[276;199] [196;103]  [223;80]  [192;101] [185;130]
[245;257) [279;317] [207;316] [194;116]  [138;91]
[144;125]  [178;84] [185;100]  [209;89]  [220;153]
[258;151] [168;126] [194;196] [208;201]  [249; 200]
[184;182] [207;150] [187;115] [160;125] [172;146]
[269;84]  [252;233] [185;110] [271;128] [221;140]
[232;258] [185;256] [171;165] [265;156]  [200; 68
[236;152] [169;112] [239;154] [172;140]  [119;84]
[176;217) [171;108] [233;127] [244;108]  [306; 408
[171;120]  [165;121] [193;170] [278;152] [221;179)]
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Tabulka 7.17: Hodnoty redlnych dat z kapitoly 5} odstavce [f|— koncentrace lipidii — st 2.

[ 9] [2; 9] [ 9] [z 9] [z 9]
[206;133]  [186;273] [234;135] [248;142] [195;363]
[244;177) [194;125] [331;134] [171;90]  [177;133]
[348;154]  [131;61]  [178;101]  [140;99]  [208;148]
[218;207] [206;148] [206;107] [304;149]  [218;96)
[198;103] [170;284] [184;184] [163;156]  [173;56]
[239;97]  [313;256] [184;222] [258;210] [197;158]
[240;196] [230;162] [181;104] [178;100] [240;441]
[171;170] [283;424]  [239;92] [232:131] [236; 148]
[175;153] [229;242] [211;91] [211;122] [251;152]
[283;199] [210;217]  [242;85]  [264;269] [139;173]
[243;112] [206;201]  [105;36] [235:144] [222;229]
[165;151]  [194;400] [168;91]  [164;80]  [187;390]
[185;231] [245;322] [198;124]  [210;95]  [140;102]
[257:402] [222;348] [149;237] [203;170] [216;101]
[230;304] [168;131] [240;221] [198;149]  [164;76]
[230;146] [185;116] [188;220] [189;84]  [242;144]
[191;115] [179;126] [253;222] [196;141] [189;135]
[260;144] [251;117] [195;137] [264:259] [185;120]
[140;164] [178;109] [226;72]  [201;297]  [237;88)
[246;87)  [271;89]  [191;149]  [201;92]  [267;199)
[231;161]  [299;93]  [230;137]  [208;77]  [151;73)]
[171;135]  [159;82]  [242;180] [242;248] [229;296]
[209;376] [259;240] [238;156] [194;272]  [239;38)
[222;151] [231;145] [176;166] [198;333] [230;492]
[233;142] [213;130] [200;101] [180;202] [323;196]
[217;327] [208;149] [220;172] [247:137] [237;400]
[254;170] [256;271] [214;223] [245;446]  [157;59]
[197;101] [185;168] [219;267] [239;137]  [162;91]
[247,91]  [197;347] [223;154] [193;259] [227;202]
[258;328]  [274;323] [250;160] [287;209]  [165;155]
[221;156] [222;108] [262;169] [189;176] [232; 583]
[198;105]  [139;54]  [273;146] [142;111] [232;161]
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Kapitola 8

Ptilohy

Tabulka 8.1: Optimélnijddrapror =0av =1

v=20

k Kopt,0,k

2 | 46 -1

4 | $3(2? —1)(72% - 3)

6 | —135 (2% —1)(332* — 302 +5)

8 | 215 (22 — 1)(7152° — 1001z + 38522 — 35)

10 | — 2455 (22 — 1)(41992® — 79562° + 4914z* — 109222 + 63)

12 | 2999 (22 — 1)(520032'° — 12435528 + 1065902 — 39270z* 4 577522 — 231)
v=1

k Kopta g = K@

3| Ra(?-1)

5 | —2ax(a? —1)(92% - 5)

7 | 32x(x? —1)(1432* — 15422 + 35)

9 | —3485 (22 — 1)(110525 — 17552 + 81922 — 105)

11 | 3080 (2? — 1)(67832% — 1421226 + 10098z — 277222 + 231)

13 | — 45045 2 (22 — 1)(2600152'° — 6760392 + 6466462° — 2771342 + 5105122 — 3003)
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Tabulka 8.2: Optimélni jddrapror =2av =3

v=2
k Koprop = K
4| AR E -’ - 1)
6 %(:ﬁ —1)(772* — 5822 + 5)
8 | —3485 (32 — 1)(175525 — 22492* + 72122 — 35)
10 | 45045 (52 _ 1)(35532% — 639225 + 3618z — 67222 + 21)
12 | — 52045 (22 —1)(6760392'0 — 156235128 + 127197426 — 4297262 + 5289922 — 1155)
14 | TO5T65 (32 _ 1)(884925212 — 2495270210 4 26530272 — 131502820 + 301587at —
2659822 + 429)
v=3
k Kopt 3.1
5 | %2x(2? —1)(72% - 3)
7| — 19898 (2? — 1)(392* — 3822 4 7)
9 | 1381855(22 — 1)(9352° — 14052* + 59722 — 63)
11 | —138135(22 — 1)(293932® — 5943225 + 400182 — 1003222 + 693)
13 | 2297295 5 (22 — 1)(382375210 — 9697032® + 8956222° — 364078z* + 6134722 — 3003)
15 | — 45648605 (22 — 1) (51025522 — 1554570210 + 18256252° — 103454020 + 2881452 —

35178x% + 1287)
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