
Zadáńı př́ıklad̊u – Statistická inference II – 2017

Př́ıklad 1. Směs dvou normálńıch rozděleńı Necht’ náhodná veličina X pocháźı ze směsi dvou normálńıch
rozděleńı X ∼ [pN(µ1, σ

2
1) + (1− p)N(µ2, σ

2
2)]. Potom marginálńı hustota náhodné veličina X má tvar

f(xi,θ) =
∑

bi∈{0,1}

f(xi, bi,θ) = f(xi, 1,θ1) + f(xi, 0,θ2),

kde

f(xi, 1,θ1) =
p√

2πσ1
exp

(
− (xi − µ1)2

2σ2
1

)
je sdružená hustota za podmı́nky, že data pocháźı z prvńı skupiny a

f(xi, 0,θ2) =
1− p√
2πσ2

exp

(
− (xi − µ2)2

2σ2
2

)
je sdružená hustota za podmı́nky, že data pocháźı z druhé skupiny.

Logaritmická věrohodnostńı funkce náhodné veličiny X má tvar

L(θ|x) =

n∏
i=1

f(xi,θ).

Př́ıklad 2. Odhad parametr̊u směsi dvou normálńıch rozděleńı

1. Načtěte datový soubor faithful obsahuj́ıćı údaje o době čekáńı na erupci (waiting) a o době trváńı erupce
(eruption), přičemž se zaměřte na proměnnou waiting.

2. Nakreslete histogram doby čekáńı na erupci a superponujte jej křivkou jádrového odhadu.

3. Pomoćı funkce optim() odhadněte parametry p, µ1, µ2, σ2
1 , σ2

2 smı́̌seného rozděleńı [pN(µ1, σ
2
1)+(1−p)N(µ2, σ

2
2)]

náhodné proměnné waiting.

4. Pomoćı funkce optim() nalezněte rozptyly odhad̊u parametr̊u p̂, µ̂1, µ̂2, σ̂2
1 , σ̂2

2 .

Body 1.–3. aplikujte také na proměnnou eruption.

a) ## p mu1 sigma1 mu2 sigma2

## MLE 0.3609 54.6145 5.8698 80.0908 5.8682

## Var 0.0010 0.4893 0.2884 0.2547 0.1608
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b) ## p mu1 sigma1 mu2 sigma2

## MLE 0.3482 2.0183 0.2356 4.2733 0.4370

## Var 0.0009 0.0007 0.0005 0.0012 0.0007
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Př́ıklad 3. Dvourozměrná Newton-Raphsonova metoda Necht’ náhodná veličina X pocháźı z normálńıho
rozděleńı se středńı hodnotou µ a rozptylem σ2, tj. X ∼ N(µ, σ2). Hustota náhodné veličiny X má tvar

f(x) =
1√
2πσ

exp

(
− (x− µ)2

2σ2

)
.

1. Odvod’te tvar věrohodnostńı a logaritmické věrohodnostńı funkce pro N(µ, σ2).

2. Odvod’te tvar skóre funkce pro parametr µ a pro parametr σ (ne σ2!!!).

3. Odvod’te tvary druhých parciálńıch derivaćı logaritmické věrohodnostńı funkce podle parametr̊u µ a σ (celkem
4).

4. Naprogramujte v R dvourozměrnou Newton-Raphsonovu metodu pro normálńı rozděleńı N(µ, σ2). Funkci
pojmenujte NMnorm.

Naprogramovanou funkci nyńı vyzkouš́ıme na reálných datech.

5. Načtěte datový soubor one-sample-mean-skull-mf.txt.

6. Vykreslete histogram proměnné délka lebky (skull.L).

7. Pomoćı naprogramované funkce NMnorm odhadněte parametr µ a σ proměnné skull.L.

8. Odhady źıskané pomoćı funkce NMnorm porovnejte s bodovými odhady parametr̊u µ a σ.

9. Body 6–8 aplikujte také na proměnnou š́ı̌rka lebky (skull.B).
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a) Délka lebky

## mu sigma

## Newtonova metoda 179.5169 7.1390

## exaktni vypocet 179.5169 7.2249

Delka lebky

delka lebky

hu
st

ot
a

160 170 180 190 200

0.
00

0.
02

0.
04

0.
06

Histogram

b) Š́ı̌rka lebky

## mu sigma

## Newtonova metoda 136.1662 4.9247

## exaktni vypocet 136.1662 4.9708
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Př́ıklad 4. Broydenova metoda

1. Naprogramujte v R Broydenovu metodu (dvourozměrnou metodu sečen) pro normálńı rozděleńı N(µ, σ2).
Funkci pojmenujte BrMnorm().

2. Načtěte datový soubor one-sample-mean-skull-mf.txt.

3. Pomoćı funkce BrMnorm() źıskejte odhady parametr̊u µ a σ délky lebky skull.L.

4. Pomoćı funkce BrMnorm() źıskejte odhady parametr̊u µ a σ š́ı̌rky lebky skull.B.

3. Broydenova metoda aplikovaná na proměnnou skull.L

## mu sigma

## Broydenova metoda 179.5174 7.2333

## exaktni vypocet 179.5169 7.2249

4. Broydenova metoda aplikovaná na proměnnou skull.B

## mu sigma

## Broydenova metoda 136.1481 5.0360

## exaktni vypocet 136.1662 4.9708
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Př́ıklad 5. MC experiment pro Waldovy empirické intervaly spolehlivosti Necht’

(a) X ∼ N(0, 1);

(b) X ∼ pN(0, 1) + (1 − p)N(0, 4), kde p = 0.9, tedy jde o směs dvou normálńıch rozděleńı X ∼ N(0, 1) a
X ∼ N(0, 4) v poměru 9 : 1.

Pro obě části (a) i (b) Vygenerujte M = 100 náhodných výběr̊u s rozsahem n = 500 a vypoč́ıtejte:

1. Waldovy exaktńı empirické 100(1− α) % IS pro rozptyl σ2, když µ neznáme.

2. Waldovy asymptotické empirické 100(1− α) % IS pro rozptyl σ2, když µ neznáme.

3. Waldovy asymptotické empirické 100(1− α) % IS pro směrodatnou odchylkul σ, když µ neznáme.

Vždy spoč́ıtejte, kolik IS obsahuje rozptyl σ2 = 1 (resp. směrodatnou odchylku σ = 1). Toto č́ıslo podělené hodnotou
M představuje simulovanou hladinu významnosti α.

a) X ∼ N(0, 1)

1. Waldovy exaktńı empirické 100(1− α) % IS pro rozptyl σ2, když µ neznáme.

## n

## simulovany pocet 48.0

## presny pocet 47.5
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2. Waldovy asymptotické empirické 100(1− α) % IS pro rozptyl σ2, když µ neznáme.

## n

## simulovany pocet 48.0

## presny pocet 47.5
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3. Waldovy asymptotické empirické 100(1− α) % IS pro směrodatnou odchylkul σ, když µ neznáme.

## n

## simulovany pocet 48.0

## presny pocet 47.5
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b) X ∼ pN(0, 1) + (1− p)N(0, 4)

1. Waldovy exaktńı empirické 100(1− α) % IS pro rozptyl σ2, když µ neznáme.

## n

## simulovany pocet 46.0

## presny pocet 47.5
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2. Waldovy asymptotické empirické 100(1− α) % IS pro rozptyl σ2, když µ neznáme.

## n

## simulovany pocet 47.0

## presny pocet 47.5
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3. Waldovy asymptotické empirické 100(1− α) % IS pro směrodatnou odchylkul σ, když µ neznáme.

## n

## simulovany pocet 47.0

## presny pocet 47.5
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Př́ıklad 6. Simultánńı oblasti spolehlivosti + elipsa spolehlivosti pro středńı hodnotu a rozptyl (resp.
směrodatnou odchylku)) Empirické 100(1 − α) % asymptotické intervaly spolehlivosti Waldova typu pro µ, σ2

a σ jsou pro neznámé σ definovány následuj́ıćım zp̊usobem:

Pr
(
x̄− u1−α/2

√
σ̂2/n < µ < x̄− uα/2

√
σ̂2/n

)
= 1− α

Pr
(
σ̂2 − u1−α/2

√
2σ̂4/n < σ2 < σ̂2 − uα/2

√
2σ̂4/n

)
= 1− α

Pr
(
σ̂ − u1−α/2

√
σ̂2/2n < σ < σ̂ − uα/2

√
σ̂2/2n

)
= 1− α

1. (a) Nakreslete simultánńı množinu spolehlivosti pro θ = (µ, σ2)T použit́ım exaktńıch interval̊u spolehlivosti
pro µ a pro σ2.

(b) Nakreslete simultánńı množinu spolehlivosti pro θ = (µ, σ2)T použit́ım asymptotických interval̊u spoleh-
livosti pro µ a pro σ2.

(c) Do obrázku dokreslete 100(1−α) % elipsu spolehlivosti pro θ = (µ, σ2)T použit́ım asymptotických interval̊u
spolehlivosti pro µ a pro σ2.

2. (a) Nakreslete simultánńı množinu spolehlivosti pro θ = (µ, σ)T použit́ım exaktńıch interval̊u spolehlivosti
pro µ a pro σ.

(b) Nakreslete simultánńı množinu spolehlivosti pro θ = (µ, σ)T použit́ım asymptotických interval̊u spolehli-
vosti pro µ a pro σ.

(c) Do obrázku dokreslete 100(1−α) % elipsu spolehlivosti pro θ = (µ, σ)T použit́ım asymptotických interval̊u
spolehlivosti pro µ a pro σ.

Použijte (1) n = 10, (2) n = 100, (3) n = 10000. V (1), (2) a (3) zvolte µ = 0 a σ2 = 1 resp. σ2 = 4. Koeficient
spolehlivosti simultánńı množiny zvolte zvolte 1− α = 0.95.
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Př́ıklad 7. Rozděleńı výběrového rozptylu a výběrové směrodatné odchylky Necht’
√
n(S2

n − σ2)
D∼ N(0, 2σ4), což

vede k aproximaci S2
n

D∼ N(σ2, 2σ4/n) pro fixovaná n. Necht’
√
n
(√

S2
n − σ

)
D∼ N(0,∆T i(θ)−1∆), kde θ = σ2 a

g(θ) =
√
σ2.

1. Pomoćı delta metody odvod’te rozptyl V̂ar[σ̂]. Dále definujte asymptotické rozděleńı Sn.

2. Nakreslete hustoty

(a) asymptotického a exaktńıho rozděleńı statistiky S2
n,

(b) asymptotického a exaktńıho rozděleńı statistiky Sn.

Použijte (i) n = 10, (ii) n = 50 a (iii) n = 100, a (A) σ2 = 1, (B) σ2 = 4
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