Zadani priklada — Statisticka inference II — 2017

Pi#iklad 1. Smés dvou normdlnich rozdéleni Necht ndhodn4 veli¢ina X pochézi ze smési dvou normélnich
rozdéleni X ~ [pN (u1,0%) + (1 — p)N(uz,03)]. Potom margindln{ hustota ndhodné velicina X ma tvar

fi8)= > f(@:,b:i,0) = f(xi,1,61) + f(2,0,65),
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je sdruzena hustota za podminky, ze data pochézi z prvni skupiny a
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je sdruzend hustota za podminky, ze data pochézi z druhé skupiny.

kde

Logaritmickd vérohodnostni funkce ndhodné veli¢iny X m4 tvar
LOx) =[] f(z:.0).
i=1

Piiklad 2. Odhad parametria smési dvou normalnich rozdéleni

1. Nactéte datovy soubor faithful obsahujici tdaje o dobé ¢ekdni na erupci (waiting) a o dobé trvéni erupce
(eruption), pficemz se zaméfte na proménnou waiting.

2. Nakreslete histogram doby ¢ekéani na erupci a superponujte jej kiivkou jadrového odhadu.

3. Pomocf funkce optim() odhadnéte parametry p, pi1, pz2, 0%, o3 smiseného rozdélenf [pN (uy, 03)+(1—p) N (uz2, 03)]
nahodné proménné waiting.

4. Pomocf funkce optim() naleznéte rozptyly odhadu parametri p, i1, iz, 02, 03.

Body 1.-3. aplikujte také na proménnou eruption.

a) ## P mul sigmal mu2 sigma?2
## MLE 0.3609 54.6145 5.8698 80.0908 5.8682
## Var 0.0010 0.4893 0.2884 0.2547 0.1608
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b) ##
#it
##

P mul sigmal mu2 sigma?2
MLE 0.3482 2.0183 0.2356 4.2733 0.4370
Var 0.0009 0.0007 0.0005 0.0012 0.0007
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Piiklad 3. Dvourozmérni Newton-Raphsonova metoda Nechf ndhodné veli¢ina X pochazi z normalniho
rozdéleni se stiedni hodnotou x a rozptylem o2, tj. X ~ N(u,0?). Hustota ndhodné veliciny X mé tvar

F@) = ——exp ((“‘)) .

2o 202

. Odvod'te tvar vérohodnostn{ a logaritmické vérohodnostni funkce pro N (i, o?).

Odvod'te tvar skére funkce pro parametr p a pro parametr o (ne o2!!l).

Odvod'te tvary druhych parcidlnich derivaci logaritmické vérohodnostni funkce podle parametrii p1 a o (celkem

4).

Naprogramujte v R dvourozmérnou Newton-Raphsonovu metodu pro normaln{ rozdéleni N (u,o?). Funkci
pojmenujte NMnorm.

Naprogramovanou funkci nyni vyzkousime na redlnych datech.

© »®» 3>

Nactéte datovy soubor one-sample-mean-skull-mf.txt.

Vykreslete histogram proménné délka lebky (skull.L).

Pomoci naprogramované funkce NMnorm odhadnéte parametr p a o proménné skull.L.
Odhady ziskané pomoci funkce NMnorm porovnejte s bodovymi odhady parametri p a o.

Body 6-8 aplikujte také na proménnou siika lebky (skull.B).



a) Délka lebky

## mu sigma
## Newtonova metoda 179.5169 7.1390
## exaktni vypocet 179.5169 7.2249
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b) Sfika lebky
## mu sigma
## Newtonova metoda 136.1662 4.9247
## exaktni vypocet 136.1662 4.9708
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Piiklad 4. Broydenova metoda

1. Naprogramujte v R Broydenovu metodu (dvourozmérnou metodu seéen) pro normalni rozdéleni N (u,o?).
Funkei pojmenujte BrMnorm().

2. Nactéte datovy soubor one-sample-mean-skull-mf.txt.
3. Pomoc{ funkce BrMnorm() ziskejte odhady parametru p a o délky lebky skull.L.
4. Pomocf funkce BrMnorm() ziskejte odhady parametri u a o $fiky lebky skull.B.
3. Broydenova metoda aplikovand na proménnou skull.L

## mu sigma
## Broydenova metoda 179.5174 7.2333
## exaktni vypocet  179.5169 7.2249

4. Broydenova metoda aplikovand na proménnou skull.B
#Hit mu sigma

## Broydenova metoda 136.1481 5.0360
## exaktni vypocet 136.1662 4.9708



Pi#iklad 5. MC experiment pro Waldovy empirické intervaly spolehlivosti Necht
(a) X ~ N(Oa 1);

(b) X ~ pN(0,1) + (1 — p)N(0,4), kde p = 0.9, tedy jde o smés dvou normélnich rozdéleni X ~ N(0,1) a
X ~ N(0,4) v poméru 9 : 1.

Pro obé ¢ésti (a) i (b) Vygenerujte M = 100 ndhodnych vybéru s rozsahem n = 500 a vypocitejte:
1. Waldovy exaktni empirické 100(1 — a) % IS pro rozptyl o2, kdyZ u nezname.
2. Waldovy asymptotické empirické 100(1 — «) % IS pro rozptyl o2, kdyZ p nezname.
3. Waldovy asymptotické empirické 100(1 — «) % IS pro smérodatnou odchylkul o, kdyZ g nezndme.

Vzdy spocitejte, kolik IS obsahuje rozptyl 02 = 1 (resp. smérodatnou odchylku o = 1). Toto &fslo podélené hodnotou
M predstavuje simulovanou hladinu vyznamnosti a.

a) X ~ N(0,1)

1. Waldovy exaktni empirické 100(1 — a) % IS pro rozptyl o2, kdyZ u nezname.

## n
## simulovany pocet 48.0
## presny pocet 47.5
Simulace 95% spolehlivosti Waldovych empirickych IS
exaktni IS pro 0% X ~ N(0,1)
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2. Waldovy asymptotické empirické 100(1 — «) % IS pro rozptyl o2, kdyZ p nezname.

## n
## simulovany pocet 48.0
## presny pocet 47.5
Simulace 95% spolehlivosti Waldovych empirickych IS
asymptoticky IS pro 6% X ~ N(0,1)
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3. Waldovy asymptotické empirické 100(1 — o) % IS pro smeérodatnou odchylkul o, kdyz p nezndme.

## n
## simulovany pocet 48.0
## presny pocet 47.5

interval spolehlivosti pro ¢*

b) X ~pN(0,1) + (1 —p)N(0,4)
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1. Waldovy exaktni empirické 100(1 — «) % IS pro rozptyl o2, kdyZ p nezname.

## n
## simulovany pocet 46.0
## presny pocet 47.5

interval spolehlivosti pro o*
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2. Waldovy asymptotické empirické 100(1 — ) % IS pro rozptyl o2, kdyz p nezndme.

## n
## simulovany pocet 47.0
## presny pocet 47.5



Simulace 95% spolehlivosti Waldovych empirickych IS
asymptoticky IS pro 6% X ~ pN(0,1)+(1-p)N(0,4)
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3. Waldovy asymptotické empirické 100(1 — o) % IS pro smérodatnou odchylkul o, kdyz p nezndme.

## n
## simulovany pocet 47.0
## presny pocet 47.5

Simulace 95% spolehlivosti Waldovych empirickych IS
asymptoticky IS pro o; X ~ pN(0,1)+(1-p)N(0,4)
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Priklad 6. Simultanni oblasti spolehlivosti + elipsa spolehlivosti pro stfedni hodnotu a rozptyl (resp.
smérodatnou odchylku)) Empirické 100(1 — a)) % asymptotické intervaly spolehlivosti Waldova typu pro p, o2
a o jsou pro neznamé o definovany nasledujicim zpusobem:

Pr(f—ul_a/zm < u < i—ua/Q\/Gz/n)zl—a

Pr (82—@&1,&/2\/234/71 < o < Eg—ua/2\/284/n) =1l-«a
Pr(&—ul_a/gx/c?Q/Qn <o < 37ua/2\/52/2n) =1—-a

1. (a) Nakreslete simultanni mnozinu spolehlivosti pro @ = (u,0?)” pouzitim exaktnich intervalii spolehlivosti

pro i a pro o?.

Nakreslete simultdanni mnozinu spolehlivosti pro 6 = (u, 0?)7 pouzitim asymptotickych intervalii spoleh-
livosti pro u a pro o2.

Do obréazku dokreslete 100(1—a) % elipsu spolehlivosti pro 6 = (i, 2)T pouzitim asymptotickych intervali
spolehlivosti pro p a pro o2.

Nakreslete simultann{ mnozinu spolehlivosti pro 6 = (u,0)T pouzitim exaktnich intervali spolehlivosti
pro 4 a pro o.

Nakreslete simultdnn{ mnozinu spolehlivosti pro 8 = (u,0)? pouzitim asymptotickych intervalii spolehli-
vosti pro u a pro o.

Do obrazku dokreslete 100(1—a) % elipsu spolehlivosti pro 8 = (u, o)T pouzitim asymptotickych intervali
spolehlivosti pro p a pro o.

Pouzijte (1) n = 10, (2) n = 100, (3) n = 10000. V (1), (2) a (3) zvolte 4 = 0 a 02 = 1 resp. 02 = 4. Koeficient
spolehlivosti simultdnni mnoziny zvolte zvolte 1 — a = 0.95.

Simult. oblasti spolehl. + elipsa spolehl. pro p a a?
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Piiklad 7. Rozdéleni vybérového rozptylu a vybérové smérodatné odchylky Necht /n(S? — 02) X N(0,20%), coz
vede k aproximaci S2 X N(o2,20*/n) pro fixovana n. Nechf /n (\/ST% — 0‘) X N(0,ATi(0)"'A), kde 6 = 02 a
9(0) = Vo2,

1. Pomoc{ delta metody odvod'te rozptyl \Er[\ﬁ]. Déle definujte asymptotické rozdéleni S,,.

2. Nakreslete hustoty

(a) asymptotického a exaktniho rozdéleni statistiky S2,

(b) asymptotického a exaktniho rozdélen{ statistiky S,,.
Pouzijte (i) n = 10, (ii) n =50 a (iii) n = 100, a (A) 0? =1, (B) 0? =4
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