Zadani priklada — Statisticka inference II — 2017

Pi#iklad 1. Smés dvou normdlnich rozdéleni Necht ndhodn4 veli¢ina X pochézi ze smési dvou normélnich
rozdéleni X ~ [pN (u1,0%) + (1 — p)N(uz,03)]. Potom margindln{ hustota ndhodné velicina X ma tvar

fi8)= > f(@:,b:i,0) = f(xi,1,61) + f(2,0,65),
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je sdruzena hustota za podminky, ze data pochézi z prvni skupiny a
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je sdruzend hustota za podminky, ze data pochézi z druhé skupiny.

kde

Logaritmickd vérohodnostni funkce ndhodné veli¢iny X m4 tvar
LOx) =[] f(z:.0).
i=1

Piiklad 2. Odhad parametria smési dvou normalnich rozdéleni

1. Nactéte datovy soubor faithful obsahujici tdaje o dobé ¢ekdni na erupci (waiting) a o dobé trvéni erupce
(eruption), pficemz se zaméfte na proménnou waiting.

2. Nakreslete histogram doby ¢ekéani na erupci a superponujte jej kiivkou jadrového odhadu.

3. Pomocf funkce optim() odhadnéte parametry p, pi1, pz2, 0%, o3 smiseného rozdélenf [pN (uy, 03)+(1—p) N (uz2, 03)]
nahodné proménné waiting.

4. Pomocf funkce optim() naleznéte rozptyly odhadu parametri p, i1, iz, 02, 03.

Body 1.-3. aplikujte také na proménnou eruption.

a) ## P mul sigmal mu2 sigma?2
## MLE 0.3609 54.6145 5.8698 80.0908 5.8682
## Var 0.0010 0.4893 0.2884 0.2547 0.1608
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b) ##
#it
##

P mul sigmal mu2 sigma?2
MLE 0.3482 2.0183 0.2356 4.2733 0.4370
Var 0.0009 0.0007 0.0005 0.0012 0.0007
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Piiklad 3. Dvourozmérni Newton-Raphsonova metoda Nechf ndhodné veli¢ina X pochazi z normalniho
rozdéleni se stiedni hodnotou x a rozptylem o2, tj. X ~ N(u,0?). Hustota ndhodné veliciny X mé tvar

F@) = ——exp ((“‘)) .

2o 202

. Odvod'te tvar vérohodnostn{ a logaritmické vérohodnostni funkce pro N (i, o?).

Odvod'te tvar skére funkce pro parametr p a pro parametr o (ne o2!!l).

Odvod'te tvary druhych parcidlnich derivaci logaritmické vérohodnostni funkce podle parametrii p1 a o (celkem

4).

Naprogramujte v R dvourozmérnou Newton-Raphsonovu metodu pro normaln{ rozdéleni N (u,o?). Funkci
pojmenujte NMnorm.

Naprogramovanou funkci nyni vyzkousime na redlnych datech.

© »®» 3>

Nactéte datovy soubor one-sample-mean-skull-mf.txt.

Vykreslete histogram proménné délka lebky (skull.L).

Pomoci naprogramované funkce NMnorm odhadnéte parametr p a o proménné skull.L.
Odhady ziskané pomoci funkce NMnorm porovnejte s bodovymi odhady parametri p a o.

Body 6-8 aplikujte také na proménnou siika lebky (skull.B).



a) Délka lebky

## mu sigma
## Newtonova metoda 179.5169 7.1390
## exaktni vypocet 179.5169 7.2249
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b) Sfika lebky
## mu sigma
## Newtonova metoda 136.1662 4.9247
## exaktni vypocet 136.1662 4.9708
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Piiklad 4. Broydenova metoda

1. Naprogramujte v R Broydenovu metodu (dvourozmérnou metodu seéen) pro normalni rozdéleni N (u,o?).
Funkei pojmenujte BrMnorm().

2. Nactéte datovy soubor one-sample-mean-skull-mf.txt.
3. Pomoc{ funkce BrMnorm() ziskejte odhady parametru p a o délky lebky skull.L.
4. Pomocf funkce BrMnorm() ziskejte odhady parametri u a o $fiky lebky skull.B.
3. Broydenova metoda aplikovand na proménnou skull.L

## mu sigma
## Broydenova metoda 179.5174 7.2333
## exaktni vypocet  179.5169 7.2249

4. Broydenova metoda aplikovand na proménnou skull.B
#Hit mu sigma

## Broydenova metoda 136.1481 5.0360
## exaktni vypocet 136.1662 4.9708



Pi#iklad 5. MC experiment pro Waldovy empirické intervaly spolehlivosti Necht
(a) X ~ N(Oa 1);

(b) X ~ pN(0,1) + (1 — p)N(0,4), kde p = 0.9, tedy jde o smés dvou normélnich rozdéleni X ~ N(0,1) a
X ~ N(0,4) v poméru 9 : 1.

Pro obé ¢ésti (a) i (b) Vygenerujte M = 100 ndhodnych vybéru s rozsahem n = 500 a vypocitejte:
1. Waldovy exaktni empirické 100(1 — a) % IS pro rozptyl o2, kdyZ u nezname.
2. Waldovy asymptotické empirické 100(1 — «) % IS pro rozptyl o2, kdyZ p nezname.
3. Waldovy asymptotické empirické 100(1 — «) % IS pro smérodatnou odchylkul o, kdyZ g nezndme.

Vzdy spocitejte, kolik IS obsahuje rozptyl 02 = 1 (resp. smérodatnou odchylku o = 1). Toto &fslo podélené hodnotou
M predstavuje simulovanou hladinu vyznamnosti a.

a) X ~ N(0,1)

1. Waldovy exaktni empirické 100(1 — a) % IS pro rozptyl o2, kdyZ u nezname.

## n
## simulovany pocet 48.0
## presny pocet 47.5
Simulace 95% spolehlivosti Waldovych empirickych IS
exaktni IS pro 0% X ~ N(0,1)
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2. Waldovy asymptotické empirické 100(1 — «) % IS pro rozptyl o2, kdyZ p nezname.

## n
## simulovany pocet 45.0
## presny pocet 47.5
Simulace 95% spolehlivosti Waldovych empirickych IS
asymptoticky IS pro 6% X ~ N(0,1)
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3. Waldovy asymptotické empirické 100(1 — o) % IS pro smeérodatnou odchylkul o, kdyz p nezndme.

## n
## simulovany pocet 48.0
## presny pocet 47.5
Simulace 95% spolehlivosti Waldovych empirickych IS
asymptoticky IS pro o; X ~N(0,1)
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b) X ~pN(0,1) + (1 —p)N(0,4)

1. Waldovy exaktni empirické 100(1 — «) % IS pro rozptyl o2, kdyZ p nezname.

## n
## simulovany pocet 42.0
## presny pocet 47.5
Simulace 95% spolehlivosti Waldovych empirickych IS
exaktni IS pro 6% X ~ pN(0,1)+(1-p)N(0,4)
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2. Waldovy asymptotické empirické 100(1 — ) % IS pro rozptyl o2, kdyz p nezndme.

## n
## simulovany pocet 45.0
## presny pocet 47.5



Simulace 95% spolehlivosti Waldovych empirickych IS
asymptoticky IS pro 6% X ~ pN(0,1)+(1-p)N(0,4)
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3. Waldovy asymptotické empirické 100(1 — o) % IS pro smérodatnou odchylkul o, kdyz p nezndme.

## n
## simulovany pocet 43.0
## presny pocet 47.5

Simulace 95% spolehlivosti Waldovych empirickych IS
asymptoticky IS pro o; X ~ pN(0,1)+(1-p)N(0,4)
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Priklad 6. Simultanni oblasti spolehlivosti + elipsa spolehlivosti pro stfedni hodnotu a rozptyl (resp.
smérodatnou odchylku)) Empirické 100(1 — a)) % asymptotické intervaly spolehlivosti Waldova typu pro p, o2
a o jsou pro neznamé o definovany nasledujicim zpusobem:

1. (a)

Pr(f—ul_a/zm < u < i—ua/Q\/Gz/n)zl—a

Pr (82—@&1,&/2\/234/71 < o < Eg—ua/2\/284/n) =1l-«a
Pr(&—ul_a/gx/c?Q/Qn <o < 37ua/2\/52/2n) =1—-a

Nakreslete simultdnni mnozinu spolehlivosti pro @ = (u,0?)” pouzitim exaktnich intervalti spolehlivosti
pro i a pro o?.
Nakreslete simultdanni mnozinu spolehlivosti pro 6 = (u, 0?)7 pouzitim asymptotickych intervalii spoleh-

livosti pro u a pro o2.

Do obréazku dokreslete 100(1—a) % elipsu spolehlivosti pro 6 = (i, 2)T pouzitim asymptotickych intervali
spolehlivosti pro p a pro o2.

Nakreslete simultann{ mnozinu spolehlivosti pro 6 = (u,0)T pouzitim exaktnich intervali spolehlivosti
pro 4 a pro o.

Nakreslete simultdnn{ mnozinu spolehlivosti pro 8 = (u,0)? pouzitim asymptotickych intervalii spolehli-
vosti pro u a pro o.

Do obrazku dokreslete 100(1—a) % elipsu spolehlivosti pro 8 = (u, o)T pouzitim asymptotickych intervali
spolehlivosti pro p a pro o.

Pouzijte (1) n = 10, (2) n = 100, (3) n = 10000. V (1), (2) a (3) zvolte 4 = 0 a 02 = 1 resp. 02 = 4. Koeficient
spolehlivosti simultdnni mnoziny zvolte zvolte 1 — a = 0.95.
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Pi#iklad 7. Rozdéleni vybérového rozptylu a vybérové smérodatné odchylky: simulaéni studie Necht
X ~ N(u,o0?), potom

1. vybérovy rozptyl S2 ~ N (o2, %),

02

2. vybérova smérodatnd odchylka S,, ~ N(o, §-).

2
3. testovaci statistika, "US"

’ 2 <~ , . ’ . . ’n,572 2
5+ pochdzi z x* rozdéleni o n stupnich volnosti, tj. —3 ~ x;..
Vygenerujte M = 1000 ndhodnych vybéra z normalntho rozdéleni N(u,0?) o rozsahu n, kde p = 0 a 02 = 4, resp.
0% = 1. Pouzijte (i) n = 10, (ii) n = 50 a (iii) n = 500.

(a) Pro kazdy ndhodny vybér vypocitejte statistiku S , i = 1,..., M a statistiky S? zobrazte pomoci histogramu.
Histogram superponujte kiivkami hustoty asymptotického a exaktniho rozdélenf statistiky S2.

(b) Pro kazdy nahodny vybér vypocitejte statistiku S,,, ¢ = 1,..., M a statistiky S, ; zobrazte pomoci histogramu.
Histogram superponujte kiivkami hustoty asymptotického a exaktniho rozdéleni statistiky S,,.
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Piiklad 8. P Piedpoklddejme, ze X ~ N(u,0?), kde 0% zndme. Necht § = . Testujeme viechny tii typy hypotéz
a) Hop : pu = po oproti Hqq : pu # po (oboustrannd);
b) Hos : p < po oproti Hya, 1 > po (pravostrannd);
¢) Hos: p > po oproti Hiz : pu < po (levostrannd).
1. Odvod'te tvary silofunkei pro vSechny tii typy hypotéz (a)-(c), t.j. tvary 85 (1), Bia(p) a Bis(u).

2. Nakreslete silofunkce pro viechny tii typy hypotéz (a)-(c), kde g = 0, a 02 = 1. Do jednoho obrazku
zakreslete vzdy tvary silofunkci pro n = 10, n = 30, n = 50 a n = 100. Hladinu vyznamnosti a zvolte 0.05.
Hodnoty p volte rozumné, napi. v intervalu ( —1.5; 1.5).

0.8 1.0
1 1

0.6
1

silofunkce 1-B
silofunkce 1-f
silofunkce 1-PB

0.2
1

0.0
1
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Piiklad 9. Rozdéleni testovaci statistiky pro test o stfedni hodnoté u, kdyz ¢ neznidme

density

1. Necht ndhodny vybér X pochdzi z normélniho rozdéleni, t.j. X ~ N(u,02), kde y = 600 a 02 = 1002,

Rozsah ndhodného vybéru n = 20. Pomoci simulaéni studie v @ porovnejte rozdéleni testovaci statistiky pro
test nepiesné zvolené’ nulové hypotézy Ho: p < 500 (alternativni hypotéza Hi: p > 500), kdyz rozptyl o>
nezname, s rozdélenim testovaci statistiky nulové hypotézy Hy: u < 600 (alternativni hypotéza Hy: p > 600),
opét kdyz o2 neznime.

Nasimulujte M pseudondhodnych vybéra, M=1,...,10000 a pro kazdy vypocitejte realizaci testovaci statistiky

tg,n;\ = @\/ﬁ pro nulovou hypotézu Hy: p < 500 oproti Hy: p > 500. Histogram superponujte jednak
kiivkou hustoty necentralniho ¢-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti a parametrem necentrality A (A = ‘; ! /?/’%’ , kde

w1 je vzatd z alternativn{ hypotézy) a jednak kiivkou hustoty centralniho studentova rozdéleni. Obé kiivky
potom vzajemné okometricky porovnejte.

. Necht nyni X pochdzi ze smési dvou normalnich rozdélen, t.j. X ~ [pN(u,100%) + (1 — p)N(p, 150?)], kde

p=0.9 a p = 600. Proved'te simula¢ni studii popsanou v bodé (1) pro tento ndhodny vybér.

Rozdeleni testovaci statistiky Tw Rozdeleni testovaci statistiky Tw
X~N(600,100"2) X~0.9N(600,10072)+0.1N(600, 150"2)
< <
(<3 O statistiky Tw o 7 O statistiky Tw
B centralni rozd. B centralni rozd.
— B necentralni rozd. B necentralni rozd.
™ . ™ -
S ZZ \ S 7‘ \
\ =y
N 7] N
o S5 o 7
©
- -
<2 c 7
o o
IS IS
T T T 1 T T T 1
-5 0 5 10 -5 0 5 10
Centralni a simulovane necentralni t-rozdeleni Centralni a simulovane necentralni t-rozdeleni
n=20; 1-B;,=0.9961=0.9935 n=20; 1-B;,=0.9961 =0.9935
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Priiklad 10. empirickd a exaktni silofunkce testu; pokracovani prikladu ¢.9

1. Necht ndhodny vybér X pochdzi z normélniho rozdéleni, t.j. X ~ N(u1,0?), kde puy = 470,480, .. .,590,600 a

silofunkce

02 = 1002. Rozsah ndhodného vybéru n = 20. Pouzijte @ na simulaci empirické silofunkce pro jednovybérovy
Studentiv t-test nulové hypotézy Hg: p < 500 oproti Hy: p > 500. Vygenerujte M = 1000 pseudondhodnych
vybéru a pro kazdy stanovte hodnotu testovaci statistiky ¢,,, m = 1,...,1000. Déale vypocitejte p-hodnotu
korespondujici s ¢, a porovnejte ji s hladinou vyznamnosti a = 0.05. Tak ziskdte empirickou silofunkci

~

1 — B(p1) pro zvolenou alternativni hypotézu. Do grafu zakreslete 1 — B(u1) 1 jeji standardizované chyby

SE[l — B(ul)] =1/ % v podobé chybové tsecky 1 — B(ul) + SE[1 - B(ul)] Do grafu vkreslete

také teoretickou silofunkei 1 — 3(u1), g1 € (470; 600) (na jeji vipocet pouzijte funkci power.t.test()).

. Necht nyni X pochézi ze smési dvou normélnich rozdélen, t.j. X ~ [pN(u1,1002) + (1 — p)N(u1,2002)], kde

p=0.9a p; =470,...,600. Provedte simula¢ni studii popsanou v bodé (1) pro tento ndhodny vybér.

X~N(}1;100°%) X ~ 0.9N(p;100%) +0.1N(}1;,200%)
o e —
- ] i -
0 «© _|
o o
©
S g o]
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< —— empiricka E < | —— empiricka
S ] » o
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o o
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K 2
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Priklad 11. Pfesnd a pfiblizna silofunkce — Jednovybérovy Z-test o stfedni hodnoté Uved'te tvary piesné
silofunkce B}, a pfiblizné silofunkce sz pro test Hy : p = po oproti Hy : i # po kdyz o? zndme. Nakreslete kiivky
obou silofunkci do jednoho grafu, kde na ose x budou ruzné hodnoty parametru p na ose y vynesena silofunkce, a
porovnejte jejich tvary. Vysledek slovné okomentujte. Hodnotu n zvolte 20, po = 0 a 02 = 4. Rozsah osy z volte
rozumné, pro globdln{ pohled nap¥. (—1.5; 1.5), pro lokdlni zaméfen{ rozdila zvolte rozsah osy = (—0.8; 0.8).
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Pi#iklad 12. MC experiment pro Waldovy empirické intervaly spolehlivosti Necht
(a) X ~ N(20,100);

(b) X ~ pN(20,100) + (1 — p)N(20,400), kde p = 0.9, tedy jde o smés dvou normalnich rozdéleni X ~ N(20,100)
a X ~ N(20,400) v poméru 9 : 1.

Pro obé ¢ésti (a) i (b) Vygenerujte M = 100 ndhodnych vybéru s rozsahem n = 5, resp. n = 50 an = 100 a
vypoéitejte Waldovy empirické 100(1 — a) % IS pro stiedni hodnotu u, kdyz o2 nezndme. Vzdy spoéitejte, kolik IS
obsahuje stfedni hodnotu p = 20. Toto ¢islo podélené hodnotou M predstavuje aktualni pravdépodobnost pokryti
(simulovanou spolehlivost 1 — «). Porovnejte tuto hodnotu s nominélni pravdépodobnosti pokryti (spolehlivost
1—a).

a) X ~ N(0,1)

n=>5
## n
## aktualni pst.pokryti 0.95

## nominalni pst.pokryti (spolehlivost) 0.95

Simulace 95% spolehlivosti Waldovych empirickych 1S
empiricky IS pro y; X ~ N(20,100)
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## n
## aktualni pst.pokryti 0.95

## nominalni pst.pokryti (spolehlivost) 0.95

Simulace 95% spolehlivosti Waldovych empirickych 1S
empiricky IS pro u; X ~ N(20,100)
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b) X ~ pN(20,100) + (1 — p)N(20,400)

##

.97

## aktualni pst.pokryti

## nominalni pst.pokryti (spolehlivost) 0.95

Simulace 95% spolehlivosti Waldovych empirickych 1S
exaktni IS pro p; X ~ pN(20,100)+(1-p)N(20,400)
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n = 100

##

0.94

## nominalni pst.pokryti (spolehlivost) 0.95

## aktualni pst.pokryti

exaktni IS pro p; X ~ pN(20,100)+(1-p)N(20,400)

Simulace 95% spolehlivosti Waldovych empirickych 1S
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Piiklad 13. nezavislost i a o%; pravdépodobnost pokryti Necht X ~ N(u,0?), kde = 20 a 02 = 100.
Pomoci simula¢ni studie vypocitejte Pearsoniiv korelacni koeficient r ¢ g. Nakreslete sedou barvou rozptylovy graf
(Zm,8m), kde m = 1,2,..., M, pficemz M = 5000. Cernou barvou vyznacte v grafu takové body (Zm,Sm), pro
které plati tw,, = M\/ﬁ
spliuji vztah tw,, = t,—1(a/2). Vypocitejte pravdépodobnost pokryti 95% DIS pro p jako podil > I(tw,m <
tn—1(/2))/M. Zvolte (a) n =5, (b) n =50 a (c) n = 100.

< tp—1(a/2). Déle vykreslete hranice, které jsou definovény body (T, sm), jez

Simulaci proved'te také za predpokladu, ze data pochdzi ze smiSeného rozdéleni X ~ [pN(u,o?) + (1 —p)N(u,03)],
kde p = 0.9, = 20, 0% = 100 a o3 = 400.

#i# n
## aktualni pst.pokryti 0.952
## nominalni pst.pokryti (spolehlivost) 0.950
#i# n

## aktualni pst.pokryti 0.9435
## nominalni pst.pokryti (spolehlivost) 0.9500

Pravdepodobnost pokryti

Pravdepodobnost pokryti

N=5, =-0.0358 N=5, =0.0062
8 ]
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X X
it n
## aktualni pst.pokryti 0.948
## nominalni pst.pokryti (spolehlivost) 0.950
it n
## aktualni pst.pokryti 0.936

##

nominalni pst.pokryti (spolehlivost) 0.950
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Pravdepodobnost pokryti Pravdepodobnost pokryti
N=100, r=-0.002 N=100, r=-0.065
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