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Instrukce k domdacimu tkolu: Odevzdéva se jeden pdf soubor nazvany prijmeni-jmeno-text-statinf-11-2017.pdf (ob-
sahuje feseni piikladil, obrazky, @-kéd napsany v TEXu), jeden zdrojovy soubor naprogramovanych funkci prijmeni-
jmeno—source-statinf-11-2017.R a jeden soubor @@-kédu konkrétnich zad4ni z DU prijmeni-jmeno-priklady-statinf-11-2017.R,
ktery pouziva tento zdrojovy kéd. Dejte si zdlezet na prehlednosti programovaného kédu, na doplnéni komentaru
avhodného uziti zavedenych pravidel, které méte k dispozici v prezentaci Standards of programming in R: R style guide.
Také vénujte svou pozornost a ¢as dostateCnym popisum vagich dvah a zvolenych postupu a interpretacim vysledku,
af uz slovnich nebo grafickych. I to bude soucésti celkového hodnoceni tikolu. Na psani @@-kédu doporucuji TEXovsky
balicek listings a vytvofeni prostiedi v hlavicce dokumentu pomoci nasledujiciho kédu:

\lstset{language=R, % nastavenie jazyka R
basicstyle=\footnotesize\ttfamily, % typ pisma R-kodu
commentstyle=\ttfamily\color{farball, % farba komentara k funkciam
numberstyle=\color{farba2}\footnotesize, % farba a velkost cislovania
numbers=1left, % cislovanie vlavo

stepnumber=1, % cislovanie po krokoch jedna
frame=leftline, % vytvorenie lavej hranicnej ciary
breaklines=truel} % zalomenie riadkov

V textu potom kéd vkladdme do prosttedi \begin{lstlisting} a \end{lstlisting}.

Kompletni reseni domdciho ikolu je nutné nahrdt do odevzddvdrny v IS nejpozdéji 7 dni pred terminem zkousky, na
ktery se prihldsite.
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Priklad 1. VylepSend vérohodnost pomoci g(0):

1.

Nakreslete logaritmus relativni funkce vérohodnosti parametru p binomického rozdélen{ Bin(V,p), kde N = 10
a n = 8, superponovany jeho kvadratickou aproximaci.

Nakreslete logaritmus relativn{ funkce vérohodnosti g(p) = logit(p) = In ﬁ (pfi stejném zaddn{ N a n jako v
(1)), superponovany jeho kvadratickou aproximaci.

Nakreslete graf porovnavajici vzajemné logaritmus relativni funkce vérohodnosti s jeji kvadratickou aproximaci
ziskanou na zdkladé parametru p (ad 1) a aproximaci ziskanou za zékladé parametrické funkce g(p) (ad 2).

Vypocitejte Waldav a vérohodnostn{ 100 x (1 — «)% empiricky DIS pro p.

Vypocitejte Walduv a vérohodnostni 100 x (1 — «)% empiricky DIS pro g(p) z bodu (2) a transformujte jej zpét
do origindlni skaly.

Vzdjemné porovnejte Waldovy empirické DIS pro p a pro g(p) po zpétné transaformaci do originalni skily a
vérohodnostni empirické DIS pro p a pro g(p) po zpétné transaformaci do origindlni skaly. Ktery z intervalu
vykazuje lepsi vlastnosti a proc?

Naprogramujte dvé numerické metody: metodu bisekee (funkce bisekce()) a metodu secen (funkce metoda.secen())
ke zpresnéni hranic vérohodnostnich intervalu spolehlivosti.

Pozadovand forma vystupu prikladu:

e dvé samostatné pouzitelné funkce bisekce() a metoda.secen() s naimplementovanymi itera¢nimi metodami;

e trojice grafu:

(i) graf s parametrem p na ose x a log. rel. véroh. funkei + jeji kvadratickou aproximaci na ose y;
(ii) graf s param. funkei g(p) na ose z a piislusnou log. rel. véroh. funkei + jeji kvadr. aproximaci na ose y;

(iii) graf s parametrem p na ose x a log. rel. vérohodnostni funkei + jeji kvadr. aproximaci pomoci parametru p
a pomoci param. funkce g(p) na ose y (na zakladé tohoto grafu porovnejte kvalitu obou kvadr. aproximaci);

e tabulka hranic intervalu spolehlivosti:

parametr/p.funkce H Waldav IS — dh  Waldav IS — hh  Véroh. IS —dh  Véroh. IS — hh

9(p)
g(p) zpétné transf. do skily p

e tabulka pfesnéjsich hranic vérohodnostnich intervalu spolehlivosti ziskanych pomoci vlastnoruéné naprogramo-

vanych funkei bisekce() a metoda.secen():

parametr/p.funkce H puv. —dh ptav. —hh m.bisekce — dh m.bisekce —hh m.se¢en —dh m.se¢en — hh

p

g
g

p)
p) z.t.do sk.p

~

Pozndmka: Hodnoty ve vislednyjch tabulkdch i textu zaokrouhlete na Sest desetinnych mist.

(25. kvétna 2017)



KATINA, S., BENDOVA, V., 2017: STATISTICKA INFERENCE II 3

Priklad 2. Test o smérodatné odchylce o: Z archivnich materiali mame k dispozici puvodni kraniometrické
udaje o délce lebky muzu a Zen ze starovéké egyptské populace (soubor one-sample-mean-skull-mf.csv). Soucasné méme
k dispozici prumérné hodnoty délky lebky a hodnoty smérodatnych odchylek pro muze a Zeny novovéké egyptské
populace (délka lebky muzu z,, = 177.568 mm se smérodatnou odchylkou s,, = 7.526 mm; délka lebky zen z; =
171.962 mm se smérodatnou odchylkou sy = 7.052 mm; rozsah datového souboru n,, = 88, ny = 52).

Nactéte datovy soubor one-sample-mean-skull-mf.csv, kde proménna skull.L oznacuje délku lebky (v mm) sta-
rovéké egyptské populace a proménnd sex oznacuje pohlavi méfeného jedince. Zaméite se na délku lebky zen, o
které piedpokldddme Ze ma normaln{ rozdéleni N (u,o?).

1. Otestujte nulovou hypotézu, ze smérodatnd odchylka délky lebky Zen u starovéké egyptské populace je rovna
smérodatné odchylce délky lebky Zen u novovéké egyptské populace.

2. Vypocitejte 100 x (1 — «)% empiricky DIS, tj. (6p; o) pro smérodatnou odchylku délky lebky zen starovéké
egyptské populace, kde koeficient spolehlivosti 1 — o = 0.95.

Jak v ¢édsti (1), tak i v édsti (2) pouzijte k otestovani nulové hypotézy a ke stanoveni piislusnych DIS:
(a) Waldovu testovaci statistiku Uyy;
(b) skdre testovaci statistiku Usg;

(¢) vérohodnostni testovaci statistiku Urg.

Pozadovand forma vystupu prikladu:

e tabulka vysledku:

Statistika H o test.stat. op og p-hodnota

Uw
Us

Urr

e komentdf k vysledkiim uvedenym v tabulce + zduvodnéné rozhodnuti o tom, kterou testovaci statistiku byste v
praxi pro kone¢nou analyzu vyuzili.

Pozndamka: Hodnoty ve vysledné tabulce i textu zaokrouhlete na ctyri desetinnd mista.
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Piiklad 3. Pokraéovani piikladu 2: Vratme se nyni{ k datovému souboru one-sample-mean-skull-mf.csv, kde
proménnd skull.L oznacuje délku lebky (v mm) starovéké egyptské populace a proménnd sex oznaéuje pohlavi méreného
jedince.

1. Na hladiné vyznamnosti @ = 0.05 otestujte nulovou hypotézu, ze smérodatna odchylka délky lebky zen u sta-
roveké egyptské populace je vétsi nez smérodatna odchylka délky lebky Zen u novovéké egyptské populace.
Testovani proved’te pomoci:

(a) kritického oboruy;
(b) intervalu spolehlivosti;

(¢) p-hodnoty.

Pozadovand forma vistupu prikladu:
e Hy;
o Hy;
e tabulka vysledku:

Néazev statistiky H o statistika krit.obor op Ty p-hodnota

H

e komentdar k vysledkim uvedenym v tabulce + zduvodnéné rozhodnuti o nulové hypotéze.

Pozndmka: Hodnoty ve visledné tabulce i textu zaokrouhlete na ctyri desetinnd mista.
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Priklad 4. Simultanni oblasti spolehlivosti + elipsa spolehlivosti pro stfedni hodnotu a smérodatnou
odchylku (dokonéeni ze cviceni):

1. Nakreslete simultdnnf mnozinu spolehlivosti pro @ = (i1, 0)T pouzitim asymptotického intervalu spolehlivosti pro
1 a exaktniho intervalu spolehlivosti pro o.

2. Nakreslete simultdnni mnozinu spolehlivosti pro § = (u, o)T pouzitim asymptotickych intervali spolehlivosti pro
[L & pro o.

3. Do obrazku dokreslete 100(1 — a)) % elipsu spolehlivosti pro 6 = (u,0)T pouzitim asymptotickych intervali
spolehlivosti pro p a pro o.

Pouzijte (1) n = 10, (2) n = 100, (3) n = 10000. V (1), (2) a (3) zvolte u = 0 a resp. 02 = 4. Koeficient spolehlivosti
simultanni mnoziny zvolte zvolte 1 — a = 0.95.

Pozadovand forma vystupu prikladu:
e trojice grafu obsahujici vzdy dvé simultdnni oblasti spolehlivosti pro parametry i a o a jednu elipsu spolehlivosti;
e odpovédi na nasledujici tii otazky:

1. Proc je sitka obou oblasti spolehlivosti vzhledem k proménné na ose x v kazdém grafu stejna?

2. Oblasti spolehlivosti se vzhledem k ose y s rostoucim n ¢im dél vice prekryvaji. Cfm je to zptisobeno? Kterd
oblast spolehlivosti se pfiblizuje ke které? Svou odpovéd zdivodnéte.

3. Elipsa spolehlivosti se s rostoucim n pfiblizuje k simultdnni mnoziné spolehlivosti popsané v bodu (2) a to
jak z vertikalni, tak z horizontalni strany. Jak si tento jev vysvétlujete?
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Piiklad 5. Minimalni rozsah ndhodného vybéru: Piedpoklddejme, ze X ~ N(u,0?), kde p nezndme. Necht
6 = o2. Testujeme véechny tii typy hypotéz:

a) Hoy : 0% = 02 oproti Hyy : 02 # o (oboustrannd);
b) Hoa : 0® < 03 oproti Hya. 02 > 02 (pravostrannd);
¢) Hog : 0% > o8 oproti Hyz : 0 < o (levostrannd);

kde o = 2.

Vypoéitejte minimaln{ rozsah ndhodného vybéru pro testy hypotéz (a)—(c) pii a = 0.05 a 1 — 3 = 0.8, pro o2 €
{1.01,1.03,1.05,...2.99,3.01} (ad (a)), o € {2.01,2.03,2.05,...2.99,3.01} (ad (b)), 02 € {1.01,1.03,1.05,...1.97,1.99}
(ad (c)). Zavislost minimalniho rozsahu ndhodného vybéru na hodnoté o2 zakreslete do grafu pomoci kiivky (na osu
x vyneste parametr o2, na osu y minimélni rozsah ndhodného vybéru.). V grafech barevné odliste minimaln{ rozsah
nahodného vybéru pro:

(i) o2 = 1.4;
(ii) o? = 1.85;
(iii) 02 = 2.2;
(iv) 02 =2.8;

je-li to mozné.

Pozndmka: Cim vice se budeme s hodnotou o? blizit k hodnoté o2, tim véts minimélni rozsah souboru budeme
potiebovat. V souladu s touto informaci a s vhodnym vykreslenim grafu rozumné stanovte maximalni rozsah souboru
(napi. N = 3000, pifp. N = 5000). K nasim potiebdm ndm staéi védét, Ze pro o2 blizkd hodnoté o3 potiebujeme vice
nez 3000 pozorovani.

Pozadovand forma vystupu prikladu:

e funkce min.rozsah(), kterd pro stanovenou spolehlivost 1 — « a silu 8* vypocitd pro libovolnou alternativu

minimalni rozsah ndhodného vybéru;
e tii grafy zdvislosti N na o?;

e tabulka vysledku:

Alt. hypotéza H 0?2=14 02=185 02=22 02=28

oboustranna
pravostranna

levostrannéa

e komentdar ke grafum a k vysledkum uvedenym v tabulce.
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Priiklad 6. Rozdéleni testovaci statistiky, sila a silofunkce pro test o rozdilu stfednich hodnot p; — ps

1.

Necht ndhodny vybér X pochézi z normélniho rozdéleni, X ~ N(u1,0?), kde pu1 = 4 a 0? = 2.5%, a necht
nahodny vybér Y pochdzi z normélniho rozdéleni, Y ~ N (u2,03), kde s = 2 a 05 = 2.5%. Rozsahy ndhodnych
vybéria n; = ny = 20. Pomoci simulaéni studie v @ porovnejte rozdéleni testovaci statistiky pro test nulové
hypotézy Hy: 1 — pe = po oproti alternativni hypotéza Hyp : 1 — po # o, kde pg = 0.

a. Nasimulujte M = 10000 pseudondhodnych vybéri X a Y takovych, ze X ~ N(u1,2.5%) a Y ~ N(ug,2.5%).

Pro kazdé m = 1,...,10000 vypocitejte realizaci testovaci statistiky tg,n;\ pro nulovou hypotézu Hy: 1 — o =

0. Vykreslete histogram testovacich statistik tg,”; a superponujte jej jednak kfivkou hustoty necentralniho ¢-
rozdéleni a jednak kfivkou hustoty centralniho t-rozdéleni.

b. Vypocitejte empirickou silu testu za platnosti alternativni hypotézy Hiy : g1 — pe = 2.

c. Vytvofte animaci zobrazujici odchyleni rozdéleni testovaci statistiky od centralniho ¢-rozdéleni. Zvolte p; = 4
aus € {1,1.5,...,6,6.5,7}.
Pouzijte
i. klasicky dvouvybérovy t-test;
ii. Welchuv dvouvybérovy t-test.

. Necht nynf X pochdzi ze smési dvou normalnich rozdélent, t.j. X ~ [pN(4,2.5%) + (1 —p)N(4,4.5?)], kde p = 0.9

anechf Y ~ N(2,2.5?). Proved'te simula¢ni studii popsanou v bodé (1.) pro tento ndhodny vybér.

Pozadovand forma vistupu prikladu:

funkce cn.rozdeleni(), kterd pro zadané hodnoty p1, p2, 03, 039, 03, Oag, N1, N2, M, a a p vykresli dvojici graft
histogramu (jeden pro klasicky t¢-test a druhy pro Welchuv ¢-test);

animace (ad 1.) zachycujici posun necentralniho rozdélni k centrdlnimu rozdéleni p; — po pro pevné zvolené
p1 =4 aménici se pg € {1,1.5,...,6.5,7}. V animaci budou vedle sebe dva grafy histogramu (jeden pro klasicky
t-test a druhy pro Welchuv ¢-test) superponované kiivkou centrdalniho a necentralniho t-rozdéleni; pod popiskem
osy « bude uvedena hodnota empirické sily piislusného testu (¢-test resp. Welchuv test);

animace (ad 2.) zachycujici posun necentralniho rozdélni k centralnimu rozdéleni 1 — e pro pevné zvolené
w1 =4 a meénici se pp € {1,1.5,...,6.5,7}. V animaci budou vedle sebe dva grafy histogramu (jeden pro klasicky
t-test a druhy pro Welchuv ¢-test) superponované kiivkou centrélniho a necentrélniho ¢t-rozdélent; pod popiskem
osy x bude uvedena hodnota empirické sily piislusného testu (¢-test resp. Welchav test);

komentai ke grafiim + popis okometrického srovnani dvojic histogramu;
odpovédi na nasledujici otdazky

— Co maji spole¢ného tvary histogramu klasického a Welchova t-testu a proc¢?
— Jak se lisf sila klasického a Welchova t-testu a proc¢?

— Jak se ménf sila testu se snizujici se vzdalenosti p; — po? Jak si tento jev vysvétlujete?

(25. kvétna 2017)
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Priklad 7. Pravdépodobnost pokryti Waldova 95% empirického DIS pro rozdil stfednich hodnot p; — po:
1. Nechf
A. Xj ~ N(‘LLj,O'z), kde _] = 1,2, H1 = 20, Mo = 25 a O'2 = 100,
B. X; ~ Z\7(uj,ojz-)7 kde j = 1,2, ug = 20, uz = 25, 02 = 100 a 02 = 150;
C. Xj ~pN(uj,0%) + (1 —p)N(uj,02), kde j = 1,2, ug = 20, pz = 25, 02 = 100 a o2 = 400;
D. X; ~ pN(pj,cr?-) +(1 fp)N(uj,ojza), kde j = 1,2, 1 = 20, pup = 25, 02 = 100, 05 = 150, 03, = 400 a
2
o5, = 450.

Pomoci simulaén{ studie (M = 5000) vypocitejte pravdépodobnost pokryti 95% oboustranného Waldova empi-
rického intervalu spolehlivosti pro py — o jako podil Ef\il I(|twm| < tgr(1—a/2)) /M, kde tw,m, m =1,...,5000
jsou

a. testovaci statistiky klasického dvouvybérového t-testu;
b. testovaci statistiky Welchova dvouvybérového t-testu.
Rozsahy ndhodnych vybéra zvolte

i ny =ng = 5;

ii. n; = no = 50;

iii. n3 = ny = 100.

2. Cely postup uvedeny v bodé 1. zopakujte také pro pu; = ue = 20. Ostatni hodnoty ponechte stejné jako hodnoty
zadané v bodé 1.

Pozadovand forma vystupu prikladu:

e funkce pokryti() kterd pro zadané hodnoty pi1, pa, o1, 02, 014, 024, M, N1, N2, @ a p vypocitd empirickou
pravdépodobnost pokryti DIS pro rozdil stfednich hodnot py — ps;

o dvé tabulky:

— tabulka pravdépodobnosti pokryti pro ndhodné vybéry A.-D., testovaci statistiky a.—b. a rozsahy ndhodnych
vybéra i—iii. pro u; = 20 a ug = 25 (ad 1.);

— tabulka pravdépodobnosti pokryti pro ndhodné vybéry A.-D.; testovaci statistiky a.—b. a rozsahy ndhodnych
vybéra i—ii. pro p1 = pe = 20 (ad 2.);

H n=5 n=50 n=100

. klasicky t-test
. Welch t-test
. klasicky t-test
. Welch t-test
. klasicky t-test
. Welch t-test
. klasicky t-test
. Welch t-test

Do QoW =

e komentdi k vysledkim uvedenym v tabulkiach + porovnani vysledku ziskanych z obou tabulek;
e odpovéd na otézky:

— S jakou pravdépodobnosti pokryvaji Waldovy empirické DIS hodnotu 0?7
— Jak a pro¢ se hodnota pravdépodobnosti pokryt{ ménf (ad 1.)?

Poznamka: Hodnoty ve vysledné tabulce i textu zaokrouhlete na ctyri desetinnd mista.
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Piiklad 8. Necht poetnosti imrti X jako nésledek kopnuti koném v Pruskych armddnich jednotkdch (Bortkiewicz,
1898) maji Poissonovo rozdélen{ s parametrem A, tj. X ~ Poiss()). Pravdépodobnost, ze nékdo bude smrtelné zranény
v daném dni, je extrémné mald. Méjme 10 vojenskych jednotek za 20-letou periodu (rozsah M = 10 x 20 = 200), kde,
pri pocetnostech imrti n = 1,2, 3,4, 5+ v dané jednotce a v daném roce, zaznamenavame také pocetnosti vojenskych
jednotek m,, pii daném n, kde M = > m,, = 200 (viz tabulka).

n JJo |1 [2 [3]4]5+4
my [ 109 [65[22[3]1]0

1. Vypocitejte

a. Walduv 95% empiricky DIS pro A;
b. skére 95% empiricky DIS pro A;
¢. vérohodnostni 95% empiricky DIS pro A.

2. Na hladiné vyznamnosti @ = 0.05 otestujte nulovou hypotézu Hy : A = 0.6 oproti H; : A # 0.6. Testovani
proved'te Waldovym, skére i vérohodnostnim piistupem, a to pomoci

i. kritického oboru;
ii. intervalu spolehlivosti;

iii. p-hodnoty.
Pozadovand forma vystupu prikladu:
e Hy: A= Xy, kde \g =0.61;
e Hy: XA# Xy, kde A\g = 0.61;
e tabulka vysledku:

H X, test.stat. W XD XH p-hodnota

Zw
Us
Urr

e komentdi k vysledkim uvedenym v tabulce + zduvodnéné rozhodnuti o nulové hypotéze;

e Zamyslete se, jakym zpusobem by se dalo zjistit, ktery typ testu (Walduv skére, vérohodnostni) je nejvhodnéjsi k
otestovani hypotézy o parametru A Poissonova rozdéleni. Z jakych hledisek muzeme testy vzajemné porovnéavat?
Vyjmenujte alesponn dvé hlediska, kterd vas napadaji.

Pozndmka: Hodnoty ve vijsledné tabulce i textu zaokrouhlete na étyri desetinnd mista.
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