JAROSLAV SVRCEK — PRIRODOVEDECKA FAKULTA UP, OLOMOUC

O GEOMETRICKYCH NEROVNOSTECH

Ptirodovécka fakulta MU Brno (20. dubna 2017)

a) Trojuhelnikova nerovnost (TN),

b) Weizenbsckova nerovnost (Hadwiger—Finslerova nerovnost),

)
)
c) Neuberg—Pedoeova nerovnost,
d) Eulerova nerovnost,

)

e) Erdos—Mordellova nerovnost.



Aplikace TN

Priklad 1

Necht t,, 3, t. jsou délky té&Znic a o obvod libovolného trojuhel-
niku. Dokazte, Ze plati nerovnosti

4
g(ta+tb+tc)>0>ta+tb+tc-

Priklad 2

Dokazte, ze soucet délek dvou tisecek spojujicich stredy protileh-
Iych stran v libovolném konvexnim ¢tyithelnikt je mensi nez soucet
délek obou jeho tuhlopricek.

Priklad 3

Jsou-li thlopticky v libovolném lichobézniku navzajem kolmé, je
soucet délek jeho zakladen mensi mensi nez soucet délek obou jeho
ramen. Dokazte.

Priklad 4

Necht a, b, ¢ jsou délky stran trojuhelniku. DokaZte, Ze plati ne-
rovnost
a® +b? 4 2 < 2ab + 2bc + 2ca.

Priklad 5

Necht a, b, ¢ jsou délky stran trojuhelniku ABC. Dokazte, Ze
plati nerovnosti

e 3a? + 2bc > 2ab + 2ac.

2
o a2—|—b2—|—02>§(ab—|—bc—|—ca).



Piiklad 6 (36. Turnaj mést, podzim 2014)

Dokazte, ze v kazdém tecnovém mnohothelniku existuji tii jeho
strany, z nichz lze sestrojit trojuhelnik.

Priklad 7
Dokazte, ze v kazdém konvexnim pétitthelniku existuji tii jeho
uhlopricky, z nichz lze sestrojit trojuhelnik.

Piiklad 8 (10. IMO, Moskva, 1968)
Dokazte, ze v kazdém ¢tyfsténu existuji tri hrany, které vychazeji
z jednoho vrcholu, z nichz je mozno sestrojit trojuhelnik.



Weizenbdckova nerovnost, nékteré analogie a jeji zobecnéni

Nerovnost 1 (ROLAND WEIZENBOCK)

V kazdém trojuhelniku plati (pfi obvyklém oznaceni jeho hlav-
nich prvkd) nerovnost

a?+ b+ > 4PV/3.

Rovnost nastane, pravé kdyz uvazovany trojuhelnik je rovnostranny.

Nerovnost 2

V kazdém trojuhelniku plati nerovnost
3a2 + 302 — & > 4PV3.
Rovnost nastane, pravé kdyz platia:b:c=1:1:+/3.

Nerovnost 3

V kazdém trojuhelniku plati nerovnost
9a® + 5b* — 3c* > 4PV/3.
Rovnost nastane, pravé kdyz platia :b:c=1:+/3:/T.

Nerovnost 4 (HuGo HADWIGER, PAUL FINSLER, 1937)

V kazdém trojuhelniku plati (pfi obvyklém oznaceni jeho hlav-
nich prvkd) nerovnost

A2+ +>4PV3+ (a—b)2 4 (b—c) 4+ (c—a)*
Rovnost nastane, pravé kdyz uvazovany trojuhelnik je rovnostranny.

Nerovnost 5

V kazdém trojtuhelniku plati (pfi obvyklém oznaceni jeho hlav-
nich prvkd) nerovnost

ab + be + ca > 4PV'3.

Rovnost nastane, praveé kdyz uvazovany trojihelnik je rovnostranny.



Neuberg—Pedoeova nerovnost

Nerovnost 6 (JOSEPH J. B. NEUBERG, DANIEL PEDOE, 1942)

Necht ABC' je trojuhelnik o stranach a, b, ¢ a obsahu P a UVW
trojuhelnik o stranach wu, v, w a obsahu (). Pak plati nerovnost

a*(—u? +v* + w?) + 02 (u? — v* +w?) + (v + 0* — w?) > 16PQ.

Rovnost nastane, praveé kdyz jsou trojuihelniky podobné.

Poznamka 1.

Nerovnost byla pouzita ve 29. ro¢niku MO (kategorie A).

Poznamka 2.
Polozime-li v Neuberg—Pedoeové nerovnosti a = u, b = v, ¢ = w,
a tudiz P = @, dostavame s vyuzitim nerovnosti

(a® + 0% + *)* > 3[2(a®V? + b° + *a®) — (a* + b* + V)]
bezprostiedné Weizenbockovu nerovnost

a’+ b+ > 4P\/3.

Nerovnost 7 (ONO, 1914; BALITRAND, 1916)
V libovolném ostrouhlém trojihelniku plati nerovnost

27(—a® + b* + *)*(a® — b* + *)?*(a® + b* — ¢*)* < (4P)°.



Eulerova nerovnost

Nerovnost 8 (LEONHARD EULER)

Necht r je polomér kruznice opsané a p polomér kruznice vepsané
libovolnému trojuhelniku. Pak plati nerovnost

r > 2p.

Rovnost nastane, pravé kdyz je uvazovany trojihelnik rovnostranny.

Poznamka.

Eulerova nerovnost je primym diisledkem formule udavajici vzda-
lenost d stfedi kruznice opsané a vepsané v libovolném trojuhelniku

d*> =r* —2rp.

Dusledek

Necht «, (3, znadi velikosti vnitinich thla v trojuhelniku ABC.
Dokazte, zZe plati nerovnost

sin a + sin 8 + siny > sin 2« + sin 23 + sin 27,

pricemz rovnost nastane, pravé kdyz ABC je rovnostranny troju-
helnik.



Erdos—Mordellova nerovnost

Nerovnost 9 (PAuL ErDOS, Louls JOEL MORDELL, 1935)

Necht P je libovolny bod trojuhelniku ABC'. Déle necht u, v, w
jsou po radé vzdalenosti bodu P od jeho stran a, b, c. Pak plati

|PA| + |PB| + |PC| > 2(u + v + w),

pricemz rovnost nastane, pravé kdyz ABC' je rovnostranny troju-

vV e

Pozndmka. Prvni elementarni dikaz podal v r. 1945 americky ma-
tematik NICOLAS D. KAZARINOFF.

Nerovnost 10

Necht P je libovolny bod trojuhelniku ABC'. Déle necht u, v, w
jsou po radé vzdalenosti bodu P od jeho stran a, b, c. Pak plati

|PA|-|PB| - |PC| > 8uvw.

Rovnost nastane, pravé kdyz ABC' je rovnostranny trojuhelnik a P

VOV e

Nerovnost 11 (DaviD FrRANCIS BARROW, 1937)

Necht P je libovolny vnitini bod trojuhelniku ABC. Osy uhlu
BPC, CPA a APB protinaji strany trojihelniku ABC' v po fadé
v bodech U, V' a W. Pak plati nerovnost

|PA| + |PB| + |PC| > 2(|PU| + |PV| + |PC]).

Rovnost nastane, pravé kdyz ABC' je rovnostranny trojuhelnik a P

VOV e



