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ReSeni kvadratickych rovnic pravitkem a kruZitkem
Karel Otruba

Nekdy ve svych stiedoSkolskych letech jsem nasel ve starém almanachu jistého gymndzia ,,upravu
Erbenovy basné Polednice. Zacina takto:

U tabule dité stalo / zplna hrdla ml¢elo. / Nad rovnici — jak se zdalo — / kvadratickou trcelo.
,»Nu, tak teste! Zde je ktida, / zde je cirkl, lineal!* / V tichu tone cela tfida / a kluk taky nevi dal...

A tak podobné déle. Text lze najit na internetu, bohuZel s mnohymi odchylkami a nepfesnostmi, jak
se tak prenaSel asi i1 ustnim podanim. Ostatné folklér mivda mnoho variant. I studentsky.

J& jsem se ale pozastavil hlavné nad tim, Ze matikar chtél po vyvolaném fesit kvadratickou rovnici
pomoci kruzitka a pravitka. To jsem si tehdy nedovedl ptfedstavit. AZ pozdéji, na zacatku své
ucitelské drahy jsem se seznamil s vynikajicim ¢asopisem KVANT. A kdyZ jsem jesté pozdéji na
internetu naSel a prochazel i jeho starsi ¢isla, padl mi do oka ¢lanek A. A. Presmana, patrné ucitele,
psany v ich formé... Pokusil jsem se o pieklad, ktery zde uvadim s kratSim komentafem na konci.

ReSeni kvadratickych rovnic pomoci kruZitka a pravitka
A. A. Tlpecman

JKpant“, 1972, Ne 4

Graficke feSeni kvadratické rovnice pomoci paraboly je nepohodIné. Sestrojujeme-li parabolu
bod po bodu, je to ¢asove ndrocné, a ptitom piesnost nalezenych feSeni neni velka.

Jednou, kdyZ byla fe¢ o geometrickych konstrukcich, dali mi Zaci tuto otazku: ,,Pro¢ nefesime
kvadratické rovnice pomoci kruzitka a pravitka? Sestrojeni kruznice je pfece snadné!*

A tak se objevil v hodin€ matematiky problém:

Pomoci realnych koeficientt a; b; ¢ kvadratické rovnice ax? + bx + ¢ = 0 naleznéte polomér
a souradnice stifedu kruZznice, protinajici osu x v bodech, jejichZ x-ové sourradnice jsou koreny
dané rovnice (vSude predpokladame, Ze a # 0).

Hned je vidét, Ze takovych kruznic je (nekone¢n€) mnoho, proto piredpokladejme, Ze hledana
kruznice protina osu x nejen v bodech B [x; 0] a C[x,; 0], kde x,; X, jsou kofeny rovnice
ax? +bx + ¢ =0, ale Ze prochazi také bodem A [0; 1].

(Oba kofeny necht’ jsou zatim realné rizné. Pozn. KO.) Podle vztahu ,,mocnost bodu ke kruznici* plati
OC.OB =OE.OA, odkud plyne OE =(OB.OC)/0OA=x x,=c/a. (nebot OA=1).

Stiedem S této kruznice je prusecik kolmic SF a SK, sestrojenych ve stiedech tétiv AE a BC, proto
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OK=(x, +x,)2=...=-b/2a, OF= T
Odtud plyne nasledujici zptisob nalezeni kofent kvadratické rovnice ax2+bx +¢=0 pomoci
kruZzitka a pravitka:

Sestrojme body S [ —-b/2a; (atc)/2a] (stied kruznice) a A [0; 1].
Pak sestrojme kruznici se sttedem S a polomérem SA. Prvni soufadnice prisecikli osy x s touto
kruznici jsou koteny dané kvadratické rovnice.



Podrobny dikaz spravnosti tohoto postupu pienechdvame ctenéii. (Podtrzeno KO.)
Uved’'me nyni tfi pfipady, které je tieba prozkoumat, a dale grafické nalezeni imaginarnich (!)
kotenli vychozi rovnice.
Ptipad 1. Polomér kruznice je vétsi nez druha soutadnice stfedu.
Kruznice protina osu x ve dvou bodech B; C. Rovnice mé dva riizné redlné kotfeny.

Ptipad 2. Polomér kruznice se rovna druhé soufadnici stiedu, kruznice se osy x dotyka v bodé B.

V tomto pfipad¢ ma rovnice jeden kofen dvojnasobny, x, ,=-b/2a.

Ptipad 3. Polomér kruznice je mensi nez druha soufadnice stfedu, kruznice nemaé s osou x
spole¢né body. Rovnice nema realné koteny.
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Nyni ma rovnice dva komplexni kofeny sdruzené: x, , = 7
; a

Redlna ¢ast komplexnich kofent je vyjadiena useCkou OB = —b/2a, tedy prvni soutadnici stiedu.
Absolutni hodnota imaginarnich ¢asti kofent je vyjadfena iseckou BC te¢ny BC ke kruznici.

(Vsuvka KO: Je velmi zajimavé (a dilezité!!!) tato tvrzeni dokazat vypoctem!!!)

Pomoci uvedeného zplisobu Ize snadno sledovat i znaménka kotfentli rovnice a provést geometricky
dikaz Vietovych vztahd. Jenomze v tomto pfipadé nemizeme v odvozeni Viétovych vztahi pouzit,
proto v zavéru ukdzeme algebraickou interpretaci grafického feSeni kvadratické rovnice.

Misto rovnice ax?+bx+c=0 feSme soustavu s ni ekvivalentni
ax?+bx+c+ay?—(atc)y=0, y=0

Je jasné, ze ma-li kvadratickd rovnice ax?+bx +c=0 kofen x, plati y =0 a naopak. Prvni
rovnice soustavy je rovnici kruznice (ovéite si to!), druhd je rovnice osy x. V jejich prusecicich
dostavame feSeni kvadratické rovnice.

(Vsuvka KO: Je opét velmi diileZité tohle spocitat. Uvedena kruZznice ma skute¢né hledany stied S
a polomér SA. Pro gymnazisty je to vyborné procviceni uprav algebraickych vyrazi!!!)

(Konec ¢lanku — piekladu Presmanova textu)
Komentaf:

0) Je nezbytné narysovat si obrazky a vSe si nad nimi projit s tuzkou v ruce.

1) Jde pfedevsim o zajimavé vztahy. Resit timto zpiisobem kvadratické rovnice by bylo neefektivni;
presnost pritom klesa s rostouci vzajemnou vzdalenosti kofent (pak je prilis ,,Sikmé* protinani
osy x kruZznici, kterd prochézi ,,neménnym* bodem A [0; 1]).

2) Je zajimavé prozkoumat néjaké specialnéjsi pripady a presveédcit se, Ze uvedeny postup vzdycky
funguje. Zcela krajni pfipad nastane, kdyz stfed oné kruznice splyne s bodem A [0; 1]. To se tyka
rovnice x2+ 1 =0, kdy cela kruZnice zdegeneruje do bodu A. Interpretujeme-li nyni ,,te¢nu ke
kruznici — bodu* jakoZto osu y (jakysi limitni ptipad), mé tsecka [0; 0]; [0; 1] (OA) délku 1, coz
je opét velikost imaginarni ¢asti feSeni (+ 1).

3) V literatufe uvedené a strankdch KDM MFF UK Praha je udajné popsana jesté jina metoda feSeni

kvadratické rovnice pomoci kruzitka a pravitka.



