Metoda diskriminantu
Uloha 1
Urcete extrémy funkce y = 2% + 2 + 1.
Resend:
protoze D = —3 < 0 je f(x) > 0 pro kazdé z € R
funkce je tedy omezend zdola a v bodé —% = —1 m4 minimum

b 1 3 2a 2
F(=3%) =F(=3) =1
Nyni ukazeme, jak lze predchazejici ilohu pojmout jinym zpusobem. Na zapis
funkce y = 2% + x + 1 budeme pohliZet jako na rovnici, kterou zapiseme v
anulovaném tvaru
?4+r+1—y=0
Dostavame kvadratickou rovnici s koeficienty a = 1,b = 1,¢ = 1 —y. Pro jeji
diskriminant plati

D=b—4dac=1—-4(1—y) =4y — 3

Ze zadéani tlohy plyne, Ze rovnice 2 +x + 1 —y = 0 ma pro y € H(f) aspori
jedno teSeni. Jeji diskriminant musi byt nezdporny.

3
D20=4y-320=y> 7

Funkce y = 22 +x+1 je tedy omezend zdola a jeji nejmensi hodnota je y = %.
Po dosazeni do rovnice 22 + 2 + 1 — y = 0 dostdvdme

?+x+1 3—x2+$—|—1— :H—l 2
4 4 2

Funkce ma minimum v bodé z = —%.

Uloha 2

Urcete extrémy funkce y = %5

Reseni:
Ptedpis pro funkci vyjadiime jako rovnici v anulovaném tvaru

yr’ —x+y=0

Tato kvadratickd rovnice ma pro y € H(f) aspon jedno feSeni, jeji diskri-
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minant musi byt nezadporny

1 1 11
D=1—4y220$y2§1$|y|§—$y6( )

2 22

Vidime, ze nase funkce je omezend, jeji minimalni hodnota je y = —%,
maximalni hodnota je y = % Po dosazeni do rovnice yz? — z +y = 0
dostavame

L, 1 2

—5 —x—§:0<:>(:6—|—1) =0er=-1

1, 1 2

57 —x+§:O(:)(x—1) =0sr=1
Funkce ma tedy minimum v bodé x = —1 a maximum v bodé x = 1.

Uloha 3

Urcete extrémy funkce y = z + 1.
Resent:
Odpovidajici kvadraticka rovnice ma tvar

° —yr+1=0

Z podminky D > 0 plyne y*> —4 > 0 < |y| > 2. Pro funkéni hodnoty
tedy plati y € (—o0, —2) U (2, +00) . Snad je zfejmé, ze funkce nabyva
svého maxima v intervalu (—oo,0) a svého minima v intervalu (0, +00).
Odpovidajici hodnoty x ziskdme fesenim rovnice 22 —yx+1 = 0, do které
jsme dosadili y = —2,y = 2. Postupné dostavame

?+22+1=0& (z+1)2=0
-2 +1=0&(z—-172=0

Funkce mé tedy maximum v bodé x = —1 a minimum v bodé x = 1.

Uloha 4

y , _ 9 4
Urcete extrémy funkce y = —= — —.
Resend:

Ziejme plati




Odtud jiz plyne
yx? — Try + 6y = 5z — 50

yz? — (Ty + 5)x + 6y 4+ 50 = 0

Dostali jsme kvadratickou rovnici s parametrem y € H(f), jejiz diskri-
minant musi byt nezaporny. Ziejmé plati

D = (Ty + 5)* — 4y(6y + 50) = 25y* — 130y + 25 = 5(5y* — 26y + 5)

D >0« 5y —26y+5>0
Protoze je 5y* — 26y + 5 = (5y — 1)(y — 5), dostdvdme pro y

y € (—oo, %> U (5, 4+00)

Funkce ma lokalni minimu pro y = 5 a lokdlni maximum pro y = %
Odpovidajici hodnoty pro x ziskdme dosazenim za y do rovnice

yr? — (Ty + 5)x + 6y + 50 = 0. V pifpadé minima dostdvdme rovnici
5% — 40z 4+ 80 = 0. Odtud jiz plyne 22 — 8z + 16 = (x — 4)* = 0. To vsak
znamena, ze funkce ma minimum v bodé = = 4. Podobné v piipadé
maxima dostavame rovnici %xQ — %x + % = 0. Po upravé dostavame

x? — 321 + 256 = (x — 16)? = 0. Funkce md maximum v bodé = = 16.

Uloha 5
Urcete minimum funkce y = 4z + 1 — v/4x? — 1.
Resend:

Poznamenejme predem, Ze ziejmeé plati y > 1

Funkci vyjadiime ve tvaru
Vdr? —1=4x+1—y

Drtive nez provedeme umocnéni, polozime 1 —y = b

Vaz2 — 1 =42 +D

Po umocnéni a tpravé dostavame kvadratickou rovnici

1222 +8xb+b>+1=0



Pro diskriminant plati D = 160*> — 48, odkud pro D > 0 plyne
160 — 48 > 0, tedy |b| > /3, a proto je

be <—oo, —\/§> U <\/§ +oo>

Vzhledem k 1 —y = b je |1 —y| = |b| > /3. Protoze je y > 1, plati
1 —y| =y —1adostdvame y > 1 + v/3. Hodnota minima funkce je
y = 14 v/3. Této hodnoty nabyvé funkce v bodé z = \/Tg, coz plyne
z rovnice 1222 4+ 8zb + b> + 1 = 0, do které jsme dosadili b = —/3.

1202 —8V3r+4 = 0
322 - 2V3z+1 = 0
(V3z—1)?% = 0

Uloha 6
Kladné ¢islo a rozlozte na dva sc¢itance tak, aby jejich soucin byl maximalni.
Resent:
Oznac¢ime-li jednotlivé s¢itance x, a — x, pak hleddme maximum vyrazu
S = x(a — z). Odpovidajici kvadratickd rovnice ma tvar

2 —ar+S5=0

Z podminky D > 0 plyne a*> — 4S5 > 0 a tedy S < %. Dosadime-li nyni

do kvadratické rovnice za S = % dostaneme rovnici
42 —dar +a* =04 (22 —a)* =0

Odtud jiz plyne, Ze hledané maximum nastane pro z = §.

Uloha 7
Do pulkruhu s polomérem r vepiste obdélnik maximéalniho obsahu.
Resend:

Oznacime-li rozméry obdélniku x, y, pak pro hledany obsah plati

S =uxy, kde y = /12 — %2. Po dosazeni dostdvame S = z4/r% — %.



Odpovidajici bikvadraticka rovnice ma tvar
ot —4r*2? +45% =0

Z podminky D > 0 plyne 16r* — 165? > 0 < S? < r*. Dosadime-li do
predchézejici rovnice za S? = r* dostaneme

ot — 4?2 At =0 (2 —2r7)2 =0

Odtud jiz dostdavame rozméry hledaného obdélniku z = rv/2,y = “f.

Uloha 8
Do trojuhelniku se zakladnou z a vyskou v vepiste obdélnik maximalniho
obsahu.
Resend:
Oznacime-li rozméry obdélniku x, y tak, jak je uvedeno na obrazku, pak
na zakladé podobnosti trojuhelniku muze psati
v—yYy v

(%
= - & = — —
—=_ey=_(2-1)

Pro obsah trojihelniku plati
v v
S=ry=a—(2—1x) =vr — —2°
z z

Odpovidajici kvadratickd rovnice ma tvar
v —vzz+ 25 =0

Z podminky D > 0 plyne v?2%? — 4028 > 0 & S < “¢. Dosadime-li do
predchézejici rovnice za S = ¢ dostaneme

4o —dzr + 22 =06 (20— 2)* = 0.
Odtud dostavame jeden rozmér obdélnfku x = 3. Pro druhy rozmér plati

(Y z

y=-(z-1)=-(z-3)=

v
5

Metoda diskriminantu je také vhodnda pti dokazovani nékterych alge-
braickych nerovnosti. Ukazeme nyni na nékolika tlohach, jak v takovych
pripadech postupovat.



Uloha 9
Dokazte, ze kladna realna cisla a, b, ¢ jsou délkami stran trojuhelniku, prave
kdyz plati nerovnost

(a® +b* +*)? > 2(a* +b* + ).

Reseni:
upravami uvedené nerovnosti ziskame ekvivalentni nerovnost
at —2(b* + *)a® + (b* — *)? < 0

polozime-li nyni a? = x, dostaneme kvadratickou nerovnost

2 =20 + Az + (B> = *)* < 0

odpovidajici kvadraticka rovnice x? — 2(b* + )z + (b? — ¢?)?> = 0 m4
koteny z; = (b —¢)? a x5 = (b+ ¢)?. Podle véty uvedené v tivodu tohoto
¢ldnku plati (b—c)? < z < (b+c)?, tj. (b—c)? < a* < (b+c)?. Odmocnénim
dostdvame |b—c| <a <b+c.

Uloha 10
Necht z1, 2, ,x, jsou dand redlnd c¢isla. Zjistéte, pro které z € R m4
soucet
S=@—m)’+(@—a22)*+-+ (v —z,)°
nejmensi hodnotu.
Resent:
Uvazte, ze vyse uvedeny soucet S lze zapsat ve tvaru

S =na? + bz + ¢,

kde b = —2(z1+xo+ -+ +1,),c =22+ x5+ -+ 22. Podle véty z ivodu
¢lanku nabyva S nejmensi hodnotu pro

_i_x1+:c2+~~—|—a:n
2n n )

Tr =

Pokud bychom postupovali stejnym zpusobem jako u vysettovani extrémiu
funkci, dostali bychom kvadratickou rovnici

nz?+br+c—S=0.



Z podminky D > 0 plyne b* —4n(c—S) >0 S > %. Po dosazen{
za S = % do kvadratické rovnice dostaneme rovnici
b

4n2;1:2~|—4nb$—|—b2:0<:>(2nx+b)2:0<:>a::—2—.
n



