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Prostor Lz(a‘ b) (Hilberttv prostor)
©0000000

Prostor L?(a, b) (Hilbertliv prostor)

m [2(a,b) = {f: (a,b) — (C,/b|f(x)|2dx < oo}

(f,g) = /f

m ||f]]2 =

1

p(f.9) = |If - gl| = </ (x erx>

m Cauchy-Schwarzova nerovnost: |(f, g)| < ||f|] - |9
m Skalarni soucin je spojity (dikaz)
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Prostor Lz(a‘ b) (Hilberttv prostor)
00000000

Ortogonalni systém

Definice: Rekneme, 7e (dn)52 J& ortogondini systém funkci, jestlize
vn # m: (¢n, ¢m) = 0. Pokud navic ||¢n|| = 1, systém se nazyva
ortonormdini.

Jana Faltynkova Prirodovédecka fakulta MU

SPEKTRALNI ANALYZA 4/17




Prostor Lz(a‘ b) (Hilberttv prostor)
0000000

Fourierova rada

Definice: Necht (¢,)°2, je ortonormalni systém v L2(a,b), f €
b
L?(a, b). Polozme ¢, = / f(X) pn(x)dx = (f,¢n). Cisla ¢, se

a
nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f vzhledem k systému (¢p).
Formalnifada ) 7", ¢h ¢n Se nazyva Fourierova fada funkce f.

m Pfiklady ortogonalnich systému:
m (1,sinnx,cos nx), -,
u (einx)ziioo
m (sinnx),,

m Casteny soucet Fourierovy Fady:

fN:Zg:oCnfﬁneﬁ(QSOa---a(bN)
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Prostor Lz(a‘ b) (Hilberttv prostor)
00080000

Fourierova rada

m V&ta: Necht (¢n)>2, je ortonormdini systém, f € L?(a, b), ¢y
jsou Fourierovy koeficienty funkce f. Pak pro libovolné

Qo, - - -, dy plati
N
Hf_ Zdnflan > Hf_ fNH7
n=0
tj. fn je nejlepsi aproximaci funkce fv L (g, . . ., on). Rovnost
nastane pouze, je-li dy = ¢y, . .., dy = Cn (fy je jedind nejlepsSi
aproximace funkce fv L (¢g, . .., dn).
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Prostor Lz(a‘ b) (Hilberttv prostor)
00000000

Besselova rovnost, Besselova nerovnost, Parsevalova
rovnost

m Dusledky:
m Besselova rovnost (Besselova identita):
17112 = Yo lcal® + I1f — |
m Besselova nerovnost: YN - "N | c,[2 < ||f|[2, tedy
Sonsolen? < I

m V&ta: Fourierova fada )~ ", €y ¢n konverguje v normé k

funkci f pravé tehdy, kdyZ plati Parsevalova rovnost
Sono len? = 1If]P
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Prostor Lz(a‘ b) (Hilberttv prostor)
00000000

Rieszova - Fischerova véta

m Véta (Rieszova - Fischerova véta): Necht (cn)52, € 2. Pak
existuje funkce f, jeji Fourierovy koeficienty jsou (Cn)o2 o @
Fada )~ cn ¢n konverguje k funkci f

m Poznamka: Konvergence v normé:

b
/ fy—f2dx < (b—a)e
a

Jana Faltynkova Prirodovédecka fakulta MU

SPEKTRALNI ANALYZA 8/17




Prostor Lz(a‘ b) (Hilberttv prostor)
00000000

Uplny ortonormalni systém

Definice: Ortonormalni systém (¢n)72, se nazyva uplny, jestlize
plati:
Pokud pro né&jakou funkci f € L?(a, b) je (f, ¢n) = 0Vn, pak f = 0.

m VE&ta: Necht' (¢n)2q je Uplny ortonormdlni systém,
f € L2(a, b), (cn)S2, jsou Fourierovy koeficienty funkce f
vzhledem k (¢n)o2 . Pak 3 72 o Cn ¢n konverguje k f a plati
tedy >-02 |cnl? = || ]2
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Prostor Lz(a‘ b) (Hilberttv prostor)
0000000@

Uzavreny systém

Definice: Systém (¢,)>°, se nazyva uzavieny v L2(a, b), jestlize
L ((¢n)) je husty v L2(a, b), tj. £ ((¢n),) = L3(a, b).

m V&ta: Ortonormdini systém (¢n)o2 je Uplny praveé tehdy, kdyz
je uzavreny.
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Fourierova transformace
@00

Fourierova transformace

Definice: Necht f € L'(R). Pro t € R definujeme f(t) =
o0 . o~

/ f(x)e '™ dx. Funkci f nazyvdme Fourierova transformace
—00

funkce f.

mVicRje 7(t) konecny, protoZe

/Oo () —le|c1x:/°o IF(x)]dx < o0 a

—00

|/ x)dx| < /Z\f(x)|dx< s

m V&ta: Necht f € L'(R) je ohranicend, pak f je spojitd.
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Fourierova transformace
oeo

Zakladni vlastnosti Fourierovy transformace:

m Linearita: af1/+\bf2 = aﬁ + bE

m Zména me"Fl’tka f e L'(R), fr(x) = f(R - x), pak
fR( ) |F{\ f( )

m F.T. derivace: f, ' € L'(R) N C(R), limy_,+ f(x) = 0, pak
f(t) =it - £(t)

m s disledek:f0(t) = (i)  F (1)

m Derivace F.T.: y
fe L'(R)N C(R),g(x) = x-f(x),g € L'(R) N C(R), pak f
je diferencovatelna a plati 3 df _ —i . g(t)
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Fourierova transformace
ooce

Zakladni vlastnosti Fourierovy transformace:

® FT. posunuti: f € L'(R) N C(R), fa(x) = f(x — a), pak
falt) = (1) e
m Posunuti F.T.: f € L'(R) N C(R), pak f(t — a) = f(max ()

X2 —~ 2
m F.T. Gaussovy funkce: G(x) = \/2 )e*?, pak G(t) = e

m Zdkladni identita F.T.: f,g € L'(R) N C(R), pak

/7-9:/ f-g
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Fourierova transformace v R"
')

Fourierova transformace v R”

m Predpokladejme: f: R" — C,f € L'(R"),x = (Xy,...,Xp),
t=(t,....tn),t-x=3" 1%

Definice: Necht x,t € R". Fourierovu transformaci v R" definu-
jeme jako f(t) = / f(x) e X dx.
Rn

m Poznamka: Funkce Schwarzovy tridy (rychle klesajici v oo)
mS= {f ‘R — C, I|m||X||_,oo |X0‘f(5)‘ = OVa,ﬁ}
m C3° = {f € C>*(R), f mad kompaktni nosic}

Jana Faltynkova Prirodovédecka fakulta MU

SPEKTRALNI ANALYZA 14/17



Fourierova transformace v R"
oe

Zakladni vlastnosti Fourierovy transformace v R":

m Linearita: af1/+\bf2 = aﬂ + b@

m Zména méritka: fr(x) = f(R - x), R > 0, pak
fa(t) = #n (%)

m F.T. parcidlni derivace: 3’ (D) =it ¥

m — diisledek:Af (t) = —HtH2 ()

m Zdkladni identita FT. vR": f, g € L' N C, pak

/?-g: f-g
n Rn
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Inverzni Fourierova transformace
0

Inverzni Fourierova transformace

m Véta o inverzni F.T.: f,? € L' N C, f je stejnomérné spojitd.
Pak

F(x) = 2; /OO F(t)el™dt.

m Inverzni FT. v R: f(x) = 1/ f(t) el dt

2
m Inverzni FT.vR": f € S, pak f(x) = / 7(t) ol X gt
Rn

’
(2m)”
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Inverzni Fourierova transformace
oe

Aplikace Fourierovy transformace

m DuUkaz Centraini limitni véty
m Reeni rovnice vedeni tepla
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