1 Kalibrac¢ni invariance

Pokud je vlnova funkce 17 feSenim Schrédingerovy rovnice

0 1 S =\ 2
171% = 5 <—1hV—qA1> Y1 + qUi o, (1)
pak funkce
Py = Py el (") (2)
bude fesenim analogické Schrodingerovy rovnice
0 1 i =\ 2
lh% = o (—1hV —qA2> Yo + qUa o, (3)
ve které
. I
h dp
U, = U ———. 5
2 q Ot (5)

Zménou U; — Uy a /ﬁ — A; nedojde ke zméné intenzity elektrického pole ani magnetické indukce,

protoze

. L T L .

B, = Vx QZVXAl—i—EVX(VgO):VX = B (6)

- . O A, ho= (0 0A;  h OV

Ey, = —VU, — =22 = — “VI(=) - — - =

) Vi, - = VU + LY ( 0t> = 5 (7)
- 0A, -
VU - — | (8)

Také vektor (hﬁgp - q/f), ktery u supravodicu vystupuje v rovnici pro hustotu proudu, zustane pii

uvedené transformaci zachovan.

2 Priblizné odvozeni Josephsonovych rovnic

Méjme dva stejné supravodice oddélené tenkou dielektrickou bariérou. Vlnovou funkei kondenzatu
Cooperovych paru v prvnim supravodi¢i (normovanou na 1) ozna¢ime v, v druhém supravodici is.
Celkova vlnova funkce kondenzatu Cooperovych paru bude ¢ = c1101 + c21)9, kde ¢; a ¢y jsou casové
zavislé komplexni amplitudy a druhé mocniny jejich velikosti se rovnaji koncentraci Cooperovych
part v prvnim (nq) a druhém (ng) supravodici. Schrédingerovu rovnici

i (St o)+ 210 ) = )+ ca ) ©)
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muzeme vynasobenim zleva vektory (11| nebo (15| prevést na dvé rovnice

dCl

h-— = a (1| H [th1) + o (W] H 1) (10)
S = o (al B ) + e (vl B ). (1)

Vyrazy (1| H |1h1) a (1| H |1hs) odpovidajf chemickému potenciglu Cooperovych parii v prviim (u;)

a v druhém (p2) supravodici. Po oznaceni K = (1| H |ths) = (o] H [t1) dostavéme dvojici rovnic

., de

lhd_tl = M101+K02 (12)
d

lhg = ILLQCQ"‘KCl. (13)

Protoze amplitudy ¢; = /n; e¥! a ¢y = /Ny e¥? jsou komplexni, mizeme obé rovnice (12) a (13)

rozdeélit na jejich realné a imaginarni ¢asti. Redlné ¢asti vedou po uvazeni n; ~ ns na

h_cp = p2 — = 2el, (14)

kde U je napéti mezi obéma supravodi¢i a Ap = ¢ — ¢o. Imagindrni ¢asti rovnic (12) a (13) lze

prepsat na
dm .
h i —2K \/ning sin Ay (15)
dTLQ .
I i 2K /niny sin Ay, (16)
tedy
dnq dns
- T2 1
dt dt (17)

Protoze presun Cooperovych paru z jednoho supravodi¢e do druhého odpovida elektrickému proudu
tekoucimu prechodem, muzeme uzaviit, ze elektricky supravodivy proud prechodem je piimo timérny

sin Agp:

Iy, = I.sin Ay, (18)

kde konstantu imérnosti . nazyvame kriticky proud.

3 Josephsoniiv prechod v magnetickém poli

Predstavme si Josephsonuv prechod, kterym prochazi magnetické pole, se souradnicovou soustavou

znézornénou na obr. 1. Stinici proudy tec¢ou zhruba ve vzdélenosti Londonovské hloubky vniku (Ap)
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Obrézek 1: llustrace k vypoctu kritického proudu Obréazek 2: Prostorové rozloZeni hustoty el.
v magnetickém pol. proudu Josephsonovym prechodem pro tri ruzné

magnetické indukcéni toky prechodem.

od bariéry, dostatecné daleko od bariéry jsou stinici proudy zanedbatelné a proud supravodicem tece

jen ve sméru osy x. Protoze pro hustotu proudu v supravodic¢i plati
- € = e
==l (hVe —204) (19)

a vektor A m4 priblizné smér osy y, plati daleko od prechodu

dp _2¢

=% (20)

V magnetickém poli proto musi byt faze alespon jednoho ze supravodicu funkci y a pro rozdil fazi

obou supravodicu plati

ddp 2, 2d0
dy h h dy

kde ® je magneticky indukéni tok prechodem. Pii posledni tpravé bylo vyuzito, Ze pro magneticky

(21)

indukéni tok plochou ohrani¢enou na obr. 1 tenkym ¢ervenym obdélnikem plati
dv = [B-d5= [ (VxA)-d5= § A& = sday
Pro magneticky indukéni tok timto obdélnikem dale plati

d® = B(s+2A1) dy, (22)



kde s znaci tloustku bariéry a B velikost magnetické indukce v bariéfe. Nyni pomoci Maxwellovy

rovnice V x H = j a Josephsonovy rovnice j = jo sin Ap dostavame

dB
i pic sin Ap (23)
a kombinaci (21), (22) a (23) tzv. Ferrellovu-Prangeovu rovnici
d?Ap 1 .
T = )\—?} sin Agp (24)
h
A= (25)

2eu(s + 2)1)jc
Pro slabd magneticka pole (pro nulovy celkovy proud pirechodem lze pouzit sin Ay ~ Ayp) vede
Ferrellova-Prangeova rovnice k exponencidlnimu vytlaceni magnetického pole z bariéry popsaného

hloubkou vniku magnetického pole do bariéry A;. Dalsim piikladem feSeni rovnice (24) je zavislost

Ay = 4arctg [exp <%)] , (26)

ktera umoznuje vniknuti magnetického pole do bariéry ve formeé viru. Zesilovani magnetického pole
vede k pronikani dalsich viru do bariéry. Pokud je mnozsvi viru v bariére velké a viry jsou nahlouceny
tésné na sobé, je mozné magnetické pole v bariére povazovat za prakticky konstantni, coz vyuzijeme

v nasledujicim odvozeni.

Zavislost kritického proudu na magnetickém poli

Jeslize magnetické pole v bariéfe nezavisi na y, lze z (21) jednoduse vyvodit
2m ¢
Ap(y) = Ap(0) + — v, (27)
Dy [
kde &y = h/(2e) oznacuje fluxon a ® je celkovy magneticky indukéni tok prechodem. Ruznymi misty
prechodu proto potecou odlisné hustoty supravodivého proudu (viz obr. 2). Celkovy proud tekouci

prechodem spocitame integraci
¢ rs 3 2rd
I= / / Je sin Ap drdy = jcd/ sin |Ap(0) + — y| dz. (28)
0 J4 -4 ol
Velikost tohoto vyrazu dosahuje maxima pro Ap(0) = 7/2 a po oznaceni I,y = j.dl dostavame

skutecnost, ze maximalni supravodivy proud Josephsonovym pfechodem je v magnetickém poli ome-

/é, 7r+27r<I> d
7sm2 <I>0ly x

L
2

zen hodnotou o

sin 7 g~
2
o)

= IcO

Tato zavislost je vynesena na obr. 3
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Obrézek 3: Zavislost kritického proudu na Obrazek 4: Ndhradni schéma Josephsonova
magnetickém indukénim toku Josephsonovym prechodu.
prechodem.

4 VA charakteristiky Josephsonova prechodu

Elektrické nahradni schéma Josephsonova prechodu (viz obr. 4) vede k rovnici

I = % + I.sin(Ayp) + C% (30)

Je-li na prechodu konstantni napéti, potece prechodem kromé stejnosmérného proudu U/R také

sttidavy supravodivy proud

2
I, = I sin (g Ut) (31)
s frekvenci )
e
= —U. 32
/ . (32)

vvvvv

podivejme na situaci, kdy zanedbame kapacitu prechodu, coz vede k rovnici

dAyp 2eRI.
= dt
I/I, — sin Ay h ’ (33)

kterou lze tesit pomoci integralu

/ do = 22 arctg [%] : (34)

—_

a —sinx a2 —1 a2 —
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Obrazek 5: Casovy pribeh napéti na Josephso- Obrazek 6: Prumeérné hodnoty mapéti na dvou
nové prechodu bez kapacity pro konstantni nad- ruzniyjch Josephsonovych prechodech protékanijch
kricitky proud. steynosmernym proudem 1.

Priklad vyslednych prubéhu napéti je na obr. 5. Je vidét, ze pii nizsim napéti je zména faze ve shodé
s (14) pomald a cast periody s nizkym napétim trva relativné dlouho, zatimco pfi vyssim napéti
se faze meéni rychle a Josephsontuv prechod proto zustava ve stavu s vysokym napétim jen kratce.
Casovy prubéh napéti proto obsahuje vyssi harmonické frekvence. Pramérng hodnota napéti roste
s proudem podle (U) = Ry/T? — I2.

Kdyz nezanedbame kapacitu prechodu, muzeme narazit na dva typy chovani Josephsonova pre-
chodu. Pro nizké hodnoty R a C' se obvod chova podobné jako v piipadé se zanedbanou kapacitou,
viz modrou kiivku na obr. 6. Pfi vyssich hodnotich soucinu R?C' se piechod stava hystereznim.
Pro podkritické proudy muze byt napéti na prechodu nulové, pii prekroc¢eni I. prumérné napéti
skokem vzroste, ale pri nasledujicim snizovani proudu prechod v uréitém intervalu proudu zustava

v odporovém stavu s nenulovym napétim, viz ¢ervenou krivku na obr. 6.

5 Shapirovy schody

Situace se jesté zpestii, kdyz skrz Josephsonuv prechod posleme stejnosmérny proud a ptrechod
zaroven ozaiime elektromagnetickym zarenim, ¢imz na néj privedeme vysokofrekvenéni (v praxi

vétsinou mikrovlnné) napéti. Pokud pro napéti na prechodu plati

U= UDC + UMW COS wat, (35)
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Obrézek 7: Priklad vypocitanych Shapirovych Obrazek 8: Schéma stejnosmérného skvidu.
schodi (modre).

bude se rozdil fazi obou supravodicu vyvijet podle

2 2e U,
A(p:AQOO—i‘—eUDct"—_e MW
h h Wrpw

sin wywt (36)
a prechodem potece supravodivy proud

I, = I.sin(wpct + Apy + asinwywt) =

= I.sin(wpct + App) cos (asinwywt) + I.cos (wpet + App) sin (asinwywt) (37)
2e

wpc = ﬁUDC
2e UMW

a = — =7
I waw

Funkee sin (asinwywt) a cos (asinwywt) jsou periodické funkce s frekvenci wyy (nebo 2wy )
a jejich Fourieruv obraz obsahuje mnoho vyssich harmonickych signalu s frekvencemi nwyy (n je
libovolné celé ¢islo). Stiedni hodnota proudu I bude nenulova jenom tehdy, kdyz wpe = nwyw.
Pokud tedy proudu tekoucimu skrz ozareny prechod vnutime nenulovou stejnosmérnou slozku, musi

se stejnosmérné napéti na prechodu ustalit na nékteré z hodnot

h
Upc IN%WMW‘ (38)

Protoze toto napéti je kvantované a frekvenci zareni je mozné urcit s vysokou presnosti, pouzivaji se
ozatené Josephsonovy prechody jako standardy stejnosmérného napéti. Piiklad VA charakteristiky

spocitané pro prechod ozareny mikrovlnami s frekvenci 10 GHz je ukazany na obr. 7. Stejnosmérna



slozka napéti pii nizkych hodnotéch stejnosmérného proudu skace po kvantovanych hodnotéch (38),
pii vysokych hodnotach proudu se projevuje zejména odporova vétev prechodu a VA charakteristika

se ptimyké k piimce Upe = RIpc. Tato VA charakteristika se nazyvéa Shapirovy schody.

6 Skvidy

SQUID (superconducting quantum interference device) nebo SKVID (supravodivy kvantovy inter-
ferenéni detektor) je zafizeni zalozené na supravodivém prstenci preruseném jednim nebo vice Jose-

phsonovymi piechody. Skvidy se pouzivaji k citlivému méfeni magnetickych poli v fadu az 10718 T.

6.1 DC skvid

Stejnosmeérny skvid je tvoren supravodivym prstencem prerusenym dvéma Josephsonovymi prechody
(obr. 8), ktery vyuziva interference proudu Cooperovych paru tekoucimi dvéma rameny prstence.
Celym obvodem tece proud I, ktery byva o nékolik procent vyssi nez 21.., takze oba prechody pracuji

v odporovém rezimu. Supravodivy proud tekouci obéma prechody ma velikost
Iy = I, (sin Apy + sin Agy) (39)

kde Ap; a Ay, jsou zmény fazi na prvnim a druhém Josephsonové prechodu. Pokud se méni mag-

neticky indukéni tok protékajici prstencem (@), indukuje se na prstenci napéti

= = = — = — — 4
@ - V=00 2e<dt dt)’ (40)
takze plati
)
Ap; —Apy = 21—+ K (41)
i
. . )
I, = 1. {smAgpl + s1n<Agpl + 27ra — K)] =
0
o K o K
= 2[.sin <Ag01 + Wao — ?> cos <7TC}TO - 5) . (42)

Prstencem tedy muze protékat supravodivy proud maxima&lné
o K
2[. cos| mT— + — |,
( 2 )

zbytek proudu musi protékat odporovymi vétvémi schématu na obr. 8 a vytvari tak na skvidu lehce

meéritelné napéti, které je periodickou funkei intenzity magnetického pole v prstenci. Protoze fluxon,



ktery urcuje periodu oscilaci, je maly (zhruba 2 - 1075 Wb), umoziuji skvidy méfit extrémné slabd
magnetickd pole.

V praxi se méfeni vétinou neprovadi tak, ze by se pocitaly periody méniciho se napéti. Ke skvidu
byva ptivedena civka, jejiz proud je fizen podle napéti na skvidu tak, aby civka kompenzovala zmény
méreného magnetického pole. Jak se mérené pole béhem experimentu zménilo se potom neurcuje
podle poctu ubéhlych period napéti (nebot napéti na skvidu se v této konfiguraci téméi neméni), ale

podle proudu, ktery musi téct kompenzaéni civkou, aby v prstenci urzel puvodni magnetické pole.

6.2 RF skvid

Vysokofrekvencni skvid je tvoren supravodivym prstencem, ktery je preruseny jedinym Josephso-
novym prechodem, a jehoz funkce je zalozena na disipaci energie v prstenci. Diky jedinému pfechodu
v prstenci byvala vyroba vf. skvidu jednodussi nez vyroba stejnosmérného skvidu, proto byly diive
k méfeni magnetickych poli pouzivany zejména vysokofrekvenéni skvidy. Nedosahuji ovsem takové
citlivosti jako stejnosmérné skvidy.

Odvozeni déju ve vf. skvidu je zpoc¢atku analogické vypoctu pro stejnosmérny skvid. V proménném
mg. poli se na prstenci indukuje napéti 1@

U:E,

které muzeme pomoci rovnice (14) nahradit fazi Josephsonova prechodu

dAp 27 dP

dt @, dt
P

Ap = 21— + K, (43)
P

kde K je integrac¢ni konstanta.
Déle zapocteme skutecnost, ze proud indukovany ve skvidu zpusobuje zeslabeni magnetického
indukéniho toku skvidem (®) oproti magnetickému indukénimu toku vnéjsiho pole (®.,), ktery by

skvidem tekl, kdyby skvidem netekl zadny proud:

®
d=>, — LI =d,, — LI sin (2”3 T K) : (44)
0

kde L je vlastni indukénost prstence a kde jsme pro vyjadieni proudu pouzili rovnici (18). Drobnou

upravou a oznacenim fr, = 2rLI./®y dostavame

0r L _ o Dea
T— =27
D D

— Br sin(QW% + K) . (45)
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Obréazek 9: Schéma wvysokofrekvencniho skvidu Obréazek 10: Zdvislost magnetického pole ve vf.
a jeho zapojeni s rezonancénim obvodem. skvidu na externim mg. poli pro By, = 0.7 (modrd
krivka) a By, = 10 (¢ernd krivka).

Skvidy méfi zménu magnetického pole, vhodnou volbou pocateéniho toku ® proto muzeme eliminovat
integrac¢ni konstantu K a v dalsim textu tedy pro prehlednost zvolime K = 0.

Pro 5, < 1 ma rovnice (45) charakter jednoznacné funkce, ale pro g, > 1 se zdvislost stava
viceznacnou (viz obr. 10), coz vede k hystereznimu chovani. Do vysokofrekvenéniho skvidu se ovsem
privadi nejenom mérené vnéjsi (pomalu se ménici) magnetické pole, ale je do néj navazano i vysoko-
frekvenéni magnetické pole tvofené civkou rezonanéniho LC obvodu (viz obr. 9). Pokud je amplituda
kmitu pole tvoreného rezonanénim LC obvodem dostatecné vysokd a zaroven plati 5 > 1, vykazuje
skvid hysterezi, jak je na obr. 10 naznaceno ¢ervenou prerusovanou c¢arou. (V piikladu vyneseném
do tohoto obrazku osciluje vnéjsi pole s amplitudou necelé 2 @4 okolo stfedni hodnoty 0,5 P, dané
jen pomalu se ménicim mérenym polem.) Hystereze ovsem vede ke ztratdm, tedy ke snizeni kvality
celého rezonanéniho obvodu a tim ke snizeni amplitudy kmitu napéti rezonanéniho obvodu. Pfi zméné
vnéjsiho méreného pole se hysterezni smycka posouva, pricemz se mohou ménit pocet preskoku mezi
vétvemi zavislosti (45) a hysterezni ztréaty. Sledovanim amplitudy kmitu napéti rezonanéniho obvodu
tak 1ze urcovat zmény méreného vnéjstho magnetického pole. V praxi i vi. skvid byva provozovan ve

zpétnovazebni konfiguraci, kde jsou zmény méreného vnéjsitho pole kompenzovany polem dalsi civky.
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