
Mikrovlnná interferometrie plazmatu
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1 Teorie

Je obecně známo, že k popisu chováńı plazmatu lze přistupovat kvalitativně r̊uznými
zp̊usoby (vodič, dielektrikum, magnetická kapalina. . . ) přičemž vhodnost jednotlivých
př́ıstup̊u zálež́ı na typu interakce kterou chceme popsat a vstupńıch parametrech plazmatu
(např. tlak nebo termodynamická rovnováha). V př́ıpadě interakce elektromagnetického
zářeńı s plazmatem se v oblasti ńızkých frekvenćı popisuje plazma jako vodič pomoćı
“ńızkofrekvenčńı vodivosti” zat́ımco při vysokých frekvenćıch je vhodné použ́ıt dielektrický
model plazmatu a definovat “vysokofrekvenčńı permitivitu” [1]. Hranićı mezi ńızkými
a vysokými frekvencemi je plazmová frekvence, tedy frekvence od které se vlny mohou
plazmatem š́ı̌rit. Ta souviśı s hustotu plazmatu následovně.

ωpl =
nee

2

meε0
(1)

kde ne označuje hustotu volných elektron̊u, e elementárńı náboj, me hmotnost elek-
tronu a ε0 permitivitu vakua.

1.1 Dielektrický model plazmatu

Protože interferometrie je založena na pr̊uchodu vln prostřed́ım, je nutné použ́ıt do-
statečně vysoké frekvence, aby se mohly vlny v plazmatu š́ı̌rit. Zaj́ımat nás tedy bude
dielektrický model plazmatu. Př́ımé odvozeńı permitivity plazmatu vycháźı z Boltzman-
novy kinetické rovnice (BKR) a je poněkud zdlouhavé. Naznač́ıme alespoň odvozeńı per-
mitivity při znalosti vodivosti plazmatu, která je pro úvahy o plazmatu poněkud intui-
tivněǰśı (a vycháźı právě z BKR). Uvažujme nejprve diferenciálńı tvar Maxwellovy rovnice
∇ × B = µ0(J + ε0

∂E
∂t ) (Ampér̊uv zákon) v harmonických poĺıch o kruhové frekvenci ω

spolu s klasickým Ohmovým zákonem J = σ.E, přičemž σ odpov́ıdá vodivosti plazmatu.
Podle pravidel o derivaci jej můžeme upravit do tvaru:

∇×B = −iωµ0ε0(1 +
iσ

ωε0
)E, (2)

kde obsah závorky na pravé straně přeznač́ıme na εr [2] což je relativńı vysokofrekvenčńı
permitivita plazmatu (dále jen ”permitivita plazmatu”). Při d̊usledném odvozeńı bychom
dále zjistili, že permitivita plazmatu je obecně komplexńı tenzor, nicméně v nemagne-
tickém plazmatu se zjednodušuje na komplexńı skalár. Jej́ı přesný tvar záviśı na rozdělovaćı
funkci elektron̊u (a př́ıspěvku těžkých částic), většinou lze ale použ́ıt tvar pro Maxwellovské
rozděleńı rychlost́ı. Relativńı permitivita nemagnetického plazmatu při srážkové frekvenci
pro přenos hybnosti elektron-neutrál νm (dále jen ”srážková frekvence”) je pak:

εr = 1− nee
2

meε0ω

(ω − iνm)

(ω2 + ν2
m)

(3)

1.2 Komplexńı index lomu

Elektromagnetická vlna se vlastně nechová nijak zvláštně, až na jeden detail, který
souviśı s č́ıselnou velikost́ı permitivity - na rozd́ıl od běžných dielektrik je reálná část
permitivity plazmatu menš́ı než jedna, a proto jsou vlny deľśı než ve vakuu. Pro vlastńı
popis š́ı̌reńı vln, ale neńı permitivita př́ılǐs vhodným parametrem. Mnohem intuitivněǰśı
je popis pomoćı indexu lomu N , jehož reálná část je př́ımo úměrná fázové rychlosti vlny
(a tedy i fázovému posuvu dφ = k0(1 − n(z))dz, kde k0 = ω/c a dz je elementárńı
kousek dráhy) a imaginárńı část zase ztrátám v prostřed́ı (a tedy útlumu prošlého výkonu
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dP
P = −2ωκ(z)

c dz, kde P představuje výkon). Pro úplnost předpokládejme, že změnu indexu
lomu můžeme zcela přisoudit vlivu elektron̊u (daľśı vlivy jako teplotńı změny v indexu lomu
plynu jsou zanedbatelné). Integrálńı rovnice pro ztráty výkonu a posun fáze vycházej́ı v
homogenńım prostřed́ı (n a κ nezávislé na z) následovně:

∆φ = k0(1− n)∆z; P = P0e
− 2ωκ

c
∆z (4)

Mezi permitivitou εr = ε1 + iε2 a indexem lomu N = n + iκ plat́ı (v nemagne-
tickém prostřed́ı) kvadratický vztah εr = N2. Podle pravidel poč́ıtáńı v komplexńım oboru
vyjádř́ıme jednotlivé složky indexu lomu:

n =

√
ε1 +

√
ε21 + ε22

2
; κ =

√
−ε1 +

√
ε21 + ε22

2
(5)

Tyto výrazy jsou silně provázané s oběma složkami permitivity (a oběma parame-
try plazmatu), při použit́ı vhodných aproximaćı je to možné. Spojeńı rovnic (4) a (3)
prostřednictv́ım (5) př́ımo propojuje interferometrické měřeńı (fázový posun a útlum
výkonu) s parametry plazmatu - koncentraćı elektron̊u a srážkovou frekvenćı.

2 Experimentálńı uspořádáńı

Pomoćı vysokonapět’ového zdroje pro výbojky s regulátorem proudu bud́ıme výboj v
zářivce o pr̊uměru 18 mm. Jde o doutnavý výboj v argonu a parách rtuti za sńıženého tlaku
(typická hodnota tlaku v zářivce se pohybuje kolem 400 Pa), u kterého nebývá hustota
elektron̊u tak vysoká jako u atmosferického plazmatu.

Klasické uspořádáńı interferometrického experimentu (např. dle Mach-Zehndera [5])
předpokládá rozděleńı signálu ze zdroje do dvou tras (větv́ı) – referenčńı a měř́ıćı. Ty jsou
nakonec svedeny dohromady, prošlé signály spolu interferuj́ı a výsledný signál detekujeme.
Protože v praxi nelze zaručit, že při změně podmı́nek v měř́ıćı větvi nedojde kromě změny
fáze také ke změně amplitudy signálu, neńı jeden detektor dostačuj́ıćı a použ́ıvá se metoda
kvadraturńı detekce [6] se dvěma detektory. Naměřená data je možné snadno převést na
informace o fáźı a amplitudě signál̊u.

U této úlohy ale vypadá měř́ıćı aparatura poněkud odlǐsně (Obr. 1) – využ́ıváme totiž
Vector Network Analyzer (VNA) miniVNA Tiny od firmy mRS. Zjednodušeně řečeno
jde o interferometr, u kterého je referenčńı větev integrována v těle př́ıstroje a na porty se
připojuje pouze měř́ıćı větev experimentu. Jeden port je nastaven jako zdroj výstupńıho
signálu s definovanou amplitudou a prošlý signál vstupuje do druhého portu. Pomoćı
ovládáńı na displeji zobraźıme a zaznamenáme fázi a útlum.

Fázi a amplitudu měř́ı VNA bud’ př́ımo, nebo prostřednictv́ım S-parametr̊u rozptylové
matice 2×2, které obsahuj́ı informaci o fázi i amplitudě odražené a prošlé vlny. V př́ıpadě
že zdrojem je port č. 1 jde o parametry S11 (odraz) a S21 (pr̊uchod). Fázi zaznamenáváme
u parametru S21, zat́ımco u výkonu muśıme sledovat jak S11 tak S21 - ztráty v plazmatu
pak odpov́ıdaj́ı rozd́ılu nastaveného výkonu mı́nus odražený a prošlý výkon.

Výbojová trubice (zářivka) procháźı vlnovodovou (WR340) část́ı měř́ıćı větve expe-
rimentu pod úhlem 35◦ (středem užš́ı strany vlnovodu) a interakce s měř́ıćı vlnou tak
prob́ıhá po celé jej́ı délce uzavřené uvnitř vlnovodu .
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Obrázek 1: Klasický interferometr z pohledu Network Analyzeru - kromě měř́ıćı větve je
vše obsaženo v těle př́ıstroje.

3 Měřeńı

Prvńı část měřeńı spoč́ıvá v zprovozněńı měř́ıćı aparatury a výbojky. Pokud neńı VNA
zkalibrovaný provedeme kalibraci jeho port̊u pomoćı definovaných zátěž́ı (zkrat, open a
50Ω). Jakmile je kalibrace hotová, na oba porty pomoćı koaxiálńıho kabelu s SMA konek-
tory připoj́ıme měř́ıćı větev - vlnovod s výbojkou. Pomoćı ovládáńı nastavujeme parametry
měřeńı (frekvence, výkon, sledovaná veličina, atp.) a na poč́ıtačovém výstupu pozorujeme
ukládáme naměřená data. Obsluha samotné výbojky je triviálńı - nastav́ıme pomoćı re-
gulátoru jenom proud.

Hlavńım ćılem praktika je v prvńı řadě určeńı koncentrace elektron̊u a srážkové frek-
vence ve výboji, nicméně úspěšné měřeńı zejména druhého z těchto parametr̊u může být
problematické, a proto je potřeba udělat několik opatřeńı. Už samotná volba měř́ıćı frek-
vence je je kĺıčová - muśı být dostatečně vysoká, aby prošla vlnovodem, ale na druhou
stranu se s rostoućı frekvenćı vln bĺıž́ı relativńı permitivita jedničce a citlivost metody
klesá (menš́ı fázové posuvy). Typicky tak voĺıme frekvence doporučené pro dané vlnovo-
dové pásmo.

Zadruhé je potřeba vhodně aproximovat rovnice (5) abychom byli schopni explicitně
vyjádřit hledané parametry, a zároveň nevnesli do měřeńı př́ılǐs velkou systematickou
chybu. V dané konfiguraci se dá očekávat, že ztráty mikrovln ve vlnovodu jsou zp̊usobeny
téměř výhradně útlumem vlny v plazmatu. Budeme-li dále předpokládat, že srážková frek-
vence je malá (ω � νm), můžeme jednotlivé složky indexu lomu aproximovat následuj́ıćım
zp̊usobem.

3.1 Stanoveńı hustoty elektron̊u

Prvńım krokem je aproximace reálné části indexu lomu, do které v tomto př́ıpadě
imaginárńı složka ε2 téměř nepřisṕıvá a můžeme ji zanedbat úplně. Pokud nav́ıc vypust́ıme
člen ν2

m ve jmenovateli (v součtu s ω2 zanedbatelný), dostáváme:

εr = 1− nee
2

meε0ω2
(6)

po dosazeńı do prvńı rovnice v (4) vyjádř́ıme fázový posun ∆φ:
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Obrázek 2: Experimentálńı uspořádáńı pokusu (pohled shora). Nejd̊uležitěǰśı část́ı měř́ıćı
větve je vlnovod, kterým procháźı výbojka (zářivka), zbytek tvoř́ı propojovaćı kabely a
konektory. Výstupy z VNA jsou zobrazeny na poč́ıtači, jehož prostřednictv́ım je také
můžeme exportovat.

∆φ = k0

1−

√
1− nee2

meε0ω2

∆z (7)

a konečně po úpravě dostáváme výpočet hustoty elektron̊u z fázového posunu, který
zjist́ıme z měřeńı parametru S21 / který odpov́ıdá rozd́ılu fáze na druhém portu s a bez
př́ıtomnosti plazmatu.

ne =
1−

(
1− ∆φ

k0∆z

)2
meε0ω

2

e2
(8)

3.2 Stanoveńı srážkové frekvence

Aproximace imaginárńı části indexu lomu je o něco komplikovaněǰśı a nav́ıc předpokládá
znalost koncentrace elektron̊u, proto ji taky dopoč́ıtáváme až jako druhou v pořad́ı. Pomoćı
Taylorova rozvoje je možné doj́ıt k tvaru:

κ =
| ε2 |

2
√

2 | ε1 |
(9)

pokud do něj dosad́ıme (3) a levou stranu pomoćı (4) nahrad́ıme κ =
c ln

P0
P

2ω , můžeme
po úpravě (při zanedbáńı kvadratických členu) vyjádřit srážkovou frekvenci:

νm =
c ln P0

P

2ω∆z

2
√

2 | ε1 |
nee2

meε0ω3

(10)
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Na rozd́ıl od fáze je zde pro správné stanoveńı ztrát v plazmatu nutné měřit nejen
výkon prošlý měř́ıćı větv́ı, ale i výkon odražený zpět. Ztráty pak odpov́ıdaj́ı rozd́ılu mezi
nastaveným výkonem a součtem odraženého a prošlého výkonu.

3.3 Tloušt’ka plazmatu

Pro oba výpočty zbývá ještě odhadnout jaká je tloušt’ka plazmatu. To neńı úplně
jednoduché, protože ve skutečnosti nejde o desku. I v př́ıpadě, že je plazma uvnitř zářivky
homogenńı, jde přinejlepš́ım o válec procházej́ıćı šikmo skrz vlnovod, který dokonce ani
nevyplňuje celý jeho pr̊uřez (tedy vlna by se mu mohla i ”vyhnout”).

Přestože je tento předpoklad o homogenńı desce plazmatu porušen, při vhodném vidu
ve vlnovodu (profil elektromagnetické vlny) je tato teorie použitelná. Potřebujeme jen
plazma aproximovat deskou, která bude mı́t stejný objem jako uzavřená část válce.

Přesněǰśı by bylo modelovat celý problém numericky, ale tvorba modelu a práce s
numerickým softwarem a poněkud přesahuje rámec praktika. Na Obr. 3 proto najdete
nákres numerického modelu a fity závislosti fázového posunu a ztraceného výkonu na
parametrech plazmatu - ke srovnáńı s vašimi výsledky.

Obrázek 3: Fity numerického modelu. Model řeš́ı vlastně inverzńı problém, proto jsou
vyneseny fity posunu fáze v závislosti na hustotě elektron̊u a útlum výkonu v závislosti na
srážkové frekvenci. Model je poč́ıtán pro frekvenci 2.45 GHz, tedy ω = 2π × 2.45s−1.

4 Úkoly

1. Sestavte interferometrický experiment pomoćı network analyzeru. Pokud je to nutné
proved’te kalibraci.
2. Pro vhodnou měř́ıćı frekvenci naměřte posuny ve fázi a amplitudě v př́ıtomnosti plazmatu.
3. Stanovte hustotu elektron̊u a srážkovou frekvenci (pomoćı geometrické úvahy, př́ıčný
rozměr vlnovodu WR340 je 86 mm, pr̊uměr zářivky 18 mm a úhel mezi zářivkou a vlnovo-
dem je 35◦) a porovnejte s výsledky numerického modelu.
4. Naměřte závislost parametr̊u plazmatu na výbojovém proudu.
5*. Proved’te měřeńı na daľśı(ch) frekvenc(i/́ıch).
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