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Molekularni vibrace - Herzberg Il, pyramidalni XY, (C;,); normalni médy

3N-6=6 vibraci, povolen¢ v IR 1 Ramanov¢ rozptylu, dvé jsou dvojnasobné
degenerovane
(rozvazit chovani v 1izolovan¢é molekule a v molekularnim krystalu

Molecule

V1 Ve V3 [

Observed
frequencies (cm™1)
vy

i
NH; 3337 ]950“5'3414 1628

NDj; 2419 | 7494512555 |1191

PD; 1694 | 730%] —

Fia. 45, Normal vibrations of the ND; molecule.—The vibrations are drawn to scale for NDj;.

(see p. 177) in oblique projection. (For NHj; the large mass ratio of N to H would not have allowed
the displacement vectors of N to be drawn to the same scale as those of H). Both components of the
degenerate vibrations are shown. The broken-line arrows in v2 and »4 give the symmetry coordinates
of Fig. 58 (see p. 155). They are added so that the form of the vibrations can be more clearly visual-
ized. In pg there is a very small displacement (too small to show in the scale of the diagram) of the
left D nucleus parallel to the line connecting the two other D nuclei (see also the discussion of Fig.
60 on p. 171). It should be noted that vsy, and vy, are symmetric, vsp and vy antisymmetric with
respect to the plane of symmetry through the left D nucleus, that is, the plane of the paper.

PH; 2327 | 991452421 1121
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DalSi ptiklad - T,
Operace symetrie pravidelného Ctyisténu (struktura ZnS):

identita E,
osm rotaci C; kolem diagonal (¢arkovang),
tfi rotace C, kolem x,y,z, , :

Sest os S, kolem X,y,z, odpovidajicim rotacim 3
0 m/2 - \

Sest zrcadleni oy (diagonélni roviny)

fad grupy T, Je 24,
je izomorfni s grupou permutaci P(4),

5 tfid, tabulka charakterti je matice 5X5



Piiklad - T
Tabulky charakter grupy T4 (43m) ze dvou zdroji:

Inui, Tanabe, Onodera, Group theory and its applications in physics, Springer 1976

T, E 6IC, 3¢, |60, |8C,
A, T, 1 1 1 1 1
A, T, 1 —1 1| -1 1
E T, 2 0 2| o ~1
T, T, 3 1 —1 ] =1 0
T, T, 3 —1 —1 | 0

M.S. Dresselhaus, G. Dresselhaus, A. Jorio, Group theory, Applications to the physics of Condensed Matter,
Springer 2008

E SCy 3C Gog G5y
Aq 1 1 1 1 1
As 1 1 1 —1 —1
E 2 -1 2 { 0
T4 3 0 —1 —1 1
Ta 3 0 -1 1 —1




Priklad - T,

Tabulky charaktert pro bodovou grupu T, a (izomorfni) grupu P(4)

z Dress_2008.

Co vede oznaceni tfid grupy P(4), a jaka je souvislost s operacemi symetrie T4 ?
VsSimnout si rozdilného znaceni ireducibilnich reprezentaci.

E 8C'y 3C7 Gog 6.5y

Aq 1 1 1 1 1
Az 1 1 1 —1 —1
E 2 —1 2 0 0
1T 3 0 —1 -1 1
13 3 0 -1 1 —1
P(4) (1*) 8(3,1) 3(2%) 6(2,1%) 6(4)

Iy 1 1 1 1 1
I 1 1 1 -1 -1
Iz 2 —1 2 (] (]
I 3 () —1 1 -1
Iy 3 ] —1 -1 1




14 Bravaisovych mrizek

zaklad pro 230 prostorovych
grup v 3D (73 symorfnich, : 2 ;
157 nesymorfnich - maji
Sroubové osy a skluzové ‘
roviny) .

fada prikladi v |
Dresselhaus, Dresselhaus & ¢
Jorio |+

12

Fig. 9.3. The fourteen Bravais space lattices illustrated by a unit cell of each: (1) -
clinic, simple; (2) monoclinic, simple; (3) monoclinic, base centered; (4) orthorhc
bic, simple; (5) orthorhombic, base centered; (6) orthorhombic, body centered;
orthorhombic, face centered; (8) hexagonal; (9) rhombohedral; (10) tetragonal, s
ple; (11) tetragonal, body centered; (12) cubic, simple; (13) cubic, body center
and (14) cubic, face centered



Perovskitova (CaTiO,) krystalova struktura - BaTiO;

O,! (Pm3m)
T1 v centralni (a) pozici v krychli, Ba v pozici (b), O v pozici (¢)




(Krystalografické) bodové grupy — dvé hlavni konvence pro oznacovani:
Schoenfliesova a ,,mezinarodni* (Hermann-Maguin, international)

Translacni symetrie omezuje N-nasobné rotacni osy C, ha n=1,2,3,4 a 6.

Schoenflies International
C, 1,2,3,4,6

o (zrcadleni) m

S, (rotacné-inverzni osa) 1,3,4,6

Symbol m pro rovinu zrcadleni nerozliSuje mezi vertikalni, horizontalni a
diagonalni rovinou; misto toho,

n/m znamena horizontalni rovinu kolmou k n-nasobné ose,

nNm znamena horizontalni rovinu obsahujici N-nasobnou osu.



Bodové grupy — dvé hlavni konvence pro 32 krystalografickych bodovych grup

Crystal system Schonflies symbol International symbol (abbreviated)
. O 4 _2
Cubic . — 3 —{m3m)
m m
O 432
T-d E3m
2 -
m
T 23
422
Tetragonal Dy, — — — (4/mmm)
mmm
D, 422
D34 42m
Cay dmm
4
Can — (4/m)
m
S4 4
C, 4
Orthorhombic D,, 2 E E (mmm)
mm m
D, 222



Bodové grupy — dvé hlavni konvence pro 32 krystalografickych bodovych grup

Crystal system Schonflies symbol International symbol (abbreviated)
0 L2
Hexagonal D — — — (6/mmm)
m m m
D 622
D, 6m?2
Cov 6mm
6
Cen — (6/m)
m
Csy, 6
Cq 6
Trigonal D, 32 (3m)
m
D, 32
CJ\' gl’l’l
C1i(Se) 3
C, 3
Monoclinic C,, 2 (2/m})
Clh[cgl m
C, 2
Triclinic C, 1
C, 1



Direktni souCin matic

Necht’ jsou A a B matice s I, 1,, a I, Ig, prvky:
A, 1=1,0 00, J=1,0 0, and By k=10, m=10 g,
Matice C=AxB, oznaCovana jako direktni soucin, je tvotena l,, |, I, |5, vSemi
souciny Aij Bkm = Cik,jm' Alternativni symbol je C=A&B.
Pro zachazeni s maticemi je vhodné pravouhl¢ usporadani prvka.
Par symbolt ik oznacuje fadky, par jm sloupce pravouhlého pole
|, 15, Tadki al, lg. sloupct matice C.

Voditkem pro definici nasobeni matic vzniklych direktnim sou¢inem je pozadavek, aby ,,transformace*
byly reprezentovany postupnym nasobenim matic:

A’’=A’A reprezentuje operaci A nasledovanou operaci 4 ’;
podobné B’’=B’Ba C’'=C’C=A4’AxB’B. Prvky direktniho sou¢inu jsou

(C 'C)ik,jm - qu: AilpApj Bllq Byn = qu: Ailp Bl;q AsiBm = quzcilk,pqcpq,jm’

p p p

coz vyjde s pouzitim obvyklého pravidla “tadek-krat-sloupec™ s maticemi C’a C.



Pravouhlé uspotradani prvku AxB :

AB AB

B B
| B A

kde B je pravouhly blok

Bll BlZ
B, B
B _ 21 22
| BIBr 1 BIBr 2

_'A‘1Ar1B AArzB o

'A“Ac B
AZIAC B

AArIAc B_

15,

2lg,

IBrIBc _




Direktni soucin grup

Dvé grupy,

GAsprvky A, 1=1,...,n,, &

Gg s prvky B;, J=1,...,ng, takove ze A;B;=B;A; pro vSechny jejich prvky,
tvori grupu - direktni soucin - G,xGg tvofenou vSemi A;B;.

VSechny Ctyf1 axiomy jsou splnény:

1. ABAB, = (AAJ(B;B) ),

2. jednotkovy prvek je E,Eg,

3. inverzni prvek... A7'B;*, nebot’ A B *AB;=E,Ej,

4. nasobeni je asociativni.

Jestlize G, a Gg nemaji zadny spolecny prvek (jednotku bychom asi mohli povazovat
za spolecnou), fad G,xGg je n,ng.



Direktni soucin grup - priklad /\

Operace symetrie rovnostranného trojahelnika ) /[ \ y
(Schoenfliesova notace) : \

tvoti bodovou grupu C,, {E,3c,,2C;}, pokud je horni a dolni strana trojahelnika
odlisitelna (naptiklad ,,pyramidové* molekuly typu NHj;);

bez této asymetrie pribude dalSi operace symetrie:
G}, , zrcadleni v horizontalni roving.

Protoze 6,0}, = E, grupa C,,, {E,oc.} je cyklickou grupou tadu 2.

Horizontalni zrcadleni komutuje se vSemi prvky Cs,, celkova symetrie je tedy popsana
grupou Dy, = Cg, xCy}, S 12-ti prvky

2 2
{E, 64, 0y, o3 Cs, Cg%, 6y, 6,01, 61,65, 61,03, 6,C3, 64,C4 }



Direktni soucin grup — piiklad Dy, = C;, xC;;, , tabulka nasobeni

s jednodussi notaci P(3): 6,=A,6,=B,6,=C,C,=D,C,’=F; dale ,=S:

vpravo
vlevo

E

mT O O w >

vpravo
vlevo

O ™ >

E

M O O W > 'm

O W > m m

A

W O U T m >

O mim >» >

B

O > m m O W

m m O W

C

> W om O T

m © m O O

D

m T > O W O

> O w O O

O m m™ > O T T

o > O M

SA

E S
E S
S E

SB SC SD SF



Priklad D4, = C;, xCy,, , tiidy, ireducibilni reprezentace

Sest tfid:
{E} {o1, 0, 03},{C3’C32},
{on}{o101, oh0,, o103} {0nCa, thsz}

hledame matici 6X6 s charaktery ireducibilnich reprezentaci direktniho sou¢inu
(z Inui, Tanabe, Onodera, Group theory and its applications in physics, Springer 1976)

Table 4.2. Characters of the irreducible representations of the Table 4.3. Irreducible repres-

group C,, entations of the group C,
Class: €, €, €5 E o
Element: E Cj.m C;l 0y, 0,,0;

A’ 1
Al 1 1 1 A —_
A, 1 1 -1

E 2 -1 0




Priklad D4, = C;, xCy,;, , charaktery ireducibilnich reprezentaci

matice 3x3 (C,,) je pro Dy, 3X zopakovana, dolni diagonalni blok
ma opacné znameni diky druhé ireducibilni reprezentaci Cy;, ,
s charakterem A’"'=(1,-1)

Table 4.4. Characters of the irreducible representations of the group D, = C;, x C,

E C,,C3! G, 04,0, Ty Ciy0,, Cy oy U,,U,, U,
A x A=A 1 | 1 | | 1
A, x A" =Aj 1 1 —1 1 1 -1
Ex A =FE 2 -1 0 2 —1 0
Ay x A" = Aj I I 1 1 —1 —
Ay x A" = A} 1 1 —1 1 -1 1
Ex A"=E" 2 —1 0 — 2 | 0




Direktni soucin grup — piiklad Dy, = C5, xCy,, , tfidy, ireducibilni reprezentace

jina notace pro nékteré tiidy
(charaktery z M.S. Dresselhaus, G. Dresselhaus, A. Jorio, Group theory, Applications to the physics of
Condensed Matter, Springer 2008)

radky a sloupce jsou odlisné (ortogonalni) — lze najit korespondenci s piedchozi
verzi tabulky (charaktery jsou stejné)

Table A.14. Character table for group D;; (hexagonal)

Dgh = Dg () o, @m?) E ar 263 253 30& SJU

5l ot 2 Al 1 1 1 1 1 1
R, Al 1 1 1 1 —1 —1

7 1 —1 1 —1 1 —1

z A 1 —1 1 —1 —1 1

(z? —¥*,zy) (z,y) E/ 2 2 -1 —1 0 0
(zz,yz) (R, Ry) B 2 —2 -1 1 0 0




Bodov¢ grupy: oznaceni reprezentaci

Chemicka notace (Mulliken,1933) bézna v molekularni fyzice nebo v miizové
dynamice. Pouziva symboly

A a B pro jednorozmérné reprezentace (B tehdy, je-li licha pfi nejmensi rotaci
kolem hlavni osy),
E pro dvojrozmérné reprezentace,
T,U,V,W pro reprezentace dimenze 3,4,5,6.
Fyzikalni (Bethe, 1929; Koster, Dimmock, Wheeler and Statz, 1963):
13, 15, I5,...; vnovejsi literatufe o kondenzovanych latkach.
Alternativn¢, obcCas (Bouckaert, Smoluchowski and Wigner, 1935);

ptiklad pro T:

Mulliken KDWS BSW
Ay 1y 1
A, 15 15
z I3 11
T 1y I35



Bodov¢ grupy: oznaceni reprezentaci

Mullikenovo zna¢eni ma dalsi pravidlo:

jestlize grupa obsahuje inverzi, symbol reprezentace ma dalsi index, bud’
“g” (gerade) pro sudou paritu pii inverzi, nebo

“u” (ungerade) pro lichou paritu.

Piiklad ortorombické bodové grupy D,,=D,xC,, C,={E,lI} je cyklicka grupa fadu 2.

DJ.I Basis E Cl: Cgr Cl.t I a, ﬂ',. a,
A, I’ x?, y? z? 1 1 1 1 1 1 1 1
B,, I3 Xy 1 1| -11]-1 1 1| =1} -1
B,, I3 Xz 1 -1 1| -1 1 -1 1 | -1
B, I yz 1 -1 ] -1 1 1 -1 | -1 1)
A Iy xyz 1 1 | HES! -1 [ -T7] -1
B,, T3 z 1 1| -1 -1]}||-1 -1 1 1
B,, TI3; y 1 -1 1| —1]]|-1 1| -1 1
B,, T4 x 1 -1 | -1 1|]|=1 1 1 | -1




Operace symetrie pusobici na funkce souradnic

Rotace o uhel a v roving (X,Y):
{Xl. } _ {xc-osa —ysin a} _ R(g){x] R(@) = {C.OSCX —sin a} R (e) = {cos_,a sina }
y Xsina + Yy cosa y sina Cosa —sina cosa
Tato transformace souradnic transformuje také jejich funkce, f(X,y), jako jsou

naptiklad f,(X,y)=X, f,(X,y)=x2+y?, f3(X,y)=x2-y?, f,(X,y)=xy, f=(X,y)=x3-3xy?,...

Transformované funkéni hodnoty jsou

F'(x,y)=1(xy)
transformovana funkce vychazi z originalni pisobenim operatoru Py (ptsobicim
na funkce):

f'=P.f, Pf(x,y)="1(Xy)="f(X'cosa+y'sina,y'cosa—X'sin a).
Explicitni tvar transformovane¢ funkce je tedy

P, f (X,y) = f (xcosa+ ysina, ycos o —xsin ).



Operace symetrie pusobici na funkce souradnic

Rotace R, transformuje komplexni funkci dvou redlnych argumenta f_, (X,y)=x+1y do

P, f. (X, y) =Xxcosa +ysina+i(ycosa—xsina) = f_ (X, ).

Pro f,(x,y)=x2+y?, f3(x,y)=x%-y?, f,(x,y)=xy, dostavame nasledujici ptiklady
transformaci:
f,'=x*+y* =1,

f,'=—cosasina(x’ — y*)+(cos® a —sin® a)xy = —cosasina f, + (cos® a —sin® a) f,.



Operace symetrie pusobici na funkce souradnic

Pro kazdou transformaci R tfirozmérného vektoru r=(x,y,z), r '=Rr, dostaneme

transformovanou funkci pomoci nasledujiciho pravidla:
P.f(r)=f(r)=f(R7r), ie,
P.f(r)= f(R7r).
Dv¢ po sobé nasledujici operace R and S transformuji libovolnou funkci f
nasledujicim zptuisobem:
PP f(r) =R [P f(N]=Pg(r)=g(s'r)= f(R7S7T),
kde g=Pxgf.
Slozené plisobeni operace R (provedené prvné) a S je soucin SR:
P, f(r)=f[(SR)™"r]= f(R'S7'r),

vedouci ke stejnému vysledku jako soucin P¢Pr. Muzeme tedy pouzit stejny
symbol pro operace R a Pg:

Rf (r) = f(Rr).



Bazové funkce reprezentace

Soubor nezavislych funkci f;, f,, ..., f; oznacime jako bazi d-rozmérné
reprezentace, tvorené maticemi s prvky D,(A;), je-li

Af :Zd:DkI(A)fk pro A €G.

To je podminka pro uzavienost souboru funkci pro operace grupy G.
Jednotlive funkce z tohoto souboru se oznacuji jako bazove funkce, nebo bazove
vektory.

|-ty bazovy vektor je linearni kombinaci s koeficienty z I-tého sloupce matic
reprezentace; ,,prislusi k I-tému sloupci®.



Nasledujici (reducibilni) 3-rozmérna reprezentace P(3) miize byt pouzita jako

transformace funkci f,=x, f,=y, f;=z prvky C,;:

E Cs Cst
(100 | 1 [001] (010]
=010 =100 001
1001 | 1010 1100 |
o G, G
(010] x| [100] (001]
=1100 =001 =010
1001 y| [010] 1100
Jeji charakter je E 30,
P,=A+E, P, 3 1
je ortogonalni k A, A, 1 1
(projekce na A, A, 1 -1
je nulova) E 2 0




Funkce

f,=f+f,+f,=Xx+y+2

A
je invariantni pi1 vSech operacich z Cy;
tvori bazi reprezentace A,, nebo, transformuje se jako A,.

Podobné, funkce
fe, = (2X—y—Z)/\/6, feo = (y—z)/\/§

tvofi bazi ireducibilni reprezentace E.
Bazi reprezentace A, dostaneme naptiklad z polynomil tietiho radu:

f, =X(y* =2°)+y(z2° = y*) +2(x* = y*).



