J. Humli¢ek FKL II JS2018 utery 3.4. 13:00 UFKL

7. Primésové stavy

Polovodice: malé mnozstvi (vhodnych) ptimési ovliviiuje velmi siln¢€ vedeni elektrického
proudu. Modifikace vychoziho (,,Cist¢ho*) materialu se obvykle oznacuje jako doping.

Bodové (vakance, substitu¢ni nebo intersticialni piimés) a ¢arové defekty (dislokace),
komplexy (napf. Frenkeliv par vakance-intersticial), precipitaty.

Donory a akceptory, v Si hlavné P, As, Sb a B, Ga, In.

Obvyklé déleni podle vyslednych elektronovych stavii:
meélké (vodikupodobné) a hluboké primesi.

Mélké primési, aproximace efektivni hmotnosti

Stinény Coulombovsky potencial donoru:
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kde & je relativni permitivita hostitelského krystalu. Elektron patfici k donorovému atomu se
fidi Schroedingerovou rovnici

(H° ~|e|V,)w (F) = Ep(T), (7.2)

kde H° je jednoelektronovy Hamiltonian neporuseného krystalu.

Wannierovy funkce jsou definovany pomoci diskrétni Fourierovy transformace Blochovych
funkci (vlastnich funkci jednoelektronového Hamiltonianu); pro n-ty pas je tato a zpétna
Fourierova transformace

2, (1 ~R) = T XD, e (1)

(7.3)
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Ve vyrazu pro Wannierovu funkci a, s¢itdme pres kvazikontinuum vinovych vektort z prvni
Brillouinovy zony, ve zpétné transformaci pak pies miizové vektory zakladni Bornovy-
Karmanovy oblasti krystalu, viz definici (1.13); N=N;1N,Nj3 je pocet primitivnich bun¢k v této
oblasti.
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Blochovy (vlevo) a Wannierovy (vpravo) funkce. Krouzky jsou miizové polohy, zelené cary
jsou rovinné viny ",

Wannierovy funkce jsou lokalizovany kolem m#izovych bodd, jak je schematicky znazornéno
v hotej$im obrazku. Lokalizace mize byt velmi vyrazna (exponenciélni, pro

jednodimenzionalni piipad: W. Kohn, Phys. Rev. 115, 809 (1959)), viz také Marzari et al.,
REVIEWS OF MODERN PHYSICS, VOLUME 84, OCTOBER-DECEMBER 2012.

Wannierovy funkce a_(F —R ;) jsou vlastnimi funkcemi vektorového operatoru R, piisluiné
k vlastni hodnoté R; (t.j. K j-tému miizovému vektoru):

Ra,(F-R,)=Ra,(F-R)). (7.4)

Vyjadiime-li obecnou vinovou funkci jako linearni kombinaci stacionarnich stavi
jednoelektronového Hamiltonianu bez ptimési, tedy Blochovych funkci,

v ()= A KW (F) =ZMI§)%Zexp(ik7ﬁ,->an(r—F?,-) ,

n,k, nk;

(7.5)

najdeme vysledek piisobeni operatoru R na ni ve tvaru



Ry(F) =Y A (k) — Zexp(uk R, -R))

n.k;

=ZA(K)ﬁz(—ivg)exp(ik’.ﬁ,-)an(r—F?,-) .

n.k

(7.6)

V poslednim vztahu aproximujeme kvazikontinuum moznych hodnot vektoru k, spojitou
mnozinou; V této limité nekone¢ného krystalu pouzivame operator gradientu tak, ze

V. exp(ik R,) = iR, exp(ik R;) (7.7)

pro kazdy vektor k. Formuli (7.6) miZeme jesté upravit do nasledujiciho tvaru:

Ry ()= 3 (-iv, )[ A K)w,, (0] 2 [AVA R ()
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(7.8)

Prvni suma v hornim fadku formule (7.8) je nulova; v aproximaci nekoneéného krystalu
prejde totiz sumace pies k na objemovy integral ptes Brillouinovu zénu a ve vysledku jsou
rozdily soucinti Ay v ekvivalentnich bodech na opacnych sténach BZ.

VInovou funkci (7.5) mizeme také vyjadrit jako linearni kombinaci Wannierovych funket,
l/j(r): ch(Rj)an(f_Rj) ; (7.9)
nR;

koeficienty C,, se oznacuji jako obalkové funkce. S pomoci vztahu (7.5) dostavame

y(r) = Z \/—ZAq(k)eXp(lkR) a,(F-R)), (7.10)

koeficienty C,, jsou tedy Fourierovou transformaci koeficientd A,. Pouzijeme analogii vztahu
(7.7) pro sledovani zmén nasich funkci na vzdalenostech mnohem vétsich nez jsou
vzdalenosti nejblizsich sousedl v krystalové miizi,

V. exp(ikR;) = ik, exp(ik,R;) . (7.12)



V hledani elektronové struktury krystalu s poruchou, tedy feseni vinové rovnice (7.2),
vyjdeme z elektronové struktury neporuseného krystalu. Vybereme n-ty pas energii, S

Blochovymi vlastnimi funkcemi a disperzni zavislosti energie E’ (k) :

H%. (F) =Es (K, . (F). (7.12)

S uvazenim vztahu (7.11) mizeme operator energie, pusobici na obalky Wannierovych funkci
prislusnych k n-tému pasu, vyjadrit ve tvaru

Ho =Ey (-iVy) . (7.13)

Dale je tieba piidat poruchu; jednoduchy popis elektronové struktury krystalu s pfimési
vychazi z pifedpokladu, Ze se potencial (7.1) méni malo na vzdalenosti miizkové konstanty.

V tomto piipadé totiz nahradime polohovou zavislost \7d ve vztahu (7.2) zavislosti na vektoru
R a rovnici pro obalkovou funkci a ptislusné vlastni hodnoty energie E dostaneme ve tvaru

[ED(-iV,)+V,(R)|C,(R)=EC,(R). (7.14)

Abychom ji mohli pouzit, musime vzit konkrétni funké&ni zavislost E? (IZ) disperzni relace n-

tého pasu energii, do které vlozime vektorovy operator gradientu. Zde zvolime jednoduchou
parabolickou zavislost pro izotropni nedegenerovany pas (typicky kolem minima
vodivostniho pésu ve stfedu Brillouinovy zony, jako napt. v GaAs):

2 — 12
E (k)=E (@er : (7.15)
n C 2m .

Rovnice (7.14) pro obalky Wannierovych funkci je pak

hZ
om'

A.+V,(R) [C(R)=[E-E,(0)]C(R) . (7.16)

Ma tvar Schroedingerovy rovnice pro ¢astici s hmotnosti m*, pohybujici se v potencialu V, s

tim, ze jeji energie odecitame od energie dna vodivostniho pasu. VInovou funkci dostaneme
vynasobenim obalkové funkce a Wannierovych funkei podle vztahu (7.9). Tento pfistup k
feSeni dané¢ho problému se oznacuje jako aproximace efektivni hmotnosti.

Rovnice (7.16) s centraln¢ symetrickym potencialem (7.1) je ekvivalentni kvantovému popisu
elektronu v atomu vodiku. Rozdil je v tom, Ze musime pocitat s efektivni hmotnosti elektronu
a Coulombovské pritahovani ke kladnému iontu piimési je zeslabeno stinénim elektrony v
hostitelském krystalu, které se projevuje délenim permitivitou ve vztahu (7.1). Stacionarni



stavy jsou diskrétni (vdzané) i kontinualni (delokalizované), ve kterych se elektron dostava do
delokalizovanych stavt hostitelského krystalu nad dnem vodivostniho pasu. Z analogie s
atomem vodiku mizeme energii E, vdzanych stavli napsat jako

) R
E,-E(Q)=———F—"">5—5=-— ,n=12.., (7.17)

kde n je hlavni kvantové ¢islo, € je elementarni naboj a mp klidova hmotnost volného
elektronu; symbolem R jsme ozna¢ili Rydbergovu konstantu donorového elektronu. Pro
m*=g=1 (izolovany atom vodiku) je R=13.6 eV, pro m*~0.1 a =10 se tato hodnota zmensi
na zhruba 14 meV.

Bohrtv polomér donorového stavu je v nasem modelu
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Bohriiv polomér (7.18) je proti hodnoté pro izolovany vodikovy atom (0.0529 nm) mnohem
vetsi diky typicky velkym hodnotdm relativni permitivity a malym efektivnim hmotnostem.
Obalky Wannierovych funkci (koeficienty C) jsou tedy typicky vyznamné odlisné od nuly pro
velky pocet uzli mtize. Naopak, koeficienty A ze vztahu (7.5) u Blochovych funkci jsou
vyznamn¢ odlisné od nuly pouze pro maly pocet (diskrétnich) hodnot vinového vektoru. Tuto
souvislost mizeme vysvétlit tim, Ze oba systémy koeficientl jsou navzajem vazany
Fourierovou transformaci (jsou v tomto smyslu sdruzené), viz (7.9) a (7.10). Pro posouzeni
dopadu exponencialniho poklesu obalky C mizeme vyuzit Fourierovy kosinové transformace

C.(R)=

TR a’ 1/a"
A(k) = a kR)dR = = .
\ '([e 0s(kR) 1+(a*k)2 k? +(1/a*)2 (7.20)

Pro k =1/a" poklesne hodnota A na jednu polovinu svého maxima (v k = 0) a tato funkce je
tim ,,uz8i*, ¢im ,,8irsi je obalka C. Hofejsi vztah (7.20) je specialnim piipadem obecnéjsiho
principu neurcitosti pro funkci f a jeji Fouriertiv obraz F:

F(w)= % [ef e, £ =% [eF(w)do; 721

pro dvé realna ¢isla T a W, definovana jako



2_1002 2 2_10O 2 2
T ‘E_[f If ()P dt, W ‘E_[f" |F(w)f do, (722)
kde

E=j|f(t)|2 dt=I|F(a))|2da), (7.23)

totiz plati nerovnost
1
TW 2 5 (7.24)

Tento vysledek znamena, Ze funkce f a F nemohou byt obé malé, zaroven také fakt, ze
»Zuzovani* jedné z nich znamena soucasné ,,rozsifovani* druhé. Toto je uZitecné zjisténi 1 v
nasem konkrétnim problému donorovych stavi; se zvétSovanim n klesa vazebni energie
Gmérné 1/n%, vlnova funkce tedy zaujima objem umeérny n. Vyssi excitované stavy tedy
mohou byt 1épe popisovany hotejsim modelem nez stav zakladni.

Prakticky velmi dulezité jsou donorové stavy v piipadé anizotropnich vodivostnich past
hostitelskych krystalli (napt. Si, Ge, GaP). Diky krystalové symetrii jsou navic minima
vodivostniho pasu degenerovand a zapocteni polohové zéavislosti interakce v bezprostiednim
okoli donoru vede k tzv. ,,valley-orbit coupling®. Pfedchozi aproximaci efektivni hmotnosti je
treba modifikovat.

Posoudime podrobnéji pfipad kiemiku, s Sesti ekvivalentnimi minimy vodivostniho pasu
pobliz okraje Brillouinovy zoény X (smér [100] neboli A). V prvnim kroku je tieba
modifikovat rovnici (7.16) pro obalkové funkce; ke kazdému minimu s j = 1,...,6 mame

hz ZAt A| - = — -
om’ EJF_. +Va(R) q)J(R)_[E_EC(ko)]CDJ(R)’
(7.25)

kde m; a m; jsou po fad¢ transverzalni a longitudinalni efektivni hmotnosti (0.19mq a 0.92m,
pro Si). Piiblizné feSeni této rovnice je mozné hledat varia¢né, s vhodnou volbou
parametrizované zkuSebni funkce, kterd respektuje sniZzeni symetrie z kulové na valcovou.
Zname¢ jsou prace Kohna a Luttingera z roku 1955, pouzivajici funkci

—a( y2+2° )—bx2

@, (R)=¢e , (7.25)

kde smér X je zvolen podél longitudindlni osy ptislusného minima.
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Schematickd pasova struktura ptimého polovodice s donorovymi stavy s n=1,2 a 3.

GaAs 5.72 Siga(5.84); Gega(5.88)
Sas(5.87): Seas(5.79)

InP 7.14 7.14

InSb 0.6 Tesy(0.6)

CdTe 11.6 Inca(14); Aleg(14)

ZnSe 25.7 Alzn(26.3): Gaza(27.9)

Fse(29.3); Cls(26.9)

Vazebna energie (stavu s N=1) melkych donorti v nékolika polovodicich se strukturou ZnS, v
meV. V prostiednim sloupci je hodnota spoctena ze vztahu (6.17), v pravém jsou
experimentalni data pro obvyklé donorové ptfimesi.
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Spoctené a zméfené melké donorové hladiny v Si.
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Realna ¢ast vodivosti spoétend z transmisniho spektra Si:P (5.59E16 cm™) pii riiznych
teplotach.

Experiment

Si 45, 68.9 316 8.6 a2 112 7.6
Ge 108 9.8 29 0.6 42 2.5
GaP 57-64 47.5 137 42 19.1 117
GaAs 31 256 76 16 11.1 65
Gasb 13-15 12.5 38 0.65 5.6 32
InP 31, 563 3522 105 2 155 8.9
InAs 10-20 16.6 5.1 04 7.9 44
InSb ~10 8.6 2.7 02 42 2.3
Zn$ 175.6 52 117 75.1 4.1
ZnSe 114 110.1 33 6.1 86 28

ZnTe ~30 777 23 5.1 B4 196
CdTe ~30 87.4 26.5 37 99 . 226
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Spoctené a zméfené melké akceptorové hladiny v Si.
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