
Př́ıklady na užit́ı Burnsidova lemmatu v kombinatorice

Představme si, že máme n barev, kterými chceme obarvovat
vrcholy šestiúhelńıka. Ptáme se, kolik obarveńı můžeme udělat.
Dokud je šestiúhelńık nehybný, je to snadné: n6.

Ale co když chceme ztotožňovat ta obarveńı, která na sebe p̌rejdou
p̌ri nějaké symetrii šestiúhelńıka? To lze formulovat i jinak: máme
dost korálk̊u od každé z n barev, a děláme dětské náramky:
navlékneme na nitku šest korálk̊u a zavážeme. Kolik je takových
náramk̊u (poloha uzĺıku neńı podstatná)?

Pro dvě barvy to lze provést probráńım všech možnost́ı: 13.

Na řešeńı této úlohy lze už́ıt Burnsidovo lemma: Hledaný počet
źıskáme jako aritmetický pr̊uměr následuj́ıćıch č́ısel: pro každou
symetrii spoč́ıtáme, kolik obarveńı se touto symetríı nezměńı.

Dostáváme 1
12(n6+ 2n+ 2n2+ 4n3+ 3n4), pro n = 1 je to 1,

pro n = 2 je to 1
12(64 + 4 + 8 + 32 + 48) = 156

12 = 13.



Př́ıklad: barv́ıme stěny/hrany/vrcholy krychle n barvami

Kolika způsoby lze obarvit stěny (p̌ŕıpadně hrany či vrcholy)
krychle n barvami, jestliže nerozlǐsujeme mezi obarveńımi, které na
sebe p̌rejdou nějakou rotaćı krychle?
Kolik má prvk̊u grupa rotaćı krychle? Máme na mysli jen ty rotace,
kdy krychle po rotaci zab́ırá stejný prostor jako p̌red ńı.
To jsou tyto rotace:

I identita;

I rotace kolem osy procházej́ıćı sťredy protěǰśıch stěn o 90◦,
180◦, 270◦, celkem 3 · 3 = 9 rotaćı;

I rotace kolem osy procházej́ıćı protěǰśımi vrcholy o 120◦, 240◦,
celkem 4 · 2 = 8 rotaćı;

I rotace kolem osy procházej́ıćı sťredy protěǰśıch hran o 180◦,
celkem 6 rotaćı.

Máme dohromady 24 rotaćı. Jsou to všechny rotace krychle? Ano:
je p̌rece šest stěn, na kterých může krychle stát, a pro každou
z nich čty̌ri stěny, kterými může být natočena směrem k nám.



Kolik krychĺı vznikne obarveńım stěn n barvami?

Barv́ıme stěny nehybné krychle. Ztotožňujeme ta obarveńı, která na
sebe p̌rejdou nějakou rotaćı krychle. Podle Burnsidova lemmatu pro
každou rotaci spoč́ıtáme, kolik obarveńı se touto rotaćı nezměńı,
hledaný počet źıskáme jako aritmetický pr̊uměr těchto počt̊u.

I identita: n6;

I rotace kolem osy procházej́ıćı sťredy protěǰśıch stěn o 180◦,
celkem 3 rotace: 3n4;

I rotace kolem osy procházej́ıćı sťredy protěǰśıch stěn o 90◦

nebo 270◦, celkem 3 · 2 = 6 rotaćı: 6n3;

I rotace kolem osy procházej́ıćı protěǰśımi vrcholy o 120◦, 240◦,
celkem 4 · 2 = 8 rotaćı: 8n2;

I rotace kolem osy procházej́ıćı sťredy protěǰśıch hran o 180◦,
celkem 6 rotaćı: 6n3.

Hledaný počet krychĺı je 1
24(n6 + 3n4 + 12n3 + 8n2), pro n = 2 je

to 1
24(64 + 48 + 96 + 32) = 240

24 = 10 krychĺı.



Kolik krychĺı vznikne obarveńım hran n barvami?

Barv́ıme hrany nehybné krychle. Ztotožňujeme ta obarveńı, která
na sebe p̌rejdou nějakou rotaćı krychle. Opět pro každou rotaci
spoč́ıtáme, kolik obarveńı se touto rotaćı nezměńı, hledaný počet
źıskáme jako aritmetický pr̊uměr těchto počt̊u.

I identita: n12;

I rotace kolem osy procházej́ıćı sťredy protěǰśıch stěn o 180◦,
celkem 3 rotace: 3n6;

I rotace kolem osy procházej́ıćı sťredy protěǰśıch stěn o 90◦

nebo 270◦, celkem 3 · 2 = 6 rotaćı: 6n3;

I rotace kolem osy procházej́ıćı protěǰśımi vrcholy o 120◦, 240◦,
celkem 4 · 2 = 8 rotaćı: 8n4;

I rotace kolem osy procházej́ıćı sťredy protěǰśıch hran o 180◦,
celkem 6 rotaćı: 6n7.

Hledaný počet krychĺı je 1
24(n12 + 6n7 + 3n6 + 8n4 + 6n3), pro

n = 2 je to 1
24(4096 + 768 + 192 + 128 + 32) = 5232

24 = 218 krychĺı.



Kolik krychĺı vznikne obarveńım vrchol̊u n barvami?

Barv́ıme vrcholy nehybné krychle. Ztotožňujeme ta obarveńı, která
na sebe p̌rejdou nějakou rotaćı krychle. Opět pro každou rotaci
spoč́ıtáme, kolik obarveńı se touto rotaćı nezměńı, hledaný počet
źıskáme jako aritmetický pr̊uměr těchto počt̊u.

I identita: n8;

I rotace kolem osy procházej́ıćı sťredy protěǰśıch stěn o 180◦,
celkem 3 rotace: 3n4;

I rotace kolem osy procházej́ıćı sťredy protěǰśıch stěn o 90◦

nebo 270◦, celkem 3 · 2 = 6 rotaćı: 6n2;

I rotace kolem osy procházej́ıćı protěǰśımi vrcholy o 120◦, 240◦,
celkem 4 · 2 = 8 rotaćı: 8n4;

I rotace kolem osy procházej́ıćı sťredy protěǰśıch hran o 180◦,
celkem 6 rotaćı: 6n4.

Hledaný počet krychĺı je 1
24(n8 + 17n4 + 6n2), pro n = 2 je to

1
24(256 + 272 + 24) = 552

24 = 23 krychĺı.


