P¥iklady na uZiti Burnsidova lemmatu v kombinatorice

P¥edstavme si, Ze mame n barev, kterymi chceme obarvovat
vrcholy Sestitihelnika. Ptame se, kolik obarveni miZeme udélat.

Dokud je Zestitihelnik nehybny, je to snadné: n®.

Ale co kdyZ chceme ztotoZiiovat ta obarveni, kterd na sebe prejdou
p¥i néjaké symetrii Sestithelnika? To Ize formulovat i jinak: mame
dost kordlkli od kazdé z n barev, a déldme détské ndramky:
navlékneme na nitku Sest koralk(i a zavazeme. Kolik je takovych
ndramkd (poloha uzliku neni podstatna)?

Pro dvé barvy to lze provést probrdnim vSech moZnosti: 13.

Na ¥eSeni této ulohy lze uzit Burnsidovo lemma: Hledany podet
ziskdme jako aritmeticky priimér nasledujicich &isel: pro kazdou
symetrii spoditdme, kolik obarveni se touto symetrii nezméni.

Dostavame 75 (n®+2n+2n%+4n3+3n*), pron =1 je to 1,
pron=2jeto i5(64 +4+8+32+48) = 150 =13.



P¥iklad: barvime st&ny/hrany/vrcholy krychle n barvami

Kolika zplsoby Ize obarvit sté&ny (p¥ipadn& hrany & vrcholy)
krychle n barvami, jestlize nerozliSujeme mezi obarvenimi, které na
sebe pfejdou né&jakou rotaci krychle?
Kolik ma prvkl grupa rotaci krychle? Mame na mysli jen ty rotace,
kdy krychle po rotaci zabira stejny prostor jako pred ni.
To jsou tyto rotace:
> identita;
> rotace kolem osy prochazejici stfedy protéjsich stén o 90°,
180°, 270°, celkem 3 - 3 = 9 rotaci;
» rotace kolem osy prochdzejici protéj$imi vrcholy o 120°, 240°,
celkem 4 - 2 = 8 rotacf;
> rotace kolem osy prochdzejici stfedy protéjsich hran o 180°,
celkem 6 rotaci.

Mame dohromady 24 rotaci. Jsou to vSechny rotace krychle? Ano:
je prece Sest stén, na kterych miize krychle stdt, a pro kazdou
z nich ¢ty¥i st&ny, kterymi miZe byt natoéena smérem k nam.



Kolik krychli vznikne obarvenim stén n barvami?

Barvime st&ny nehybné krychle. ZtotoZiiujeme ta obarveni, kterd na
sebe pfejdou néjakou rotaci krychle. Podle Burnsidova lemmatu pro
kazdou rotaci spotitame, kolik obarveni se touto rotaci nezméni,
hledany polet ziskdme jako aritmeticky priimér téchto pocta.

» identita: n®:
> rotace kolem osy prochazejici stfedy proté&jSich stén o 180°,

celkem 3 rotace: 3n*;
» rotace kolem osy prochdzejici stfedy proté&jsich stén o 90°
nebo 270°, celkem 3 -2 = 6 rotaci: 6n3;
> rotace kolem osy prochazejici prot&jsimi vrcholy o 120°, 240°,
celkem 4 - 2 = 8 rotaci: 8n?;
> rotace kolem osy prochazejici stfedy proté&jSich hran o 180°,
celkem 6 rotaci: 6n°.
Hledany pot&et krychli je i(n6 +3n*4+12n% +8n?), pron =2 je
to 5 (64 + 48 + 96 + 32) = 32 = 10 krychli.



Kolik krychli vznikne obarvenim hran n barvami?

Barvime hrany nehybné krychle. ZtotoZiiujeme ta obarveni, kterd
na sebe p¥ejdou n&jakou rotaci krychle. Opét pro kazdou rotaci
spotitame, kolik obarveni se touto rotaci nezméni, hledany pocet
ziskame jako aritmeticky priimé&r téchto pocta.

» identita: nl2:

> rotace kolem osy prochazejici stfedy proté&jSich stén o 180°,
celkem 3 rotace: 3n°;

» rotace kolem osy prochdzejici stfedy proté&jsich stén o 90°
nebo 270°, celkem 3 -2 = 6 rotaci: 6n3;

> rotace kolem osy prochazejici prot&jsimi vrcholy o 120°, 240°,
celkem 4 - 2 = 8 rotaci: 8n*;

N4

> rotace kolem osy prochazejici stfedy proté&jSich hran o 180°,
celkem 6 rotaci: 6n’.

Hledany poéet krychli je 24( n'2 +6n” + 3n® + 8n* 4 6n3), pro
n =2 jeto (4096 + 768 + 192 + 128 + 32) = 2232 = 218 krychli.



Kolik krychli vznikne obarvenim vrcholii n barvami?

Barvime vrcholy nehybné krychle. ZtotoZiiujeme ta obarveni, ktera
na sebe p¥ejdou n&jakou rotaci krychle. Opét pro kazdou rotaci
spotitame, kolik obarveni se touto rotaci nezméni, hledany pocet
ziskame jako aritmeticky priimé&r téchto pocta.

>

>

identita: n8:

rotace kolem osy prochazejici stfedy proté&jSich stén o 180°,
celkem 3 rotace: 3n*;

rotace kolem osy prochazejici stfedy protéjsich stén o 90°
nebo 270°, celkem 3 -2 = 6 rotaci: 6n°;

rotace kolem osy prochdzejici protéjsimi vrcholy o 120°, 240°,
celkem 4 - 2 = 8 rotaci: 8n*;

rotace kolem osy prochazejici stfedy prot&jSich hran o 180°,
celkem 6 rotaci: 6n*.

Hledany potet krychli je 2 (n® + 17n* +6n?), pro n = 2 je to
2:(256 + 272 + 24) = 222 = 23 krychli.



