Véta (druha Sylowova). Necht G je konecnd grupa, p prvocislo ak € N
takové, Ze |G| = p¥-m a ptm. Oznaéme r pocet p-Sylowskyjch podgrup grupy
G (tedy podgrup grupy G Fdadu p*). Pak plati

e r=1 (mod p), r|m;

e libovolnd podgrupa grupy G, jejiz rad je mocnina p, je podgrupou nékteré
p-Sylowské podgrupy grupy G;

o jestlize H, K jsou p-Sylowské podgrupy grupy G, pak existuje g € G
tak, Ze predpis h s g-h-g~' uréuje izomorfismus H — K.
Dikaz. Pro libovolnou podgrupu H < G a libovolné ¢ € G budeme
uzivat oznaceni g- H - g ' ={g-h-g~ ', h € H}.
Z prvni Sylowovy véty vime, ze alespon jedna p-Sylowska podgrupa grupy
G existuje, jednu pevné zvolme a oznac¢me ji P. Je tedy P < G, |P| = p*.

Oznacme
X={g-P-g'9€G}, s = |X].

Definujme zobrazeni ¢ : G — S(X) predpisem: pro kazdé a € G a kazdé
P’ € X klademe
o@)(P)=a-P -a '

Protoze P' = g- P - g~ ! pro néjaké g € G, je
a-P-at=a-g-P-glat=(g) -P(a-g)'ecX
Je tedy p(a) : X — X zobrazeni. Protoze pro libovolna a,b € G mame
Pla) () (P)) = p(@)(b- P b)) —a-b- P oyt
—(a-b)- P (b = pla-B)(P),
plati ¢(a) o p(b) = ¢(a - b). Proto
pla)op(a) =pla " a) = p(1) =idy,
pla)op(a™) =¢la-a™') = (1) = idy,

a tedy je ¢(a) bijekce, tudiz ¢(a) € S(X). Navic jsme uz ukézali, ze je
¢ homomorfismus. Je tedy ¢ akce grupy G na mnoziné X. Oznacme Sp
stabilizator prvku P v akci ¢, tedy

Sp={9eG,g-P-g7' =P}.

7 definice je vidét, ze mnozina X je orbitou prvku P. Protoze pocet prvku
orbity je index stabilizatoru, plati

s = |X| = |G/Sp| = 1<,
tedy s - |Spl = |G, tj. s | |G].



Prerusme dukaz véty, abychom dokazali

Lemma. Necht Q je libovolnd podgrupa grupy G takovd, ze |Q| | p*, t.
rad @ je mocnina p. Pak plati Q NSp = Q N P. (Ekvivalentné lze lemma
formulovat takto: plati P C Sp a pro kaZdy prvek x € Sp takovy, Ze rad x je
mocninou p, plati x € P.)

Diikaz lemmatu. Ziejmé pro kazdé g € P plati g- P- g~ C P. Protoze
piredpis z — g-x-g~! zadava bijekci na G (vzdyt jde o vnitin{ automorfismus),
jelg-P-g7'|=|P|,atedy g- P-g~* = P. Dostali jsme, ze P C Sp, odkud
plyne QNP C QN Sp.

Oznaé¢me H = () N Sp. Pro dukaz opacné inkluze (a tedy dokonceni
dukazu lemmatu) staci ukazat, ze plati H C P. Oznatme K = (H U P).
Protoze HUP je neprazdna podmnozina GG obsahujici s kazdym svym prvkem
i prvek k nému inverzni, plati

K:{a1~a2~-an; neN, Vie{l,...,n}k aiEHUP}.

Pro libovolné b € H z definice plyne b € Sp, a tedy b- P-b~! = P, a proto
pro kazdé a € P existuje a € P spliujicia =b-a-b"',tj. a-b="0b-a. Proto

K={a-b;ac P, be H}.

Ukézeme nyni, ze plati |P/(H N P)| = |K/H]|, a to tak, ze sestrojime
bijekci f: P/(H N P) — K/H. Pro libovolné a € P polozime

fla-(HNP))=a-H.

Pro libovolné aj,as € P plati a; - (H N P) = ay - (H N P), pravée kdyz

a;' - a; € HN P, coz nastane, pravé kdyz a;' - a; € H, tj. pravé kdyz

ay - H = ay - H. Je tedy zobrazeni f nejen korektné definovano, ale také

injektivni. Protoze libovolné k € K je tvaru k = a - b pro vhodna a € P,

b€ H aprotoze plati k- H = (a-b) - H =a- H, je f také surjektivni.
Dostali jsme, ze

e = |P/(H N P)| = |K/H| = [,

a tedy
K| = |H[|P|

[HNP|
je mocnina p. Pritom P C K a P je p-Sylowsk4, a tedy jeji fad je nejvétsi
mocnina p délici |G|, z Lagrangeovy véty |K| | |G|, celkem tedy P = K.
Odtud H C K = P a dukaz lematu je hotov.



Pokracovani dikazu veéty. Zizenim homomorfismu ¢ na libovolnou
podgrupu @) grupy G dostaneme homomorfismus ¢|o: Q — S(X), coz je akce
podgrupy ) na X.

Nejprve tuto akci studujme pro podgrupu P. Orbita obsahujici P v akci
o|p jerovna {g-P-g~'; g € P} = {P}. Pro libovolné P’ € X, P’ # P, plati,
ze stabilizator P’ v akci ¢|p obsahuje prave ty prvky y € P, které splni

y-P -y t="P.
Pritom existuje g € G, ze P' =g- P -g~'. Je tedy
y.Pl.yflzp/ — y.g.P.gil.yflzg.P.gfl
S g_l.y.g.P.g_l
= g -y-gesp
— y€g-Sp-g "

.y_l-g:P
1

Proto je stabilizator P’ v akci o|p roven (g-Sp-g~') N P. Pfitom (uvédomte
si, ze piedpis x — g~ - x - ¢ zaddva vnitini automorfismus, a tedy bijekci na
mnoziné G)

(g-Sp-g )NPl=[SpN(g~" - P-g)|

Protoze je g~! - P - g podgrupa G fadu p*, podle lemmatu
SpN(g™'-P-g)=Pn(g"-P-g).
Proto stabilizator prvku P’ v akci ¢|p

(9-Sp g )NP=g-(SpN(g™'-P-g)-g "=
:g.(pm(g—l.p.g)).g—lz
=P NP

Protoze pocet prvku v orbité je index stabilizatoru, ma orbita obsahujici
P’ prévé |P/(P' N P)| prvka. To je ovsem mocnina p véts{ nez 1, nebot
|P' N P| < |P|, vzdyt P a P’ jsou ruzné mnoziny o stejném poctu prvku.
Celd mnozina X se v akci ¢p rozlozila na nékolik orbit, z nichz jedina orbita
{P} je jednoprvkova a vechny ostatni maji pocet prvku délitelny p. Proto
s=|X|=1 (mod p). Ze difve zjisténého s | |G| = p* - m pak plyne s | m.
Dokazme nyni sporem, ze kazda podgrupa grupy G, jejiz fad je mocnina
p, je podgrupou nékteré z podgrup z mnoziny X. Predpokladejme tedy, ze @)
je podgrupa grupy G, zZe jeji Tad je mocnina p a ze () neni podgrupou zadné



z podgrup z mnoziny X. Mdme akci ¢|g podgrupy @ na X. Stejnou ivahou
jako vyse uréime, Ze pro libovolné g € G je stabilizator prvku P/ = g- P-g~*
v akel |g roven (g- Sp-¢g~') N Q. Uzitim lemmatu

(g-Sp-g7)NQI=1[SpN(g™"-Q-9)|=IPN(g"-Q-g)=
=(g-P-g7HNQ| =P NQ|<|Q|,

nebot @ ¢ P’. Proto v akci ¢|g je pocet prvka v kazdé orbité mocnina p
vetsi nez 1, tedy délitelnd p. Proto i soucet téchto poctu s = | X| je délitelny
P, SpOr.

Specialné tedy kazdd p-Sylowska podgrupa H grupy G je podgrupou
nékteré z podgrup z mnoziny X, tedy podgrupou podgrupy g - P - g~! pro
vhodné g € G. Protoze |g- P-g ! =p* = |H|, plati H =g-P-g ' € X.
Mnozina X proto obsahuje vsechny p-Sylowské podgrupy grupy G a r = s.

Jsou-li H a K libovolné p-Sylowské podgrupy grupy G, existuji g1,92 € G
tak, ze H = g, - P-g;', K = go- P-g,". Polozme g = g5 - g;!, pak
predpis x — g-x- ¢!, zaddvajici vnitin{ automorfismus grupy G, zadava téz
izomorfismus H — K.

Véta je dokazana.



