10. Pravdépodobnostni vytva-ujici funkce

10.1. Definice:Definice pravdpodobnostni vytviujici funkce celdiselné nezaporné nahodné
veliciny.
Necht’ X je cel@iselna nezaporna nahodna ela < pravdpodobnostni funkci

P(X = k):{pk prok = 012,...

0jinak . Prav@épodobnostni vytviujici funkce (dale zriena p.v.f.)

nahodné vetiny X je dana vztaherm®x (2) = ;)pkzk 7 <1,

Vyswétleni: Je rejme, ze p.v.f. je specialnintipadem vytvéujici funkce posloupnos{iﬁln}::o:

G,(2)= Z:;,)anzn .V tomto gFipact posloupnos{pk}oko=o spliuje vztahy:

00

Tk = 012,...:p, 20, 2P =1
k=0

Je takeé vidt, 7e 9x () = E(Zx ) =2 Pz

k=0



10.2. Riklad: Najdéte prav@podobnostni vytviwjici funkci nahodné valiny X, ktera ma
rozlozeni: a) Pa(, b) Bi(n;s), c) Geg).

Reseni:
N, B
_J € prok = 01,2,...
ad a) pk k |
Ojinak
© © 00 k
0y (2) =D pz" = Z)\—e‘Azk =53 (A2) —o™ @M = o@D
k=0 k=0 k k=0 kl
_ (:jﬁk(l—ﬂ)”'kprok =01...,n
ad b)Px ) |
Ojinak
9x(@) = ipkzk = i@’sk(l‘s)”‘kzk Zi@(zs)k(l—a)”‘k =(1-9 +29)
EL k=0
_J(1-9)"8 prok = 01,..
A C) Ojinak )

v

0@ =3 p.2" = 3 (1-9)'97 53 (e0-9))" = ey

k=0 k=0 k=0




10.3. WWta: Vypocet prav@dpodobnostni funkce pomoci praypbdobnostni vytviujici funkce.
Je-li g«(z) p.v.f. nahodné valiny X, pak pro pravépodobnostni funkci ndhodné vty X

_9" @
plati: P« Kl prok=0,1,2, ...

z=0
Diikaz: Plyne z ¥ty 10.4. kurzu Markovsk&etzce, protoze p.v.f. je specialnifigpmdem
vytvorujici funkce.

10.4. \Kta: Vypocet stedni hodnoty a rozptylu pomoci prapoddobnostni vytviujici funkce.
Necht’ X je cel@iselna nezapornéahodna vetiina s p.v.f. §(z). Pak plati:

E(X>=digx(z)\“ D(X) = d 9, @ +E0) - [EC]

Diikaz: g gx( )t = _Zpk

d? K
— 0,2 =— E Z

z=1 k=1

Odtud plyne, zeE(Xz) 47 — 0y (2) +E(X). ProtozeD(X) = E(X?) - [E(X)?, dostaneme
dokazovany vzta



10.5. Rriklad: Pomoci pravé&podobnostni vytviujici funkce najdte stedni hodnotu a rozpt
nahodné vetiny X ~ Pog.).
ReSeni:Podle pikladu 10.2. (a) gz) = é**.

d MED| =\ @D

d
E(X)=— y4 =—¢e
(X)= -0 @), =]

D(X) =6, )+ E(Q) ~[EOO] = e

:)\.

z=1

+ )\ _)\2 — )\Ze)\ (z-1)
=1

z

+A=N =)
? :

10.6. \Bta: Véta o pravdpodobnostni vytviujici funkci sodtu n stochasticky nezavislych
celatiselnych nezapornych nahodnych #eli
Necht’ Xy, ..., X, Jsou stochasticky nezavislé céilselné nezaporné nahodné #ely, které maj

p.v.f. gxl(z)’“- Ox, (Z) Pak pro p.v.f. transformované nahodnécusi Y = ;Xi plati:

0 (2)=[] 0 (@)
Diikaz: 9(2) = E(ZY): E[ZEX J = E(Ij z" j = |j E(in ): Ij Ox, (2)



10.7. Fiklad: Nech’ X4, ..., X, jsou stochasticky nezavislé nahodnéami, X; ~ A(?),
=1, 2, .., n. Najéke pro pravédpodobnostni vytviujici funkci transformované ndhodné

veliginy ¥ = 2%

1,2...,n

_jo@-9) prok=0,1. _
0 jinak ’ )

Redeni:X; ~ A(s) — Px

0, @)=Y pz" = isk(l—s)l‘kzk
k=0 k=0

Oy (@) =0y, @ 0.0, 2 =[1-9+28)"= v ~Bi(n,s)

1
K K _
> () W-9)"=1-8+25 pyqie ¥ty 10.6. plati:

k=0



10.8. Wta: V¢éta o pravdpodobnostni funkci s@tu n stochasticky nezavislych céiselnych
nezapornych nahodnych v@h.
Nech’ Xy, ..., X, jsou stochasticky nezavislé cé&lleelné nezaporné nahodné ¥ely, které maji

_{pk prok = 012,... .

v3echny stejnou pra¥dodobnostni funkeP(%i =K) Ojinak A1=1..0 pak

transformovana nahodna wétia ¥ = ;Xi ma pravdpodobnostni funkci
oy =)= (P} prok = 012...
Ojinak '
Diikaz: Necht’ g«(z) je p.v.f. nahodné veéiny X;, i=1, ..., n. Pak podlegty 10.6.
gv(2) = [ox(2)]". Podle ¥ty 10.7. kurzu Markovsk&tzce je pos,loupno.'~{l|:’(Y = k)}oko=0 n-tou

konvoluwni mocninou posloupnos{pk}k=o.



10.9. Riiklad: Neclt X3, X; jsou stochasticky nezavislé nahodnéduayi, pricemz
Xi~Bi(n,8),1=1, 2. Pomoci&ty 10.8. utete rozlozeni transformované nahodnécimli
Y = X1 + Xo.

Reseni:
n
94(1-9)"" prok =01...n
Py :<(kj ( ) P .
Ojinak

: n :
P(Y =k)={p.}" =PoPy + PiPis +--- + PP = (0}90(1—3)

E
(Dﬁl(l_ﬁ)nﬂ@—1j8k_1(1_’9)n_k+1+---+[Ej3k(l—8)”'k 8 9°(1-9)" =

3 Mot-op (7 Jpt-op o =ora-op 3

k=0,1, ..., 2n. Znamenato, Y ~ Bi(2i,

+




10.10. Wta: Véta o pravdpodobnostni funkci s@tu nahodného pidu stochasticky nezavisly
celatiselnych nezapornych ndhodnych wieli

Nech’ X, X, ... jsou stochasticky nezavislé cékelné nezaporné nahodné #ely, které maji
P, prok = 012,...
Ojinak

vechny stejnou prawg. funkci PX; = k):{ 1=12... a N je celoiselna

g, pron= 012,...

nezaporna nahodna weha, ktera ma prawghodobnostni funkdi(N =n)= {Ojinak . Pak

N
transformovana nahodna vétia S=_X; (sowet ndhodného @tu nahodnych vedin) ma
i=1

oy |h :iqn{p I prok = 012,...
pravdEpodobnostni funkcF(S‘ k)‘{ = :
Ojinak

Diikaz: Pouzijeme vzorec tplné praymbdobnostiP(A) = > P(H,)P(A/H,) kde I je nejvyse

spaetna indexova mnozina{dl;;i 01} je Gplny systém hypotéz. Ozfme A={S=k}, H,={N=n}.
Pak P(H) = P(N=n), P(A/H) = P(S=k/N=n) = P(%t+...+Xy=k/N=n) = P(X%+...+X,=k), ovSem

podle &ty 10.8. DX = k} ={p}" . Po dosazeni do vzorce uplné prpatiobnosti dostaner
i=1

P(A)=P(S= k):iP(Hn)P(A/Hn):iqn{pk}”*,k = 012,...



10.11. Definice Definice slozeného rozlozeni.

N
Rozloieni{hk}kzo transformované nahodné \iahy S= lexi se nazyva slozene rozlozeni.
1=



10.12. Fiklad: Necht’ X, X,, ... jsou stochasticky nezavislé ndhodnécusli pricemz
Xi~A(9),i=1, 2, ... NechN je na nich nezavisla ndhodna vigla, N ~ Po). Najdkte
rozlozeni nahodné vélny S =X + ... + X.

(Ejﬁ"(l—ﬁ)”'kprok =04,...,n

Ojinak

9% (1-9) " prok = 01
Reéem’: P {O]mak {pk}

— <

_{)\ekpron: 012,...
d, =4y n!

Ojinak

_*‘

SR o) st S L o) =i

= n!

cepns PO Lo POy

~ Kki(n-k)! K ~  (n-k)!
L e ws A9 1 ey - (A9)C s
=€ (A\9) ;‘T_ﬁe (A9)<e?) = ger =

S ~ PoAd).



10.13. Wta: Véta o pravdpodobnostni vytviujici funkci nahodné valiny S.
Pro p.v.f. ndhodné veélny S plati g(z) = gu(gx(2)).
Dukaz:

gs(2)= th =3 S a.p "2 = Y0, Y {p ) 2 —Zq [0, (2)]" =9, (94 (2))

k=0 n=0 n=0 k=0

10.14. Kiklad: Pro nahodnou veiinu S z gikladu 10.12. odvdite prava@podobnostni
vytvorujici funkci.

Reseni:X; ~ A(9) = 9x (@) = Zpkz ‘23 (1-9)"z "—1—8+28

N~ Pof) = 9y (@) =€, gy2) = gu(gx(2) = &' ="V = S ~ Pop9).



10.15. Wta: Véta o stedni hodnat a rozptylu ndhodné vélny S .

Nech’ X4, X, ... jsou stochasticky nezavislé cgagelné nezaporné nahodne diely, které maji
vechny totéZ rozloZeni s¢exini hodnotow a rozptylenms®. Necht' N je na nich nezavisla
celatiselna nezaporna nahodna ¥ela. Pak nahodna véina S = X + ... + Xy ma stedni
hodnotu E(S) = E(N) a rozptyl D(S) = D(N)? + E(N)o*.

Dukaz:

ES) =02, =00 0 2. = 93 (0 D)o (7)., = 00 (6 D)o 1) =

=gy '(W)ax (1) = E(N)E(X) = E(N)u

2

d 2
DE =290 ) +E©) -[EOI, Nejprve spateme 2. derivaci p.v.f. v béd=1:

9 0 =00, |, 0o, (o, (), =0, 0 o)
=gy"(On* +E(N)gy ()

Ze vzorce pro rozptyl plyne, %, (1) = D(N)-E(N)+[E(N)]*, g,"(1) = 0® —pu+1?, tedy
dd—zzzgs(z)‘zzl =D(N)u? ~ E(N)u? + [E(N)Pp® + E(N)o? - E(N)u+E(N)W* | pg dosazent:

D(S) = D(N)u* ~ E(N)u* +[E(N)[Pn® + E(N)o — E(N)u + E(N)u® + E(N)u ~ [E(N)[p =
= D(N)u? + E(N)o?



