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Parcialni diferencialni rovnice






Kapitola 1

Rovnice prvniho radu

Vyvoj vékové strukturované populace

Uvazujme néjakou populaci tvofenou jedinci rizného véku. Predpokladejme, Ze zname slozeni
této populace v néjakém cCase a zajima nas, jak se bude vyvijet jeji velikost a vékové slozeni.
K vyjadreni velikosti populace mizeme pouzivat dvé veli¢iny. Muzeme ji vyjadfovat jednak jako
mnozstvi' jedinctl, ktefi maji v ¢ase t vék v rozmezi od a do a + T, presnéji jedince, ktefi maji
v Case t vék z intervalu [a, a4 7); tuto veli¢inu oznacime N (¢, a, 7). Velikost populace viak miizeme
vyjadiit také jako tzv. hustotu populace véku a v ¢ase t, kterou oznac¢ime symbolem u(t, a). Hustota
populace u a velikost populace N jsou vazany vztahem

a-+T1

N(t,a,7) = /u(t,ﬁ)d«f.

a

O hustoté u budeme predpokladat, ze je to spojité diferencovatelna funkce. Obé funkce u a N jsou
nezaporne.

Procesy probihajici v populaci jsou rozeni a umirani.

Model procesu umirani
Ozna¢me symbolem D(t, a, 7) mnozstvi jedincii, ktefi zemfou béhem ¢asového intervalu (¢, + 7]

a v Case t maji vék v rozmezi [a, a + 7). Jedinci, ktefi béhem ¢asového intervalu délky 7 nezemfeli,
zestarli o 7. Tuto trividlni skutecnost (zékon zachovéani) vyjadiime rovnosti

N(t+71,a+7,7)=N(t,a,7) — D(t,a,7). (1.1)

Vyjadiime levou stranu této rovnosti a upravime pomoci substituce n = ¢ — 7,

a+2T1 a+T1
Nit+7a+7,7)= / u(t+7,£)d¢ = /u(t-l—T,n—i-T)dn.
a-+T1 a

1Slovo ,mnozstvi“ miize oznacovat podet viech jedincii. MuzZe to viak také byt podet jedincti vztazeny k néjaké

X6

plose, pocet néjak ,reprezentativné” vybranych jedinct a podobné.



S vyuzitim Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté pro funkce dvou proménnych mizeme psat

N(t+7,a+7,7)— N(t,a,7) =
a+T1 a+T1 9 9
— / (u(t+7,§+7)7u(t,§))d§: / <6_1Z(t+1917—’§+7)7—+G_Z(t’§+192T)T) d¢ =

a a

a-+T1
ou

= [ (Bt onern+ e om) e 12)

a

kde 11, 92 jsou né&jaké ¢isla z intervalu [0, 1]. K vyjadfeni mnozstvi umirajicich jedincti budeme
predpokladat, ze podil zemielych jedinct jistého véku za kratky casovy interval délky At mezi
vSemi jedinci téhoz véku je pfimo tmérny trvani At procesu umirani,

D(t,a, At)

N(t,a,At) H(a)At.

Koeficient tmérnosti u(a), ktery zavisi na véku a, nazyvame specifickd dmrtnost (mortalita) ve
véku a. Vyraz na levé strané posledni rovnosti mizeme také interpretovat jako klasickou pravdeé-
podobnost, Ze jedinec, ktery ma v case t ve€k v rozmezi od a do a + At, zemie v prubéhu ¢asového
intervalu (¢, ¢+ At]. Hodnotu p(a) proto mtizeme chapat jako pravdépodobnost, Ze jedinec véku a
zemie béhem jednotkového ¢asového intervalu?. Specifickou imrtnost budeme povazovat za spo-
jitou nezépornou funkci p definovanou na intervalu [0, co). Typicky pribéh funkce p je znizornén
na Obrazku 1a): Umrtnost novorozencti je relativné velka. Pak az do jistého véku (vétsinou do do-
spélosti, ukonéeni individualniho vyvoje) klesa. Déle zistane na néjaké nizké trovni a po dosazeni
hranice stafi opét roste; zpocatku linearné a nakonec jako konvexni funkce.
7 uvedeného pfedpokladu dostaneme vyjadieni mnozstvi umirajicich jedincti ve tvaru

at+At
D(t,a,At) = pu(a)N(t,a, At)At = At | p(a) / u(t,&)d¢ | . (1.3)

Polozime 7 = At a dosadime rovnosti (1.2) a (1.3) do relace (1.1). Dostaneme

at+At

)
/ (a—?(t + AL E + AL) +

du

e, + 12) + ula)ult €)) d§ =0,

a

Tato rovnost mé platit pro libovolnd a > 0, ¢t > 0 a At > 0. To je mozné jen tak, ze integrovanda
funkce je nulova, tj. pro vSechna pripustna a, t, At plati

ou @

E(t + 91 At a + At) + %4 (t,a + V2At) + p(a)u(t,a) =0

a odtud limitnim pfechodem At — 0 dostaneme McKendrickovu-von Foersterovu rovnici

%(t, a) + %(t, a) = —pla)u(t,a). (1.4)

Znamé slozeni populace na pocatku vyjadiime pocdtecni podminkou

u(0,a) = p(a) (1.5)

pfislusnou k rovnici (1.4).

2Pfesnéjsi vyjadieni je ,intenzita pravdépodobnosti“. Hodnota p mé totiz rozmér pievracené hodnoty casu a
pravdépodobnost je bezrozmérna; navic p muze byt vétsi nez 1.
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a) b)

Obrézek 1.1: Typicky pribéh a) specifické tmrtnosti u a b) specifické porodnosti 8 v zavislosti na
véku. Hodnota a; oznacuje vék pocatku plodnosti (dospélosti), hodnota ar vék ukonceni plodnosti.

Popiseme, jak se vyviji cast populace tvorena jedinci, ktefi se narodili pied ¢asem ¢t = 0. V takto
vymezené Casti populace ma v Case t kazdy jedinec veék vétsi nez t. Zajima nas tedy hustota u,
jejiz defini¢ni obor je zzen na mnozinu

A ={(t,a) eR*: a>t>0}. (1.6)
Zvolime libovolné ag > 0 a pro a > ag polozime

x(a) = u(a — ag, a).

Pak podle Fetézového pravidla pro vypocet derivaci slozené funkce a podle rovnice (1.4) plati

Z pocéteéni podminky (1.5) dostaneme
x(ag) = ulag — ag, ag) = u(0,ap) = p(ap). (1.7)

Funkce z je tedy fesenim obycejné linedrni homogenni rovnice

s pocéateéni podminkou (1.7). To znamen4, ze

~ ] me)ae
z(a) = p(ag)e

a ponévadz u(t,a) = u(a — (a — t),a), mizeme psat FeSeni rovnice (1.4) s pocatecni podminkou
(1.5) na mnoziné A dané formuli (1.6) ve tvaru

- | @
u(t,a) = pla —t)e -t . (1.8)

Ze spojitosti funkce u dile plyne, Ze takto definovand funkce je fesenim pocatecni dlohy (1.4),
(1.5) na mnoziné Ay {(t,a) € R*: a >t > 0}.



Model procesu rozeni

Nejprve si uvédomime, ze v populaci nemohou byt jedinci neomezeného véku. V ¢asovém okamziku
t je v populaci néjaky maximalni v€k amax; hodnota amax zavisi na case t. Pro hustotu u tedy
plati u(t,a) = 0 pro kazdé a > amax. Vezmeme libovolné celé kladné ¢islo n a polozime

Ag =202 —iAa, i=0,1,2,...,n
n
O jedincich, kteri v case t maji vek a takovy, ze a;,—1 < a < a;, fekneme, ze jsou v Case t v i-té
vékové tFidé. MnozZstvi jedinct v i-té vékové tiidé je rovno N(t, a;—1, Aa); to plyne z predpokladané
spojitosti hustoty w.

Ozna¢me B;(t, ) mnozstvi novorozenci, ktefi se narodili v ¢asovém intervalu (¢,t 4+ 7] a jsou
potomky jedincti®, ktefi v ¢ase ¢ byli v i-té vékové t¥idé. K vyjadieni mnozstvi novorozenych jedinct
budeme predpokladat, Ze v kratkém casovém intervalu délky At je mnozstvi narozenych potomkt
jedincu z néjaké vékové t¥idy tmeérny velikosti této vékové t¥idy a délce casového intervalu At, tj.

;g

Bi(t, At) = BiN(t, a;—1, Aa)At = BiAt / u(t, f)df,

ai—1

koeficienty imérnosti [3; jsou nezaporné. Podle véty o stiedni hodnoté integralniho poctu existuji
¢isla Ay Q1 S Q; S Aj, takovém, ze

a;

/ u(t, £)d¢ = u(t, a;)Aa.

aq—1
Dostavame tak vyjadieni

Bi(t, At)

A Biu(t, ;) Aa, 1=1,2,...,n. (1.9)

Zavedeme nyni spojitou nezapornou funkci S nezévisle proménné a, pro niz plati S(a;) = ;.
Funkéni hodnotu 3(a) interpretujeme jako oc¢ekavany (typicky) pocet potomki, které ma jedinec
véku a béhem jednotkového ¢asového intervalu. Funkci f budeme proto nazyvat vekove specifickd
porodnost. Typicky pribéh specifické porodnosti 5 je zndzornén na Obrazku 1b). Novorozeni
jedinci zadné potomky nemaji, mohou je mit az po dosaZeni jistého véku a; (dospélosti). Pak
porodnost naroste do jisté maximalni hodnoty 8*, po néjaké dobé zacne klesat a ve véku ar (po
menopauza) vymizi. Vétsina organismt je plodné a7 do smrti, pfezivani po menopauze se objevuje
jen u nékterych primati nebo u kosatek; hodnota ap tedy muze byt vétsi nez maximalni mozny
vék dosahovany v populaci.

Pravou stranu rovnosti (1.9) nyni mtZeme psat ve tvaru S(a;)u(t, a;)Aa; plati pro ni

min (ﬂ(f)u(t,&))Aa < B(ag)ult,a;)Aa < max (ﬂ(&)u(t,f))Aa

ai—1<§<a; ai—1<£<a;
takze soucet levych stran rovnosti (1.9) splituje nerovnosti
n 1 n n
: — < . .
, min, (BOu( )< 5 Z (LAY max (BOut.)Ae (110
= =1 1=

n

Soucet Y B;(t, At) vyjadfuje mnozstvi vSech novorozencii, ktefi se narodili v kratkém casovém
i=1

intervalu (¢,t + At]. Jinak Feceno, vyjadiuje mnoZstvi vSech jedinct, ktefi v ¢ase ¢ + At méli vék

3U pohlavné se rozmnozujici populace zni vyjadfeni ,potomek jedince“ podivné; kazdy je potomkem dvou
jedinct, ktefi mohou byt rtizného véku. V takovém piipadé je vhodné za populaci povazovat pouze populaci samic.



z intervalu [0, At). To znamena, ze

n At
> Bi(t,At) = N(t + At, 0, At) = /u(t + AL, €)dE = u(t + At, OAL)At,
1=1 0

kde 6 € (0,1) je néjaké ¢islo; posledni rovnost plyne z véty o stfedni hodnoté integralniho poctu.
Uvedené vyjadieni dosadime do nerovnosti (1.10) a dostaneme

n n

min_ (B(u(t,€))Aa < u(t + At,0At) < max  (B(&u(t,§))Aa.

~— a; 1<¢<a; —a;_1<{<a;
=1 =1

Vyraz na levé strané konverguje pro Aa — 0 (tj. pro n — o) k dolnimu (Riemannovu) integrélu
z funkce S(-)u(t, -) na intervalu [0, amax], v¥raz na pravé strané k integralu hornimu. V limité
tak dostavame rovnost

u(t + 86080 = [ BEu(t ).
0

Nyni provedeme dalsi limitni prechod At — 0. Nakonec si jesté uvédomime, Ze pro & > amax je
B(&)u(t, &) = 0 pii libovolném ¢. V horni mezi integrélu tedy mizeme psat co. Dostaneme tak

u(t,0) = [ B&§)u(t,§)d; (1.11)

to je okrajovd podminka pro rovnici (1.4), kterd byvé také nazyvina podminka obnovy.

Popiseme, jak se vyviji ¢ast populace tvorena jedinci, ktefi se narodili po ¢ase ¢t = 0. V takto
vymezené Casti populace mé v Case t kazdy jedinec v€k mensi nez t. Zajima nas tedy hustota u,
jejiz defini¢ni obor je zzen na mnozinu

Ay ={(t,a) eR*: t >a >0},

Ziejmé je Ay U A; = [0,00) x [0,00), takze hleddme Feseni rovnice (1.4) na zbytku definiéniho
oboru hustoty u.

Vyraz na pravé strané rovnosti (1.11) z&visi pouze na proménné ¢. Proto ho ozna¢ime symbolem
¥ (t). Zvolime libovolné ty > 0 a pro a > 0 polozime

y(a) = ul(a + to, a).
Pak plati
y(0) =(to),  ¥'(a) = —p(a)y(a),

takze funkce y je fesenim této Cauchyovy ulohy pro obycejnou linearni diferencidlni rovnici, tj.

— [ u()de
u(a+to,a) =yla) = P(tg)e ° g .

Ponévadz hodnota to byla libovolna a plati u(t,a) = u(a + (¢ — a),a), feseni rovnice (1.4) na
mnoziné As, které spliiuje okrajovou podminku (1.11), dostaneme ve tvaru

- fa n(§)dg
e o

u(t,a) =t —a) , (1.12)
kde funkce 9 je definovana integralem
wlt) = [ Bult. . (113)
0

7



»Seminumerické“ feseni modelu vékové strukturované populace

Model vyvoje vékové strukturované populace je dan rovnici (1.4) spolu s pocéateéni podminkou
(1.5) a s okrajovou podminkou (1.11). ZapiSeme ho v kompaktnim tvaru

du 9
a—? + a—z = —u(a)u, t>0,a>0, (1.14)
u(0,a) = ¢(a), a>0, (1.15)
u(t.0) = [ A(Eu(t. ¢, >0, (1.16)

Hledan4 funkce u = u(t, a) vyjadfuje hustotu populace véku a v ¢ase t. Poznamenejme, Ze v rovnici
(1.14) nepiSeme explicitné nezavisle proménné ¢, a jako argumenty funkce u, nebot jsou zapsany
v operétorech parcidlnich derivaci. Po¢ateéni funkce ¢ = p(a) vyjadiuje strukturu populace (tj.
jeji hustotu) v case t = 0, funkce 5 = fB(a) vyjadiuje vékové specifickou porodnost a funkce
1 = p(a) vékové specifickou tmrtnost.

Z dosud provedenych vypoétl, tj. podle (1.8), (1.12) mame FeSeni tlohy (1.14), (1.15), (1.16)
ve tvaru

- f n(§)dg
pla—t)e «t , t<a,
u(t,a) =
- [ uea
Yt —a)e © 8 , t>a
Pro zjednoduseni zapisu oznacme
— J u(§)dg
) =e 2"O%
Reseni tilohy (1.14), (1.15), (1.16) pak zapiseme
1
ola —1t) (@) , t<a,
u(t,a) = t(a —t) (1.17)
Y(t —a)l(a), t>a.

Problémem tohoto vyjadieni je skutecnost, ze funkce 1) neni v zadani tlohy; je dana integralem
(1.13), v némz vystupuje hledané funkce u. Proto se pokusime najit alespon ptiblizné feseni tlohy
na néjaké kone¢né mnoziné bodi

{(tiya;): i=0,1,2,...,N,j=0,1,2,...,M}.

Konkrétné: zvolime Casovy interval At, maximalni uvazovany vék ay; a ¢as vyvoje populace ty;
ve&k aps 1 Gas ty volime jako ndsobky ,cCasového méfitka“ At, vék aps navic tak, ze S(a) = 0 pro
a > ayr. Pak polozime

ti=iAt, i=0,1,2,..., a;=jAt, j=0,1,2,....
Pro libovolné nezaporné celé ¢islo j podle (1.17) plati

Uajed) oo Ha+i)
Tayei— 1)~ P9 (ay)

u(ti, i) = plajr; —t;)

Pro libovolné kladné ¢ plati
u(ti, 0) = ¥ (t:)0(0) = ¥(t:),
takze pro kladné i plati

u(tivy,aj) = Y(tir; — aj)la;) = Yt:)l(a;) = ults, 0)¢(ay).

8



Hodnotu 9 (t;) = w(t;,0) budeme aproximovat integralem (1.13) poéitanym numericky pomoci
slozeného lichobéznikového pravidla,

u(ti,0) = /Ooﬂ ulti, €)d€ = /ﬂ ults, €)€ ~
0

M
~ Z 2 (Blag—1)u(ti, ap—1) + Blar)u(t;, ay)) At =
k=1

M—1 M—1
=1 <ﬁ(0)u(ti,0 +2> Blar)ulti,ar) + Blan)u (tz,aM)> At = At > Blar)ulti, ax);
k=1 k=1
vyuzivdme zavedené vlastnosti 5(aps) = 0 a pfirozeného piedpokladu 3(0) = 0 (novorozenci nejsou

plodni).

Reseni tlohy (1.14), (1.15), (1.16) v bodech (;,a;) budeme aproximovat hodnotami w; ;, tj.
u(ts, aj) = u; ;. Jedté oznatime ¢; = ¢(aj) , B; = Bla;), {; = {(a;). Hodnoty u; ; mizeme pocitat
napf. podle schématu

0.0
Ui jri = Pj J;Z, j=0,1,2,...,M, i=0,1,2,..., min{N, M — j},
J
M-1
wio =AY Brttig, wirj;=uiol;, i=12,...,N, j=1,2,... min{M N —i}.

k=1
Toto uspofadani vypoctu kopiruje myslenkovy postup odvozeni formule (1.17) — nejprve se vypo-
¢ita vymirani jednotlivych vékovych kategorii pocatecni populace, pak se v kazdém casovém kroku
postupné pridavaji novorozenci a pocita se jejich vymirani.

Vypocet 1ze ovsem usporadat i jinak — v jednotlivych casovych krocich vypocitat vékové slozeni celé
populace. K tomu si nejprve povS§imnéme, ze pro vSechna pripustnd i a j plati

aj —tit1 = (] —q — 1)At =aj-1 — ti, tiv1 —aj; = (2 +1 7j)At =t —aj-1.

Proto podle (1.17) pro 0 < i < j plati

£(a;)

l(aj
Uiv1,; ~ u(tiv, a;) = p(a; — tz’+1)g( y = plaj—1 — ti)g( ()

aj — tit1 aj_1—ti)
Llaj—1)  L(ay) £(ay) ¢
— 1 — 1 = tl’, i ~ UWq,j— ’
At = ) g i) Bayn) ) ) Y
pro ¢ > j > 0 plati
l(a; 0
uirry & ultivn, a;) = Y(tivr = a;)llaz) = Pt — aj-1)b(aj-1)7 (_J) R Uij 1(_]
(aj-1) j-1
Pro libovolné ¢ > 0 a j > 0 tedy plati
V4
Uid-1,5 ~ Z']1UZ j—1
i
Dale
M—1 M—-1 M—2

uz+1o~Atz/3kUz+1k~AtZBk uzk 17Atz/3k+1

Oznacime-li nyni

P = Zj+17 Fjy = ﬁj+1£j+1 At
L 4
a povsimneme si, ze
L L
Fro1=Bu—2-At=0, Fy= B((M + 1)At) MELAL =0,
EMfl EM



miuzeme schéma vypoctu zapsat jako
M
. Uiy1,0= ) Fjuij,
Uo,j = Pj» .7:071727"'7M7 7=0
Ui+1,5 =Pj_1ui,j_1, ]':1727...,]\/[7

nebo v maticovém tvaru

Uit1,0 Fr Fi1 F» ... Fy1 Fu Ui,0
0,0 Yo Ui+1,1 Po 0 0 o 0 0 Ui, 1
uo,1 P1 Ui41,2 0 P1 0 PN 0 0 Ui,2
. = 3 . = . .
U0, M ©m Wit1,M—1 0 0 0o ... 0 0 Ui M—1
Uit1,M o 0 0 ... Py O Ui, M

Tento zapis ukazuje, ze poc¢ateéni tloha (1.14), (1.15), (1.16) pro McKendrickovu-vonFoersterovu rovnici je
analogii Leslieho modelu vyvoje vékoveé strukturované populace. V- McKendrickové-vonFoersterové modelu
jsou ¢as i struktura spojité, v Lesliecho modelu jsou diskrétni.

1.1 Rovnice ve dvou nezavisle proménnych

Jedné se o rovnice tvaru

=0, (1.18)

r (x,yw ou 6u)

) %a a_y
kde F je spojita funkce péti proménnych definovani na néjaké mnoziné G C R® s neprazdnym
vnittkem.

Klasické (siln€) reseni rovnice (1.18) je funkce u definovani na mnoziné Q C R?, na vnittku
mnoziny {2 diferencovatelnd, na uzavéru mnoziny €2 spojita, ktera spliuje vztahy

ou(z,y) Ou(x,y) ou(z,y) Ou(x,y)
fr—
(x,y,U(fc,y% ar oy €G a F|(uxyu(ry), ar oy 0

pro vSechny body (x,y) z vnitfku mnoziny 2.

1.1.1 Linearni rovnice

Linearni rovnice je tvaru

a(z, y)us + b(z, y)uy + c(z, y)u = g(z,y), (1.19)

kde a, b, ¢, g jsou spojité funkce dvou proménnych definované na néjaké podmnoziné prostoru R2,
kterd méa neprazdny vnitfek. O funkcich a, b budeme navic predpokladat, Ze jsou na vnitiku svého
defini¢niho oboru nenulové.

Kdyby totiz na néjaké oteviené podmnoziné A spole¢ného definiéniho oboru funkci a,b,c, g
byla naptiklad funkce a nulovéa, rovnice by na A nabyla tvaru

b(z, y)uy + c(z,y)u = g(z,y)

a mohli bychom ji povazovat za rovnici obycejnou — proménnou y bychom chéapali jako nezavisle
proménnou, proménnou x bychom povazovali za parametr.
Pokud je funkce g na pravé strané rovnice (1.19) nulovd, tj. pokud rovnice je tvaru

fekneme, Ze tato rovnice je homogenni. Mnozina feSeni rovnice (1.20) splituje princip superpozice:
Linedrni kombinace feSeni rovnice (1.20) je opét feSenim této rovnice. Podrobnéji:
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e Je-li funkce u FeSenim rovnice (1.20) a « je libovolné realné ¢islo, pak také funkce cvu je FeSenim
této rovnice.
Diikaz: Ponévadz

ox ox oy 0
plati
d(au)  O(au) B ou  Ou B
g +b ay + clau) = « a8x+b8y+cu = 0.

O

e Jsou-li funkce u1, us FeSenim rovnice (1.20) se stejnym definiénim oborem, pak také funkce
u1 + us je feSenim této rovnice.
Diikaz: Ponévadz

Our tuz) _ 0wy Ouy - O(watup) _Owr  Ous
Ox - Oz Ox Oy Oy oy’
plati
O(ur + o(u1 +
(A1) D) |y ) =
. Ou ouy Oug Ouz _ _
_a[?:c +b8y —i—cul—i—aax +b8y +cus =0+0=0.

O

Protoze funkce u = 0 je zfejmé FeSenim rovnice (1.20), plyne z principu superpozice, Ze mnozina
vSech Feseni rovnice (1.20) definovanych na jedné mnoziné Q tvoii redlny vektorovy prostor.

Nyni se podivejme na strukturu mnoziny feSeni nehomogenni rovnice (1.19). Pro ni plati:

e Jsou-li funkce u; a us FeSenim nehomogenni rovnice (1.19), pak jejich rozdil je FeSenim homogenni
rovnice (1.20).

Dukaz:
a@(m@; ’LLQ) + b@(ula; UQ) + c(u1 . u2) _
ou ou ou ou
:aa—;era—lercul— (aa—;+ba—;+cu2) =g—g=0.
O

e Je-li funkce uy FeSenim nehomogenni rovnice (1.19), pak pro kazdé feseni vy homogenni rovnice
(1.20) je soucet funkei uny + up také feSenim nehomogenni rovnice (1.19).
Diikaz:

aa(uN+uH) +ba(uN+uH) +cluny +uy) =
ox dy
_ Ouy oun oup Oug - _
_a[?x +0b 3y +cuny +a o +0b 3y +cug=9+0=g.

O

Mnozinu feSeni nehomogenni linedrni rovnice (1.19) tedy miizeme chépat jako afinni prostor.
Pfesnéji, feSeni nehomogenni rovnice (1.19) jsou body afinniho prostoru, jehoz zaméfenim je vek-
torovy prostor vSech feSeni linedrni homogenni rovnice (1.20).
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1.1.2 Reseni rovnice a(z,y)u, + b(z,y)u, =0

Piedstavme si, ze FeSeni zndme. Necht tedy funkce u = u(z,y) je FeSenim rovnice
a(z,y)uz + b(w, y)uy = 0. (1.21)

Tuto funkci dvou proménnych mutzeme znizornit pomoci vrstevnic. Necht tyto vrstevnice maji
parametrické vyjadreni tvaru
x=ux(s),
y=y(s),
kde parametr s probihd néjaky realny interval I. Ponévadz funkce u je diferencovatelna, jsou jeji
vrstevnice hladké kfivky (pfipadné body v bodech lokélnich extrému funkce u), tj. funkce x = x(s),
y = y(s) jsou diferencovatelné. Na vrstevnicich plati

(1.22)

u(z(s),y(s)) = const

(pro libovolnou hodnotu parametru s € I). Derivovanim této rovnosti podle parametru dostaneme

rovnost
0= gt ) - NG, S )

ds oy ds ’

pouzili jsme Fetézové pravidlo pro derivovéani slozené funkce. Porovndnim s rovnici (1.21) vidime,
7e posledni rovnost bude splnéna, pokud

#(5) = ) (a0 (). /) = P = b(a(s).(s).

Toto pozorovéani vede k rozhodnuti, Ze k parcidlni diferencidlni rovnici (1.21) ptifadime dvouroz-
mérny autonomni systém obycCejnych diferencidlnich rovnic

' =a(z,y),
Y = bz y). (1.23)

Tento systém se nazyva charakteristicky systém prislusny k rovnici (1.21), jeho trajektorie se
nazyvajl charakteristiky rovnice (1.21), nebo pruni integrdal rovnice (1.21). Charakteristiky jsou
vrstevnicemi FeSeni u rovnice (1.21). Délenim rovnic charakteristického systému (1.23) dostaneme
charakteristickou rovnici prislusnou k rovnici (1.21); charakteristickd rovnice ma tvar

dy _ bz,y)
dz  a(x,y)

(1.24)

a je to obycejné diferencidlni rovnice prvniho fadu. Budeme predpokladat, ze ma feseni. Ponévadz
se jedna o rovnici prvniho fadu, zavisi jeji obecné feseni na jedné konstanté. Tuto konstantu osa-
mostatnime na pravé strané rovnosti vyjadiujici feSeni charakteristické rovnice (1.24) a dostaneme

o(z,y) = const; (1.25)

pritom ¢ je diferencovatelné funkce definovana na mnoziné 2. Tuto skutecnost mizeme vyjadrit
také jinak: charakteristickou rovnici (1.24) pfepiSeme ve tvaru

b(x,y)dz — a(z,y)dy = 0; (1.26)

funkce ¢ je tedy kmenovou funkci diferencidlu na levé strané.

Vrstevnice feSeni u parcidlni diferencidlni rovnice (1.21) maji implicitni vyjddieni (1.25), kon-
stanta na pravé strané predstavuje hodnotu funkce u na prislusné vrstevnici. Oznac¢me tuto hod-
notu symbolem (b((p(x, y))

Provedenymi tivahami jsme vlastné nasli algoritmus hledani feseni parcialni diferencialni rov-
nice (1.21). K rovnici pfifadime charakteristicky systém (1.23) nebo charakteristickou rovnici
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(1.24), ktery (nebo kterou) vyfesime a najdeme prvni integral rovnice (1.21) ve tvaru (1.24).
Pak vezmeme libovolnou diferencovatelnou funkci ® jedné proménné a polozime

u(x,y) = ®(p(z,y)). (1.27)

Jesté je potreba udélat zkousku, ze takto nalezena funkce u je skute¢né fesenim parcidlni rovnice
(1.21). Jinak feceno, dokdzat nasledujici:

Tvrzeni 1. Necht ¢ : Q@ — R je diferencovatelna funkce takova, ze rovnost (1.25) je implicitnim
zépisem trajektorii charakteristického systému (1.23) (nebo ekvivalentné: implicitnim zépisem
FeSeni charakteristické rovnice (1.24)). Je-li ® libovolnd diferencovatelnd funkce jedné proménné
takova, ze jeji defini¢ni obor obsahuje obor hodnot funkce ¢, pak funkce u definovana vztahem
(1.27) je FeSenim rovnice (1.21).

Dikaz: Pro feSeni © = x(s), y = y(s) charakteristického systému plati
¢(z(s),y(s)) = const.

Derivovanim této rovnosti podle parametru s dostaneme

0= Lo(a(s),y(s)) = 5@(?6(;3;9(8)) dZiS) N &p(x(;;,y(s)) diis) _

strucné
a(x, y)cpm(z, y) + b(l‘, y)sﬁy(z, y) =0.
Dale
u(x 0 €, , u(z, )
- (a:c 9 (D((pa(z Do (p(@, ) pulz,y), %yy) = &' (p(z,y)) ey (2,9),
takze
“(x’y)% + b(xvy)%zy) = (a(z, 9)@a(,y) + bz, y) 0y (,9)) ¥ (#(2,y)) = 0.

O

Dostali jsme mnozinu FeSeni rovnice (1.21) ve tvaru (1.27). Prvky této mnoziny zavisi na dife-
rencovatelnych funkcich, nikoliv na konstantach, jak tomu je v pripadé obycejnych diferencialnich
rovnic. Odtud plyne, zZe (vektorovy) prostor FeSeni linedrni homogenni parciélni diferencialni rov-
nice nemtze mit konecnou dimensi. Navic zatim nevime, zda rovnice (1.21) neméa néjaké dalsi
feSeni, které neni uvedeného tvaru.

Priklad.

Uy — 6z2uy =0.
Charakteristicka rovnice je % = —622 a jeji FeSeni je bezprostiedné dano integraci pravé strany,
y = —223 + const. Prvni integrél dané rovnice tedy muzeme zapsat ve tvaru

223 4+ y = const

a jeji reseni je dano rovnosti
u(z,y) = ®(22° +7),

kde @ je libovolna diferencovatelna funkce.
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Zkouska:

u(z, y) 9 3 (9.3 2 u(z, y) 9 3 1(9..3
5 5, 2(22° +y) = (22° +y) - 627, By gy 22 T y) = ¥ +y)
takze 5 5
U2 y) 2 0u@Y) o908 4 ) 6220 (20° 1 y) = 0.
Ox dy
|

1.1.3 Kanonicky tvar a feSeni rovnice a(z,y)u, + b(z,y)u, = f(z,y,u)
Uvazujme parcialni diferencialni rovnici prvniho fadu ve tvaru

Budeme hledat néjakou transformaci nezavisle proménnych, ktera tuto rovnici néjak zjednodusi.
Soucasné budeme chtit, aby tato transformace nebyla pfili§ komplikovana. Ponechdame tedy prvni
soutfadnici (nezdvisle proménnou z) beze zmény a transformujeme pouze souradnici druhou (ne-
zavisle proménnou y). Jinymi slovy, pivodni soufadnice z,y transformujeme na nové souradnice
&, n tak, ze

E=z, n=0vy), (1.29)
Ptitom ¢ je diferencovatelnd funkce dvou proménnych. Aby se jednalo skuteéné o transformaci
prostoru R? do R2, musi byt zobrazeni ¢ : R? — R2, definované vztahem

Py = (g) - (@(i y)) ’

reguldrni (invertovatelné). Existuje tedy inversni zobrazeni ¢ ! : R? — R2; jeho druhou slozku
oznacime x, je to diferencovatelnd funkce dvou proménnych. Pfitom funkce ¢ a y spliiuji rovnosti

x(&n) =y, ¢(x,y) = n, podrobngji
x(@e(y) =y, e(&xE&n) =n (1.30)

Poznamenejme, ze k tomu, aby zobrazeni ¢ bylo regularni, staci, aby funkce ¢ méla nenulovou
parcialni derivaci podle druhé proménné, tj. ¢, # 0.

Nyni budeme rovnici (1.28) transformovat do novych nezévisle proménnych pomoci transfor-
mace (1.29). Parcidlni derivace hledané funkce u podle pivodnich proménnych vyjadiime v novych
proménnych pomoci ,fetézového pravidla“ pro derivovani slozenych funkci:

Ou ¢  Oudn n Oud¢  Oudn
Up = —— + ——— =uUs +u Uy = — = + — = = Up(p,.
* T 9 ar  opor T UPe WT Geay T anay 1Y
Po dosazeni do levé strany fesené rovnice (1.28) tedy dostaneme

aug + buy, = aue + (apz + by )uy,.

Pokud funkce ¢ bude takové, ze vyraz v zavorce vymizi, dané rovnice se transformuje na rovnici,
v niz vystupuje pouze jedna parcidlni derivace. Pozadujeme tedy ay, + by, = 0, tj.

Vyraz — %2 viem vyjadiuje obycejnou derivaci funkce y = y(x) zadané implicitné rovnici
Py

o(x,y) = const.
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Funkce y = y(x) zadana touto rovnici tedy mé derivaci tvaru

dy _ b(z,y)
dz  a(z,y)

Porovnénim s (1.24) vidime, Ze transformacni funkce ¢ soucasné implicitné vyjadiuje charakteris-
tiky rovnice (1.21).

Transformovana rovnice ma tvar augs = f. Funkce a je podle predpokladu nenulové, proto
mizeme rovnici déle upravit, vyjadiit parcidlni derivaci ug:

Ug = iu
a

Dostévéame tak prvni zavér: Transformace nezévisle proménnych (1.29), kde funkce ¢ predstavuje
implicitni zépis (1.25) charakteristik rovnice (1.21), pfevadi rovnici (1.28) na rovnici

ug = F(&,7,u); (1.31)
pritom
F(&x(&m),u
F(§n,u) = (—),
a(&,x(&m)
kde funkce x je definovdna rovnostmi (1.30). Rovnice (1.31) se nazyva kanonicky tvar rovnice
(1.28).

V rovnici (1.31) neni derivace hledané funkce u podle proménné 7. Hledanou funkci tedy
mizeme chapat jako funkci jedné nezavisle proménné ¢ a jeji parcialni derivaci ug chapat jako
derivaci obyc¢ejnou. V tomto pojeti bude nezavisle proménnd 7 mit roli parametru. Hledame tedy
feseni obycejné diferencialni rovnice prvniho fadu s parametrem 7

du

d_€ = F(&v , u)
Pokud se ndm poda¥i tuto rovnici vyfesit, tj. najit funkci u = u(&, n), ktera ji splituje, dostaneme
zpétnou substituci nezavisle proménnych feseni ptivodni rovnice (1.28). Pfitom je potfeba mit na
paméti, Ze integracni konstanta objevujici se pfi feseni obycejné rovnice, bude zaviset na parametru
7. Ve vyjadieni FeSeni rovnice (1.28) se tedy bude vyskytovat néjakd neurcend funkce proménné 7,
tj. v ptivodnich nezdvisle proménnych néjaka funkce argumentu ¢(z, y). To je v souladu s vysledky
uvedenymi v 1.1.2.

Priklad

Hledejme Feseni rovnice yu, + zu, = u? + 1 v kladném kvadrantu.

Prislusna charakteristicka rovnice je
dy =z

dr vy

a jeji FeSeni je implicitné ddno rovnosti 2 — y? = const. Transformace
_ _ .2 2
=z, n=a"—y

prevede danou rovnici na kanonicky tvar

VEX —nue =u?+1.

Tuto rovnici budeme povazovat za obycejnou. Upravime ji na tvar explicitni obycejné diferencialni
rovnice s parametrem 7
du u?+1

& ey
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a vidime, ze se jedné o rovnici se separovanymi proménnymi. Jeji feseni je implicitné dano rovnosti

/ du d¢
w1l ey
Integraci dostaneme implicitni tvar feseni rovnice
arctgu = In ¢ + /& — | + C(1),

kde C' je integracni konstanta, ktera zavisi na parametru 7. V tomto pripadé mizeme funkci u
vyjadriit explicitné,

u(§,n) = tg (C(n) +In ‘5 +VE - UD :
Néavratem k pivodnim proménnym x,y dostaneme feseni dané rovnice ve tvaru

u(z,y) = tg (C(2® —y*) +In(z +y))

kde C' je libovolna diferencovatelna funkce jedné proménné.
Zkouskou se mlizeme presveédcit, ze se skutecné jedna o feseni dané rovnice. Parcidlni derivace
nalezené funkce u jsou*

1 122 L
U (7, 9) = cos? (C(2? —y?) + In(z + y)) <2zC (v T+ y) ,

1
cos? (C(a? —y?) + In(x + y))

uy(x,y) =

(—2yC'(w2—y2)+ : )

r+y
takze plati
1
Yua(2,y) + 2y (,y) = — C— ) i@ty
sin” (C(22 — y?) + In(z +y)) + cos? (C(z? — y?) + In(z + v))
cos? (C(a? —y?) +In(z +y))
=tg> (C(2® —y*) +In(z+y)) +1=v>+1

a rovnice je splnéna. [ |

Reseni u = u(&,n) rovnice (1.31) v kanonickém tvaru obecné nelze explicitné vyjadiit. V nékte-
rych pfipadech, napi. jedné-li se o rovnici se separovatelnymi proménnymi nebo o rovnici exaktni,
mizeme jeji Teseni vyjadiit alespon implicitné. Takové feSeni zavisi na integracni konstanté @,
kterd ovSem sama z4visi na parametru 7. Reseni rovnice (1.31) tak zapiSeme ve tvaru

(&, m,u) = 2(n);

pfitom 1 je diferencovatelnd funkce tii proménnych, ® je diferencovatelna funkce jedné proménné.
Névratem k pavodnim nezdvisle proménnym z,y dostaneme implicitni tvar feseni rovnice (1.28)

¥(z, (. y),u) = (p(z,y)).

Nejjednodussi je situace v piipadé linedrni rovnice. Kanonicky tvar rovnice (1.19) je

ug = P(&n)u+Q(&,n); (1.32)

4Poznamenejme, 7e zapis sin? @ oznacuje druhou mocninu funkéni hodnoty goniometrické funkce sinus v bodé
«, nikoliv dvakrat iterovanou funkci sinus; podobné pro funkce cosinus a tangens.

2
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pritom
c(&,x(&m) ~gEx&n)
a(¢,x(&m)’ ~ g x(n)

kde funkce x je definovdna rovnostmi (1.30). Hleddme tedy feSeni obycejné linearni diferencidlni
rovnice prvniho fadu

du

rri P(&mu+Q(&,n).

Jeji feseni je tvaru

u(§,m) = const - exp /Psn /aneXp /Panda ds.
o

Integracni konstanta samoziejmé muze zaviset na parametru 7, proto ji zapiSeme jako ®(n). Reseni
linedrni parcialni diferencidlni rovnice v kanonickém tvaru (1.32) je tedy déno formuli

u(&,m) = ®(n) exp /Psn /aneXp /Panda ds, (1.33)

kde @ je libovolna diferencovatelnd funkce jedné proménné, &y je néjaké realné Cislo; ve vétsiné
pripadi 1ze polozit £, = 0.

Resen{ linedrni rovnice (1.19) dostaneme z formule (1.33) névratem k pivodnim nezévisle
proménnym x,y. Pro funkci P najdeme s vyuzitim druhé rovnosti (1.29) vyjadieni

c(s,x(s,n)) _ c(s,x(s, @(xvy)))
a(s,x(s,n)) a(s,x(s, go(x,y))) ’

analogicky vyjadiime funkci Q. Vysledek nyni mtzeme zformulovat ve tvaru véty:

P(S’n) = -

Véta 1. Necht p: Q — R je diferencovatelnd funkce takovd, Ze rovnost (1.25) je implicitnim zd-
pisem trajektorii charakteristického systému (1.23) (nebo ekvivalentné: implicitnim zdpisem tesent
charakteristické rovnice (1.24)) a x : Q — R je funkce takovd, Ze jsou splnény podminky (1.30)°.

Oznacme
c(s,x(s, ¢(z,9))) 9(s.x(s, (2. 9)))
a(s, x(s, ¢(z,)))’ a(s, x(s, ¢(z,9)))
Je-li ® diferencovatelnd funkce jedné promenné, jejiz definicni obor obsahuje obor hodnot funkce
p, pak funkce u definovand rovnosti

p(x,y, 8) = - q(ZC,y,S) =

u(z,y) = B(p(z,y)) exp / p(z,y,5)ds | + / 4.y, 5) exp / p(x,y,0)do | ds
0 o S

je tesenim rovnice (1.19); ¢islo xg je libovolné takové, Ze integrdly na pravé strané jsou koneéné
pro vSechny dvojice (z,y) € Q.

Diikaz provedeme primym vypoctem. Je to peékné cviceni na derivovani vicenasobné slozenych
funkei vice proménnych. O

Vypoéty provedené pied Vétou 1 ukazuji, ¢e pokud méa charakteristickd rovnice (1.24) feSeni,
pak m4 TFeSeni i linedrni parcidlni rovnice (1.19) a toto FeSeni mé tvar uvedeny ve Vété 1. Exis-
tence feSeni linearni parcialni rovnice v tomto tvaru je tedy dtsledkem existence feseni prislusné
charakteristické rovnice, tj. obycejné diferencialni rovnice.

5Vsimnéte si, ze na levych stranach rovnosti (1.30) nejsou funkce dvou proménnych, ale funkce t¥i proménnych,
pficemz hodnoty prvni a druhé proménné jsou shodné.
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Pfi fesSeni konkrétni linedrni homogenni parcialni diferencidlni rovnice prvniho fadu ve dvou
nezévisle proménnych byva prehlednéjsi rovnici transformovat na kanonicky tvar, rovnici v kano-
nickém tvaru vyfresit a zpétné transformovat nezavisle proménné, nez pouzivat vzorec z Véty 1.
Priklad.

2 2
YUy — TUy = X~ Y

Rovnici budeme uvazovat na mnoziné G = {(x,y) ER?: >0,y > O}, na jejimz vnitiku jsou

oba koeficienty a(z,y) =y, b(x,y) = —x nenulové. Piislusna charakteristickd rovnice je
dy =@
de vy’

Je to obycejna diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi a jeji feSeni je implicitné dano
rovnosti 2 + y% = const. Zavedeme tedy transformaci

E=x, n=a"+y"
Pak na mnoziné G je

y=Vn—~&, e=1, & =0, n,=20=2§ mny=2y=2n—-E&,

takze
Up = Uy + UnTle = Ug + 28Uy, Uy = ugby + upty = 2v/1 — £ uy.

Po dosazeni do Fesené rovnice dostaneme

V1 — €2 (ug + 28uy) — 267/ — Euy =+~ €
a odtud snadnou tupravou ziskame kanonicky tvar
I
n— &

Tuto jednoduchou obycejnou rovnici fesime integraci podle proménné &,

Ug =

n &
u= [ ———=d¢& = narcsin —= + const.
/ Vn—& v

Integrac¢ni konstanta zéavisi na parametru 7, feSeni rovnice v kanonickém tvaru je
u(§,m) = narcsin £ + ®(n),
Vi

kde 7 je libovolna diferencovatelna funkce jedné proménné. Navratem k piavodnim proménnym
dostaneme feSeni dané rovnice ve tvaru

x

Jesté muzeme vyuzit skutecnosti, ze pro x > 0, y > 0 je

u(z,y) = (2% + y?) arcsin + (2% + o).

. x x
arcsin ———— = arctg —,
Va? +y? Y
a vysledek zapsat v trochu kratsim tvaru

u(z,y) = (2% + ¢?) arctgg + 022 + 1)
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vvvvv

a(z,y) =Y, b('rvy) =T, C(Z’,y) = 05 g(zay) =T +y2

Implicitni zapis feSeni charakteristické rovnice je 22 + y? = const a tedy
plz,y) = * +y*.
Tvar funkce y dostaneme ze druhé rovnosti (1.30). M4 platit
= (& x(&m) =€ +x(&m)?,
takze x(&,7) = /n — €2. Déle p(x,y,s) =0 a

q(x,y,5) = 9(5:X(5, 0@ ) _ S+ x(s,0,9)" _ 2+ (pay) =) 2?44
+ Y a(s, x(s, o(z,y))) x(s, 0(z,y)) Vo) - N

Zvolime xy = 0 a feSeni dané rovnice rovnice dostaneme podle Véty 1 ve tvaru

® +y° 2, 2 2, 2 . z
w(x,y x + 92 +/ —————ds = ®(z" + y°) + (z° + y°) arcsin ———,
() = | Tt = e+ @ i
tedy az na potadi sc¢itanct ve stejném, jako pti predchozim zpusobu feseni rovnice. |

Rovnici (1.28) jsme transformovali do novych nezivisle proménnych tak, Ze jsme ponechali
prvni soufadnici nezménénu a za druhou jsme vzali funkci vyjadiujici charakteristiku rovnice. To
neni jedind moznost, jak parcialni rovnici (1.28) transformovat na kanonicky tvar, tj. na obycej-
nou rovnici s parametrem. Stejné dobfe muzeme ponechat druhou soufadnici a prvni nahradit
charakteristikou.

Priklad.

2ug + 3uy —xu =0

Charakteristicka rovnice je

jeji feseni y = %x + const muzeme prepsat ve tvaru

3x — 2y = const;
to je zapis charakteristiky. Zavedeme transformaci

§=3z—-2y, n=y.
Pak u, = 3ug, uy = —2ug + uy, = %(5 + 2n). Leva strana dané rovnice se tedy transformuje na
tvar
2 + 3uy — zu = 6ue — 6ug + 3uy — 5(§ 4 2n)u = 3 (uy — 5(§ + 2n)u) .

Kanonicky tvar dané rovnice je
—77 = %(5 + 2n)u.

Tato rovnice méa feseni
du

o= é /(§ + 2n)dn, tj. Inu = %(577 +n?) + const, mneboli u = const - ed(Entn’),

5o . S . 1 [ o . .
Reseni rovnice v kanonickém tvaru je tedy u = ®(¢ )69’7(5‘”7) a navratem k puvodnim proménnym
dostaneme feseni dané rovnice

u(z,y) = @3z — 2y)eéy(31_2y+y) = &(3z — 2y) VeyBr—y),
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1.1.4 Okrajova tloha pro rovnici a(z, y)u, + b(x,y)u, = f(z,y,u)

Uvazujme parcidlni diferencialni rovnici (1.28) linearni v prvnich derivacich a jednu konkrétni
charakteristiku rovnice (1.21) s nulovou pravou stranou; tato charakteristika mé parametrické
vyjadieni (1.22) a je FeSenim autonomniho systému obyéejnych diferencidlnich rovnic (1.23) s
pocatecnimi podminkami
2(0) =20,  y(0) = yo.
Necht funkce u je feSenim rovnice (1.28). Pak na uvazované charakteristice plati
s)

da( + uy (x(s), y(s)) dy(s) =

Luas),0(s)) = e a(s), () 20 -
= a(m(s), y(s))um (m(s), y(s)) + b(x(s), y(s))uy (x(s),y(s)) = f(x(s), y(s), u(x(s), y(s)))

Odtud vidime, ze prostorovéa krivka, jejiz parametrické vyjadreni je feSenim autonomniho systému

dx

& :a(.’L',y),

dy

v _ 1.34
T b(x,y), (1.34)
j—z:f(x,y,U)

s pocatecnimi podminkami

z(0) = o, y(0) = o, u(0) = uo = u(wo, Yo), (1.35)

je incidentni s grafem FeSeni rovnice (1.28), tj. lezi na grafu funkce w.

Zadame-li tedy hodnotu ug FeSeni u rovnice (1.28) v n&jakém bodé (xg,yo) charakteristiky,
méme hodnoty Teseni u rovnice (1.28) ve vSech bodech této charakteristiky jako TeSeni auto-
nomniho systému obyéejnych diferencidlnich rovnic (1.34) s po¢ate¢nimi podminkami (1.35). Sys-
tém (1.34) charakterizuje FeSeni rovnice (1.19), proto se nazyva charakteristicky systém prislusny
k rovnici (1.19), jeho trajektorie mizeme nazvat charakteristické krivky rovnice (1.28).

Jedno konkrétni feseni (partikuldrni feSeni) rovnice (1.28) ziskdme tak, Ze na kazdé charak-
teristice zadame pravé jednu funkéni hodnotu. Jinak feceno, zadame hodnoty feseni na néjaké
rovinné kiivce, kterd protind kazdou charakteristiku pravé jednou. Takové kiivce fikame okraj pro
rovnici (1.28).

Okraj muze byt zadan parametricky rovnicemi

r=X(0),
y=Y(o),

kde parametr o probihd néjaky interval J. Pro kazdou hodnotu parametru o € J zaddme hodnotu
feSeni u = g(o). Rovnosti

r=X(o), y=Y(o), u=g(o), oelJ (1.36)

Ize interpretovat jako parametrické vyjadieni prostorové kiivky, ktera ma lezet na grafu feseni u
rovnice (1.28). Tyto rovnosti nazyvame okrajovd podminka pro rovnici (1.28).

Okrajovd tloha pro rovnici (1.28) je tloha najit feSeni u = u(x,y) rovnice (1.28), které spliiuje
okrajovou podminku (1.36), tj. FeSeni, pro které plati

u(X(0),Y(0)) = g(0)

pro kazdou hodnotu parametru o € J.

Okrajovou ulohu muzeme fesit tak, Zze metodami popsanymi v 1.1.3 najdeme Feseni rovnice
zavisejici na obecné funkci ® a dosadime do ného okrajovou podminku. Dostaneme tak funkcionalni
rovnici pro neznamou funkci ®, z které urcime jeji tvar; ten lze v nékterych pripadech z prislusné
rovnice uhodnout.
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Priklad

Hledejme feseni rovnice
2ug — 3uy = zU,

které spliuje podminku
u(z,0) =
pro kazdé x € R. Zadavame tedy hodnoty feseni na ose z. Okrajovou podminku mtizeme parame-

tricky zapsat jako

r=o0, y=0, u=o2, o R

Reseni dané rovnice jsme nasli v pfikladu na str. 19 ve tvaru
u(z,y) = ®(3x — 2y) Vedry—v?.
Aby toto FeSeni splnilo okrajovou podminku, musi platit
2? = u(z,0) = ®(3z)Ve® = &(3z).

Funkce ® je tedy feSenim jednoduché funkcionalni rovnice ®(3z) = 2? a snadno uhodneme, Ze

funkci ® mtizeme zadat predpisem P (&) = (15)2. Pro teseni dané okrajové tilohy tak dostavame

3
formulku
u(w,y) = (x — 3y)* Vel
[ |

Reseni funkcionalni rovnice véak obecné neni snadné tiloha. Proto mtize byt vyhodné pii feseni
okrajové ulohy (1.28), (1.36) postupovat jinak.

Najdeme konkrétni charakteristiku, ktera protina okraj v bodé daném konkrétni hodnotou
parametru o. To znamend, Ze rovnosti v (1.36) chapeme jako po¢ateéni podminky pro autonomni
systém oby¢ejnych diferencidlnich rovnic (1.34), tj. najdeme Feseni systému rovnic

dz dy du
E —a(x,y), D —b(ZE,y), E _f(xayau)

s pocatecnimi podminkami
2(0) = X(0), y(0)=Y(o), u(0)=g(0)

Takové feseni pocatec¢ni tlohy pro autonomni systém obycejnych diferencialnich rovnic tedy zévisi
na nezavisle proménné s a na parametru o, je obecné tvaru

x=uxa(s,0), y=y(s,0), u=u(s o).

Pro feseni okrajové tlohy predstavuje parametr o i nezavisle proménna s pouze pomocné para-
metry, které je potieba eliminovat. Proto budeme prvni dvé rovnosti chapat jako dvé rovnice pro
dvé neznamé s a o; tyto nezndmé vyjadiime pomoci proménnych z,y, tj. najdeme s = s(x,y),
o= o(x,y), a dosadime je do tfeti rovnosti. Dostaneme tak feSeni okrajové tlohy ve tvaru

u(z,y) = u(s(z,y), o(z,y)).

Priklad

Hledejme feseni rovnice
2 2
YUy — TUy = X7 + Y~

které splnuje okrajovou podminku

u(z,0) = 22, x> 0.
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Zadavame tedy hodnoty feseni na kladné poloose x. VSechny funkce, které se objevuji v dané

rovnici, jsou definovany na celém prostoru R?. Budeme hledat feseni, které je definované na co

nejvétsi podmnoziné R2, nikoliv pouze v prvnim kvadrantu jako v piikladu na str. 18.
Parametrické vyjadieni okrajové podminky je

r=0, y=0, u=o0", oc>0
Resime charakteristicky systém
dr
dS =Y,
dy
ds 7
du
2 2
— =%+
ds 4

s pocatecnimi podminkami

Jeho feseni je

x:osin(s+g), y:ocos(s+g), u=(s+1)0> (1.37)

Prvni dvé rovnosti nejprve umocnime na druhou a se¢teme, dostaneme

2 2 2
0% =a® +17,

poté je vydélime a dostaneme

zzwztg(s+_)
Y cos(s—i—%) 2/

Tato jednoduchd goniometrickd rovnice pro neznamou s + 7 mé feSeni

s—l—g:arctgz—l—kﬂ', kde k € Z,
Y

x
tedy s = arctg ; + (2k — 1)%. Dosazenim do pravé strany tieti rovnosti v (1.37) dostaneme

(2® +y?) (1 + (2k — l)g + arctg E) .
Y

V tomto vyjadieni vSak ziustava neurceny parametr k a navic tato formule je pro y = 0 nedefino-
vana, dokonce ani nema limitu pro y — 0. Pro = > 0 totiz plati

. r . x
lim arctg— =— a lim arctg— = —

y—0-+ y 2 y—0— y 2

Aby byla splnéna okrajova podminka, mélo by pro x > 0 platit
z? = lir51+ (z® +¢°) (1 + (2k — l)g + arctg%) =22 (1 + (2k — 1)% + g) = 2%(1 + k),
tedy k = 0, a soucasné
2 _ g 2 2 T Ty _ 2
2 = lim (2% +y°) 1+(2k—1)§—|—arctg— =2*(1+ (k- 1)),
Yy
tedy k = 1. Jinak feceno, na mnoziné {(z,y) € R?: x>0,y > 0} je feSeni dané okrajové tilohy
tvaru

u(z,y) = (¢* +y°) (1 - g + arctg E)
y
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a na mnoziné {(z,y) € R?: >0,y < 0} tvaru
u(z,y) = (z2 + y2) (1 + g + arctgg) .
Tato vyjadreni Ize jednotné zapsat formuli
u(z,y) = (z2 + y2) (1 + arctgg — gsgny) .

Takto definovana funkce je fesenim dané okrajové tlohy na mnoziné R? \ {(z,0) : = < 0}.

Podivejme se jesté jednou na parametrické vyjadieni FeSeni dané tlohy. Rovnostmi (1.37) jsou
parametrickym vyjadfenim plochy v prostoru, kterd muze pfipominat Sroubovou plochu s osou
groubovani u (pii fixované hodnoté o se jedné o Sroubovici, tj. prostorovou kfivku, kterd ,,obih4*
osu u, celou ji obéhne pfi nardstu parametru s o hodnotu 27 a po jedné ,otocce” vystoupa
o hodnotu o?).

Reseni charakteristického systému s po¢ateénimi podminkami tedy vyjadiuje diferencovatelnou
varietu, ktera je lokalné grafem feseni rovnice, k¥ivka vyjadiujici okrajovou podminku pfitom na
této varieté lezi. |

1.1.5 Okrajova uloha pro obecnou rovnici

Budeme hledat feSeni rovnice (1.18) s okrajovou podminkou (1.36). Abychom zjednodusili zépis,
zavedeme oznaceni

Ju Ju
= — = 1.38
P= e 7 Ay (1.38)
a rovnici zapiseme jako
F(z,y,u,p,q) = 0. (1.39)

Pro feSeni rovnic linearnich v prvnich derivacich se ukazal jako uzite¢ny pojem charakteristiky.
Je to rovinna kiivka s parametrickym vyjadfenim

ZL':Z'(S), y:y(s)v 5617

ktera je feSenim charakteristického systému, tj. autonomniho systému obycejnych diferencialnich
rovnic

dz dy
= =y )
& = day), 3 = @)

V ptfipadé rovnice (1.21) je na charakteristice feSeni konstantni. V pfipadé rovnice (1.28) s ne-
nulovou pravou stranou jsme zavedli charakteristickou kiivku v prostoru. Je to kiivka, ktera lezi
na grafu feSeni rovnice (1.28) a jeji primét do roviny soufadnic x,y je charakteristikou. Jinak
fedeno, charakteristickd kiivka urcuje v kazdém bodé (x(s), y(s)) charakteristiky funkéni hodnotu
u(xz(s),y(s)) feseni rovnice (1.28). Charakteristicka kiivka je trajektorii autonomniho systému

dx dy du

= =y = = .
1 a(z,y), P (z,y), e f(z,y,u)

Rovnici (1.28) linedrni v derivacich pfepiSeme s pouzitim oznadéeni (1.38) ve tvaru

a(w,y)p + b(w,y)q - f(x,y,u) = 0.

V pripadé této rovnice je tedy F(z,y,u,p,q) = a(z,y)p + b(x,y)qg — f(x,y,u) a plati

oF oF
a(x,y) = a—p(x,y,u,p,q), b(x,y) = a—q(x,y,u,p,q),

z ¢ehoz déle plyne

F00) = DG 0. 0) + 0 (22,
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nebot je splnéna rovnice (1.28). Charakteristicky systém ptislusny k rovnici (1.28) tedy mizeme

stru¢né zapsat
dx dy du
L 1.40
ds 2 ds q» ds pLp + qliq ( )
Tyto vysledky zobecnime pro rovnici (1.18).
Reseni obecné rovnice vyjadiime tak, Ze kazdému bodu charakteristiky pfifadime hodnotu fe-
Seni v a hodnoty obou parcialnich derivaci p a g. Dostaneme tak kfivku v pétirozmérném prostoru,

ktera ma parametrické vyjadreni

T = .T(S), Y= y(S), u = U(S), p= p(s), q= Q(S)’ s € I; (1'41)
nazyvame ji charakteristicky pruh rovnice (1.18). Ten samoziejmé spliiuje rovnici (1.39), tj.
F(x(s),y(s), u(s), p(s), a(s)) = 0, (1.42)

a budeme pozadovat, aby funkce @ = z(s), y = y(s), u = u(s) také splitovaly systém obycejnych
diferencidlnich rovnic (1.40). Derivovanim rovnosti (1.42) podle parametru s dostaneme

d dz dy du dp dq
dS (z(s),y(s),u(s),p(s),q(s)) dS + yds + dS + pdS + qu
dp dg
:Fer+Fqu+Fu(pr+qu)+Fp$+Fq£ =
dp dq
= | F; F,+— | F F, F,+— | F,.
( +p +ds) p+(y+q +ds) q
Tato rovnost bude splnéna zejména tehdy, kdyz
dp dg
— =—(F, ), — = —(F, F,). 1.43

Provedené tivahy naznacuji, ze za charakteristicky systém prislusng k rovnici (1.39) mizeme po-
vazovat systém obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic (1.40), (1.43).

Jesté urcime pocatecni podminky tak, aby feseni charakteristického systému vyjadiovalo feSeni
pocateéni tlohy (1.18), (1.36). Stejné, jako v pfipadé rovnice linedrni v derivacich poloZime

2(0) =xz0 = X(0), y(0)=yo=Y(0), u(0)=up=g(o).
Pocatecni hodnota charakteristického pruhu musi spliiovat rovnici (1.39), tj.

F(z0, Y0, 10,0, 90) = 0. (1.44)

Dale pro pocatecni hodnoty soutadnic p a ¢ charakteristického pruhu plati
Po = Uz (0, Y0) = Uy (X(U), Y(U)), qo = Uy (o, Yo) = Uy (X(U), Y(U)).
Nyni pfepiSeme tieti rovnost z okrajové podminky (1.36) ve tvaru g(o) = u(X(0),Y (0)) a zderi-
vujeme podle parametru o. Dostaneme
g'(0) = poX'(0) + qoY(0). (1.45)

Dosazené vysledky mtzeme shrnout jako algoritmus pro hledani fesSeni okrajové dlohy (1.18),
(1.36): Rovnici prepiSeme do tvaru (1.39) a ptifadime ji charakteristicky systém oby¢ejnych auto-
nomnich rovnic (1.40), (1.43) s po¢ate¢nimi podminkami

r(0) =20 = X(0), y(0)=yo=Y(0), u(0)=wuo=g(o), p(0)=po, q(0)=qo,
kde hodnoty pg a go jsou FeSenim soustavy rovnic (1.44), (1.45). Prvni tfi slozky
SC:SC(S,O'), Yy :y(S,O'), U = ’U,(S,O') (146)

feSeni pocétecni lohy pro charakteristicky systém vyjadiuji parametrické vyjadieni (grafu) feseni
u dané okrajové tilohy. Pokud lze z prvnich dvou rovnosti (1.46) vyjadfit parametry s, o pomoci
soufadnic x,y, tj. vyjadiit s = s(z,y), o0 = o(x,y), dosadime tyto vyrazy do tfeti rovnosti (1.46)
a dostaneme tak explicitni vyjadieni feseni dané okrajové tlohy.
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Priklad

Budeme hledat feSeni rovnice

které splnuje okrajovou podminku
u(coso,sino) = cos 20
V tomto pfipadé je
F(:L'aya u,p, Q) = p2 - q2 - 4“5

takze
F,=F =0, F,=-4, F,=2p, F,=-2q,

pFy +qFy =2p° —2¢°, Fp+pF,=—4p, F,+qF, =—4q.
To znamend, ze charakteristicky systém je

dx dy du 9

— =2, ==-2q¢ —=2p"-¢%), —=4p, — =4q.
P 2y ¢ I (r° —a°), D, q

Dvé posledni rovnice jsou obycejné linearni homogenni rovnice s konstantnim koeficientem. Jejich
feSeni s obecnymi pocatecnimi podminkami tedy je

p=p(s) =poe®®, q=q(s) = qoe®.

Tyto vyrazy dosadime do prvnich t¥i rovnic charakteristického systému. Dostaneme

dz dy du
= _9 4s < = _9 4s — =9 2 2\.8s
5 = 2poe”, - qoe™, - =2(p —d@)e
a po integraci
z=x0+1po(e*—1), y=vwo—1qo(e®—1), u=uo+ 33— aq3) (3 —1). (1.47)

Parametrické vyjadieni poc¢atecnich podminek je X (o) = coso, Y (o) = sino, g(o) = cos 20, takze
pocatecni hodnoty zg, yo a ug jsou dany rovnostmi

To = cosSo, Yo =sino, wuy= cos2c (1.48)

a poc¢atec¢ni hodnoty pg a go splituji rovnice (1.44), (1.45), konkrétné

4cos20 = pi — q3, 2sin20 = pgsino — gg coso. (1.49)
Bezprostfednim dosazenim ze t¥eti rovnosti (1.48) a prvni rovnosti (1.49) do t¥eti rovnosti (1.47)
dostaneme

u = e cos 20. (1.50)

Soustava rovnic (1.49) je tvofena jednou linearni a jednou kvadratickou rovnici pro dvé nezndmé
Po a ¢o. Ma tedy dvé feseni.

Prvni feSeni soustavy (1.49) je pg = 2 coso, go = —2sino. Dosazenim do prvnich dvou rovnosti

(1.47) dostaneme

x=e*coso, y =e*sino.

Umocnénim téchto rovnosti na druhou a jejich odec¢tenim dostaneme

85 cos 20.

-y’ =e
Porovnanim se vztahem (1.50) vidime, Ze jedno feSeni dané okrajové tlohy je déno vyrazem

u(z,y) = o — 2.
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Druhé fesSeni soustavy algebraicko-goniometrickych rovnic (1.49) je

2coso(1 + 2sin® o)
cos 20

2sino(1 + 2cos? o)

po = cos 20

) do =

Po dosazeni téchto vyrazt a vyrazu (1.48) do rovnosti (1.47) dostaneme

1+ 2sin?
xzcosa(l_w(e%_l)) = 57 9 (14 2sin 0)et) |

cos 20 cos 20
1+2cos’o 4 sin o 9 As
= si 1+ ———— (¥ —-1) ) = -2 1+2 %)
Y s1na< + oy (e )> Ty (=24 (1 + 2cos® 0)e™)

Spolu s rovnosti (1.50) tak méme vyjadieno druhé feSeni dané tlohy v parametrickém tvaru.
Vzhledem k tomu, Ze ve jmenovateli zlomku je vyraz cos 20, omezime se na hodnoty parametru o
11

z intervalu (—37, $7). [ |

Vyznamnym specidlnim piipadem obecné rovnice (1.18) je rovnice tvaru

ou ou
a(w,y,u)£+b($,y,u)a_y :f(xayau)a (151)

kde a, b jsou spojité funkce t¥i proménnych. Koeficienty a, b u prvnich parcialnich derivaci hledané
funkce na této funkci zavisi. Proto vyraz na pravé strané rovnice (1.51) nevyjadiuje linedrni ope-
rator na mnoziné diferencovatelnych funkci dvou proménnych, ale je pouze ,linedrnimu podobny*
nebo , jakoby linedrni“. Proto se rovnice (1.51) nazyva quasilinedrns.

V pripadé quasilinedrni rovnice (1.51) je

F(zayvuapv Q) = a(z,y,u)er b(z,y,u)q - f(zayvu)a

takze F, = a(z,y,u), Fy = b(z,y,u), pF, + q¢Fy = f(x,y,u). Prvni tii rovnice charakteristického
systému (1.40) pfislusného k rovnici (1.51) jsou proto tvaru

dx

a9 = a(.’L',y, u)a

d du
P L b(x,y,u), — = f(z,y,u). (1.52)

ds ds

Tyto rovnice nezévisi na (pomocnych) souradnicich p, ¢ charakteristického pruhu. Pro feseni quasi-
linearn{ rovnice (1.51) tedy nepotiebujeme rovnice (1.43). ReSeni rovnice (1.51) s okrajovou pod-
minkou (1.36) v parametrickém tvaru tedy dostaneme jako feSeni systému obycejnych diferencial-
nich rovnic (1.52) s poéatecnimi podminkami

2(0) = X(0),  y(0)=Y(o),  u(0)=g(o)

Priklad

Budeme hledat feSeni rovnice

(v +u)ge + (ut o) =+

které splnuje okrajovou podminku
u(x, —x) = 2.

Charakteristicky systém fesené rovnice je tvaru

dx n
— = U
ds yru,
d

d—z:ac + u,
du n

— =x+u.
ds Y
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Jedna se tedy o systém linearnich obycejnych diferencialnich rovnic s konstantni matici

01
A=1[1 0
11

O ==

Jeji vlastni cisla a prislusné vlastni vektory jsou

1 0 1
)\1,2 = —1, )\3 = 2, V1 = 0 s Vo = 1 5 V3 = 1
-1 -1 1

To znamena, Ze obecné Teseni charakteristického systému je

x(s) = Ae* + Be™*,
y(s) = Ae?* + Ce™%,
u(s) = Ae* — (B + C)e™*.

Okrajovou podminku prepiseme do tvaru x = o, y = —0, u = 20, ze kterého dostaneme pocatecni
podminky pro charakteristicky systém

z(0) = o, y(0) = —o, u(0) = 20.

Reseni charakteristického systému s témito poc¢atecnimi podminkami je

x(s)=20e* + soe " =10e7" (2% + 1),
y(s)= %0'625 — %oe’s = %oe’s (263S — 5) ,
2 1
3 3

oe?s + %oe’s =1oe7" (2% +4).

7 prvnich dvou rovnosti postupné vyjadiime

5 _
9¢3s = 22T Y +y7 soe”% = i
T —y 6
a dosadime do rovnosti tfeti. Po ipravé pak dostaneme feSeni dané ulohy
3r —vy
|
1.2 Rovnice v n nezavisle proménnych
Budeme se zabyvat rovnici
ou Ju ou
F ey T Uy — ., —— | =0, 1.53
(zl’ T2yt U 01 O0xy axn) ( )

kde F je spojita funkce 2n + 1 proménnych definovana na néjaké mnoziné G C R?"*!, kterd m4
neprazdny vnitiek. Pii oznaceni vektoru nezévisle proménnych & = (21,22, ...,2,)' a gradientu

.
W<au ou . 8u>

0x1’ Oxs’ " Oy,
miZeme rovnici (1.53) zapsat uspornéji
F (x,u,Vu) = 0.

Klasické (siln€) Teseni rovnice (1.53) je spojité diferencovatelna funkce u definovand na ote-
viené mnoziné 2 C R™, takova, Ze pro kazdé x € Q) plati

(z,u(z),Vu(z)) € G a F(z,u(z), Vu(z)) = 0.
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1.2.1 Rovnice linearni v derivacich s nulovou pravou stranou

Rovnice
ay(z1, T2, ... ,zn)aa—;l + ag(x1,xa, . .. ,zn)aa—;z + -t an(xr, xe,. .. ,zn)% =0,
strucnéji
n
> ai(a:)g;i = (1.54)

nebo ve vektorovém zapisu
a(x)'Vu=0

v

je nejjednodussim specidlnim piipadem obecné rovnice (1.53). Jedné se o bezprostiedni zobecnéni
rovnice (1.21) do vicerozmérného prostoru. Proto budeme jeji feSeni hledat zptisobem, ktery je
analogii metody charakteristik popsané v 1.1.2. Rovnici (1.54) pfifadime autonomni systém n
obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic tvaru

dxi
ds

:ai(l'l,l'g,...,xn), iZl,Q,...,?’L. (155)

Tento systém se nazyva charakteristicky systém prislusnyg k rovnici (1.54) a jeho trajektorie se
nazyvaji charakteristiky rovnice (1.54). Charakteristika je hladka kiivka v n-rozmérném prostoru,
Ize ji zapsat parametrickymi rovnicemi

x; = xi(s), sel, i=1,2,....n, (1.56)

kde I je néjaky redlny interval. Necht funkce u = u(x1,x2,...,x,) je FeSenim rovnice (1.55). Pro
derivaci funkce u na charakteristice (1.56) podle parametru s plati

d B n au(xl(s),xg(s),...,xn(s)) dz;
Eu(xl(s),xg(s), . ,xn(s)) = Z o, o=

i=1

To znamend, Ze na charakteristikéch je feSeni rovnice (1.54) konstantni. Odtud plyne, Ze feSeni
rovnice (1.54) mizeme ziskat tak, Ze na kazdé charakteristice zaddme hodnotu funkce w.

Charakteristika rovnice (1.54) je hladkou kfivkou v n-rozmérném prostoru. Takovou kiivku
mizeme zapsat bud parametricky rovnostmi (1.56) nebo obecné jako prinik n — 1 nadploch (tj.
(n — 1)-rozmérnych diferencovatelnych variet) v n-rozmérném prostoru, tedy rovnostmi

wilr1,22,. .., Tn) = ¢4y 1=1,2,...,n—1, (1.57)

kde ¢; jsou diferencovatelné funkce n proménnych. Rovnosti (1.57) nékdy muzeme ziskat z para-
metrického vyjadireni (1.56) charakteristik eliminaci parametru s.

Jind moznost, jak ziskat obecné vyjadieni (1.57) charakteristik rovnice (1.54) spociva ve vy-
déleni rovnic charakteristického systému (1.55); dostaneme tak n — 1 obyéejnych diferencidlnich
rovnic, napr.

dovipr  aip (21,72, .., )
= , n=12....n—1,
dl‘i ai(xl,xg,...,acn)
nebo
dxi ai(l'l,l'g, .. .,xn)
= , n=2,3,...,n.
dl‘1 a1($1,$2, e ,xn)



Obecné feseni téchto systému rovnic, které zavisi na n — 1 konstantach, zapiseme v implicitnim
tvaru (1.57). Pfedchozi oby¢ejné diferencidlni rovnice miizeme také jednotné zapsat ve tvaru rov-
nosti diferenciala
dxq dxs dx,,
= == . (1.58)

a1(x1, @, ..., xy)  ag(x1,29,...,2,) an(x1, T2, ..., Ty)

Hodnotu funkce u, kterd je feSenim linedrni rovnice (1.54), vyjadiime na charakteristikdch pomoci
diferencovatelné funkce ®, kterd je funkci n — 1 proménnych. Reseni rovnice (1.54) tedy piSeme ve
tvaru

u(x) = (p1(x), p2(x), ..., on-1(x)). (1.59)

Provedené tivahy ukazuji, ze pro rovnici (1.54) lze zformulovat vysledek, ktery je bezprostied-
nim zobecnénim Tvrzeni 1 platného pro rovnice ve dvou nezavisle proménnych.

Tvrzeni 2. Necht funkce ¢; : Q@ - R, i =1,2,...,n — 1, jsou diferencovatelné funkce takové, ze
rovnosti (1.57) jsou implicitnim zapisem trajektorii charakteristického systému (1.55) pfislusného
k rovnici (1.54) (nebo ekvivalentné: implicitnim zapisem FeSeni sytému obycejnych diferencidlnich
rovnic (1.58)). Je-li @ libovoln4 diferencovatelna funkce n — 1 proménnych takova, ze jeji defini¢ni
obor obsahuje kartézsky soucin oborit hodnot funkci ¢;, pak funkce u definovana rovnosti (1.59)
je FeSenim rovnice (1.54).

Diikaz: Na TeSeni (1.56) charakteristického systému (1.55) jsou splnény rovnosti (1.57). Tedy
pro kazdy index j plati

0= %%— (21(),22(8), -, 2a(s)) = 3 0¢; (%(s),w;i), SREA0) d:cdiis>

_ Z Dp; (z1(s),:c2(s.), o Tn(8)) ai(@1(s), 22(5), ., on(s),

ox;
stru¢né
— dpj(x)
Z Txiaz(m) =0.
=1
Dale
6u(w) 8 ! a¢ (901(13)’ @Q(w)a ey @N—l(w)) a(p] (w)
—_— _¢ e —_ ==
&’ci axz ((101 (w)a Y2 (w)a ; Pn—1 (w)) =~ 890] 81'1 ?
takze

S 28 3 o) 30 22D 20 @) Do)

i=1 Oz; i=1 J=1 D ox;

_ nd 8@(@1@7)7 902(:17)7 R Sanfl(m)) zn:a(w) a(pj(IB) =0
1 ’ Ox; .
O

Povsimnéme si, ze na levé strané rovnice (1.54) je skaldrni soucin vektoru a s gradientem
hledané funkce u. Gradient je linedrni zobrazeni, skalarni soucin také. Slozeni linearnich zobrazeni
je linedrni. Odtud plyne, Ze rovnice (1.54) také spliiuje princip superpozice: Jsou-li uy, ua,. .., u
feSeni rovnice (1.54), pak také jejich libovolnd linearni kombinace je FeSenim této rovnice. Jinak
Fec¢eno, mnozina vSech feSeni rovnice (1.54) tvoii redlny vektorovy prostor.
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Piiklad
ou ou ou
— 21— 22)— — 2y +22)— - — =
(y — 2z z)az—i-(x Y+ z)ay—i-(x y—l—y)az 0

Prislusny charakteristicky systém

d

d—i =2+ y— 2z,
d

d_z = x-—2y+2z
dz n
—= - z
ds 4

je linearni homogenni systém obycejnych diferencialnich rovnic s konstantni matici. Muzeme tedy
explicitné napsat jeho feseni
=(2As+2B)e"®,

(—2As +2C)e™",
(—2As+C — B — A)e™ %,

T
Y
z

pritom A, B, C jsou integra¢ni konstanty. Druhou rovnost vydélime rovnosti prvni a dostaneme

y —As+C . z+y B+C

r As+ B’ -  As+ B’
tfeti rovnost vydélime prvni a dostaneme

zifQAsqLCfB—A b r+2 C+B-A

T As+ B Ty - 2(4s+B)’

tyto rovnosti navzajem vydélime a dostaneme

r+y
x4+ z

= const.

Analogicky (prvni a tfeti rovnost tentokrat délime druhou) dostaneme

xr+y
=Y

= const.

r+y x4y
x+z? z—y

proménnych. |

Reseni je tedy tvaru u(z,y) = <I>( ), kde @ je libovolna diferencovatelna funkce dvou

Na charakteristikdch je FeSeni rovnice (1.54) konstantni. Proto konkrétni feseni (partikuldrni
feSeni) této rovnice mizeme ziskat tak, Ze na ,zaCatku® kazdé charakteristiky urc¢ime funkéni
hodnotu feseni. ,,Zacatky* charakteristik lze urcit tak, ze v prostoru zavedeme néjakou nadplochu
((n—1)-rozmérnou varietu), kterd protina kazdou charakteristiku pravé jednou; prusecik této nad-
plochy s charakteristikou budeme povazovat za ,zacatek charakteristiky“. Nadplocha s uvedenou
vlastnosti se nazyvé okraj pro rovnici (1.54).

Okraj mtize byt zadédn parametrickymi rovnicemi; ponévadz se jednd o (n — 1)-rozmérnou
nadplochu, zavisi na n — 1 parametrech. Parametrické rovnice okraje tedy jsou

x; = Xi(01,02,...,0n-1), i=1,2,...,n,

kde parametry 1,09, ...,0,_1 jsou z néjaké podmnoziny prostoru R”~!, kterd ma neprazdny
vnitfek. Priisecik konkrétni charakteristiky s okrajem je urcen konkrétni sadou parametrt. Hod-
noty feSeni u rovnice (1.54) tedy zaddvame pro tuto sadu parametri. Jinak feceno, zadavame
okrajovou podminku ve tvaru

’U,(Xl(O'l,O'Q, .. .,O'nfl),Xz(O'l,O'z, .. .,O'nfl), N ,Xn(O'l,O'z, e ,O’nfl)) = g(O’l,O'z, .. .,O’nfl).
(1.60)
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Okrajovou tlohu, tj. rovnici (1.54) s podminkou (1.60), fesime tak, ze k charakteristickému systému
pfiddme pocatec¢ni podminky

.Ti(O):Xi(0’1,0’2,...,0‘n_1), i:1,2,...,n. (1.61)

Jednotlivé slozky feseni Cauchyovy tlohy (1.55) zévisi na nezévisle proménné s a na parametrech
01,02, ...,0n_1, tj.
T = 2(8,01,02,...,0n-1). (1.62)

Rovnosti (1.62) a rovnost (1.60) pfepsané do tvaru u = g(o1, 02, ..., 0,) piedstavuji parametrické
vyjadieni (grafu) feseni okrajové ulohy (1.54), (1.60).
Na rovnosti (1.62) se také miizeme divat jako na systém n rovnic pro n nezndmych, kterymi

jsou parametry s,o1,03,...,0,_1. Pokud se z ného podafi explicitné vyjadrit parametry okraje
01,09,...,0,_1 v zavislosti na soufadnicich z1, xs, ..., z,, tj.
oj =0(x1,22,...,2,), j=12,...,n—1,

pak je lze dosadit do okrajové podminky (1.60). Takovym zpisobem dostaneme FeSeni okrajové
ulohy (1.54), (1.60) ve tvaru

u(xy, o, ..., xn) = g(ol(xl,...,xn),...,Jn,l(zl,...,xn)).

Priklad
Budeme hledat feSeni rovnice

ou ou ou
(z+y—x)%+(z+x—y)a—y+z&—0

s okrajovou podminkou
u(z,y,a) = 4a*zy,

kde a je néjaka realna konstanta.
Charakteristicky systém (1.55) je v tomto pFipadé tvaru

dz +y+
— =—x z
ds YTz,
d

dz

— = z.
ds

Jedna se o linedrni homogenni systém obycejnych diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty,
jeho obecné teseni je tvaru

x=Ae® + Be™?* + C,

y=Ae® — Be 2% 4 C,

z=Ae®.

Pocéte¢ni podminky (1.61) odpovidajici dané okrajové podmince jsou
xz(0) =01, y(0)=o02, 2(0)=a.

Pro integra¢ni konstanty A, B, C' tak dostavame soustavu linearnich rovnic

A+B+C:O'1,
A*B+C:O'2,
A =a,
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kterd méa feSeni A = a, B =
charakteristicky systém je

1 (01— 02), C = 3 (01 + 02) — a. Reseni (1.62) Cauchyovy tlohy pro
r=ae® + % (01 —02)e™2% + % (o1 + 02) —a,
y=ae® — 1 (01 —03)e 2"+ % (01 + 02) —a,

z=ae’.

Bezprostiedné vidime ae® = z a tedy e~ 2° = a?/22. Po dosazeni do prvnich dvou rovnosti dosta-
neme systém rovnic pro parametry o, 02 ve tvaru

a*(01 —02) | 01+ 09

rEEt T ey e
a*(oy —02) 01+ 02
Vv=rm T g e

nebo po tpraveé
(22 +a®)o1 + (2% — a®)oa =22%(x — 2 + a),
(22 —a®)o1 + (22 + a®)oe =22%(y — 2z + a).

Determinant této soustavy linedrnich rovnic je roven 4a2z2, takze pro a # 0 dostaneme
1 1
o1 = ﬁ((ac +y— 22+ 2a)a® + (xz — y)z2), 0y = ﬁ((x +y—2z+2a)a® — (z — 9)22)
Parametrické vyjadieni okrajové podminky (1.60) je

u(oy,09,a) = 4a*c10.

Do této rovnosti dosadime vypocitané hodnoty parametri o1, 0, a dostaneme FeSeni dané tlohy
ve tvaru

u(z,y, 2) = a*(x +y — 22+ 2a)* — (z — y)?2*

Tato funkce je fesenim tlohy pro nenulovou hodnotu parametru a. V pfipadé a = 0 je fesenim
nulova funkce, u = 0. |

1.2.2 Quasilinearni rovnice
Regeni rovnice

ou

al(.’L'l, ce 7‘rn’u)a—;1 + G’Q(‘Tl’ ce 71;7““)8—1'2 +oe +an($1, . 'awnau)a—xn = f(wla s ,.Z'n,u),
neboli
ia-(m W2~ ) (1.63)
i=1 R 7 .
pripadné ve vektorovém zapisu
a(x,u) Vu = f(z,u),
budeme hledat v implicitnim tvaru
V(x,u) =0, (1.64)

kde V je néjaka diferencovatelna funkce n + 1 proménnych.
Budeme si predstavovat, ze FeSeni zndme. Nechf tedy u = u(x) je FeSeni rovnice (1.63), které
je implicitné popséno rovnosti (1.64). Pak plati

V(z,u(x)) = 0.
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Tuto rovnost parcialné zderivujeme podle kazdé z proménnych z;. Dostaneme

oV (x, u(x)) N oV (x,u(x)) du(x)
0z; Ju ox;

=0, i=12,....,n

Dale vynasobime i-tou rovnost vyrazem ai(w,u(:c)) a vysledné rovnosti secteme. Vysledkem je

rovnost
- 8V - ou(z) \ OV (z,u(x))
Z ai(z, u(z)) —=—= (; a; (@, u( 6:51- ) 9 =0

=1

a ponévadz funkce u je feSenim rovnice (1.63), mizeme tuto rovnost upravit na tvar

Z a; (.’1), u(m)) %;j(m)) + f(.’l), u(m)) W —0.

Vidime, Ze funkce V je feSenim rovnice v n+ 1 nezavisle proménnych, ktera je linearni v derivacich
a mé nulovou pravou stranu. Struc¢né: funkce V', kterd rovnosti (1.64) implicitné popisuje FeSeni
quasilinedrni rovnice (1.63), je FeSenim parcidlni diferencidlni rovnice

n
oV oV
ai(x,u x,u)— = 0.
1=1
To je rovnice, kterou jsme se zabyvali v predchozi ¢asti. Mame tedy néasledujici algoritmus pro
hledéni FeSeni quasilinedrni rovnice (1.63).
K rovnici (1.63) pfifadime charakteristicky systém obyéejnych autonomnich diferencialnich rov-

nic
dz; .
dx =a;(x1,...,Tp,u), 1=1,2,....,n,
. (1.65)
d—Z:f(xl,...,xn,u).

Jeho trajektorie vyjadiime v obecném tvaru jako prinik n nadploch
©0j(T1, T2, Tu) =c¢j, j=1,2,....n
Reseni rovnice (1.63) je pak implicitné dano rovnosti
<I>(g01(x1, ey Xy 1)y 02(T1 ey Ty W) (X, ,xn,u)) =0,

kde @ je libovolna diferencovatelna funkce n proménnych.

Rovnici (1.63) s okrajovou podminkou (1.60) fesime tak, ze najdeme FeSeni charakteristického
systému (1.65) s pocatecénimi podminkami (1.61) doplnénymi o podminku

u(0) = g(01,02,...,0n-1).

Toto feSeni zavisi na nezavisle proménné s a parametrech 01,09, ...,0,-1, tj.
x; =xi(8,01,09,...,0,), i=1,2....n
u=u(s,01,02,...,0n).

Témito rovnostmi je parametricky zadéno feseni okrajové tlohy (1.63), (1.60). V nékterych jedno-
duchych pripadech lze parametry s,o01,02,...,0,_1 eliminovat a FeSeni ulohy vyjadrit explicitné.

Pov§imnéme si, Ze algoritmus feseni okrajové tlohy (1.63), (1.60) je bezprostfednim zobecnénim
postupu pfi FeSeni tlohy (1.51), (1.36) pro funkci ve dvou nezédvisle proménnych.

33



1.3 Evoluéni rovnice

Za evolucni rovnice povazujeme takové parcialni diferencidlni rovnice, u nichz jednu z nezavisle
proménnych hledané funkce interpretujeme jako ¢as; tuto proménnou budeme povazovat za prvni
a znacit ji symbolem t. Evolu¢ni rovnice prvniho fadu jsou tedy obecné rovnice tvaru

ou Ou Ou 8u)0

Fltrzi,xo,...,¢n, U —, =, =, ——
( b D Oy O’ O

Pro zjednoduseni zapisu opét oznac¢ime vektor ,prostorovych“® proménnych xq, s, ..., x, sym-
” ? ) )

bolem x a vektor parcialnich derivaci hledané funkce podle prostorovych proménnych zapiseme

jako gradient Vu. Predchozi rovnici tedy stru¢néji zapiseme ve tvaru

F (t,:c,u,@,Vu) =0.
ot

Déle budeme piedpokladat, ze derivaci hledané funkce podle ¢asu mizeme z této rovnice vyjadfit.
Budeme se tedy zabyvat rovnicemi tvaru

0
a—ttt = f(t,z,u, Vu). (1.66)
(Klasické) feseni rovnice (1.66) je diferencovatelnd funkce u : J x @ — R, kterd pro vSechna
(t,x) € J x Q spliiuje rovnost

ou

E(t’ )= f(t, x,u(t, x), Vu(t, :B)),

pfitom J C R je interval a @ C R™ je mnozina s neprazdnym vnitikem.
Pocateéni podminka pro rovnici (1.66) je tvaru

u(toam) = @(m)a T Qv

kde to € J.
Ptirozenym okrajem oboru €2 prostorové proménné x je jeho hranice 0€2. Obecnéji budeme vsak
okrajem I' rozumét (n — 1)-rozmérnou nadplochu v Q. Zapiseme ho parametrickymi rovnicemi

I: ,CCZ':XZ'(O'l,O'Q,...,O’n_l), i:1,2,...,7’L.

Parametry o1,09,...,0,—1 jsou z néjaké podmnoziny prostoru R" ! s neprazdnym vnitikem.
Okrajovd podminka pro rovnici (1.66) obvykle urc¢uje hodnoty hledané funkce na uvazovaném
okraji. V takovém pfipadé je tvaru

u(t,Xl(al,ag,...,a'n_l),...,Xn(al,ag,...,an_l)) :w(dl,dg,...,(fn_l), teJ (167)

Jiny typ okrajové podminky vaze hodnoty hledané funkce na okraji s ostatnimi funkénimi hodno-
tami. Formalné zapsano

u(t,Xl(Ul,og,...,Un,l),...,Xn(ol,oz,...,an,l)) = \Il(u(t, )), teJ,

nebo struéné
u(t,a:)‘wEF =U(u(t, ), tel, (1.68)

kde W je zobrazeni z mnoziny diferencovatelnych funkci definovanych na mnoziné 2 do mnoziny
redlnych ¢isel (U je funkcionél). Piikladem okrajové podminky tohoto tvaru je podminka (1.11)
v tvodnim modelu vyvoje vékové strukturované populace.

Mnozina diferencovatelnych funkci definovanych na oboru 2 tvoii vektorovy prostor nad polem
realnych cisel. Pokud také mnozina B vsSech funkci u : J x Q@ — R, které spliuji okrajovou
podminku tvori vektorovy prostor, fekneme, ze okrajova podminka je homogenni. Podrobnéji:
okrajova podminka (1.67), resp. (1.68), je homogenni, pokud ji spliiuje nulova funkce u = 0 a déle

60bor nezavisle proménnych x1,x2,...,z, obecné nemusi byt néjaky geometricky prostor, jak tomu obvykle
byva ve fyzikalnich aplikacich. Dale jiz budeme uvozovky vynechéavat.
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1. jestlize funkce u spliiuje podminku (1.67), resp. (1.68), pak také funkce au spliiuje tutéz
podminku pro libovolné a € R;

2. jestlize funkce u, v spliiuji podminku (1.67), resp. (1.68), pak také funkce u + v splituje tutéz
podminku.

Pokud je funkcional ¥ v podmince (1.68) linedrnim zobrazenim, pak je okrajova podminka (1.68)
homogenni. Je-1i funkce ¢ v podmince (1.67) nulovd, 1) = 0, pak je také okrajova podminka (1.67)
homogenni. (Promyslete si, Ze v takovém ptipadé je podminka (1.67) s pravou stranou ve tvaru
funkce specidlnim ptipadem podminky (1.68) s pravou stranou ve tvaru funkciondlu.) To jsou
obvyklé pripady homogenni okrajové podminky.

1.3.1 Pocatecni uloha pro evoluéni linearni rovnici v jedné prostorové
proménné

Linearni rovnice byly jiz obecné zavedeny v 1.1.1. Tam byly také uvedeny jejich zakladni vlastnosti.
Uvazujme nyni specielné linearni evolu¢ni rovnici s konstantnim koeficientem u prostorové derivace,
tj. rovnici tvaru

ou ou
i +b(t,x)u+ f(t,x), (1.69)

kde a # 0, b, f : [0,00) x £ — R. Tuto obecné nehomogenni rovnici lze Fesit transformaci na
kanonicky tvar, sr. 1.1.3. Tento postup pouzijeme pouze pro rovnici homogenni. Pro feseni rovnice
nehomogenni ukazeme alternativni postup, ktery umoziuje interpretovat nékteré rysy procesu,
ktery je rovnici modelovan. Nakonec vyuzijeme skutecnosti, ze mnozina reseni nehomogenni rov-
nice tvori afinni prostor, tj. ze feSeni nehomogenni rovnice lze zapsat jako feSeni homogenni rovnice
s obecnou pocatec¢ni podminkou a feSeni nehomogenni rovnice s néjakou specidlni pocatec¢ni pod-
minkou.
Nejprve budeme fesit homogenni rovnici s obecnou poc¢ate¢ni podminkou, tj. tlohu

Ju Ju
i +b(t,x)u, prot>0, z R, (1.70)
u(0,2) = p(x), proz € R. (1.71)

Charakteristicka rovnice pfislusna k uvazované parcialni diferencidlni rovnici je

dx

dt
Reseni této obycejné diferencidlni rovnice v implicitnim tvaru je

T + at = const.

Transformace 7 = ¢, £ = x + at pfevede rovnici (1.70) na jeji kanonicky tvar

ou
9= b(r,& — ar)u.

ReSeni této rovnice (coz je v podstaté obycejna linearni homogenni rovnice zavisla na jednom
parametru &) je dano rovnosti

f b(s,—as)ds

w(r,€) = u(0,&)e®

Podle podminky (1.71) je u(0, &) = ¢(&). Reseni pocatecni tlohy (1.70), (1.71) v ptivodnich neza-
visle proménnych tedy je

i bl s,z+a(t—s))ds f b(t—s,x+as)ds
u(t,x) = p(x + at)eof ( ) = oz + at)eof .
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Integral v exponentu je vlastné k¥ivkovym integralem z funkce b ptes tsecku (¢ast charakteristiky)
spojujici body (¢, z) a (0, z + at).
PovSimnéme si jesté specialniho pfipadu rovnice (1.70), kdy funkce b je konstantni. Rovnice

s poc¢ateéni podminkou (1.71) mé FeSeni
u(t,z) = o(x + at)e’.

Hodnotu z + at mtzeme interpretovat jako polohu bodu na prostorové ose, ktery ma v ¢ase t = 0
soufadnici = a pohybuje se rovnomérné rychlosti a. Vyraz ¢(x + at) si tedy miZzeme predstavit
jako graf funkce ¢ pohybujici se rovnomérné nad vodorovnou osou. Vyraz e tento graf deformuje
ve svislém sméru. Pro b < 0 je

lim wu(t,z) =0

t—o0
pro kazdé z a kazdou ohrani¢enou poéatecni funkci ¢. ReSeni poc¢atecni tlohy pro linearni homo-
genni rovnici s konstantnimi koeficienty tedy v tomto pripadé modeluje postupujici a postupné
mizejici vlnu; tato vlna postupuje pii ¢ > 0 v zdporném sméru osy z (tj. doleva), pfi a < 0
doprava. Pro b > 0 rovnice naopak predstavuje rostouci postupujici vinu,

Snadno ovérime, ze FeSeni pocatecni tlohy pro homogenni rovnici s pocatecni podminkou
v obecném okamziku ¢ = o, tj. feseni tlohy

ou ou
%= %9 +b(t,x)u, prot>o, x€R, (1.72)

u(o, z) = p(x), pro xz € R, (1.73)

je tvaru

tigb(t—s,m-{-as)ds
u(t,z) = p(z+alt —o))e {

Nyni vyfesime nehomogenni rovnici s nulovou pocateéni podminkou, tj. tlohu

ou ou
5 = %, +b(t,x)u+ f(t,xz), prot>0, z€R, (1.74)
u(0,2) =0, pro z € R. (1.75)

Mtizeme si predstavovat, ze poc¢atec¢ni nulovy stav veli¢iny u je v prubéhu ¢asu narusovan néjakym
vlivem, ktery je popsdn nehomogenitou f. Tyto vlivy se postupné nasc¢itaji (integruji) do veli¢iny
u. Pfesnéji feceno, ofekavame, ze FeSeni pocatecéni tlohy (1.74), (1.75) je tvaru

u(t,z) = /w(t,x,a)da, (1.76)
0

kde w je zatim neznama funkce; budeme predpokladat, ze w je diferencovatelna. Tato myslenka
se nazyva Duhameliv princip.

Funkce u definovand rovnosti (1.76) spliiuje pocateéni podminku (1.75) pro libovolnou funkci
w. Budeme konkrétné funkci w hledat tak, aby funkce u splnila také rovnici (1.74).

Podle véty o derivaci integralu plati

t

ou ow ou
i w(t,z,t) + / E(t,z,a)da, e

g—:(t, x,0)do,

o

(=}
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takze po dosazeni do rovnice (1.74) dostaneme

t
ow

/ <§(t’ x,0) — ag—i)(t, x,0) — b(t,x)w(t,z, U)> do = f(t,z) — w(t,x,t). (1.77)
0

Na vyraz w(t, z, o) se mizeme divat jako na funkci dvou proménnych ¢ a « s parametrem o. Pokud
tato funkce splni pro kazdou kladnou hodnotu ¢ podminky
ow(t,z,0) ow(t,z,0)

T =a— +b(t,x)w(t,z,0), prot>o, x€R,

pak splni také rovnost (1.77). Funkce w tedy mfize byt zvolena jako FeSeni pocatecni ulohy pro
homogenni linedrni rovnici s poc¢ateéni podminkou v okamziku ¢ = o. To je tloha typu (1.72),
(1.73). Témito tivahami dostavame

t—o
b(t—s,x+as)ds
w(t,x,a):f(a,x—i—a(t—a))e{ .

Celkem méame FeSeni tlohy (1.74), (1.75) ve tvaru

a

t t—o t
| b(t—s,z+as)ds [b(t—s,x+as)ds
u(t,x):/f(a,x—i—a(t—a))eo da:/f(t—a,x—l—aa)eﬂ do.
0 0

Reseni nehomogenni rovnice s obecnou poc¢atecni podminkou je souc¢tem feSeni tilohy pro ho-
mogenni rovnici s obecnou poc¢atecni podminkou a feseni llohy pro nehomogenni rovnici s nulovou
pocateéni podminkou. Tedy FeSeni poc¢atecéni tlohy (1.69), (1.71) je tvaru

t t o
[ b(t—s,z+as)ds [ b(t—s,z+as)ds
u(t,z) = x4+ at)ed +/f(t—a,ac+aa)eo do
0
/ J b ) b )
- t—s,x+as)ds t—s,r+as)ds
= go(x—i—at)—l—/f(t—a,x—i—aa)e o do | e® .
0

1.3.2 Autonomni rovnice

af
Pokud pravéa strana rovnice (1.66) nezéavisi explicitné na c¢ase ¢, tj. pokud i 0, pak fekneme,
Ze tato rovnice je autonomni. Autonomni evoluc¢ni parcialni diferencialni rovnice prvniho rfadu je
tedy rovnice tvaru

ou

— =g(x,u,Vu). 1.78

= g (., V) (1.79)
Autonomni rovnice popisuji procesy, které jsou invariantni vzhledem k posunuti v ¢ase. Tuto

vlastnost presnéji vyjadiuje nasledujici:

Tvrzeni 3. Necht funkce u = u(t, x) je FeSenim autonomni rovnice (1.78) a ¢ty € R je libovolné.
Pak funkce v definovand rovnosti v(t, ) = u(t + tg, ) je také FeSenim rovnice (1.78), pro které
plati v(0, ) = u(to, x).

Diikaz: Nejprve si pov§imnéme, ze pro libovolné i € {1,2,...,n} je

v U
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a tedy Vv = Vu. Déle, ponévadz funkce u je feSenim rovnice (1.78), plati

ov ou
E(t’ )= E(t + to, ) = g(w, u(t + to, @), Vu(t + to,x)) = g(x,v(t, x), Vo(t,z)),
takze funkce v je také feSenim rovnice (1.78). O

Z uvedeného tvrzeni plyne, Ze poc¢ateéni podminku pro autonomni rovnici (1.78) lze bez Gjmy
na obecnosti vzdy uvazovat ve tvaru

u(0,z) = p(x), e (1.79)
Okrajové podminka pro autonomni rovnici (1.78) je opét tvaru (1.67).
Staciondrni (nebo rovnovdzné) feSeni autonomni evoluéni rovnice je takové, které nezavisi na

v . /e 4 ’ ’ u v 7 v . ’ ’
case. Pro stacionarni feseni tedy plati a9 0, coz vzhledem k (1.78) znamend, Ze staciondrni

feSeni rovnice (1.78) je funkce u = wu(x) definovand na mnoziné Q, kterd je soucasné feSenim
implicitni diferencidlni rovnice
g(x,u, Vu) = 0.

Prostorové (nebo strukturné) stabilizované FeSeni autonomni evoluéni rovnice je takové, které
v pribéhu ¢asu neméni tvar. Presnéji feceno, je to takové feseni u = u(t, x), pro které jsou grafy
funkef w(ty, -), u(te, - ) podobné geometrické utvary pro kazda dvé t1,ts € J. Jesté jinak Feceno,
prostorové stabilizované Feseni rovnice (1.78) je feSeni tvaru

u(t,x) = T(t) X (x),

kde T : J — R, X : Q — R jsou diferencovatelné funkce. Stacionarni feSeni autonomni evolu¢ni
rovnice je prostorové stabilizovanym fesenim s konstantni ¢asovou slozkou T'.

Uvazujme specidlni rovnici (1.78) takovou, Ze jeji prava strana nezavisi explicitné na prostoro-
vych proménnych x, tedy rovnici tvaru

0

5_1; = h(u, Va). (1.80)
Pfedpokladejme déle, Ze funkce h je homogenni’. Prostorov stabilizované feseni u = T'X dosadime
do rovnice (1.80) a upravime jeji pravou stranu,

T'X = h(TX,VTX)=Th(X,VX);

pritom ’ oznacuje obycejnou derivaci podle promé&nné ¢. P¥edchozi rovnost vydélime souc¢inem T'X
a dostaneme
T h(X,VX)
T X
Vyraz na levé strané této rovnosti zavisi pouze na nezavisle proménné ¢, nikoliv na @, vyraz na
pravé strané rovnosti zavisi pouze na proménnych ax, nikoliv na t. Na obou stranach rovnosti je
néjakad konstanta; oznacme ji A. Pro pr rovou slozku X fesSeni v v uvazovaném piipadé
tedy néjaka konstanta; oznac¢me ji A\. Pro prostorovou slozku X fese azované adé

plati

h(X,VX) = AX. (1.81)

Pokud tedy existuje konstanta A, Ze rovnice (1.81) ma feSeni X, pak existuje prostorové stabili-
zované feSeni rovnice (1.80). Pfitom ¢asova slozka T' spliiuje rovnici

T/

A
T

Resenim této obycejné linedrni homogenni rovnice je funkce dana predpisem T'(t) = e**. Prostorové
stabilizované feseni proto je tvaru
u(t, ) = eM X, (x). (1.82)
7Tj. pro kazdé s € R a véechna o € R, 8 € R™ plati h(ka, s8) = rxh(a, B), kdykoliv jsou obé& strany této rovnosti
definovany.
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Priklad.

Uvazujme linedrni homogenni autonomni rovnici ve dvou nezavisle proménnych s konstantnim
koeficientem u prostorové derivace

definovanou pro x € R ¢ > 0. Tato rovnice ma vzdy nulové feseni, které je feSenim stacionarnim.
Navic pro kazdé redlné ¢islo A ma tato rovnice prostorové stabilizované reseni

x

u(t,z) = e exp —é Az —/b(f)df

0

Pro A =0 je toto TfeSeni stacionarni. |

Uvazujme nyni rovnici (1.78) s okrajovou podminkou (1.67) nebo (1.68). Prostorové stabili-
zované FeSeni této pocatecni tlohy definujeme jako prostorové stabilizované feSeni rovnice (1.78),
které navic pro kazdé ¢ spliuje pfislusnou okrajovou podminku. V pripadé homogenni okrajové
podminky (1.68) plati

u(t, )|

T(t)X (z)| U(T(t)X(-)) =Tt)T(X(-)).

xzecl - xzel =

Prostorova slozka X prostorové stabilizovaného Teseni tedy splnuje okrajovou podminku
X(®)| op =¥ (X(-)). (1.83)

Pokud existuje ¢islo A a k nému existuje nenulova funkce X takové, Ze splinuji homogenni pod-
minku (1.83) a rovnici (1.81) s homogenni funkci h, pak ma okrajova tloha (1.80), (1.68) prostorové
stabilizované feSeni tvaru (1.82).

Podivejme se na tento vysledek z obecnéjsiho hlediska. Mnozina diferencovatelnych funkci de-
finovanych na mnoziné 2, které spliiuji homogenni okrajovou podminku (1.68) tvofi vektorovy
prostor. Déle mame zobrazeni (operator) A z tohoto prostoru do prostoru spojitych funkei defi-
nované vztahem

Aw)(z) = h(w(z), Vu(z)).

S timto oznadenim muZzeme rovnici (1.81) prepsat do tvaru
A(w) = lw.

Okrajova tloha (1.81), (1.83) je tak vlastné tlohou najit vlastni ¢islo a pFislusny vlastni vektor
operatoru A.

1.3.3 McKendrickova-von Foersterova rovnice

V Gvodu této kapitoly jsme odvodili, ze vyvoj vékove strukturované populace lze modelovat par-
cidlni evoluéni linedrni rovnici (1.4) spolu s poc¢dteéni podminkou (1.5) a okrajovou podminkou
(1.11); okrajova podminka m4 pravou stranu ve tvaru integralu, tj. linedrniho funkcionalu. Této
tloze se nyni budeme vénovat podrobnéji.

Uvazujme tedy tulohu

0 0
6—1; + G_Z = —p(a)u, t>0,a>0 (1.84)
u(0,a) = ¢(a), a >0, (1.85)
u(t,0) = [ B(s)ult, s)ds, t>0. (1.86)
0

39



t \‘ P
1
x(t)
\\
p(a) a 0 Y
a) b)

Obrazek 1.2: K Feseni McKendrickovy-von Foersterovy rovnice. a) charakteristiky rovnice (1.84),
b) mozny pribéh funkce @, tj. pravé strany rovnice (1.99).

Hodnoty okrajové funkce u( -, 0) pro zjednodusSeni zapisu oznac¢ime symbolem x, tj.
u(t,0) = x(t). (1.87)
Charakteristickd rovnice pfislusnd k parcialni rovnici (1.84) je

da
dt
a mé obecné feseni v implicitnim vyjadieni

a —t = const.

Charakteristiky rovnice (1.84) jsou tedy polopiimky rovnobézné s osou prvniho kvadrantu. Z toho
je také vidét, Ze charakteristiky urcené kladnou konstantou na pravé strané této rovnosti protinaji
osu a; na charakteristikach s kladnou konstantou jsou tedy hodnoty funkce u uréeny pocatecéni
podminkou (1.85). Podobné, charakteristiky urc¢ené zépornou konstantou na pravé strané uvedené
rovnosti protinaji osu ¢ a hodnoty funkce u jsou na nich uréeny okrajovou podminkou (1.86).
Situace je zndzornéna na Obréazku 1.2a).

Pro t < a zavedeme nové soutadnice 7 a & vztahy

T =1, E=a—1t.
Po této transformaci rovnice (1.84) s poc¢atecni podminkou (1.85) nabude tvar

du

= (eI u(0,6) = w(©)

Reseni této pocatecni tlohy pro obyc¢ejnou linedrni homogenni rovnici je

E+T
— [ ulo)do

u(r,§) = p(€e ¢

Navratem k puvodnim proménnym dostaneme

~ ] e
u(t,a) = pla—t)e ot . (1.88)
Pro ¢t > a zavedeme nové souradnice 7 a £ vztahy
T=t-—a, E=ay
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transformaci tohoto tvaru volime proto, aby transformovany ¢as 7 byl kladny, plynul od minulosti
do budoucnosti. Nyni dostaneme rovnici (1.84) v kanonickém tvaru a k ni pfislusnou transformo-
vanou okrajovou podminku

G = O ulr.0)=a(r)

Resenim této Cauchyovy tlohy je funkce v definovana vztahem

u(r) = atrye ",

V ptvodnich proménnych tedy

u(t,z) = z(t — a) e Ofﬂ(g)dg. (1.89)

Pro zjednoduseni zapisu dosud dosazenych vysledkd zavedeme podobné jako v tvodu kapitoly

oznaceni
— S u(§)d¢
o) = e 4% (1.90)

Ziejmé je £(a) > 0 pro kazdé a > 0. Reseni tlohy (1.84), (1.85), (1.86) rozepsané rovnostmi (1.88),
(1.89) miizeme jednotné zapsat jako

witay =47 Va—gy 1= (1.91)
z(t — a)l(a), t>a.

V tomto zapisu zustava neurcend ,,okrajova funkce“ x, jejiz hodnota vyjadiuje hustotu novorozenct
v Case t.

Funkce = zavedend vztahem (1.87) je definovéna integralem na pravé strané rovnosti (1.86),
v némz vystupuje funkce u, ktera je definovana vztahem (1.91). Z toho je vidét, ze je potiebné
integral z rovnosti (1.86) rozdélit na souéet dvou integrald,

0/5 u(t, s)ds = /5 )ds-l—t/ﬁ(s)u(t s)ds

Kazdy z téchto integrald upravime:

t

/ﬂ( tsdsf/ﬂ ot = )i(s)ds = [ Bt = 1t - Ya(€)a

0
/ﬁ tsds—/ﬂ

Celkem tak dostavame, ze funkce x je feSenim integralni rovnice

7 0E+ 1)
ds= [ B(£+1) p(&)dE.
O/ 14¢3)

t

2(t) = / B(t — E)0(t — £)x(€)de + / s + 2

0

p(£)dE. (1.92)

Tato rovnice byva v demografickych aplikacich nazyvéana spojitd Lotkova rovnice obnovy v neho-
mogennim tvaru.
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Integralni rovnici (1.92) miizeme prepsat. Oznacme:

K(t9) = 8-t -9, Fl)= [se+0t )“we)de.

Pii tomto oznaceni rovnice (1.92) nabude tvar

/tK (s)ds + F(t).

Integralni rovnice tohoto tvaru se nazyva Volterrova integralni rovnice druhého druhu.
Jiny z pouzivanych tvari rovnice (1.92) dostaneme tak, Ze oznacime

{ﬂ@)w), >0,

k(t) = .
®) 0, t < 0.

V prvnim integrélu na pravé strané rovnice (1.92) tak dostaneme konvoluci,
o0
/ k(t )dE + F(t),
0

takze integralni rovnici (1.92) miZeme pfepsat jako rovnici konvoluéniho typu
r=kxx+ F.

Z4vér: Reseni tlohy (1.84), (1.85), (1.86) je ddno rovnosti (1.91), kde funkce ¢ je definovana
rovnosti (1.90) a funkce x je FeSenim integralni rovnice (1.92).

Resenf tlohy (1.84), (1.85), (1.86) miizeme vyjadiit i jinak. Pov§imnéme si, Ze feseni této tlohy

je zuzenim feSeni okrajové tlohy
ou . ou
ot Oa

(p((—_tt))a t<0, (1.93)
[ B(s)u(t,s)ds, t>0.

0

= —p(a)u, teR, a>0

u(t,0) =

Jedna se o ulohu pro stejnou rovnici na $irs§im oboru, tvar okrajové podminky plyne z tvaru reseni
puvodni tlohy na charakteristikach. Pfimym vypoctem se miizeme presvédcit, ze feseni pomocné
ulohy (1.93) je tvaru

u(t,a) = u(t — a,0)l(a) = z(t — a)l(a).

Pro okrajovou funkci x = x(t) = u(t,0) nyni plati: pro ¢ > 0 je

0/5(5>u( 0/6 2(t — 5)ds = /ﬂtf (t — ©ale)de.

aprot <0 jex(t) = p(—t)/l(—t). Funkce x je tedy FeSenim integralni rovnice
t
ot)= [ (- €ttt - 9ale)ae, ¢ 0 (194
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s podminkou

2(t) = %, t<0. (1.95)

Rovnice (1.94) byva nazyvana homogenni Lotkova rovnice obnovy.

Rovnici (1.94) muzeme zderivovat podle ¢asu. Dostaneme

Oznacime

a vysledek prepiseme:

7(0) = 50)a(0) + [ wit - Oale)de, (1.96)

—o0

To je obyéejnd diferencialni rovnice s distribuovanym zpozdénim. P¥islusna pocateéni podminka je (1.95).

Strukturné stabilizované feseni rovnice (1.84)

Takové Feseni je podle 1.3.2 tvaru u(t,a) = e* A(a), kde funkce A je feSenim obyéejné diferencialni
rovnice (1.81). V nasem konkrétnim piipadé se tedy ptame, zda existuje ¢islo A takové, ze uloha

—A" = pla)A=XA,  a>0, (1.97)

A0) = :foﬂ(s)A(s)ds, (1.98)

ma TeSeni. Tato tloha samoziejmé ma trividlni nulové feseni A = 0 pro libovolnou hodnotu A.
Takové Teseni je ale nezajimavé; lze ho interpretovat jako model populace s nulovou hustotou,
tedy neptitomnost populace.

Oby¢ejnd linearni homogenni rovnice (1.97) mé obecné FeSeni

—da— ] u(€)de
A(a) = C exp {# = Cl(a)e ™.

Reseni je nenulové, pokud C # 0. Po dosazeni do podminky (1.98) a vydéleni konstantou C
dostaneme

1= [ B(s)l(s)e **ds. (1.99)
/

Cislo A m4 byt fesenim této rovnice. Ozna¢me jeji pravou stranu symbolem ®(\).

Predpokladejme, ze funkce S a p spliuji pfirozené podminky kladené na vékové specifickou
plodnost a tmrtnost, tedy Ze jsou to funkce integrabilni a nezaporné; funkce 3 je navic ohranicend
a kladnd na néjakém uzavieném intervalu [aq,as]. Za téchto predpokladii je ¢ nerostouci funkce
splitujici nerovnosti 0 < #¢(s) < 1 pro kazdé s > 0 a integrél na pravé strané rovnosti (1.99) je
kladny. Dale odvodime:

'(\) =— / sB(s)l(s)e”ds < 0, pro kazdé \;
0
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ozna¢ime * = sup {f(s) : s > 0} a dostaneme

_ . B A B* . B -
< B* As _ s\ __ _ . —n.
0< PN\ <p /e ds = Shrn 5% (1 —e ) =0 )\hm U 0, tj )\hm D(N) =0;
0

nakonec ozna¢ime minimum funkce 8 na uzavieném intervalu [a1, as] symbolem S, tj.
B« =min{f(s): a1 <s<az} >0,
a pro A < 0 dostaneme

az

D(N) = /5(s)€(s)e_’\sds > /B(S)E(s)e_’\sds > /5(s)€(s)e_’\sds >
0 ai

ai
az

> Bul(ag) e Nt /ds = B.l(az) e M) (ay — ay),

ay

z ¢ehoz plyne
lim ®(\) > (a2 —a1) B« €(az) lim e N — .

A——00 A——00

Celkem vidime, Ze ® je klesajici funkce, kterd na intervalu (—oo, 00) klesne od nekonec¢na k nule.
To znamena, ze rovnice

1= 3())

ma pravé jedno realné reseni. Existuje tedy jediné redlné ¢islo A takové, ze okrajové tloha (1.97),
(1.98) m4 nenulové Feseni tvaru
Ala) = Cl(a)e .

Vzhledem k faktu, ze funkce ® je klesajici, znaménko vlastniho ¢isla A je uréeno hodnotou vyrazu
B(0) = / B(s)0(s)ds,
0

viz Obrazek 1.2b). Je-li ®(0) > 1, pak A > 0; je-li ®(0) < 1, pak A < 0.
Dosazené vysledky nyni mtizeme shrnout: Rovnice (1.84) s okrajovou podminkou (1.86) ma
feSeni tvaru

u(t,a) = Cl(a)e e

pritom C' je néjaké kladné cislo, které vyjadiuje hustotu novorozenci v ¢ase ¢t = 0, A\ je fesenim
rovuice (1.99) a vyjadiuje ristovy koeficient populace.

Cviceni

V tlohéch 1-6 najdéte obecné fesSeni rovnice.
1. 22u, + y2uy =0
2. (1+ 2?)uy +xyu, =0

3. z—z+Yus+ 2+ —yuy +2u. =0
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6. ruu, +yuuy +xy =0
V tlohach 7-12 najdéte feseni okrajové tlohy.
7. 2ug +3uy =0, u(0,y) =4y
8. (z—yug + (x — 2)uy + (y —x)u; =0, u(0,y,2) =yz

9. u(z +u)u, —y(y +u)uy =0, u(l,y) = /y

10. (z + w)ug + yuy = u+y?, u(z,1) =2
11, w2 —ul =u, u(l,y) =1
12, up = —(uz)?, u(0,2) = ax

Vysledky:

1. =

(“’g ')

3. u(z,y,2) = ¥z +y - 22,2°(z — y))
4. u(:vl,:vg,...,xn):q)(ﬁ,ﬁ,...,x—">
Tr1 T2 Tn—1

5. u(z,y) = 2y + ®(2* +¢°)
6. <§7 zy + u2> = 0 (implicitni popis)

7. u(z,y) =4y — 6z
u(z,y,2) =y +yz + 2

u(z,y) = /Ty
z+y*lny
10. U($7y) == Tlny

11. (4u — (z —3)*) (4u — (z — 1)*) = 0 (implicitn{ popis)
12. u(t,z) = ax — a’t
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Kapitola 2

Rovnice druhého radu

Model Sireni drogy v Zile

Predstavme si, ze v jistém okamziku vstfikneme do zily néjaké mnozstvi drogy. Chceme modelovat,
jak se mnozstvi vstiitknuté latky v krvi méni v prubéhu casu.

Budeme uvazovat tii procesy. Molekuly drogy jednak pronikaji mezi molekuly krve, dochéazi
k difizi latky v kapaliné. Droga je také unasena proudici krvi a navic mtze dochéazet k néjaké
chemické reakci — latka se muze v kapaliné rozkladat nebo tvofit. Abychom tuto situaci popsali
matematicky, budeme si zilu pfedstavovat jako dlouhy tenky valec; jeho polomér je vzhledem k jeho
délce zanedbatelny!. Proto budeme tento vélec povazovat za jednorozmérny objekt a prostorovou
osu x ztotoznime s osou valce. V uvazovaném valci proudi kapalina.

Mnozstvi latky vyjadiime jeji hustotou (koncentraci); za hustotu budeme povazovat hmotnost
latky vztazenou k délce tiseku vélce, na kterém se nachazi. Pfesnéji: oznac¢ime-1i symbolem (¢, x)
hustotu latky v ¢ase t a v bodé = a symbolem m(¢,«, 3) mnozstvi latky v tseku valce mezi
soufadnicemi « a 3, pak budou tyto veli¢iny vazany vztahy

B
m(t,mﬁ):/u(t,x)dx, u(t,z) = lim w

Axz—0 Az
a

Probihajici chemické reakce budeme charakterizovat néjakou veli¢inou f, kterou miZeme na-
zvat intenzita reakce a charakterizovat jako mmnozstvi latky, které se prislusnou reakci vytvori
(nebo rozlozi) za jednotku Casu v ¢asti valce o jednotkové délce. Pokud latka vznikd, je intenzita
kladnd, f > 0, pokud se rozklada, je f < 0. Intenzita reakce ovSem miize zaviset na mnozstvi (tj.
koncentraci) latky a byt v kazdém bodé a v kazdém case jind, tedy f = f(¢,z,u). Pak mnozstvi
latky, které vznikne (nebo se rozlozi) za ¢asovy interval [t, ¢ + At] v tiseku valce mezi soufadnicemi

«a a (3 je dano vyrazem
t+At B

/ /f(s,x,u(s,x))dxds; (2.1)

znaménko tohoto vyrazu urcuje, zda se jedna o tvorbu nebo rozklad latky.

Diftzi vyjadiime veli¢inou g = g(¢,x), kterou nazveme difizni tok. Mizeme si ho predstavit
jako rychlost difundujici ¢astice. Pfesnéji ho definujeme tak, ze mnozstvi latky (tj. hmotnost),
které se dostane diftzi pres bod o soufadnici x za ¢asovy interval [t, ¢ + At], je rovno

t+At
g(s, z)ds;

t

1Zila samozfejmé neni dlouhy tenky valec — zily se vétvi, pramér zily i v jedné vétvi neni po celé délce stejny.
Sestavovany model tedy nelze povazovat za adekvatni, prijatd zjednoduseni ho prilis vzdaluji od reality. Presto je
uzitecny pro popis nékterych aspekti uvazovaného procesu.
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je-li tato veli¢ina kladna, jedna se o pohyb zleva doprava, je-li zaporna, pak o pohyb zprava doleva.
Do tseku valce, jehoz levy krajni bod ma souradnici o a pravy krajni bod soufadnici 3, se tedy
za Casovy interval [t, ¢ + At] diftizl dostane pies levy okraj mnozstvi latky o hmotnosti

t+At
/ g(s,a)ds
t
a pres pravy okraj se z ného dostane mnozstvi latky o hmotnosti

t+At

/ g(s, B)ds.

t

Tato interpretace predpoklada, ze g(t,«) > 0, g(t, 8) > 0; kdyby tyto nerovnosti nebyly splnény,
odpovidajicim zpisobem bychom vymeénili slova ,,do iseku” za .,z iseku“ a naopak. Celkova zména
hmotnosti latky v tiseku valce od « do § zpusobend diftzi za ¢asovy interval [¢,t 4+ At] tedy je

t+At t+At t+At

[ ot [ gmas= [ (g(s.) - gls))ds (2.2)

t t t

Celkovou zménu hmotnosti drogy v tseku zily od bodu a do bodu f zptsobenou reakci a
diftazi béhem ¢asového intervalu [t, ¢ + At] miizeme nyni vyjadiit jako soudet vyraza (2.1) a (2.2).
S vyuzitim Newtonovy-Leibnizovy formule a prvni véty o stfedni hodnoté integralniho poctu ji
upravime na tvar

t+At B t+At
/ /f(s,:c,u(s,x))dxds + / (9(s,a) —g(s, 8))ds =
b t+At ﬂt B
= / /f(s,z,u(s,z))dx—/%g(s,z)d:c ds =
Z+At , B :
— / / (f(s,a:,u(s,ac)) - %g(s,x)) dz | ds =

= / Kf(t + 1ALz, u(t + V1AL z)) — a%g(t + ﬂlAt,z)> At} dz, (2.3)

(03

kde ¢; € (0,1) je ¢islo, jehoZ existence je zarucena prvni vétou o stfedni hodnoté integralniho
poctu.

Nyni se budeme zabyvat zménou hmotnosti latky v Zile vlivem proudéni krve; tento proces
nazyvame advekce. Pfredpokladejme na okamzik, ze délkova hustota v unasené latky a rychlost v
proudéni kapaliny jsou konstantni. V takovém pripadé je vzdalenost, kterou urazi ¢astice latky od
néjakého bodu za Casovy interval délky At, rovna vAt a celkovd hmotnost latky, kterd za tento
Cas protece pres uvazovany bod, je rovna uvAt. V realistictéjsim pripadé, kdy hustota u i rychlost
proudéni v zavisi na Case a na misté, je celkové mnozstvi latky, které protece pres bod x, déno
stejnym soucinem, ovSem funkce u a v vy¢islime v néjaké ,mezihodnoté“ dvojrozmérného intervalu
[t,t + At] X [z, z + Az], kde Az = vAt. Toto mnozstvi (hmotnost) je tedy ddno vyrazem

u(t + hi At,x + ho Az)v(t + hi At, x 4+ hoAx) At,
kde hy, ha € [0,1]. Av8ak podle véty o stfedni hodnoté plati
u(t + hiAt,x + haAz)v(t + hi At, x + hoAz) = u(t, z)v(t, ) + hsAt,
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kde h3 je néjaka konstanta®. Celkova hmotnost latky, ktera protece pres levy krajni bod o uvazo-
vaného tiseku valce béhem ¢asového intervalu [t, t + At] je tedy ddna vyrazem

u(t, a)v(t, @) At + 95 (At)?, (2.4)

kde 95 je néjaka konstanta. Analogicky, hmotnost latky, kterd protece béhem uvazovaného ¢aso-
vého intervalu pres pravy krajni bod 3, je ddna vyrazem

u(t, B)v(t, B)At + 93(At)?. (2.5)

Pokud je rychlost v proudéni kladn4, tj. kapalina proudi zleva doprava, ptritece do tiseku s krajnimi
body «, 8 pfes levy krajni bod celkova hmotnost latky (2.4) a odtece z ného pfes pravy krajni bod
latka o hmotnosti (2.5); pokud by rychlost byla zaporné, tj. kapalina by proudila zprava doleva,
zaménime slova , pfitece” za ,odtece* a naopak. Zména hmotnosti latky za ¢asovy interval [t, t+At]
v useku valce od bodu o souradnici o po bod o souradnici S zptusobena advekci je rovna rozdilu
u(t, a)v(t, a) At + 92 (At)? — (u(t, B)v(t, B)At + ¥5(At)?) =
= (u(t, a)o(t,a) — u(t, B)v(t, B)) At + 94 (At)?,

kde ¥4 = 2 — 3. Tento rozdil mizeme pomoci Newtonovy-Leibnizovy formule vyjadfit ve tvaru
/ 0

- / 8—u(t, x)v(t, z)dz | At + 94(At)2. (2.6)
z

Celkova zména hmotnosti drogy v uvazovaném useku zily za ¢as od t do t + At je souctem
vyrazi (2.3) a (2.6),

5(t7 a? ﬂ? At) =

= /ﬁ Kf(t + 1ALz, u(t + 1A ) — a%(g(zﬁ + 1At x) — ult, x)v(t,x))) At] da+

«
+ 04 (AL)2.
Ze zékona zachovani hmoty nyni mtizeme vyjadrit celkovou hmotnost latky v tiseku valce od « po
[ za Casovy interval délky At
B B
/u(t + At,x)dx = /u(t, x)da + 0(t, o, B, At).
«

(03

Po dosazeni a ziejmé tpravé dostaneme

+ o (g(t + 1At z) + u(t, z)o(t, @) -

/ﬁ (u(t + At,zi —u(t, z) aax

[e3

_ f(t+ ﬂlAt,z,u(t —+ ﬂlAt,z))) do = 94AL

a limitnim pfechodem At — 0

B
/ (%u(t,x) + (,%g(t, x) + %u(t, z)o(t,z) — f(t 2, ult, x))) dz = 0.

[e3

0 0
2Tuto konstantu lze podrobnéji vyjadiit vyrazem hs = — uv + v——wuwv, kde hodnoty funkci u, v jsou vyéisleny

v né&jakém bodu dvojrozmérného intervalu [¢,t + At] x [z, z + Az].
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Usek valce od soufadnice v do soufadnice 3 byl vybran libovolné, stejné tak i ¢asovy okamzik ¢.
To znamend, ze pro vSechna x a vSechna ¢ musi platit

%u(t,x) = —%g(t, x) — %v(t,x)u(t,x) + f(t,z,u(t, ). (2.7)

Tato relace vaze nezndmou funkci w (hustotu) a neznamou funkei ¢ (difizni tok), intenzita f
probihajici chemické reakce je dana charakterem reakce. Potfebujeme tedy jesté néjak funkci g
urc¢it. Predpokladejme tedy, ze difizi se Castice presunuje z mista s vétsi koncentraci na misto
s koncentraci mensi (to je pfedpoklad celkem ptirozeny) a ze rychlost difundujici ¢astice je ptimo
umérnd rozdilu koncentraci (pfesnéji gradientu, tj. derivaci koncentrace). Tento piedpoklad byva
nazyvan Fickuv zakon. Tedy

5,
g(t,x) = —Dgu(t, x).

Kladny koeficient tmérnosti D se nazyva difuzivita; mize se ménit s ¢asem i s mistem, tedy
D = D(t,x). Dosazenim do rovnosti (2.7) dostaneme rovnici reakce-advekce-difuze

%u = % (D(t,z)%u) — %v(t,z)u + f(t,z, u). (2.8)

Tato rovnice ma byt splnéna pro kazdy cas t > 0 a kazdy bod = € R. K rovnici pfidame pocdtecni
podminku vyjadiujici koncentraci difundujici latky v pocatecnim case ¢t = 0

u(0,z) = p(x), (2.9)

kterda ma platit pro kazdé x € R.

Specialni piipady a okrajové podminky

Budeme nyni predpokladat, ze uvazovana latka v kapaliné nereaguje, tj. f = 0, kapalina je homo-
genni, v ¢ase se neméni, tj. D(t,x) = a®> = const, a proud{ konstantni rychlosti v(t,2) = const.
Obecnou rovnici reakce-advekce-diftize (2.8) tak mtzeme zjednodusit na rovnici advekce-difize
s konstantnimi koeficienty

—Uu=0a"==uU—Vv—u. (2.10)
x x

V tomto pripadé mizeme prostorovou soufadnici transformovat — zavést novou souradnou sou-
stavu, kterd je ,unasena rychlosti v“. Zavedeme tedy novou prostorovou souradnici £ vztahem

E=x— ot

Pak podle fetézového pravidla pro vypocet parcidlnich derivaci slozenych funkci plati

(6.6 = gt 6t ) = Jrut600) 5 + (e 6. 0) E5 = Lt - vued
a analogicky a struéngji (bez psani nezavisle proménnych)
Ou _0oudt 0Oudl Ou 3_2u§<@)3_2u_
Ox Otdx 00x  Of’ Ox2 Ox \ O 0€2
Dosazenim do rovnice (2.8) dostaneme rovnici difize
Qu_ a2%. (2.11)

Tato rovnice vlastné modeluje diftzi latky v neproudici kapaliné, pripadné diftzi plynu v néjakém
dlouhém valci naplnéném vzduchem nebo jinym plynem.
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Také si mizeme uvédomit, ze vedeni tepla v télese je proces analogicky diftzi — teplo také
prechazi z mista teplejsiho na chladnéjsi a prechod tepla mizeme povazovat za imérny teplotnimu
spadu (tj. gradientu nebo derivaci teploty) a orientovany opaé¢né. Jinak feceno, Ficktv zdkon
popisuje i vedeni tepla. Proto se rovnice (2.11) nazyva také rovnice vedeni tepla. V takovém
pripadé interpretujeme hledanou funkci v = wu(t,x) jako teplotu malého okoli bodu x (malého
kousku tyce, v niz je teplo vedeno) v ¢ase t. Ponékud presnéji vyjadieno: v ¢asovém okamziku ¢ je
celkova tepelna energie tseku tyce od bodu se souradnici o po bod se souradnici 8 ddna vyrazem

B
3 f - /u(t,x)dx,

[e3

kde k = 1,38 - 10~23JK ! je Boltzmanova konstanta.

Zatim jsme neuvazovali o délce zily (trubice, valce), v niz probihd diftze. Jedna z moZnosti
je uvazovat tak dlouhou zilu, Ze ,na jeji konec nedohlédneme*, matematicky feceno, pravy konec
oboru, na némz diftze probiha je v nekonecnu. Ale i v tak dlouhé zile je celkové mnozstvi difundujici
latky konec¢né, nebot do zily jsme vstiikli omezené mnozstvi drogy. Tuto podminku vyjadiime tak,
ze

oo

/u(t,:c)dz < 00 (2.12)

Zo

pfitom zg je néjaké ¢islo. Tato podminka ¥ikd, ze uvedeny nevlastni integral konverguje, nebot
hustota u je nezaporna. Odtud dale plyne, ze

lim w(t,z) =0

Tr—r 00
pro kazdy ¢as ¢, nebot funkci u povazujeme za spojitou. Podminka (2.12) se nazyva podminka
integrability nebo integrovatelnosti.

Pravy konec véalce (trubice, zily) vSak muze byt v néjaké konecné vzdalenosti, mit konec¢nou
soutfadnici zg. Tento pravy konec muze byt pro difundujici latku uzavieny, zadna pres néj nepro-
stupuje, tedy

ou

—(t,z9) =0 2.13

2 (t,20) (213)
pro kazdy ¢as t. Jind moznost je, Ze na tomto konci je néjak dan tok (probihd na ném néjaky
proces, ktery tok urcuje). Ten se mize v ¢ase ménit. Dostdvame tak podminku

ou
—(t,x0) = v(1). 2.14
2 (t,20) = (1) (2.14)
Podminky tvaru (2.13) nebo (2.14) se nazyvaji Neumannovy okrajové podminky.
Jind moznost je, Ze na pravém otevieném konci valce se latka rozptyluje do volného prostoru.
V takovém piipadé je napravo od krajnitho bodu z koncentrace (prakticky) nulova a tok, tj.
derivace hustoty podle prostorové proménné, je podle Fickova zakona timérny koncentraci nalevo

od bodu z¢ (uvnit¥ vélce). Tedy

%(t,xo) = —hu(t, zo) (2.15)

pro kazdé t; pfitom h je kladny koeficient imérnosti (pfevracend hodnota ,difusivity pies hra-
nici“). V okolnim prostoru ale nemusi byt jen nulovd koncentrace latky. Napravo od krajniho
bodu xy mize koncentrace mit v kazdém okamziku ¢ néjakou hodnotu p(t) nezévislou na koncen-
traci v trubici, napf. v disledku néjakého vnéjsiho probihajiciho procesu. V takovém piipadé je
diftizni tok pres hranici imérny rozdilu koncentraci nalevo a napravo od hranice, tedy

%(t,xo) = —h(u(t, zo) — p(t)). (2.16)
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Podminky tvaru (2.15) nebo (2.16) se nazyvaji Robinovy okrajové podminky.

Pokud rovnici (2.11) interpretujeme jako model vedeni tepla v dlouhé tenké ty¢i (dratu) po
strandch tepelné izolované, mtizeme na jejim konci udrzovat nulovou teplotu (konec tyée pfilozime
k ledu). V takovém piipadé dostaneme podminku

u(t,z9) =0 (2.17)

pro kazdy cas t. Nebo teplota na konci tyce mize byt urcovana néjakym vnéjsim nezavislym
procesem; pak dostaneme podminky tvaru

u(t, xo) = p(t). (2.18)

Podminky (2.17) a (2.18) se nazyvaji Dirichletovy okrajové podminky.
Podminky (2.13), (2.15) a (2.17) miZeme zapsat jednotnym zptisobem
ou
au(t,zg) + B=—(t,x0) = 0; (2.19)
ox
pro a = 0, f = 1 se jedna o podminky Neumannovy, pro « = h, § = 1 o podminky Robinovy a
pro @ = 1, 8 = 0 o podminky Dirichletovy. Podobné i podminky (2.14), (2.16) a (2.18) miZzeme
souhrnné zapsat ve tvaru
ou
au(t, zo) + ﬂ%(t,%) = o(t). (2:20)
Podminky (2.19) a (2.20) nazyvame Newtonovy okrajové podminky.

Analogicky muZzeme zformulovat okrajové podminky pro levy okraj oboru, na némz modelujeme
diftzi nebo vedeni tepla. Jediny rozdil je v Robinovych podminkéch, kde se zméni znaménko
u koeficientu h.

Obor prostorové proménné z ale nemusi zadné okraje mit, mize jit o néjaky uzavieny prstenec.
V takovém piipadé po probéhnuti celého prstence (uzaviené kiivky) se dostaneme do stejného
bodu, koncentrace latky v ném musi byt stejnd. Trochu pfesnéji: oznacime-li délku kiivky ¢, pak
v kazdém casovém okamziku ¢ musi platit

u(t,z) = u(t,z + 0) (2.21)

pro libovolnou hodnotu 2. Podminku (2.21) nazyvéame podminka periodiénosti nebo periodickd
okrajovd podminka.

Jesté si vSimnéme jedné skutecnosti. Pokud néjaké funkce uq, us spliuji nékterou z podminek
(2.12), (2.21) nebo (2.19), pak také libovolna linedrni kombinace téchto funkei splituje stejnou pod-
minku. Podminky (2.12), (2.21), (2.19) spliiuji princip superpozice a proto je souhrnné nazyvame
homogenni okrajové podminky.

Nejjednodussi reseni
Uvazujme jednoduchou situaci: v jednom bodé (ktery mizeme povazovat za poc¢atek soufadnic) do
kapaliny v pocateénim okamziku ,,umistime” néjaké mnozstvi A latky, kterd se bude v neproudici

~ vy

kapaliné sifit diftzi. Vyvoj koncentrace difundujici latky bude popsan rovnici

ou 5, 0%u
— =a"= t>0 R. 2.22
ot @ Ox?’ ~Hh e ( )

V prubéhu procesu zadnou latku z kapaliny neodebirame, ani ji do ni nefidavame, jeji mnozstvi
je stale stejné jako na zacatku. Musi tedy platit

/ u(t,z)de = A pro vSechna t > 0. (2.23)

— 00
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Tato rovnost vSak musi platit i na pocatku, v ¢ase t = 0, tj.

o0

A= /u(O,z)dx.

— 00

Pritom ale predpokladame, Ze na pocatku je hustota v sSude s vyjimkou bodu x = 0 nulovéa, ne-
bot veskerd latka je koncentrovdna v jediném bodé. Hustotu na pocéatku tedy pri této idealizaci
nemuzZeme povazovat za ,normalni“ realnou funkci a posledni integral za ,normélni“ integral (Rie-
manniv nebo néjaky obecnéjsi). Poc¢atedni rozlozeni latky, jeji ,,distribuci® (v hovorovém v§znamu
tohoto slova), budeme povazovat za distribuci ve smyslu Dodatku A.1. Poc¢ateéni podminku pro
rovnici (2.22) tedy napiSeme ve tvaru

u(0,2) = Ad(x), xz € R, (2.24)

kde § je Diracova distribuce.

Pokusime se ,,uhodnout® feSeni rovnice (2.22) s po¢atecni podminkou (2.24). Mtuzeme si pied-
stavovat, ze diftze probiha tak, Ze jednotlivé molekuly latky se ndhodné pohybuji a ze pravdé-
podobnost pohybu nalevo je stejna jako pravdépodobnost pohybu napravo. Koncentrace latky po
jistém case by tedy mohla mit tvar normélniho (Gaussova) rozlozeni pravdépodobnosti se stiedni
hodnotou 0. Rozptyl se vSak s ¢asem méni — na poc¢atku je nulovy a s postupem casu se zvétsuje.
Pro rozptyl 02 = o(t)? tedy plati

o(0) =0. (2.25)

Reseni rovnice (2.22) s po¢ateéni podminkou (2.24) tedy budeme hledat ve tvaru

"172
u(t,r) = A———e 2007,

V2rmo(t)

7 vlastnosti rozlozeni pravdépodobnosti je vidét, Ze pfi této volbé v kazdém case t plati

T T 1 __a?
u(t,r)de = A / ——e 200°dx = A,
/ (t,) V2o (t)
takze podminka (2.23) je splnéna. M4 byt splnéna také rovnice (2.22). Proto vyjddiime
du A 1 1 z? __e?
)= o= (0 () + —— (= (=20(t) ) (¢t 20?7 =
3760 = 7= (e 0+ o (7 (C2o0)70) )
A a2 x? 1 A e a'(t)
= —e 020 (t) | g — —5 | = —=—e 7O (2% —o(t)? ,
Vx 0 (s~ )~ T 7 o)

|

3

@(t )73 iie*% _ 2 \\_ _ 1 9 e*% -
922 " T Bz V2 o(t) 20(t)2)) 2ro(t)? ox v N

A 1 <1+ ( 27 >) —ir _ A e 1 (a? — o(t)?)
= —— r|—=—F=)]e 220 = —e 20C -0 .
V2R o (1) 200 b=
Po dosazeni do rovnice (2.22) a jednoduché tpravé dostaneme obyc¢ejnou diferencidlni rovnici pro
neznamou funkci o

&

Reseni této rovnice se separovanymi proménnymi, které splituje pocateéni podminku (2.25) je
o(t) =V2a?t. Dostavame tedy FeSeni pocatecni tlohy (2.22), (2.24) ve tvaru

5122

A w2
u(t, ZL') = m e 4aZt, (226)
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2.1 Rovnice ve dvou nezavisle proménnych linearni ve dru-
hych derivacich

Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru
0%u 0%u 0%u Oou Ou
A — +2B —+C — =F — 2.27
(50 s + 2B ) g+ O g = F (2, 50 51 (227)

kde A, B,C jsou realné funkce definované na néjaké mnoziné G C R? s neprazdnym vnitikem
a funkce F je definovana na mnoziné G x R?. Pfitom budeme piedpoklidat, ze pro kazdy bod
(x,y) € G plati

[ Az, )| + |B(z,y)| + [C(2,y)| >0,

tj. funkce A, B, C nejsou soucasné nulové. Pro kazdy bod (z,y) € G mizeme zavést matici

_ (Az,y) B(z,y)
Miz,y) = (B@c,y) c<x,y>) |

Tato matice je evidentné symetricka.
Necht (zg,y0) € G. Rovnice (2.27) se nazyva

hyperbolickd v bodé (xo,yo), je-li matice M(xg,yo) indefinitni,
parabolickd v bodé (xg,yo), je-li matice M(xp, yo) pozitivné nebo negativné semidefinitni,
eliptickd v bodé (x0,yo), je-li matice M(zo, yo) pozitivné nebo negativné definitni.

Rovnice (2.27) se nazyva hyperbolickd, resp. parabolickd, resp. eliptickd, na oteviené mnoziné
H C @G, je-li hyperbolicka, resp. parabolicka, resp. eliptickd, v kazdém bodé mnoziny H.
Ze zndmych vét z linedrni algebry plyne, Ze rovnice (2.27) je

hyperbolicka B(z0,90)* > A(z0,%0)C (w0, o),
parabolické v bodé (x0,y0) € G pravé tehdy, kdyz B(zo,y0)? = Ao, 0)C(70,v0),
elipticka B(x0,%0)? < A(0,%0)C(x0,Y0)-

2.1.1 Charakteristiky a kanonicky tvar rovnice
Budeme hledat transformaci nezéavisle proménnych, kterd rovnici (2.27) pfevede na néjaky jedno-
dussi tvar; v idedlnim piipadé na takovy, aby bylo mozné najit néjaké jeji feSeni.

Necht H C G je oteviend mnozina. Budte dale o, : H — R takové funkce, Ze

(@, )y (2, y) — oy (2, y)e (2,y) # 0

pro vSechna (x,y) € H. Pak transformace

§= Qp(xa y)’ n= lﬂ(%y) (2'28)

bijektivné zobrazi mnozinu H na otevienou podmnozinu R? a rovnici (2.27) transformuje na tvar
(vyuzivame formule pro druhé parcidlni derivace slozené funkce)

a(f, U)UEE + 2b(§a 77)“677 + C(f, 77)“”'7"7 = F(f, n,u, ufa u"?)? (229)
kde

2
a = Apl+2Bpyp,+Cpl =¢2 A(—&) —2B(—&)+C ,
Py Py

b = Apg, + B(‘Paﬂ/)y + ‘wax) + Coyiby, (2.30)

2
¢ = Ay +2BYyy + Cuy = oy A<&) 2B<&>+C |
Uy Uy
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naznacenou upravu vyrazu pro funkce a nebo c lze samoziejmé provést pouze v piipadé, ze ¢, # 0
nebo v, # 0.

Pii hledani inversni transformace k transformaci (2.28) fesime soustavu rovnic (2.28) pro ne-
znadmé x, y. Pfitom prvni, resp. druhou, z rovnic je implicitné déna funkce y; = y1(z), resp.
y2 = ya(x), pro jejiz derivaci plati

=25 resp. yh=-2=
1 (Py 9 2 'l/)y
(podle vzorce pro derivaci implicitné zadané funkce, viz napf. Z Dosld, O Dosly: Diferencidlni
poéet funkci vice proménngch. MU 1999, str. 96).
Obycejnd diferencidlni rovnice v implicitnim tvaru (neroziesend vzhledem k derivaci)

dy

M) (L) = 2Bl + Cla) =0 (2.31)

se nazyva charakteristickd rovnice parcidlni diferencidlni rovnice (2.27). Jeji Teseni se nazyvaji
charakteristiky této rovnice.

Z predchozich uvah je vidét, ze plati: Je-li rovnice (2.27) hyperbolickd, ma dvé jednoparamet-
rické mnoziny charakteristik, které jsou reSenimi obycejnych diferencidlnich rovnic

y - B(z,y) +V(B(x,y))* — A(x,y)Cl,y) y - B(w,y) —V/(B(z,y))* — A, y)Cl,y)

A(ZL', y) A(ZL', y)
(2.32)

Je-li rovnice (2.27) parabolickd, mé jednu jednoparametrickou mnozinu charakteristik, kterd je
feSenim obycejné diferencidlni rovnice

,_ Blz,y)
y = Awy) (2.33)

Je-li rovnice (2.27) eliptickd, nemé redlné charakteristiky.
Jsou-li p(z,y) = const a (x,y) = const implicitni popisy FeSeni obyéejnych diferencidlnich
rovuic (2.32), tedy charakteristik hyperbolické rovnice (2.27), pak

jsou kofeny charakteristické rovnice (2.31), takze v (2.30) dostaneme a = ¢ = 0. Kanonicky tvar
hyperbolické rovnice (2.27) je

Ugn = Fl(ga 1, u,ug, u"?)'
Priklad
Uvazujme rovnici
2, 0%u 5 0%

V této rovnici je A(x,y) = 2%, B(x,y) = 0, C(z,y) = —y?. To znamen4, ze pro kazdou dvojici
(x,y) € R? takovou, ze xy # 0, plati

B(ZL', y)2 =0> 71‘2y2 = A(ZL', y)c(xvy)

a rovnice je tedy hyperbolicka na vnitiku kazdého z kvadrantt.
Charakteristicka rovnice prislusna k rovnici (2.34) je tvaru

dy\?

2 2

.]: — - = ()-
((1.’1]) y
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7 ni vyjadiime derivaci a dostaneme dvé explicitni rovnice

d
dy _ Ly

dx z’

které maji separované proménné a jejich feseni jsou implicitné ddna rovnostmi
In|y| F In|z| = const.

Charakteristiky tedy spliuji rovnosti
o(x,y) = xy = const, P(z,y) = Y _ const.
x

Zavedeme proto nové nezavisle proménné &, n vztahy

y
E=ay, =", (2:35)

Uvnitt prvniho kvadrantu je x > 0, y > 0 a pro tyto hodnoty je také & > 0, n > 0. Transformace
(2.35) tedy pievadi vnitfek prvniho kvadrantu na sebe. Inversni transformace je ddna rovnostmi

xﬂ@,y=ﬁﬁ

Dale plati
o = o ¢ oy _ n on 1 _ [n
ar 77 &, ayizi n’ or  zz £’ oy x \¢&
takze podle fetézového pravidla je
Ou  Ou 8«5 ou 677 n ou
9r ~ ocor Tapar Ve Moy
0%u —0 —O0u nou\ On
9a? ( @77) "o ( 577) or

B 1 O0u o%u 1n
( \/25«5 NFTERIY: \fanas)
1 «E@u no‘u
Tlaygae " agan f ”\/28_772 ( \D

u P Pu P du
2 [ — [ —
5”652 ”aga +§ 2 "o

Ou  Ou 8§ dudn _
6y 8«5 ay 677 oy
0 §%+f@£ o _
o¢ URZS §on @77 dy
1 1 @u n
2E o€ | 852 - 25\[ \f € Inde
[ 1 ou n 0%u n
*(‘ agan 5Ta—+fan> ¢

582 %u  nd%u
— + .
n 0§ 9on £ 0n
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Tyto vyrazy dosadime do rovnice (2.34)

2 2 3 52 2 2 2 2
§<§HQ223U n® 0%u n8u>§ <§%+28u+7}8u)0

12219 >
* * noez " ogon e o

ocz ~ " acon T € o T T oy

a upravime

0%u ou
dn—+2n— = 0,
&n aean T,
0%u 1 0u
o&om 260
Tato rovnice je kanonickym tvarem dané rovnice (2.34). Zavedeme v ni substituci v = 2
n
dostaneme
v 1
— = —.
o6 28
Tuto parcidlni diferencidlni rovnici miizeme povazovat za obycéejnou, nebot se v ni objevuje jedin
derivace podle proménné £. Reseni této obycejné linedrni homogenni rovnice je v = /€ #(n);

pritom ¢ je ,integracni konstanta“, kterd nezavisi na proménné ¢, ale mtize zaviset na proménné
1. Dostévame tak rovnost

ou
o VEo(n),

kterou zintegrujeme podle proménné n a dostaneme

u=/E2(n) +V(&).

Funkce ® je primitivni k funkci ¢ a funkce ¥ je ,integracni konstanta“, kterda muze zaviset na
nezavisle proménné &.
Néavratem k pivodnim proménnym dostaneme obecné feSeni rovnice (2.34) ve tvaru

ue,y) = VaEg® (£) + w(ay);

pritom ®, ¥ jsou libovolné dvakrat diferencovatelné funkce jedné proménné. |

Je-li rovnice (2.27) parabolickd, pak je B> = AC. Pokud je v tomto piipadé Feseni rovnice
(2.33) implicitné zapsano rovnosti ¥ (z,y) = const, pak v rovnostech (2.30) dostaneme ¢ = 0 a
plati

e B . B
L
Je-li tedy ¢(z,y) libovolnd funkce nezavisla na funkei ¢, pak v rovnostech (2.30) dostaneme
B B2 AC — B?
b= —Byp,¢, + B ((Pzwy - Z@y"/’y) + Cpythy = (C - 7) Pythy = T@y"/’y =0.

Vétsinou stad¢i volit ¢(x,y) = x nebo p(z,y) = y. Kanonicky tvar parabolické rovnice (2.27) je
uff = FQ(&) 777 ’LL, ufa u"?)'

Priklad

Uvazujme rovnici
5 0%u 0?u 2 0%u  Ou  du
+Y st Y =
Ox oy

— —2 .
¥ oz2 xy@x@y 4 Oy? 0
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V této rovnici je A(z,y) = 22, B(x,y) = —xy, C(z,y) = y?, takze
B(z,y)* = 2%y* = Az, y)C(z,y)
a rovnice je parabolicka. Prislusna charakteristicka rovnice je tvaru

dy 2 dy
2 (9Y 2pu 2 _
. (dz) + xydx+y 0

(pozor na znaménko koeficientu u prvni derivace). Z charakteristické rovnice vyjadiime

dy — y

dz xz
Tato obycejna diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi méa reseni dané implicitné rov-
nosti xy = const. Zavedeme tedy nové nezavisle proménné &, n vztahy

E=y, n=xY.

Pak je
7 o€ o€ 577 on _n
= — = — — 1 P
‘r &’ €’ az 0’ ay ) €’ ay é-
a dale
Ou_ou  O0u_ou nou
dx  on’ oy 0¢  £0n’
0%u 5, 0%u 0%u 5 0%u 0%u 8u Pu  O%u N n* 0%u
— =&, =¢ et o o s ae Tl +—2—
Ox on Oxdy 0&0n an oy?  O& &0 &2 on?

Po dosazeni do rovnice a tipravé dostaneme kanonicky tvar dané rovnice

9%u 10u

o2 o

Tuto rovnici miizeme povazovat za obyéejnou diferencialni rovnici, nebot se v ni vyskytuji derivace
podle jediné proménné £. Polozime

ou
v = —
0¢
a dostaneme
v 1
— = ——.
0¢ 3
Tato rovnice méa feSeni
La(n)
V== ),
3
takze
ou 1
-9
%€ ().
Integraci podle proménné ¢ dostaneme u = ®(n) In& + ¥(n). Navrat k ptivodnim proménnym da

feSeni dané rovnice ve tvaru
u(r,y) = @(zy) Iny + ¥(ry),

kde ® a ¥ jsou dvakrat diferencovatelné funkce jedné proménné. |
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2.2 Linearni parabolicka rovnice s konstantnimi koeficienty

Budeme se zabyvat linedrni parabolickou rovnici ve dvou mezdvisle proménngch s konstantnimi
koeficienty, ktera je tvaru
0%u 0%u 0%u Ju Ju

27 7 27 % el il _
A 8z2+2A08z8y+C ayQJrDaszanjtFu f(z,y), (2.36)

kde A,C, D, E, F jsou redlné konstanty takové, ze |A|+|C| > 0. Pokud je funkce f na pravé strané
rovnice nulova, mluvime o homogennd rovnici, v opa¢ném piipadé o nehomogenni. Rovnice (2.36)
je parabolicka v celé roviné R2.

2.2.1 Kanonicky tvar

Charakteristicka rovnice
dy C
dz A
prislusnd k rovnici (2.36) méa feSeni implicitné dané rovnosti Cx — Ay = const. Transformace
nezavisle proménnych

§=u, n=Cr— Ay

prevede rovnici (2.36) na tvar

2
AQ‘;—{; + D‘;—z +(CD — AE)g—z + Fu= f(&n) (2.37)

(symboly f(x,y) a f(&,n) chdpeme jako obrazy bodu, ktery mé v ptvodni soustavé soufadnice
(x,y) a v transformované (&, n), nikoliv jako pfedpisy pro vypocet funkéni hodnoty).

Je-li CD = AFE, mizeme rovnici (2.37) povazovat za oby¢ejnou — na hledanou funkci u se divat
jako na funkci jedné nezavisle proménné ¢ s parametrem 7. Je to linearni rovnice druhého radu
s konstantnimi koeficienty, tedy rovnice feSitelna v kvadraturach.

Predpokladejme, 7e CD # AFE a ozna¢me

A? D F ; f(&n)

“=ep-a5° "“ep_apr ‘“cp_ap &M=

~ CD - AE"
Rovnici (2.37) tedy pfepiSeme ve tvaru

0%u ou  Ou ~
agg +bge + gy T v =FEm). (2.38)

Tuto rovnici jesté déle upravime. Zavedeme novou nezndmou funkci v = v(§,n) vztahem

v(§,n) = exp <%§ + <c Z—Z) 77) u(&,m).

(e (2
u = wvexp| o ¢ )n)

u (b N b, (o

e o0& 2" ) P\ 24 “Taa))

ou _ (F ho0 BN b, (R
oE 0&2 204 06 4a? P 2a ““4))

ou  (0v b? b b?
5 = (o (mm)) oz (- %))
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Po dosazeni do rovnice (2.38) a snadné tipravé dostaneme rovnici pro neznamou funkci v ve tvaru

9%v v

i b b?
ke g(6.1) = Flemexn (5 + (e 1 )n).

Rovnici (2.39), v niz se vyskytuje jeding parametr a prohlasime za kanonicky tvar linedrni
parabolické parcialni diferencialni rovnice druhého Tddu s konstantnimi koeficienty.

2.2.2 Evoluéni rovnice

Evolucni parcidlni diferencialni rovnice je takova, v niz jednu z nezavisle proménnych interpretu-
jeme jako cas.

Budeme se nyni zabyvat rovnicemi, v nichz je derivace hledané funkce podle ¢asu prvniho radu.
Uvazujme tedy linearni homogenni parabolickou evolu¢ni parcialni diferencialni rovnici s konstant-
nim koeficientem v kanonickém tvaru

ou 0%u

ot~ You?
Snadno ovérime, Ze tato rovnice spliuje princip superpozice, tj. funkce u = 0 je jejim FeSenim a
linedrni kombinace jejich feSeni je feSenim. Vskutku, jsou-li funkce u; = wuyi(t, x), us = ua(t, )
takové, ze

(2.40)

aul 82’&1 a’u,g 62u2
— = 5 — =
ot Ox? ot ox?
a ci, ¢y jsou libovolné konstanty, pak
( + ) aul + (’)ug 82’&1 + 82UQ 62 ( + )
—(crus + coug) = c1—— + co—=- =1« e’ = a——=(crug + caua).
gr T ot > ot Y 922 > 022 o2 T
Znaménko koeficientu « souvisi se ,smérem plynuti casu“. Vyjadiime to ponékud presnéji: Uva-
7Zujme cas T, ktery ,,plyne opacnym smérem“, tj. 7 = —t. Pak
dr 1= dt
dt Cdr’

Pro feSeni u = u(t, ) rovnice (2.40) plati

0  Oudt  Ou 0%

T a T o

To znamena, ze zména znaménka konstanty a predstavuje nahrazeni ¢asu plynouciho z piitomnosti
do budoucnosti ¢asem plynoucim z pritomnosti do minulosti.

Déle se budeme vénovat pouze rovnicim s kladnym koeficientem a. MuZeme ho proto psat ve
tvaru druhé mocniny. Jinak feceno, budeme se vénovat rovnici difize neboli rovnici vedeni tepla,
sr. (2.11).

Reseni rovnice jsme dosud chépali v obvyklém intuitivnim vjznamu: feSenim rovnice je funkce,
ktera tuto rovnici splituje ve vSech bodech svého definiéniho oboru. Toto pojeti nejprve mirné
rozsifime. Za feSeni homogenni evolu¢ni parabolické rovnice

ou  ,0%

— —a?——, (2.41)

ot ox
prot > 0 a xz € J, kde J je néjaky otevieny interval redlnych c¢isel, budeme povazovat funkci
u = u(t,z) definovanou na mnoziné H = (0,00) x J, kterd splituje rovnici pro skoro vSechna
(t,z) € H. Podrobnéji feCeno, prvni derivace funkce u podle ¢asu a druhé derivace funkce u
podle proménné x jsou integrovatelné na kazdé kompaktni podmnoziné mnoziny H (zejména tedy
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mnozina bodd, v nichz néktera z derivaci neexistuje, méa miru nula) a pro kazdou dvojici intervali
(t1,t2) C (0,00), (o, B) C J plati

ta B

ou(t,r)  ,0%ult,x) B
//( o —a 92 dzdt = 0.
t1 «

Reseni nehomogenni evolucéni parabolické rovnice

ou  ,0%u
O 2 ft,a), (2.42)

zavadime analogicky.
Reseni evolucéni parabolické rovnice s pocdtecni podminkou

u(0,2) = p(x) (2.43)
pro x € J je takové feSeni u = u(t, ), ze

li =
Jm u(t ) = e(z)

pro skoro vsechna xz € J.

Nehomogenni rovnice

Nehomogenni rovnici (2.42) s nulovou poc¢ateéni podminkou
u(0,2) =0 (2.44)

mizeme interpretovat jako popis zmény teploty v dlouhé tenké tyci, ktera méla na pocatku teplotu
nulovou a je v kazdém case t > 0 a kazdém bodé x € J zahfivana né€jakym zdrojem s ,intenzitou“
f(t,x). Tato pfedstava napovida, ze teplota tyce v Case t je uréena mnozstvim tepla, které se v ni
ze zdroje naskladalo, nascitalo, naintegrovalo za ¢asovy interval od 0 do ¢. Trochu presnéji receno,
budeme predpokladat, ze feseni takové pocatecni tlohy je dano integralem

t

u(t,x) = /w(t,:c,o)do, (2.45)

0

kde w je néjaka, zatim neznama funkce tfi proménnych. Tato myslenka je znama jako Duhameliv
princip. Funkce u definovand rovnosti (2.45) splituje poc¢ate¢ni podminku (2.44). Dale pro ni plati

t

0?u 02 O*w

@(t,z) = @/w(t,x,o)do = /w(t,x,o)do,
0 0

a podle véty o derivaci integralu zavislého na parametru plati

t t

%(t,x) = %/w(t,x,a)da =w(t,z,t) + / %(t,x,a)da.
0 0
Po dosazeni do rovnice (2.42) dostaneme
/ 0 / 0?
w(t, x,t) Jr/a—t:(t,z,a)da = az/a—;;)(t,x,o)do + f(t,x)
0 0
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a po snadné upraveé

j(aw t,a,0) gw(txa)) do = f(t,z) — w(t, z,1).

Z této rovnosti vidime, Ze za funkci w ve vyjadreni (2.45) FeSeni tlohy (2.42), (2.44) mtizeme dosadit
funkei w = w(t, z,0) chapanou jako funkci nezavisle proménnych ¢ a z, s jednim parametrem o,
ktera pii jakékoliv hodnoté tohoto parametru ¢ spliiuje rovnosti

—(t,z,0)=a? a2w(tyca) rot>caxelJ
at gzz 0P ’ (2.46)
w(o,z,0)= f(o,x), pro x € J.

Zdtraznéme jesté, Ze z provedenych tGvah nijak neplyne, ze by FeSeni tlohy (2.42), (2.44) nutné
muselo mit tvar dany rovnosti (2.45) a dale rovnostmi (2.46). Pouze jsme ukézali, Ze pokud bude
funkce w splitovat rovnosti (2.46), pak funkce (2.45) je feSenim tlohy (2.42), (2.44). Proto vy-
vstavé otazka, zda neexistuje i néjaké jiné feSeni tlohy (2.42), (2.44). Problematice jednoznaénosti
feSeni se nebudeme vénovat obecné, ale az pozdéji pro rovnice s ruznymi specialnimi doplnujicimi
podminkami.

Nehomogenni rovnice (2.42) s poéateéni podminkou (2.43) mé feseni u = u(t, z), které je tvaru
u(t,z) = v(t, z) + w(t, z), (2.47)

kde funkce v je feSenim homogenni rovnice (2.41) s po¢ateéni podminkou (2.43) a funkce w je
feSenim nehomogenni rovnice (2.42) s pocateéni podminkou (2.44). Jinak Feceno, feSeni poca-

tec¢ni tlohy pro nehomogenni rovnici je souctem feseni homogenni rovnice s ptivodni pocatecni
podminkou a nehomogenni rovnice s nulovou pocatec¢ni podminkou. Vskutku,

5} 5} 0? 0?
&u(t,x) = &v(t,x) 5 w(t,z) =a ﬁv(t )+ f(t,x)+a ﬁw(t x) =
0? 0?
= G‘ZF( (ta ZL') + w(ta ZL')) + f(t,SC) = 0’2@’“’(157:6) + f(ta ZL'),

u(0,2) = v(0,2) + w(0,2) = ¢(z) +0 = p(z)
a funkce u = v + w tedy spliiuje rovnici (2.42) i po¢étecni podminku (2.43).

2.2.3 Parabolicka rovnice na kruznici

Budeme fesit nehomogenni parabolickou rovnici (2.42) pro ¢ > 0 a € R s podatecni podminkou
(2.43). O pocatecni funkci ¢ a ,prostorové ¢asti* nehomogenity f(¢, - ) budeme ptredpokladat, ze
maji stejnou periodu ¢. Budeme pozadovat, aby FeSeni spliiovalo periodickou podminku (2.21).
Obor prostorové proménné x tedy muzeme chapat jako kruznici délky /¢, tj. kruznici o poloméru
¢/ (2m).

Takto formulovanou tlohu Ize interpretovat jako model difize v trubici délky ¢ stocené do
prstence.

Vime, Ze kazdou po ¢astech spojitou funkci ¢ s periodou ¢ muzeme vyjadrit jako trigonomet-
rickou Fourierovu radu

ap > 2km . 2kw
P(x) = 5 + Z (ak cos —= + by sin 730) ,

k=1
kde

|
Nll\?

L L
ar = /w(g)cosszﬁfdf, k=0,1,2,..., /w s1n2k77r§d§, k=1,2,....
0 0
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Reseni tilohy budeme hledat ve tvaru Fourierovy fady. Tento postup se nazjva metoda Fouriero-
vijch Tad.

Necht tedy pro skoro vSechna x € R a vSechna ¢t > 0 plati

Py 2km 2k
o(z) = 22 4 kz; (@k cos —— + Uy, sin Tﬂ-ac)

ity = o) <Fk(t) cos 2’“7% + Hy(t)sin 2’%%) ,

2 k=1
kde
4
O = %/@(5)‘303%7%(1& Fi(t %/f t,€) cos—&d&, k=0,1,2,...,  (2.48)
0
4
- %/‘P COS%—Wfd& Hi( /f (t,€) sm%—ﬁédé, k=1,2,....  (2.49)

0
Reseni alohy (2.42), (2.43), (2.21) m4 byt periodické v prostorové proménné x, hleddme ho tedy
ve tvaru

2k
u(t,x (ak ) cos —ac + by (¢) sin Tﬂ-x) , (2.50)
kde ag, a1, as,...,b1,ba,... jsou zatim neurcené funkce jedné proménné. Plati

/ oo
(21; (t,x) = a02(t) + 2 <a§C (t) cos %Tﬂz + b} (t) sin %Tﬁx) )

0%u > /2kr\? 2km . 2km
@(t,z) = *k:1 (7) <ak(t) COS T$+bk(t) S1n TZ’) N

symbol / pfitom oznacuje obycejnou derivaci podle proménné t.
Uvedené fady formélné dosadime do rovnice (2.42) a pocateéni podminky (2.43),

<a§c(t) + (2’7“)2%(1:)) COS%T% + <b;(t) + (%Z“)2bk(t)> sin %7”4 _

Fo(t) 2k 2k >
2km _ 2km Dy 2km 2k
(ak ) cos —x—i—bk( )smT,r) = +Z (@k cos Tx—l—\I/k&nTx)

oo

k=1

2 l

= + (Fk( ) cos —erHk( )sin —x
k=1
2
k=1

Véta o Jednozna,cnostl Fourierovych tad tika, Ze rovnaji-li se souc¢ty dvou Fourierovych tad, pak
se rovnaji také jejich koeficienty. Odtud plyne, Ze pro funkce ag, as,as,...,b1,bo, ... musi platit

ag(t) = Fo(t), ao(0) = o,

a%(t)qL ( / ) ak(t):Fk(t), ak(O)szk, k:].,Q,...,




To jsou pocatec¢ni tlohy pro obycejné linearni diferencialni rovnice. Jejich reseni je

t
ap(t) = @ke_(zva)zt + /Fk(s)e (2472) - ds, k=0,1,2,...,
0

bi(t) = Tye (7%) /Hk —(2) 0-9qs,  k=1,2,....

Tyto funkce dosadime do tvaru (2.50) FeSeni dané tlohy. Po tpravé dostaneme
P > 2
u(t,z) = 70 + Ze_( 7
k=1
[ (F - 2k 2k
+ / (# + ;e(%em) (t—o) <Fk(g) cos Tﬂx + Hy(o)sin 7ﬁz>> do.

0

2 2k 2k
¢ (@k cos Tﬂ-x + W sin Tﬂ-x) +

Vysledek vyjadiime jen pomoci objektu, které jsou v zadani alohy, tj. konstanty a a funkci ¢, f.
Jinak feceno, do pravé strany predchozi rovnosti dosadime vyjadieni (2.48) a (2.49) koeficientii
Dy, Uy a funkei Fy, Hy. Po upravé (piehozeni integrdlu a sumace) dostaneme

I - .
u(t,z) = /np(ﬁ) <% +%Zef(%%) f (cos %gc %x+ %ﬁsm 21{"%:10)) dé+
0

t /e
12 > —(2k79)2(1—0) 2km 2k 2km 2km
+/</f(07£) <£+£Ze ¢ cos —= fcos—g x+s n—g &sin - d¢ | do
o \o =

Tento vysledek jesté upravime pomoci souctového vzorce na tvar
e k
21€7ra 2km
e T ) teos =5 (1 — d
0= [ el ( = Z o «5)) et
0

t /¢
Lo 20 o (20) (0) (g 26T
+0/ O/f(o,f) <£+€]§e (#72) c0s — (z §)> d¢ | do.

Dosazeny vysledek Ize zapsat v prehlednéjsim tvaru: Reseni tilohy (2.42), (2.43), (2.21) je déno
souctem integrald

£

/gp x§td§+/ /fo§ (z,6,t — o)de | do, (2.51)

0

kde funkce G : R? x (0,00) — R dand vyrazem

G(x,6,t) = <1+2Ze 7 cos#(xé))

je tzv. funkce vlivu okamzitého bodoveho ziidla nebo zdroje?, struéné ziidlovd nebo zdrojovd funkce,
také Greenova funkce nebo fundamentalni resend.

3Pokud rovnici (2.41) interpretujeme jako model vedeni tepla v néjakém prstenci, pak funkce G(-,&,t) udava
rozlozeni teploty v casovém okamziku ¢, vzniké-li v tomto okamziku v bodé & jisté mnozstvi tepla.
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Reseni (2.51) dané tilohy vyslo jako soudet feSeni homogenni rovnice (2.41) s nenulovou po-
¢atecni podminkou (2.43) a FeSeni nehomogenni rovnice (2.42) s nulovou poc¢dteéni podminkou
(2.44); jedné se tedy o zvlastni p¥ipad obecného vysledku (2.47).

Jesté si povsimnéme nékolika vlastnosti funkce G, které jsou bezprostiedné evidentni, nebo je
Ize ovérit pfimym vypoctem.
e Funkce G je spojitd na mnoziné R? x (0, co).
e Je symetrickd v prvnich dvou proménnych, tj. G(z,&,t) = G(§,x,t) pro vSechny trojice
(z,&,t) € R? x (0,00).
e Funkce jedné proménné G(-,&,t) mé spojité derivace druhého fadu pro vSechny dvojice
parametri (£,t) € R x (0, 00).

e Funkce dvou proménnych G(-,&, -), je pro vSechna £ € R FeSenim rovnice (2.41), které
spliiuje podminku periodi¢nosti (2.21) pro kazdou hodnotu ¢ > 0.

e Pro vsechny hodnoty z,£ € R plati

, 1
tli{goG(zagvt) - Z

Z posledni uvedené vlastnosti funkce G plyne, ze pro feseni u = u(t, x) homogenni parabolické
rovnice (2.41) s pocateéni podminkou (2.43), které splituje podminku periodi¢nosti (2.21), plati

¢
1
i u(t.) = 7 [ pl€)de.
0

Reseni konverguje pro ¢t — oo ke konstantni funkci. Pokud tedy tlohu (2.41), (2.43), (2.21) interpre-
tujeme jako model diftize néjaké latky v uzavieném prstenci délky ¢, dostavame, Ze po dostatecné
dlouhém case se difundujici latka stejnomérné rozptyli po prstenci a jeji linedrni hustota bude
podilem jeji celkové hmotnosti a délky prstence. To neni nikterak prekvapivy vysledek; ukazuje
vsak, ze se model chova realisticky.

2.2.4 Parabolicka rovnice na piimce

Budeme hledat feSeni homogenni rovnice (2.41) nebo rovnice nehomogenni (2.42), které je defi-
novano na mnoziné [0,00) x R a pro € R spliiuje poc¢ateéni podminku (2.43). Navic budeme
pozadovat, aby feSeni splnilo podminky

0 oo
/ |lu(t, z)|dz < oo, /‘u(t,x)‘dac < o0 (2.52)
— 00 0

prot > 0.
O pocatecni funkci ¢ a o nehomogenité f budeme predpokladat, Zze maji po ¢astech spojitou
derivaci a spliuji podobné podminky

0 o0
/ lo(x)|de < oo, /|<p(ac)|dac < 00, (2.53)
—o0 0
0 o0
/ |f(t, z)|dr < oo, /|f(t,ac)|dac < 00, pro vSechna t > 0. (2.54)
—oo 0

Jinak feceno, funkce o, f(¢, ) a u(t, -) jsou v definiénim oboru Fourierovy transformace pro
kazdou hodnotu ¢ > 0; viz Dodatek A.2.

65



Homogenni rovnice s nenulovou pocate¢ni podminkou

Ulohu (2.41), (2.43), (2.52) mtizeme podle piedpokladu (2.53) nejprve transformovat na Fouriertiv
obraz a pak hledat obraz (spektrum) jejiho feSeni. Tento zpiisob hledani feSeni byva nazyvan
metoda Fourierovy transformace.

Pfi transformaci tlohy ¢as ¢ zafixujeme, budeme ho povazovat za parametr. Fourieruv obraz
funkce u(t, - ) je komplexni funkce jedné realné proménné definované piedpisem

oo

Flult, ))(€) = / u(t, z)e~ € da;

— 00

tuto hodnotu budeme struéné oznacovat symbolem (¢, ). Fourieriv obraz derivace podle para-
metru ¢ je

0 7 0 . ) 7 ) 0
F <&u(t, -)> () = / %&wfdz == / u(t, z)e *¢dx = aa(lt,g).

Ponévadz Fourierova transformace ptrevadi derivaci na nasobeni vyrazem i€ (sr. formuli (A.1) a
jeji odvozeni), je Fouriertiv obraz druhé derivace funkce u(t, - ) roven

02 . A
F gzt )) (€ = 192000, 6) = ~€a(1 ).
Fouriertiv obraz rovnice (2.41) a po¢ateéni podminky (2.43) je tedy tvaru

Sl €) = ~a’€a(1,8). (0.6) = H(6), (2.59)

kde ¢ je Fouriertiv obraz pocatecni funkce .

Nyni budeme na chvili povazovat proménnou £ za parametr a ¢as t za nezavisle proménnou, tj.
na rovnosti (2.55) se budeme divat jako na poc¢atecni ilohu pro obyéejnou diferencidlni rovnici, kde
hledanou funkci je funkce (-, &). Jedné se o ilohu pro linedrni homogenni rovnici s konstantnim
koeficientem, jeji feSeni je dano formuli

a(t,§) = p(e)e <",
To je soucasné Fouriertiv obraz feSeni poc¢atecéni tlohy (2.41), (2.43). Oznac¢me jesté
g(t,€6) = e (2.56)
a Fouriertiv obraz feSeni tlohy (2.41), (2.43) dostavame ve tvaru
a(t, &) = 4(£)g(t,§).

Vzhledem k souvislosti Fourierovy transformace a konvoluce funkci (A.3) mtzeme nyni FeSeni
ulohy (2.41), (2.43) zapsat ve tvaru

u(t,z) = (gp * g(t, ))(:c) (2.57)

Reélnd funkce g(t, -) je vzorem spektralni funkce g(¢, -) dané formuli (2.56). Ziskdme ji tedy
inversni Fourierovou transformaci (A.2):

oo

1 242 .
g(t,x) = Py / e~ el e,



Pravou stranu nejprve upravime

17 v (7 r i
— [ e retdg = — | [ emcosagde +i [ e sinagds | == [ e7 ¢ cosgde,
2 27 T

— 00 — 0O —o0 0

nebot integrovana funkce v imaginarni ¢asti je lichd a integrovana funkce v redlné ¢asti je suda.
Ve vysledném integralu zavedeme substituci a oznaceni

X
n=Vva’tf, q= :
Va3t

Dostaneme
o0 o0
1
/e_azgzt cos xéd€ = /e"72 cos qndn.
0 a’t 0

Posledni integral ozna¢ime I(g). Tedy

e cos qndn,

I
o3

zejména pro ¢ = 0 plati

™

/ ~dn / ~de = // - dnd&zo/o/re_r2drdq§:

[0,00)2
1 7 2 27 O
=z f—/<727’67T )dr =z [e*T } _ T 10y = VT
2| 2 1 im0 4 2
0

pri vypoctu dvojného integralu jsme pouzili transformaci do polarnich souradnic. Dale derivovanim
podle parametru ¢ obdrzime

d d [ T 1°°
1(q u dn= [ e " (—nsi =~ [ (=20 singndy =
dq() dq/e cos qndn O/e (—nsingn)dn 20/ ne qu7777
:l [e"sm } /e”cos d zfg]()
9 qnnzo q qnarn 5 q)-
0

Integral 1(q) je tedy FeSenim poéateéni tlohy pro obyé¢ejnou linedrni homogenni diferencialni rov-
nici

d q

to znamena, ze

Ig) = e

Navratem k proménné x dostaneme vyjadreni funkce g,

(tz)= L 1< i ) L. < $2) (2.58)
) = — = xp [ —— | . .
g T\ a2t Va2t 2V ma?t P 4a?t

Nyni mtiZzeme uzaviit, Ze FeSeni poc¢ateéni ulohy (2.41), (2.43) je déno formuli (2.57), kde funkce
g je definovana rovnosti (2.58), po dosazeni tedy

ultn) = s /Ooso@) exp (—%) .
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Pro zjednoduseni zépisu jesté zavedeme funkci G (opét ji budeme Fikat z¥idlova funkce) pfedpisem

g (z —&)?

a TeSeni ulohy vyjadfime jako nevlastni integral

oo

u(t.) = [ @G 0k (2.60)

— 00

Ulohu miizeme mirné zobecnit. Budeme hledat feseni rovnice (2.41) prot > o a v € R, kde o
je né&jaké redlné ¢islo. Poc¢atedni podminku (2.43) v takovém piipadé nahradime podminkou

u(o,z) = ¢(z). (2.61)
Necht funkce u je FeSenim takové tlohy. Polozime
v(t,x) = u(t+ o, ).
Funkce v je tedy definovana pro t > 0, x € R a splinuje podminky

Ov ou 9%v 0%u

—(t,x) = —(t + o, 2), @(t,x) = @(

g = 5 t+o,2), v(0,z)=u(o,x)=p(x).

To znamen4, e funkce v je feSenim tlohy (2.41), (2.43) a je tedy ddna integralem na pravé strané
rovnosti (2.60). Ponévadz u(t,x) = v(t — o, z), je TeSeni rovnice (2.41) na mnoziné t > o, = € R,
které splituje pocateéni podminku (2.61) ddno nevlastnim integrélem

u(t,z) = / P(&)G(x, &t — o)de. (2.62)
Nehomogenni rovnice s nulovou pocateéni podminkou

Podle 2.2.2 m& rovnice (2.42) s pocateéni podminkou (2.44) feSeni tvaru (2.45) a funkce w je
feSenim tlohy (2.46) s J = (—o00,00). Podle predpokladu (2.54) a vypoctia v predchozi ¢asti,
konkrétné podle vztahu (2.62), je funkce w spliiujici rovnosti (2.46) ddna nevlastnim integrélem

w(t,z,0) = / f(0,8)G(x, &t — 0)dE.

Dosazenim takto definované funkce w do vztahu (2.45) dostaneme feseni tilohy pro nehomogenni
rovnici (2.42) s nulovou pocéteéni podminkou (2.44) ve tvaru dvojnasobného integralu

t 0

u(t, ) :/ / f(0,9)G(x, &t — 0)dE | do, (2.63)

0 — 00

kde funkce G je definovdna predpisem (2.59).

Nehomogenni rovnice s nenulovou pocéateéni podminkou

Uvazujme nehomogenni rovnici (2.42) s poc¢ateéni podminkou (2.43) takovou, ze funkce ¢ spliiuje
podminky (2.53). Takto formulovana tloha mé podle 2.2.2 feSeni u = u(t,x) tvaru (2.47), kde
funkce v je feSenim homogenni rovnice (2.41) s poc¢ateéni podminkou (2.43) a funkce w je FeSenim
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nehomogenni rovnice (2.42) s pocateéni podminkou (2.44). Podle pfedchozich vysledki je funkce
v ddna nevlastnim integralem na pravé strané rovnosti (2.60), funkce w je ddna dvojndsobnym
integrélem na pravé strané rovnosti (2.63). Celkem tak dostédvame, ze FeSeni pocateéni tlohy (2.42),
(2.43) je ddno souétem

(oo}

u(t,xz) = / 0(&)G(x,&,t) d§+/ / f(0,9G(x,&,t — o)d€ | do, (2.64)

kde funkce G je definovina predpisem (2.59).

Jesté ukézeme, Ze toto FeSeni pocatecéni tlohy (2.42), (2.43) je jediné ve tiidé funkei, jejichz
sprostorové ¢ast* u(t, -) je v definiénim oboru Fourierovy transformace. Pfedpokladejme proto,
Ze funkce u; = uq(t,x) a ug = wa(t,z) jsou dvé feSeni pocéateéni tlohy spliiujici podminky pro
Fourierovu transformaci. Polozme u = u; — us. Pak funkce u je ze stejné tfidy funkci a splnuje
rovnosti

ou ouy Ous
O 1,0) = L (1) — 2 1,0) =

2

0%u 0%u 0%u
= a2 81.21 (ta ZC) + f(ta ZC) - (a’2 85022 (t,l‘) + f(t,l')) = GQ@(L ZC),

U(O’ ZC) = U1(0, ZC) - u2(05 ZC) = QD(ZE) - QD(ZE) =0,
takze funkce u = u(t, ) je FeSenim tlohy
ou 0%
2=
ot ox?’
u(0,z) =0, proz € R.

prot >0, z € R,

Pfitom je funkce u(t, - ) v defini¢nim oboru Fourierovy transformace. Z vypoétt provedenych diive
plyne, Ze tato funkce u je definovana formuli (2.60) s ¢ = 0, tedy v = 0. To znamen4, ze funkce
u1 a ug splyvaji na svém defini¢nim oboru.

Piiklad
Najdeme feSeni rovnice
ou o2 0?u
ot a2
na oblasti {(¢,x) : t > 0,2 € R}, které splituje poc¢ateéni podminku

0.0y for lal< e
U )x = .o
0, jinak,

—+ ru

kde € > 0.
Nejprve se zbavime reakéniho ¢lenu ru na pravé strané rovnice tak, ze zavedeme novou nezna-

mou funkci v = v(t, ) vztahem
v(t, ) = e "u(t, ),

tj. provedeme specialni pripad transformace rovnice na kanonicky tvar uvedené v 2.2.1. Pak je

ou B <3v 0%u 9%v

u(t,z) = e"v(t, ), E(t,x) = a(t,z) + Tv(t,z)> et @(t, x) = e —— (t,x)e” ri

a po dosazeni do rovnice dostaneme
0 82
(6: (t,z) + rot, x)) et = a’ 2t w)e + ro(t, x)e’.

69



Vyraz e”t je nenulovy, proto ho mfizeme vykratit. Funkce v je tedy feSenim homogenni rovnice

ov 5, 0%
— =a"—
ot Ox?
s pocatecni podminkou
1
a, x| <36,

0,7) = u(0,z)e" " =
v(0,2) = u(0,z)e {0, jinak.

Podle (2.60) a (2.59) je funkce v ddna integralem

€

o _
_ e
2vVma?t 1/

J1.

=

(x

—6)2
1a2t dg

u(t,z) =

Zavedeme v ném substituci

Pak je

2zx+e¢e

2v/2a2t
2r+¢ 20— ¢

o)== [ Hamale(Z2) e (Z)]

2x—¢e

2v/2a2t

kde @ je distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni. Dostavame tak feSeni dané tlohy
u(t,r) = e"tv(t, 1), tj.

o (25) - ()

A
V pocatecni podmince nyni zvolime speciadlné o« = —. Pak je
€

=

€

/u(O,x)dz:é/dz:A
€

pro kazdé € > 0. Pokud tedy danou rovnici interpretujeme jako model autokatalytické reakce
(rychlost tvorby reagujici latky je mérnd jejimu mnozstvi) a diftze, je poc¢ateéni mnozstvi di-
fundujici latky rovno A a toto mmnozstvi je koncentrovano v malém okoli poc¢atku, na intervalu
délky e. Pro e — 0 proto muzeme pocatecni funkci povazovat za distribuci, tj. zobecnénou funkci,
konkrétné za A-nasobek Diracovy distribuce. Déale plati

y A{¢)<2x+€) (P(Zzs)}
im — - ) - - )| =
e=0 ¢ 2v/2a2t 2v2a2t

® ( x N € ) @ ( x € )
V2a2t  2v2a%t V2a?t  2vV2a%t )

7
(=]
(O]

(i) (-3
A lim 2a2t 2 2a2t 2 A o' ( T )
V2a2t 10 n V2a2t V2a2t )’
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a ponévadz derivace distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozlozeni pravdépodobnosti je
hustotou tohoto rozdéleni, dostavame feSeni dané tlohy pro € — 0 ve tvaru

— T AT 5hae rtzirt—'12
—mme 2247 € 5 a27rte a7t (2.65)
Pro r = 0 dostavame FeSeni ve stejném tvaru, jaky mélo ,uhodnuté® feSeni (2.26) tlohy (2.22),
(2.24).

Podivejme se jeSté na interpretaci ziskaného vysledku. Funkce u dand rovnosti (2.65) je kladné
pro kazdé ¢t > 0 a kazdé = € R. Jinak feceno, za libovolné kratky cas a v libovolné velké vzdalenosti
od pocatku je koncentrace difundujici latky nenulova. To by znamenalo, ze néjaké ¢astice latky se
pohybuji nekone¢nou rychlosti, coz samoziejmeé neni fyzikalné mozné. Toto pozorovani ukazuje, ze
zjednodusujici predpoklady ptijaté pii vytvareni modelu vedou k jeho neadekvatnosti. Fyzikalni
nespravnost modelu je vSak jen teoreticka. Vzhledem k tomu, ze exponencialni funkce e®” s rostouct
hodnotou x velice rychle klesa k nule, je nenulova koncentrace v dostateéné vzdalenosti od poc¢atku
prakticky nedetekovatelna.

Pokusme se stanovit pozorovatelnou rychlost, jakou se v prostredi $iti difundujici latka vzni-
kajici autokatylytickou rekci. Necht 0 oznac¢uje minimalni koncentraci latky, kterou lze v prostiedi
detekovat, a R = R(t) ¢asové zavislou vzdélenost od poc¢atku, v niz je koncentrace rovna hodnoté
8, tj. u(t, R(t)) = . Dosazenim do (2.65) dostaneme

u(t, x)

5= Ae™t . _R(t)?
N P 4a%t )

7 této rovnice vyjadiime

R(t)? o 2ad%  4ma®8?t
g et T
a dale 5
lim (—R(t)) = 4a’r.
t— 00 t

Odtud plyne, ze pro dostatecné velky cas t je
R(t) =~ 2Va?rt, (2.66)

coZ znamena, ze pozorovatend rychlost $ifeni latky je priblizné konstantni a rovna 2va2r. |

Vlastnosti zridlové funkce

Funkce G : R? x (0,00) — (0,00) definovand vztahem (2.59) ma evidentné nésledujici vlastnosti:
e Je spojita na svém defini¢nim oboru.

e Je symetrickd v prvnich dvou proménnych, tj. G(x,&,t) = G(§,x,t) pro vSechny trojice
(x,€,t) € R? x (0,00).

e Funkce G(-,&,t) (tj. funkece G chapana jako funkce jedné proménné x se dvéma parametry
¢ a t) m4 spojité derivace druhého Fadu pro vSechny hodnoty (,¢) € R x (0, 00).

e Funkce G(-,¢, ) je pro vSechna £ € R feSenim rovnice (2.41), které splituje podminky
integrovatelnosti

0 —0o0
/ ‘G(m,f,t)‘dx<oo, / |G(m,§,t)‘dx<oo
% 0

pro kazdou hodnotu t.
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e Pro jakékoliv hodnoty & € R a t > 0 plati tli}m G(z,&,t) =0.

e Funkce jedné proménné G(0, -,t) je pro jakoukoliv hodnotu ¢ suda.

e Funkce jedné proménné 8_(0’ -, t), tj. funkce dané pfedpisem
x
oG ¢ &2
8z( &t) 4+/m(a?t)3 eXp( 4a2t

je licha pro jakoukoliv hodnotu t.

Z poslednich dvou vlastnosti, z toho, ze soucin sudé a liché funkce je funkce licha a ze integral
z liché funkce na intervalu symetrickém kolem nuly je roven nule, plyne:

Tvrzeni 4. Jsou-li ¢, x : R — R ohrani¢ené funkce integrabilni na kazdém kompaktnim intervalu,
pricemz funkce 1 je licha a funkce x je suda, pak pro funkce v, w definované vztahy

ota) = [ BOGE N wlt) = [ x(O6E.E e
plati
w0 = [ w00 =0 500 = [x©F 0.0 =0

2.2.5 Parabolicka rovnice na polopfimce

Budeme hledat feseni nehomogenni parabolické rovnice (2.42) definované na oboru [0, 00) x [0, 00),
které splnuje podminku integrovatelnosti

/ |u(t,z)|dz < oo (2.67)
0

a pro kazdé x > 0 pocateéni podminku (2.43). O pocétecéni funkci ¢ a nehomogenité f budeme
predpokladat, ze splituji ,,pravou® ¢ast podminek integrovatelnosti (2.53) a (2.54). K FeSeni téchto
tloh vyuzijeme vysledky ziskané pri feseni parabolickych rovnic na pfimce metodou Fourierovy
transformace v 2.2.4.

Ulohy s nulovou okrajovou podminkou

Budeme pozadovat, aby feSeni tlohy (2.42), (2.43), (2.67) v levém krajnim bodé intervalu [0, o)
proménné z splnovalo pro kazdou hodnotu ¢t > 0 Dirichletovu

u(t,0) =0 (2.68)
nebo Neumannovu 5
u
— =0 2.69
pe (2.69)

nulovou (homogenni) podminku.

Tvrzeni 4 ukazuje, jak tyto tlohy Fesit. Pfi feSeni rovnice (2.42) s po¢ateéni podminkou (2.43)
pro z > 0 a okrajovymi podminkami (2.67), (2.68) pro ¢t > 0 prodlouzime poc¢ateéni funkci ¢ a
nehomogenitu f(¢, -) na cely interval (—oo, 00) tak, aby to byly funkce liché. Polozime tedy

> ~ >
P(z) = #l2) r=0 ) f(t,x) = ft,z), 220, , pro libovolné ¢ > 0.
_SD(_‘CE)) T < 0) _f(t, _ZC), r < 0,
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Reseni tdlohy (2.42), (2.43), (2.67), (2.68) je pak podle (2.64) déano formuli

o0

u(t,x):/gp(f) (zgtder/ /fo§ (z,&,t —o)d¢ | do.

— 00

Tento vysledek jesté upravime tak, aby ve vyjadreni feSeni byly pouze funkce vystupujici v zadani
ulohy, tj. ,funkce bez vlnek®“. Pro libovolnou ohrani¢enou lokalné integrovatelnou lichou funkci v
plati

7w<§> G, € 1)d /w xstd5+/w G, £, t)d¢ =

- / B(E)G(x, —€,1)dE + / PGz, €, 1)dE = / B(E) (G, 6, 1) — Gla, —€, 1)) de.
0 0

Ponévadz

1 (z—¢)? (z+§)?
Glo.6.0) - Gl ~6.0) = - oxp (80 ) e (2]
B 1 2% 4 &2 2x€ —2x& 1 22+ €2\ | b x€
BN <W> <eXp 102t~ P ga2 ) Jrazi P (W) D YETA

mizeme Feseni tlohy

ou 82u
i az—l—f(tx) t>0, z>0,
u(0,z) = p(z), x>0,

u(t,0) =0, f‘u(t,x)‘dz<oo, t>0
0

pséat ve tvaru

[e'e) t )
ult, z) = / PG (., 1)dE + / / (0, €, — 0)de | do, (2.70)
0 0 0
kde . 2, 52 ¢
T . T
Gp(z,&,t) = — exp ( 1ot ) sinh YT

Analogickym postupem (funkce ¢ a f(¢, - ) prodlouzime na interval (—oo, 00) tak, aby se z nich
staly funkce sudé) odvodime, ze FeSeni tlohy

ou ,0%u

Frie a2+f(t:c) t>0, x>0,
u(0,z) = p(x), x>0,

ou

a(tO—O f‘ (t,z)|dz < oo, t>0,

tj. ilohy s Neumannovou okrajovou podminkou v levém krajnim bodé, je tvaru

u(t,x) = [ (&)Gn(z,&,t)dE + f(0,8)Gn(z, &t —o)dE | do, (2.71)
/ I\
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kde

Gn(z,&,t) = exp <z2+§2>cosh ¢ )

1
Vra?t
Snadno nahlédneme, Ze funkce Gp, Gy : (0,00)% — [0, 00) maji nasledujici vlastnosti:
e Jsou spojité na svém definiénim oboru.

e Jsou symetrické v prvnich dvou proménnych.

e Funkce Gy (-,¢,t) a Gp(-,&, t) maji spojité derivace druhého fadu pro vSechny dvojice
parametri (§,t) € (0,00) x (0, 00).

e Funkce Gp(-,¢&, -), resp. Gy (-, &, ), je pro viechna £ € (0, 00) FeSenim rovnice (2.41), které
splituje okrajové podminky (2.67) a (2.68), resp. (2.69), pro kazdou hodnotu ¢.

e Pro jakékoliv hodnoty z, & > 0 plati tlim Gp(z,&,t)=0= tlim Gn(x,&,t).
—00 —00

Ulohy s nenulovou okrajovou podminkou

Budeme hledat Feseni ulohy (2.42), (2.43), (2.67) na oboru [0,00) x [0, 00), které navic spliiuje
nenulovou (nehomogenni) Dirichletovu

u(t,0) = p(t) (2.72)
nebo Neumannovu 5
u
e v(t) (2.73)

podminku; pfitom p, v jsou néjaké funkce definované skoro vSude na intervalu [0, c0) a na tomto
intervalu integrovatetelné; funkce p je navic skoro viude diferencovateln4 . ReSeni budeme hledat
ve tvaru u(t,z) = U(t,x) + v(t,z), kde funkce U je skoro vSude diferencovatelnd podle prvni
proménné a dvakrat diferencovatelnéd podle druhé a spliiuje ptislusnou okrajovou podminku, funkce
v je zatim neurcena. Pak plati

ou oU v 0%u  0*U 0%
o T o2 to  UOW=U02)+0(02)

Po dosazeni do rovnice a pocateéni podminky

oo _ a0
ot~ ¢ 0a2

dostaneme, Ze funkce v = v(t, x) je FeSenim tlohy

v v -
5 :aQ@qu(t,x), t>0, >0,

v(0,z) = ¢(z), x>0

s nulovou Dirichletovou nebo Neumannovou podminkou. Pritom funkce ¢ a f jsou dany vyrazy

- = 0*U ou
o(x) = p(x) = U(0,2), ft,z) = f(t,x) + a2—2 (t,x) — —(t,x).
Ox ot
Snadno ovéiime, ze funkce U dand vztahem
U(t,x) = e “u(t) (2.74)
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splituje Dirichletovu podminku (2.72). V takovém piipadé je

pa) = p(2) —u(0)e™,  flt,x) = f(t,x) + (a®p(t) — 1/ (t))e.

Pokud tedy funkce ¢ a f(¢, - ) splituji podminky integrovatelnosti (2.53) a (2.54), pak také funkce
P a f (t, -) spliuji tytéz podminky. To znamend, ze funkce v je FeSenim znédmé tlohy; je dano
formuli (2.70), v niz jsou funkce ¢ a f psana s vinkou.
Funkce U dana vztahem
Ul(t,z) = ze "v(t) (2.75)

spliiuje Neumannovu podminku (2.73). V tomto pfipadé je

o(z) = ¢(z), f(t,z) = (a®(z — 2)v(t) — 2/ (t))e™

a funkce v je déna formuli (2.71), v niZ piSeme "nad symboly ¢ a f.

Volit funkei U spliiujici nehomogenni okrajovou podminku pomoci rovnosti (2.74) nebo (2.75)
je jen jednou z obecnych moznosti. V konkrétnich tlohdch mize tvar nehomogenity napovédét
,vhodnéjsi“ tvar funkce U; ,vhodnost® muze spocivat v tom, ze nehomogenita f v rovnici pro
nezndmou funkci v je néjakym zpusobem jednoduchd (nejlépe nulové), nebo v tom, ze funkci U
lze néjak (napr. fyzikalné) interpretovat.

Piiklad

Uvazujme tlohu
ou ,0%u
— =07 t>0, >0
ot~ " 922 P
u(0,z) = 0, x>0,

u(t,0) =sint, [ |u(t,z)|dz < oo, t>0.
0

Tuto tlohu mtizeme interpretovat jako popis vedeni tepla v dlouhé tyci, ktera je na povrchu izo-
lovana, na pocatku ma nulovou teplotu a na jednom konci ji periodicky zahfivime a ochlazujeme.
Lze ocekavat, ze v kazdém bodé tyce se bude teplota ménit se stejnou periodou. Ovsem vliv ko-
lisani teploty na konci tyce na teplotu ve vzdalenosti  od ného se projevi s néjakym zpozdénim,
které je tim vétsi, ¢im je vzdalenost x vétsi; v nejjednodussim ptipadé by zpozdéni mohlo byt
vzdalenosti pfimo tmérné. Amplituda kolisani teploty se musi s rostouci vzdalenosti od konce
zmensovat, a to tak, aby byla splnéna podminka integrovatelnosti. Tato tvaha vede k napadu, ze
funkce U by mohla byt tvaru
Ul(t,z) = e *sin(t — fx),

kde «, 3 jsou zatim neurcené kladné konstanty. Pti této volbé je

aa—[t](t, x) =e” Y cos(t — Sx),
0*U _ 9 o .
W(t’ z) =e **((o® — ) sin(t — Bz) + 2o cos(t — Bz)),
takze
a2g272(t, x) — aa—g(t, z) = e *(a®(a® — B%)sin(t — Bz) + (2a’aB — 1) cos(t — Bz)).

Aby byl posledni v§raz nulovy, budeme pozadovat a® = 32, 2a?af8 = 1, tedy zvolime

aﬂ\/;, U(t,z)exp(%)sin(t%).
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Dostavame tak feseni dané tlohy ve tvaru u(t,z) = U(t,x) + v(t, x), kde v je FeSenim pocéatecni
tlohy pro homogenni parabolickou rovnici na polopfimce s homogennimi okrajovymi podminkami

v , 0%v
g2 t
ot a 972 >0, x>0,
x x
v(0,x) =exp | — sin , x>0,
(©.2) p< \/2a2) <\/2a2>
v(t,0) =0, [|v(t,z)|dz < oo, t>0.
0

Podle (2.70) je tedy feSeni ulohy ddno formuli

alts) = xp (—s Yo (1= 2= ) +

N R A T W AR €
+\/m/exp (_W_ﬁ) Sln(m)coshﬁd«f.
0

Jesté si miizeme povsimnut, ze

li t,x) —Ul(t =0;
Jim (u(t,z) - U(t,2)) = 0;
feseni dané ulohy je asymptoticky ekvivalentni s ,,uhodnutou® funkci U. V odstavci 2.2.8 uvidime,
ze funkce U vyjadruje specialni pfipad prvnich dvou Fourierovych zakont vedeni tepla. |

2.2.6 Parabolicka rovnice na tuseéce

Nyni budeme hledat Feseni parabolické rovnice homogenni (2.41) nebo nehomogenni (2.42) na
oboru {(¢,z) : t > 0,0 <z < £}. O hledané funkci v budeme pfedpokladat, Ze pro kazdou hod-
notu x € (0,¢) splituje pocéatecni podminku (2.43). Dale budeme pro ¢ > 0 pozadovat splnéni
homogennich (2.19) nebo nehomogennich (2.20) Newtonovych okrajovych podminek v krajnich
bodech intervalu (0, ¢). Takovou tilohu miZzeme interpretovat jako model diftize ve vélci konecéné
délky ¢ nebo jako model vedeni tepla v tyc¢i délky /.

Zakladni myslenkou pfi feSeni téchto tloh je oddéleni ¢asu a prostorové proménné, tj. pred-
poklad, Ze feSeni lze hledat ve tvaru soucinu dvou funkci, z nichz jedna zavisi pouze na case t a
druhé pouze na prostorové proménné x. Podle tohoto postupu se tato metoda nazyva separace
proménnych, podle svého objevitele se nazyva Fourierova metoda.

Uziti metody nejprve ukazeme na jednodussi tloze — feseni rovnice s Dirichletovymi okrajo-
vymi podminkami. K jejimu feSeni staci znalost zaklada teorie Fourierovych fad. Pro reseni tilohy
s obecnymi Newtonovymi okrajovymi podminkami se vyuziva Sturmova teorie feseni okrajovych
tloh pro obycejné linearni diferencidlni rovnice druhého fadu, viz Dodatek A.3.

Dirichletova iloha

Uvazujme nejprve tlohu pro homogenni rovnici s nulovymi Dirichletovymi okrajovymi podmin-
kami

ou ,0%u
o Yo t>0, € (0,0),
u(0,z) = p(), z € (0,0), (2.76)

u(t,0) =0=wu(t¥), t>0.

O pocatecni funkei ¢ budeme piedpokladat, ze je nenulova®*. Pak také feseni u musi byt nenulova
funkce.

4Poznamenejme, Ze pocateéni funkce ¢ nemusi spliiovat okrajovou podminku ¢(0) = 0 = ¢(¢), ponévadz po
feseni nepozadujeme, aby spliiovalo rovnici a podminky vsSude, ale staci, aby je spliiovalo skoro v§ude, sr. str. 60.
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Reseni tlohy (2.76) budeme hledat ve tvaru soucinu funkci, z nichz jedna zévisi pouze na case
t a druh& pouze na prostorové proménné z, tj.

u(t,x) = T(t) X (x);
obé funkce T, X musi byt nenulové. Toto vyjadfeni dosadime do fesené rovnice. Dostaneme
T'X =a®TX",

kde ' oznacuje obycejnou derivaci funkce podle jeji jediné proménné. Tuto rovnost vydélime sou-
¢inem a’TX,

T/ X//

a?T X'
Vyraz na levé strané zavisi pouze na proménné ¢, vyraz na pravé strané pouze na proménné zx.
Jinak feceno, vyraz na levé strané nezavisi na proménné x a proto ani vyraz na pravé strané
nemuze na x zaviset. Obé strany rovnosti jsou tedy konstantni. Oznac¢ime jejich hodnotu jako —A\.
Dostaneme tak dvé obycejné diferencialni rovnice

TI XI/
—— =—A — =\ 2.77
a?T ’ X ( )
Vénujme se nejprve druhé z nich. PrepiSeme ji ve tvaru
X"+ AX =0. (2.78)

To je obycejna linearni homogenni rovnice druhého fadu s konstantnim koeficientem. Z okrajové
podminky v tloze (2.76) plyne, ze

TH)X(0)=0=T()X(¥),
coz je mozné splnit jen tak, ze funkce X, tedy feSeni rovnice (2.78), splituje okrajové podminky
X(0)=0= X (). (2.79)
Pokud je A < 0, mé rovnice (2.78) obecné feseni tvaru
X(x) = AeV=AT 4 Be~V AT,
Prvni z okrajovych podminek (2.79) klade na integra¢ni konstanty A, B omezeni
A+B=0

a druhd z nich omezeni

AeV™r 4 Be VA =0,
7 prvni rovnosti dostaneme B = —A a po dosazeni do druhé dostaneme

0=A (e‘/:\é _ e—mf) — 2Asinh VL.

Avsak hyperbolicky sinus ma hodnotu 0 jediné pro argument rovny 0 a v/—X¢ > 0. Musi tedy byt
A =0 a v dusledku toho i B = 0. To znamen4, ze v piipadé A < 0 m4 tloha (2.78), (2.79) pouze
nulové, tj. nevyhovujici feseni.

Pokud je A = 0, pak je feSenim rovnice X’ = 0 linedrni funkce

X(x) = Ax + B.

Prvni z podminek (2.79) d4& B = 0 a druha z nich nasledné A = 0. V ptipadé A = 0 opét nemd
uloha (2.78), (2.79) vyhovujici FeSeni.
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Pokud je A > 0, pak m4 rovnice (2.78) obecné Feseni
X (z) = Acos VAz + Bsin V.
Podminka X (0) = 0 d4 A = 0. Poté podminka X (¢) = 0 vede k rovnosti
0 = Bsin VAL

Abychom dostali nenulové feseni, musi byt B # 0 a tedy sin v/ A ¢ = 0. Z této goniometrické rovnice

7 w7z

plyne, ze V¢ = kr, kde k je néjaké celé ¢islo. Ponévadz A > 0 a £ > 0, musi byt také k& > 0.
Dostavame tak mozné hodnoty konstanty A. Oznacme je

k2
T

Uloha (2.78), (2.79) mé nenulové feseni pouze pro hodnoty A = \x; zapi$me ho v obecném tvaru
k
Xi(x) = Apsin %x

Nalezenou hodnotu A\, dosadime do prvni rovnice (2.77). Dostaneme obyéejnou linedrni homo-
genni rovnici
kra\’
T=—(—| T
(%)

ra\2
Tk(t) = Bkei(kT) t.

kterda méa obecné fesSeni

Soucin funkci X, T) oznac¢ime uy. Dostavame tak nekonecénou spocetnou mnozinu feseni

ug(t, x) :Cke_(kT) tsin%x, k=1,2,....

Kazda z téchto funkei spliiuje rovnici a okrajové podminky v tloze (2.76). Ponévadz je feSena
rovnice homogenni, plati princip superpozice, a proto také linedrni kombinace funkei uy spliuje
rovnici a okrajové podminky uvazované tlohy. Reseni tedy muzeme formélné zapsat ve tvaru fady

u(t,x) = Zuk(t,x) = Z C’ke*(,%a)a5 sin k%:c (2.80)
k=1 k=1

Z pocateéni podminky v tloze (2.76) dostaneme nyni rovnost
Nt km
olx) = ; Cl sin -

kterou muzeme precist tak, ze pocatecni funkce ¢ ma Fourieriv rozvoj do sinové rady. Pak kon-
stanty C} jsou Fourierovymi koeficienty funkce ¢ vzhledem k ortogondlnimu systému funkci

ot
in—ux ,
t k=1

a to znamena, ze je mizeme vyjadiit ve tvaru

Cy =

N

£
k
JEGES=
0
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Nekone¢nd fada v rovnosti (2.80) jakoZto Fourierova fada konverguje absolutné a lokalné stejno-
mérné. Proto mzeme feSeni tlohy (2.76) upravit

oo

‘
:Z %/(p(g)sink%fdf e_(%)%sinl{%x:
0

k=1
/ 2 o k k
kﬂa ™ . ™
:/cp ZZ 75 s1n7zd§.
0 k=1
Oznacime-li nyni
Gla€,1) = 2 ie*(%)%' M e sin T (2.81)
x = - in —¢ sin —x .
Y ) [ — [ [ )
miizeme FeSeni Glohy (2.76) psat ve zndmém tvaru
¢
u(t.a) = [ PG € e (2.82)
0

Opét zformulujeme nékolik evidentnich vlastnosti funkce G : [0, £]? x [0, 00) — R:
e Funkce G je spojitd na mnoziné (0, £)? x (0, 00).

e Je symetricka v prvnich dvou proménnych.

Funkce jedné proménné G(-,&,t) ma spojité derivace druhého fddu pro vSechny dvojice
parametri (§,t) € (0,€) x (0, 00).

Funkce dvou proménnych G(-,&, -), je pro vSechna £ € (0, /) feSenim rovnice (2.41), které
splnuje nulové Dirichletovy okrajové podminky pro kazdou hodnotu .

Pro vSechny hodnoty x, ¢ € [0, £] plati tlim G(z,&,t) =0.
—00

Reseni tulohy pro nehomogenni rovnici s nulovymi Dirichletovymi okrajovymi podminkami

ou 82u
i 82+f(t$) t>0, e (0,4,
u(0,z) = p(x), z € (0,0),

u(t,0) = 0= u(t,?), t>0.
je podle Duhamelova principu dano souctem

0 t

¢
/(p (x,&,t) d«f—i—/ O/f(a,f)G(ac,«E,t—a)dE do.

0 0

V pripadé tlohy pro nehomogenni rovnici s obecnymi Dirichletovymi okrajovymi podminkami

ou_ 00
ot~ " or2
u(0,z) = ¢(z), z € (0,0),

u(tao)_ﬂo() (t E) ()’ t>0
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muzeme FeSeni hledat ve tvaru

u(t,z) = U(t, z) + v(t, x),
kde funkce U spliuje okrajové podminky. Ziejmé staci funkci U volit jako linedrni v proménné z,
tj.

U(t,z) = po(t) + Mz.

Funkce v je pak fesenim tlohy s nulovymi Dirichletovymi okrajovymi podminkami
o 0% (1) — (1)

00,2) = p(a) — o(0) - L0 e 0,0)

v(t,0) =0 =wv(t,0), t>0.

Priklad
Najdeme feseni homogenni parabolické rovnice
ou 0%
el
ot Ox?
prot > 0az € (0,¢), které spliuje konstantni po¢ateéni podminku
u(0,2) = ug
pro z € (0,¢) a konstantni Dirichletovy okrajové podminky
u(t,0) =0, u(t,l) = uy

prot > 0.

Tuto Glohu 1ze interpretovat jako model chladnuti tyce délky ¢, kterd byla na poc¢atku zahrata
na teplotu ug, na jejim levém konci udrzujeme nulovou teplotu a na pravém teplotu u;. Ty¢ je
na svém povrchu tepelné izolovand, takze na jejim povrchu nedochézi k vyméné tepla s okolnim
prostiredim.

V daném pripadé okrajové podminky spliuje funkce

u
Ut,x) = L.
l
Hodnoty této funkce nezavisi na case, takze TesSeni tlohy je tvaru
u
u(t,z) = o + vt 2),

kde funkce v je fesenim tlohy

2
%:ﬁ%, t>0, z€(0,0),
v(0,2) = up — Ex, x € (0,0),

1
v(t,0) =0=wo(tL), t>0.

Podle obecnych vysledka je

‘
2 = za) k k
/ uy — —5 7 Z (%%2) "t gin %5 sin %zdx =
4 k=1
‘

2 > _(m)Qt, km Ul . km
—E;e B sin Em (uo gﬁ)sm K«Ed«f.

0
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Integral vypocitame ,per partes“,

/ Uy

L L
km Uy Y4 km
[ (= T sin Fede =~ | (0 ) os 5]§O_TH cos g 8=
0 0

4 l
— H((uo — uy) cos km — ug) = o (1o — (up — ur)(=1)¥)..

Dostavame tak feseni dané tlohy vyjadiené ve tvaru

2 o= ug — (ug — —1)k ra
u(t,x) = %CU + = Z to =l km)( ) e (47
k=1

Obecna Newtonova uloha

Uvazujme nejprve tillohu homogenni, tj. homogenni rovnici (2.41) s homogennimi okrajovymi pod-
minkami (2.19) na intervalu (0, ¢). Hledame tedy FeSeni tlohy

0 0?
a—$:a2a—£, t>0, z€(0,4),
u(0, ) = p(x), z € (0,0), (2.83)
apu(t,0) + ﬁo (t 0) =0=ayu(t?)+ 61 ( 0), t>0.

O pocatecni funkci ¢ opét predpokladame, Ze je nenulové, a proto i Feseni ilohy musi byt nenulové.
Nejprve separujeme proménné, tj. predpokladame, Ze feSeni ma tvar

u(t,z) = T(£)X (z). (2.84)

Toto vyjadreni dosadime do dané rovnice a upravime tak, ze na pravé strané ponechame pouze
funkeci X a jeji derivaci. Dostaneme rovnost

T/ X//
2T~ X'
jejiz leva strana nezavisi na proménné x a prava nezavisi na proménné ¢; vyrazy na obou stranach
jsou tedy rovny néjaké konstanté, kterou opét oznacime —\ a dostaneme dvé rovnice
TI XI/
=\, = 2.85
a?T X ( )
Druhou z nich prepiseme do tvaru obycejné linearni homogenni rovnice druhého fadu s konstantnim
koeficientem
X"+ AX =0. (2.86)

Vyjadfeni (2.84) feSeni tlohy (2.83) dosadime do okrajové podminky. Dostaneme rovnosti
Oé()T(t)X(O) + /B()T(t)X/(O) =0= OélT(t)X(f) + ﬁlT(t)X/(f),

které maji byt splnény pro libovolnou hodnotu ¢ > 0. Odtud plyne, Ze feSeni X rovnice (2.86)
splnuje okrajové podminky

CY()X(O) + ﬁ()XI(O) =0= OélX(f) + ﬁle(f) (287)

Uloha (2.86), (2.87) pro obyéejnou linearni rovnici druhého fadu s parametrem A a homogen-
nimi okrajovymi podminkami je Sturmovou-Liouvilleovou tilohou, sr. Dodatek A.3.2. Podle Véty 2
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existuje rostouci posloupnost vlastnich ¢isel, z nichz nejmensi je vétsi nebo rovno 0. Pfimym vy-
poctem se mizeme piesvédcit, ze 0 je vlastnim ¢islem tlohy (2.86), (2.87) pravé tehdy, kdyz
a1fo — apP1 = apaa L.
V takovém pripad€ oznac¢ime )y = 0; pfislusna vlastni funkce vy je linearni,
vo(xz) = anx — arl — P

Pro zjednodusSeni (sjednoceni) zdpisu zavedeme mnozinu indexii
{071527"'}5 alﬂo 70‘051 :05004167

I (2.88)
{1,2,3,...}, aifo — aofr # aparl.

Resenim Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (2.86), (2.87) dostaneme posloupnost vlastnich ¢isel \; a k
nim prislusné vlastni funkce vy, k € I. Dostavame tak spocetné mnoho feseni

Xi(z) = vi(z), kel

okrajové tlohy (2.86), (2.87).

Nalezené hodnoty Ag, k € I dosadime do prvni rovnice (2.85). Dostaneme tak obycejné linearni
homogenni rovnice

T = —a’\, T, kel,
jejichz obecné Teseni je tvaru
2
Ti(t) = Cre™® Akt

Po dosazeni funkci X, T) do vyjadieni (2.84) hledaného feSeni tlohy pro parcidlni diferencidlni
rovnici dostaneme spocetny systém funkci

up(t,x) = Ty () Xp(x) = Ckefa%“tvk(if), kel,

z nichz kazda je feSenim dané rovnice a splituje piislusné okrajové podminky z tdlohy (2.83).
Ponévadz rovnice i okrajové podminky jsou homogenni, a tedy spliuji princip superpozice, mizeme
feSeni této ulohy psat ve tvaru nekonec¢né rady

u(t,z) = Z Cke_“2)"“tvk(x) (2.89)
kel
se zatim neurcenymi koeficienty Cy, k € I. Ty ziskdme z dosud nevyuzité pocateéni podminky
p(z) = u(0,2) = > Crvg().
kel

Z tohoto vyjadreni je vidét, ze konstanty C} jsou Fourierovymi keficienty funkce ¢ vzhledem
k ortogonalnimu systému vlastnich funkci {vg},;, tedy

L

/ P(E)ur (€.

0

1

Ch=——
o

Tyto koeficienty dosadime do rovnosti (2.89) vyjadfujici feSeni a upravime ji na tvar

4
ult, @) = / o(6) S B g
0

2
kel ”Uk”
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Dosazeny vysledek shrneme: Reseni tlohy (2.83) je d4no integralem

l
ut,z) = | p(§)G(x, &, t)dS;
/

pfitom funkce G : [0, /] x [0,00) — R je definovana nekonecnou fadou
G, 1) = 3 P ot
kel ”Uk ”

kde A jsou vlastni hodnoty a vy, jsou pFislusné vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (2.86),
(2.87), indexové mnozina I je zavedena vztahem (2.88).

Ztidlova funkce G' mé vlastnosti:
e Funkce G je spojitd na mnoziné (0, £)% x (0, 00).
e Je symetricka v prvnich dvou proménnych.

e Funkce jedné proménné G(-,£,t) mé spojité derivace druhého Fadu pro vSechny dvojice
parametri (§,t) € (0,¢) x (0, 00).

e Funkce dvou proménnych G(-,&, -) je pro vSechna & € (0,¢) feSenim rovnice (2.41), které
spliiuje homogenni Newtonovy okrajové podminky

oG oG
a0G(0,&8) + o5 -(0,6,8) = 0= a1 G(L,€, 1) + P15 (6,6, 1)
pro kazdou hodnotu ¢ > 0.
e Pro vSechny hodnoty z, ¢ € [0, ¢] plati

3 (a3x€ — ar(z + &) (ar + B1) + (1 + B1)?)
Jlim G(x,6,t) = (a1 4361 (a1 + 1)) ’
0, a1 o — apfr # apanl.

a1 — apfr = apard,

Reseni ulohy pro nehomogenni rovnici s homogennimi Newtonovymi okrajovymi podminkami

%:agl—i—f(tx) t>0, e (0,4,
u(0,z) = o(x), z € (0,0),
aou(t,0) + ﬂoa (t,0) =0 = aqu(t,f) + 51%(15,6), t>0
je podle Duhamelova principu dano souctem
¢ t /e
uta) = [ o©0e 06+ [ | [ 1096061 - o) | an
0 0 \o

V pripadé dlohy pro nehomogenni rovnici s nehomogennimi Newtonovymi okrajovymi pod-
minkami

ou 82
i a2+f(zfa:) t>0, z€(0,4),
u(O,z) = 90(:6)7 T e (076)7
aou(t,0) +ﬂo (t 0) = po(t), aqu(t,?) +ﬂ1 (t ) = up(t), t>0
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muzeme Feseni hledat ve tvaru

u(t,z) = U(t, z) + v(t, x),

kde funkce U spliuje okrajové podminky. Funkce v je pak fesenim tlohy pro nehomogenni rovnici
s homogennimi Newtonovymi okrajovymi podminkami

ov 0% , 02U ou

5 =0 @—i—a W(t,x)—a(t,x)—i—f(t,x), t>0, xe(0,4),
v(0,2) = ¢(z) — U(0, ), x € (0,4),
0 0

aov(t,0) + o (£,0) = 0 = crv(t, £) + By (¢, 0), t>0.

Funkeci U lze volit ve tvaru

o fio(t) — avopi () Bopa(t) — Brpo(t) — Laapuo(t)

Boor — Brog — aomfz Boor — Brog — avparl boor = froa # anaul,

Bopa (t) — Brpo(t) — arlpg 22 ,uo(t)x Boar — Brag = agarl,
Bol(orl + 251) Bo Bol(al +2B1) # 0,

U(t,z) =

041#0(15) — aoul(t) exp <%z> + M1(t)7 Bo # 0 = Boar + Prao,
2090 Bo o

atiot) = com(®) o, (2, sall) Bo=0=f1 +onl.
oo L a1

(2.90)
Zejména pro ag = a1 = 1, Sy = 1 = 0 (Dirichletovy podminky) dostaneme

_ ma(t) = po(t)
¢

apro ag=a1 =0, By = f1 =1 (Neumannovy podminky)

Ult, ) 2+ po(t)

Ult,z) = %/0(%2 + po(t)z.

V pripadé ag = —a1, fo = 1 = 1 (Robinovy podminky) lze polozit

_m@+polt) ) = po) Faokuet) g,

Ult,z) 2 — agl ap(2 — apl) ’
a
Ut,r) = 7@(15)2—;—0;;1(15) e®0r — u;—(ot), pokud ag = 2/.
Je-li mozné funkei U volit jako linedrni ve druhé proménné x (tj. pokud Soa1 — Brag # aparl),
pak je % = 0 a nehomogenita Tesené rovnice se ponékud zjednodusi. Pokud navic okrajové
podminky nezavisi na Case, tj. pug = const, u; = const, pak také %—Itj = 0 a funkce v je fesenim

puvodni rovnice.

2.2.7 Pocatecni tlohy pro parabolické rovnice — shrnuti

V odstavcich 2.2.3-2.2.6 jsme nasli feSeni nehomogenni parabolické rovnice (2.42) s podatecni
podminkou (2.43) v nékolika specidlnich pfipadech. Nalezené feSeni tlohy

ou  ,0%u

— =a’— t t

5 =% 32 + f(t,x), >0, z € J, (2.91)
u(0, z) = (), x € J,
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kde J je néjaky omezeny nebo neomezeny interval redlnych cisel, které navic spliuje néjaké ho-
mogenni okrajové podminky, je tvaru

t

u(t, x) :/ga(é)G(:c,f,t)déJr/ /f(o,f)G(z,&,t—J)dé do. (2.92)
7

J 0

Z¥idlovéa (Greenova) funkce G : J% x (0,00) — R je urcena intervalem J a okrajovymi podminkami.
V Tabulce 2.1 jsou uvedeny zfidlové funkce v nékterych specialnich pripadech.
Reseni tlohy (2.91) s nehomogennimi okrajovymi podminkami Ize hledat ve tvaru

u(t,z) = U(t,z) + v(t, x),

kde funkce U : (0,00) x J — R spliuje okrajové podminky a funkce v je feSenim tlohy

ov 2821) -
5 = ¢ ?—l—f(t,x), t>0, zeJ,
u(0, ) = ¢(z), x € J,

s homogennimi podminkami stejného typu; pritom

f(t,x) = f(t,x) + anTg(t,x) — aa—(t](t,x), o(x) = p(z) = U(0,z).

Volba funkce U neni nijak apriori dana, tvary zavedené rovnostmi (2.74), (2.75) nebo (2.90) pro
specidlni intervaly J a specialni okrajové podminky jsou jenom jednou z moznosti.

Jesté si pfipomenime, Ze pro témér vSechny ziidlové funkce G uvedené v Tabulce 2.1 (vyjimkou
je funkce G pro homogenni Neumannovu tilohu na tisecce), plati vztah

tlim G(z,&,t) = 0 pro viechna (z,&) € R2.
—00

To znamend, ze po ,dostatecné dlouhém case“ bude hodnota prvniho integralu na pravé strané
rovnosti (2.92) zanedbatelna. Jinak Feceno, FeSeni tlohy (2.91) v ,dostatecné dlouhém Casovém
horizontu® nezavisi na pocatecni podmince, v pribéhu ¢asu vymizi informace o pocatku. Systém
s takovou vlastnosti — jeho vyvoj za dlouhy casovy interval nezavisi na pocateénim stavu — se
nazyva ergodicky.

2.2.8 Uloha bez pocateénich podminek

Dosud jsme hledali feSeni parabolické rovnice (2.41) nebo (2.42), které spliiovalo néjakou pocéatecni
podminku, tj. znali jsme stav v pocatecnim case t = 0. Tato informace vSak nemusi byt vzdy
dostupné — pokud navic proces popsany parabolickou rovnici pozorujeme v ¢ase dlouho od jeho
zacatku. Vzhledem k ergodi¢nosti vSak pocatecni stav nemé na vyvoj systému uz néjaky podstatny
vliv.

Konkrétné: Teplota na zemském povrchu v pritbéhu dne i v pribéhu roku kolisa. Toto kolisani
Ize v prvnim piibliZzeni povazovat za periodické. Budeme modelovat Sifeni periodickych teplotnich
zmén v zemi, kterou budeme povazovat za homogenni poloprostor; budeme ho charakterizovat
jedinou soutradnici x, hloubkou pod povrchem. P#i mnohonasobném pravidelném opakovani tep-
lotnich zmén na povrchu bude vliv pocatecéni teploty mensi, nez vlivy, které zanedbavame (napt.
nehomogennost piidy, odchylky od pfesné periodi¢nosti priibéhu povrchové teploty a podobné).

Teplotu v ¢ase ¢ a v hloubce x ozna¢ime u(t, ). Vnitini zdroje tepla v pidé (napt. geotermalni
energii) neuvazujeme. Proto bude vyvoj teploty popsan homogenni parabolickou rovnici

ou 0%
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interval J okrajova podminka G(x, & t)
(—00, ) u(t,z) = u(t,x +£) % <1—|—2 > e (ZF)%t g %TW(JT—E))
k=1
0 %) 67(1*2522
—00, 00 u(t,x)|dr < oo, [ |u(t,z)|dr < oo —_—
(—o0,00) | [ ult,2)] [ Jult, )] 2v/ma?t
o 7m2+£2 g
: e 4a%t T
(0, 00) u(t,0) =0, b/ |lu(t, z)|dz < oo e sinh 537
z24¢2
ou eo e a2t x€
(0, 00) g(t,O) =0, g lu(t, z)|dz < oo T cosh 5037
(0,0) u(t,0) =0 = u(t,f) 2 > o= (45°) t gin klg sin k—ﬂx
=) ] ]
ou . Ou 1 X —(kme)? km km
(0,0) %(t,O) =0= %(t,ﬁ) 7 (1+2kz_:le c) " cos 7§cos -
. Ou X (@kthma)?y (2k+ 1) (2k+ 1)
(0,0) u(t,0)=0= . (t,0) kE::oe 7 sin —7 &sin 5%
ou o 2 X (ke 2k + 1)m 2k + 1)m
(0,0) g(t,O)—O—u(t,f) 7 de 7 57 & cos 57

0




o= (t.0) = —hu(t, 0)

L8
yod :1°g eqMmqe],

TURAOYRT

(t,0) = hu(t,0), 0 (t,€) = —hu(t, )

S (h2 + )\;9)

—a2/\kt . .
kZ::l —ah? )+ 57,¢ sin /i€ sin V1,

i jsou kladné kofeny rovnice v A = —htg (\/Xﬁ)

2 —a At
kz::1 —ah? )+ 57,¢ cos v A€ cos VA,

Ak jsou kladné kofeny rovnice v/A = h cotg (\/XE)

—a® gt ( V% h . h .
e cos VL€ + sin v A€ cos vV Apx + sin Vg
io: VA V Ak i
=1 g L h20 + 2h
2 2\
VA h
Ak ] kladné kor ice — — — =
 jsou kladné kofeny rovnice — I 2 cotg (\/XE)




kde a? vyjadiuje koeficient teplotni vodivosti ptidy. Teplota na povrchu bude vyjadiena okrajovou
podminkou

u(t,0) = u(t), (2.94)
kde u je néjaka spojita periodicka funkce. Jakozto spojita periodickad funkce je p také ohranicend,
tj. existuje néjaka hodnota M, ze

lu(t)] < M prot € R.

Teplota ptidy v dlouhodobém ¢asovém horizontu nemitize prekracovat nejvyssi teplotu na povrchu
a nemtize klesnout pod jeho nejnizsi teplotu (ponévadz neuvazujeme zaddné vnitini zdroje tepla
nebo chlazeni). Proto budeme hledat feSeni, které splituje podminku ohrani¢enosti

|u(t,z)| < M prot € R, = > 0. (2.95)

Hledédme tedy funkci u : [0,00) x R — R, ktera spliiuje rovnici (2.93) a podminky (2.94), (2.95).
Ponévadz funkce p je spojita a periodicka, mureme ji vyjadrit ve tvaru absolutné a stejnomérné
konvergentni Fourierovy fady”

w(t) = % + kz_; (ak cos kwt + by, sin kwt);

pritom
27w 27w

p(s)coskwsds, k=0,1,2,..., bp=
0 0

3E
31€

ap = wu(s)sinkwsds, k=1,2,.... (2.96)

Je ziejmé, Ze pokud funkce v; splituji rovnici (2.93) s okrajovymi podminkami v;(t,0) = ¢;(¢),
i = 1,2, pak také jejich soucet v = vy + vy spliiuje rovnici (2.93) a navic okrajovou podminku
v(t,0) = @1(t) + v2(t). Proto budeme Feseni nasi ulohy (2.93), (2.94), (2.95) hledat ve tvaru

[e ] o]
U(t, :C) = Z vk(ta :L') =+ Z Wi (ta ZL'),
k=0 k=1
kde vSechny funkce vy, wy, splituji rovnici (2.93), jsou ohrani¢ené a spliuji okrajové podminky
vg(t,0) = ag coskwt, k=0,1,2,..., (2.97)
wg(t,0) = b sinkwt, k=1,2,.... (2.98)
Nejprve vSak najdeme ohranicené feseni pomocné tlohy

v 5 0%
V28
ot 0x2’
v(t,0) =are*t  teR

teR, x>0,
(2.99)

s komplexni okrajovou podminkou. Snadno ovéfme, ze realné cast feseni této tlohy je také resenim
tlohy (2.93), (2.97). Reseni tilohy (2.99) budeme hledat v exponencialnim tvaru
o(t, ) = ape® P,
Pak je v(t,0) = are®® a porovnanim s okrajovou podminkou v tloze (2.99) vidime, ze o = ikw.
Dale
(9’0 at+Bz 821)

E(t,z) = aaie ; @(t,z) = Blape™thT,

5Pokud uvazujeme roéni koliséni teploty, je w = 27 /rok.
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takze po dosazeni do rovnice v uloze (2.99) a snadné upravé dostaneme
a=da?p2

Odtud a?f? = ikw. Z této kvadratické rovnice s komplexnimi koeficienty vypocitame

5:1(1“),/%.

Dostévéame tak feSeni pomocné ulohy (2.99) ve tvaru

. . kw kw . kw
v(t, z) = ag exp <1kwt:|: (1+4) 2—a2x> = ap exp (:I: 202 z) exp |f (kwt:l: 1/ T'?:L'>‘| .

7 tohoto vyjadfeni je ziejmé, zZe TeSeni se znaménkem ,+“ je neohranicené; vyhovuje tedy tedy
pouze funkce se znaménkem ,—*. Proto omezené feseni ulohy (2.93), (2.97) je redlnou ¢asti po-
sledniho vyrazu, v némz misto symbolu ,,+“ piSeme znaménko ,,—“, tj.

kw kw
Uk(faﬂﬁ):akexp - ﬁx cos | kwt — ﬁx .

Analogicky najdeme ohrani¢ené feseni tlohy (2.93), (2.98) ve tvaru

Celkem tak dostavame feSeni ulohy (2.93), (2.94), (2.95) ve tvaru nekoneéné fady

S [ k | k | k
u(t,z) = % + Z exp <— 2—:; ,7:) lak cos (kwt — 2—:; ,7:) + by, sin <kwt — 2—:; x)} ,
k=1

kde koeficienty ay, by jsou dany integraly (2.96). Vyraz v hranatjch zavorkich mtizeme upravit®
a vysledek zapsat ve tvaru

u(t,z) = % + 3 Aw(x) cos kw(t — 6 (),
k=1

. ( kw )
xp | —1/— =
\V 242
, 2 +b2 0, 1 kw
Ag(x) = R aj + by # op(x) = s & +

0, jinak,

kde

Teplotni viny

Uloha o vedeni tepla v ptidé je jednim z prvnich p¥ikladi uziti matematické teorie tepla. Za zjedno-
dusujicich pfedpokladii ji fesil jiz Joseph Fourier”. Pfedpokladal, Ze teplota na povrchu v pritbéhu
roku (¢as vyjadfoval ve dnech) je rovna souc¢tu primérné ro¢ni teploty a teploty specifické pro den,

1
6Pi#i vypodtu pouzivame vzorce cos(p — arctg ) = cos p + £ sin p.
/1 + 52 /1 + 52

7J. FOURIER: Théorie analytique de la chalewr. Firmin Didot Pére et Fils, Paris 1822.
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ktera je tmérna vysce Slunce nad obzorem za poledne. Pokud se tedy c¢as ¢ pocitd od okamziku
letniho slunovratu, je povrchova teplota vyjadiena funkci

w(t) =T + v coswt,

kde T je primeérna rocni teplota, v je prislusna konstanta imérnosti a frekvence w méa hodnotu

27T d -1
w= en .
365,26
P1i této volbé tedy je ap =271, a1 =y, a3 =a3 =---=0=10; = by = --- a FeSeni ulohy
ou ,0%u
— =a‘—, teR, x>0,
ot~ ¢ 9a2 v

u(t,0)=T +yeoswt, Jult, )| < T+ 1]  teR

je ddno vyrazem

=y = 1
u(t,z) =T +ye V2% ¥ cos | wt — L) =T +ve V22 "cosw |t — z].
2a? 20w

Oznacme
o [1
A(x) =ve  V2a2 ¥ 0(x) = 2020 &

Reseni nyni mtzeme zapsat ve tvaru

u(t,z) =T + A(z) cosw(t — ()
a interpretovat ho jako $ifeni teplotnich vin v ptudé. Pfitom A(x) vyjadifuje amplitudu kolisani
teploty v hloubce z, §(z) vyjadiuje opozdovéani 6(z) maxim (minim) teplot v hloubce z od pfislus-
nych okamzikt na povrchu. Vysledek lze také pfepsat pomoci periody 7 = n kolisani povrchové
teploty jako “
u(t,z) =T + A(x) cos 2771- (t—6(x));

_1 [z, 1 T
A(z) =ye aVT? 5(z)%\/;:c

Méni-li se po dlouhou dobu periodicky teplota na povrchu, nastava v ptdé kolisani teploty
s toutéz periodou. Pritom plati:

pfi tomto zapisu je

1. Amplituda A(z) kolisani teploty v hloubce 2 klesd exponencialné s hloubkou; rostou-li
hloubky s aritmetickou posloupnosti, klesaji amplitudy s geometrickou posloupnosti (prvni
Fouriertv zakon).

V hluboké studni nebo v jeskyni je dlouhodobé témér konstantni teplota ptiblizné se rovnajici
prumérné roc¢ni teploté na povrchu.

2. Teplota v ptudé kolisa s jistym fazovym zpozdénim za kolisdnim teploty na povrchu; opozdo-
véani 0(x) teplotnich extrému v hloubce = je tmérné této hloubce (druhy Fouriertiv zdkon).
V hloubce = se teplotni extrém projevi za ¢as d(x) od jeho vyskytu na povrchu, coz lze

L V2a2w =2 a2l
o(x) T

Poznamenejme, ze tato rychlost mé formalné stejné vyjadreni, jako rychlost difundujici latky
vznikajici autokatylytickou reakci (viz str. 69nn), pricemz reakéni rychlost odpovida polo-
viéni frekvenci kolisani teploty.

90



3. Hloubka pronikani teploty do ptidy zavisi na periodé kolisani teploty na povrchu. Relativni
zména amplitudy v hloubce z je rovna

A@) _ -1yTe,

Y

pri kolisani povrchové teploty o periodach 71 a 75 budou hloubky 1 a xs, ve kterych dochéazi
ke stejnym relativnim zménam teploty, v poméru

€2 T2
1 T1 '

(tfeti Fourieruv zdkon).
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Kapitola 3

Rovnice reakce-difuze

3.1 Linearni rovnice

Uvazujme lineadrni parabolickou rovnici ve dvou nezavisle proménnych

0 0?
—u:D—u—i—ru
T

s kladnymi parametry D, 7.
Pro zjednoduseni zapisu zménime méfitko nezavisle proménnych, tj. zavedeme bezrozmérny
¢as T a bezrozmérnou prostorovou proménnou & vztahy

5:1/%% T =rt.

Ou_0rdu_ Ou  u_ 060 (0¢0u\ _ [rd ( [rou) 1 0%u

ot otor  or’ 0x2  0xo& \oxo¢) \ DoE Do¢) Do’
po dosazeni do rovnice a vykraceni parametru r dostaneme linedrni parabolickou rovnici bez
parametru ve tvaru

Pak je

ou  O%u N
— == tu.
or  0¢2
Bez jmy na obecnosti se tedy mtizeme zabyvat rovnici bez parametrt
ou  O%u
- = + U, 3.1
ot Ox? (3:1)

v niz opét Cas oznacujeme t a prostorovou proménnou x. Tato rovnice je linedrni a splnuje princip
superpozice (o tom se lze presvédéit pfimym vypoc¢tem) — mnozina jejich feSeni tvoii vektorovy
prostor. Zejména nulova funkce ug = 0 je FeSenim rovnice (3.1). Toto FeSeni je soucasné staciondrni
(nezavisi na Case t) a prostorové homogenni (nezavisi na prostorové proménné x).

Pokud k rovnici (3.1) pfiddme néjaké homogenni okrajové podminky, bude mnozina feSeni
prislusné okrajové tulohy také tvorit vektorovy prostor; ten je prinikem prostoru feseni rovnice
(3.1) a prostoru funkei, které splituji okrajové podminky.

3.1.1 Rovnice na tseéce

Budeme vysetfovat nékteré kvalitativni vlastnosti feSeni rovnice (3.1) uvazované pro ¢t > 0 a
x € (0,¢), kde ¢ je n&jaké kladné ¢islo. Pfitom budeme pozadovat splnéni homogennich okrajo-
vych podminek. Abstraktnéji feceno, budeme se zabyvat nékterymi vlastnostmi zaméreni afinniho
prostoru FeSeni okrajovych a po¢atec¢nich tloh pro rovnici (3.1).
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Rovnice s Neumannovymi okrajovymi podminkami

Uvazujme rovnici (3.1) na intervalu (0, ¢) prostorové proménné s homogennimi Neumannovymi

okrajovymi podminkami

%(t,O) 0= %(t,é), t>0. (3.2)

Podle 2.2.1 a 2.2.7 je feSeni tlohy (3.1), (3.2) dano fadou
km\? km
t i
u(t,x) = ape +k§:1akexp [(1 — ( 7 ) ) t] cos -2,

kde konstanty ag, a1, as,... zavisi na pocateéni funkci u(0, -); také lze Fici, Ze volba konstant
ag, a1, as, ... urcuje pocatecni funkci.
Zejména tedy vidime, ze tiloha (3.1), (3.2) mé prostorové homogenni feseni tvaru

up(t, ) = age’.
Pro tato feSeni plati up (0, - ) = ag, a pokud ag # 0, pak
lim |up(t,2)| = oo, pro viechna z € (0, £).
t—o00
Uloha (3.1), (3.2) ma vzdy feSeni, které roste nade vsechny meze pro ¢t — oo, i kdy# je jeho
pocéteéni hodnota jakkoliv mald (ale nenulovd).

Rovnice s Dirichletovymi okrajovymi podminkami

Rovnice (3.1) na intervalu (0, ) prostorové proménné s homogennimi Dirichletovymi okrajovymi
podminkami

u(t,0) =0=wu(t,?), t>0, (3.3)

ma podle 2.2.1 a 2.2.7 feSeni ve tvaru fady

s =S (1 (5 ) |5 o8

kde konstanty ax jsou uréeny pocateéni funkei (0, - ), nebo ji uréuji. Budeme o ni predpokladat,
Ze je ohranicend a integrabilni.

Ve vyrazu na pravé strané rovnosti (3.4) se objevuje pomér m/¢. Proto rozlisime t¥i moznosti
velikosti délky #.

e / < m: V tomto pripadé pro kazdé k = 1,2,3,... plati
2
1- (%ﬁ) <1-k*<0.

Odtud déle plyne, 7ze vSechny exponencialni funkce ve vyjadfeni (3.4) pro ¢ — oo klesaji
k nule, takze
lim u(¢t,z) =0 pro vSechna x € (0, ).

t— o0
o / = m: Reseni (3.4) mfzeme piepsat do tvaru
(t,x) sinx + i e 1 kr)® t| si s
u(t,z) = arsinz ay ex — | — in —ax.
’ 1 £ k €Xp / /

Opét vsechny exponencialni funkce monotonné konverguji k 0 pro t — oo, takze

lim wu(t,z) = a;sinz pro v8echna x € (0, £).
t—o0
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Jesté si mizeme vSimnout (a pfesvédcit se o tom pifimym vypoctem), Ze pro libovolnou
hodnotu a; je funkce u,, dand vztahem

Up(t,z) = ay sinx

Fesenim tlohy (3.1), (3.3). Toto feSeni je staciondrni (nezévisi na ¢ase ¢) a prostorové neho-
mogenni (z&visi na prostorové proménné ).

e /> 7: Uloha (3.1), (3.3) m4 (mimo jiné) feseni dané formuli

u(t, ) = a, exp [(1 - (%)2) t} sin %x

- (5)

takze pro libovolnou hodnotu a; # 0 (af je absolutni hodnota a; sebemensi) plati

Pritom

tlim |u(t,z)| = oo pro vSechna x € (0, 7).
—oo

Rovnice s Robinovymi okrajovymi podminkami

Rovnice (3.1) s homogennimi Robinovymi okrajovymi podminkami

ou ou
%(t, 0) = au(t,0), %(t,é) = —au(t,?), t >0, (3.5)

kde o > 0 méa podle 2.2.1 a 2.2.7 feSeni ve tvaru rady
u(t,r) = Z ape(l=A0)t (cos VAT + )\i sin /A $) , (3.6)
k
k=1

kde vlastni hodnoty A1, As,... jsou kladné kofeny rovnice

* |5

a
— =2cotg VAL 3.7
7 g (3.7)
usporadané podle velikosti, \; < Ag < A3 < ---. Konstanty aj jsou opét urceny pocatecni funkci
u(0, - ), nebo ji uréuji.

Z vyjadreni (3.6) vidime, ze hodnota A urc¢uje chovani feeni tlohy (3.1), (3.5). Pokud A\ > 1
(a tedy vSechna A, > 1), pak

lim u(t,z) =0 pro v8echna x € (0, ¢).

t—o0

Pokud \; < 1, pak mé tloha (3.1), (3.5) feSeni
u(t, xz) = et~ <cos VAiz+ )\ﬂ sin /A1 x) ,
1

pro néz plati tlim u(t,0) = co. Uloha tedy ma neokranicené fesent.
—00

Pokud A\; = 1, pak mé tloha (3.1), (3.5) neomezené mnoho staciondrnich prostorové nehomo-
gennich Feseni tvaru
un(t,x) = a(cosz + asinzx),

kde a1 jsou nenulové konstanty.
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Na rovnici (3.7) se miZeme divat jako na implicitni zapis funkce A jedné reélné proménné ¢,
A = A(f). Najdeme jeji derivaci \'. Plati

d(YA e} Ara?
e\ o Vx|

2
chotg\/sz Y ‘ - VA

2@\/X3 ’ dé vV (sin \/XE) ’ (sin \/XE) :

Porovnanim vyrazi na pravych stranach téchto rovnosti vypocitame

4a)\?
_ -
2aM + (A + a?) (sin \/XE)

N =

a to znamenad, ze \' < 0, takZe funkce \ je klesajici. Je-li tedy A = 1 pro n&jakou hodnotu nezavisle
proménné ¢, pak nalevo od této hodnoty je A > 1 a napravo od ni je A < 1.

Pro analyzu chovéni feSeni tlohy (3.1), (3.5) pti t — oo v zévislosti na délce ¢ defini¢niho
intervalu tedy stac¢i najit kritickou hodnotu fy,it takovou, ze A({iyit) = 1; pak pro £ < it v8echna
feseni ulohy pfi t — oo vymizi, pro ¢ > fy,iy bude existovat neohranicené feseni.

Dosazenim {,i; za £ v rovnici (3.7) dostaneme rovnici

1—a?

= cotg lirit,

kterd ma reseni fi,i; = 2 arctga, jak se snadno presvéd¢ime piimym dosazenim.

Shrnuti

Jesté si povSimnéme, ze Neumannovy podminky (3.2) jsou specidlnim p¥ipadem Robinovych pod-
minek (3.5) pro @ = 0. Robinovy podminky s a > 0 mfizeme piepsat na tvar

wt,0) = 2% 0, w0 = -1% 0, >0 (3.8)

o Oz a Ox

z ného vidime, Ze Dirichletovy podminky (3.3) jsou limitnim pfipadem Robinovych podminek pro
a — 0.
Vysledky provedené diskuse feseni ulohy (3.1), (3.5)/(3.8) s £ > 0 miZeme zapsat:

Necht 0 < o < o0.
e Je-li { < 2arctga, pak pro kazdé feseni u tlohy plati

lim u(t,z) =0, pro vSechna x € [0, ],

t—o0
tj. nulové feSeni rovnice (3.1) je atrahugici.

e Je-li / = 2arctg «, pak existuji prostorové nehomogenni stacionarni feseni tlohy; tato feseni
jsou tvaru

Un(t,x) = ar(cosz + asinz) = a1/ 1 + a2 cos(x — arctg «v),
kde a; # 0.

e Je-li ¢/ > 2arctga, pak existuje neohranicené reSeni tlohy; podrobnéji, existuje feseni u
takové, ze pro libovolné € > 0 je

max {|u(t,z)|: x €]0,¢]} <e a tli)r(r)lomax{|u(t,x)| sz e [0,0} = oo.
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3.1.2 Rovnice na piimce — putujici viny

Piimym vypocétem se mizeme snadno presvédéit, Zze rovnice (3.1) mé FeSeni v exponencidlnim
tvaru
_ Aa—pz (1)t
u(t, z) = AeHet (it (3.9)

kterd jsou definovana pro vSechna t,x € R; parametry A a p jsou libovolna realna cisla. Je-li
1 = 0, dostaneme prostorové homogenni feseni (nezévisejici na prostorové proménné x) ve tvaru
exponencialni funkce.

Necht p # 0 a ozna¢me

1 2
c= 21 o) = Ae i,
1
Pak feSeni (3.9) mizeme pfepsat jako
u(t,x) =U(x — ct) (3.10)

a interpretovat tak, ze graf pocétecni funkce u(0, -) = U se pohybuje konstantni rychlosti ¢; je-li

u > 0, pohybuje se doprava (v kladném sméru osy z), je-li u < 0, tak doleva. Proto se FeSeni

rovnice (3.1), které lze zapsat ve tvaru (3.10) nékdy nazyva putujici vina (travelling wave).
Rychlost ¢ postupu putujici viny zavisi na parametru p. VySetfenim pribéhu funkce

_ L
"

¢ = c(p)
zjistime, Ze pro u > 0 je ¢ > 2, pro pu < 0 je ¢ < —2. MinimAlni rychlost putujici viny tvaru (3.9)
(bez ohledu na smér postupu) je ¢ = ¢pin = 2.

K rychlosti putujici vlny se lze dopracovat i jinym, obecnéjsim, zptisobem. Hledejme, pro jaké
hodnoty ¢ méa rovnice (3.1) feseni tvaru (3.10), kde U je monotonni funkce jedné proménné.
Reseni musi spliiovat rovnici (3.1). Jinak fec¢eno, ponévadz

ou 0?u
—(t,z) = —cU'(x — ct), 922

ot (t,l‘) =U (SC - Ct)v

musi funkce U splnovat obycejnou diferencialni rovnici druhého radu
—cU' =U"+U,

po Upravé
U'+cU +U=0.

Aby tato rovnice méla monotonni fegeni, musi byt kofeny jeji charakteristické rovnice A2+cA+1 = 0
realné, tj.
> —4>0.

Minimalni rychlost putujici viny (bez ohledu na orientaci) je opét ¢min = 2.

Rovnice s podminkami integrability

Reseni rovnice (3.1) definované pro z € R ve tvaru (3.9) nespliiuje podminky integrovatelnosti

0 00
/ |u(t, z)|dz < oo, /|u(t,x)|dx < o0, pro ¢t > 0. (3.11)
— 00 0

Miuzeme ho vsak modifikovat. Pfipustime pouze nezadporné hodnoty parametru p, polozime
u(t, ) = Ae~HelHTu)t — go(tu®)ig—plz| (3.12)
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a lehce ovéfime, ze se skutecné jedné o FeSeni ulohy (3.1), (3.11). MizZeme ho interpretovat jako
dvé putujici viny symetrické kolem pocatku, které se od ného vzdaluji rychlosti

14 p?
I

> 2.

Jesté pripomerime, ze v 2.2.4 jsme také nasli jedno explicitni feSeni tlohy (3.1), (3.11); kon-
krétné se jednd o FeSeni (2.65) s a = r = 1, tj. feSeni tvaru
(ta) = Aet —— e %0 (3.13)
u(t,r) = Ae e 4t .
2/t
Ukézali jsme tam také, ze pro dostatecné velky cas t se hodnota x prostorové proménné, pro niz
plati |u(t, )| = ¢ > 0, pohybuje konstantni rychlosti 2, tj. tou nejmensi moznou (sr. formuli (2.66)
sa=r=1).

Obé formule (3.12) a (3.13) jsou vlastné stejného typu — néjakd exponencidlni funkce c¢asu
nasobend hustotou néjakého rozdéleni pravdépodobnosti se stfedni hodnotou 0; ve formuli (3.13)
se jedna o normalni rozdéleni s casové proménnym rozptylem %t2, ve formuli (3.12) se jedna
o Laplaceovo (dvojité exponencilni) rozdéleni s konstantnim rozptylem 1/

3.2 Fisherova-Kolmogorovova rovnice

Jedné se o rovnici reakce-diftize s nelinedrnim reakénim c¢lenem

ou  0%u

Tato rovnice modeluje §ifeni vihodné allely v populaci', nebo §ifeni populace v prostoru, pfi¢emz
velikost populace roste logisticky.

Nebudeme hledat FeSeni rovnice (3.14) spliujici obecné poéateéni nebo okrajové podminky.
Omezime se na néktera specialni feseni a jejich nékteré vlastnosti, které jsou uzitecné pro aplikace.

3.2.1 Rovnice na usecce

Budeme hledat nezédporné staciondrni, tj. na ¢ase nezdvislé, feseni rovnice (3.14) definované na
koneéném intervalu (0, £), které spliiuje Dirichletovy okrajové podminky

u(t,0)=0=u(t,l), t>0. (3.15)

Jinak feceno, hleddme takové feseni u : [0, 00) x [0, £] — [0, c0) tlohy (3.14), (3.15), Ze pro libovolné
Casové okamziky t1,t2 > 0 a libovolny bod x € [0, ¢] plati u(t1,z) = u(te, z) (nebo ekvivalentné,
pro vSechna t > 0, = € [0, ¢] plati %u(t, x) = 0). Pak lze zfejmé psat

u(t,z) = Ul(x)

prot > 0,0 <z </ kde U je dvakrét diferencovatelna funkce definovana na intervalu [0, ], ktera
splnuje obyc¢ejnou diferencidlni rovnici druhého radu

U'+U(1-U)=0, 0<x</, (3.16)

a okrajovou podminku
U)=0=U(). (3.17)

Okrajovéa tloha (3.16), (3.17) pro obycejnou diferencidlni rovnici mé ziejmé prostorové homogenni,
tj. konstantni, feSeni U = 0. Druhé konstantni feSeni U = 1 rovnice (3.16) nesplituje okrajovou

L Vyhodnou allelou“ se rozumi allela, kterd p¥i daném selekénim tlaku zajistuje nejvyssi zdatnost (fitness).
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RSN/

I -

(a) (b)

Obrazek 3.1: Stavovy prostor (a) a trajektorie (b) systému (3.18)

o

podminku (3.17). Budeme hledat prostorové nehomogenni Yeseni feSeni rovnice (3.16), tj. takové,
které ma nenulovou derivaci podle prostorové proménné .

Rovnici druhého Fadu (3.16) pfevedeme standardnim zptisobem na systém rovnic prvniho fadu.
Polozime V = U’ a dostaneme autonomni dvourozmérny systém

u=v
VI —UWU - 1). (3.18)
Provedeme kvalitativni analyzu tohoto systému. Funkce U ma byt nezaporna, U > 0. Tato funkce
mé spliiovat okrajové podminky (3.17) a nemd byt identicky nulovd; to znamend, ze v n&jakém
bodé musi byt kladn4, nékde nalevo od takového bodu pak bude rostouci (a tedy jeji derivace tam
bude V kladnd), nékde napravo klesajici. Za stavovy prostor systému (3.18) lze tedy vzit mnozinu
Q=10,00) x R.

Systém (3.18) mé jedinou U-nulklinu V' = 0, nad osou U jsou trajektorie orientovany doprava
(v kladném sméru osy U), pod ni doleva. Dale mé systém dvé V-nulkliny U = 0 (tvofici hranici
stavového prostoru ) a U = 1, pro 0 < U < 1 jsou trajektorie orientovany doli (v zaporném
sméru osy V), pro U > 1 jsou orientovany nahoru. Stavovy prostor je zndzornén na obr. 3.1(a).
Vidime, ze systém (3.18) mé dva rovnovazné body (0,0) a (1,0). Jeho varia¢ni matice je

vy = <2U0— 1 (1)) ’

takze plati
0 1

det J(1,0) = ’1 0

1
‘ =-1<0, trJ(0,0) = tr (01 O) =0.
To znamend, Ze rovnovazny bod (1,0) je sedlo (coz je vidét i z obrazku), rovnovazny bod (0,0)
lezici na hranici stavového prostoru €2 neni hyperbolicky.
Vydélenim rovnic systému (3.18) dostaneme oby¢ejnou rovnici prvniho fadu se separovanymi
proménnymi

dv. UU —-1)
aw - v
ktera mé obecné feseni
3(V2+U?) — 2U? = const. (3.19)
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Touto rovnosti jsou implicitné zadany trajektorie systému (3.18), vyraz na jeji levé strané je jeho
invariantem; ozna¢ime ho ®(U, V). Ziejmé plati ®(U, V) = ®(U, —V) pro vSechna (U, V) € Q. To
znamens, ze trajektorie systému (3.18) jsou symetrické podle osy U.

Provedend analyza jiz umozituje nacrtnout trajektorie systému (3.18), viz obr. 3.1(b). Trajek-
torie, které soucasné vyjadiuji Feseni tlohy (3.16), (3.17), za¢inaji na hranici stavového prostoru
Q v kladné ¢asti osy V' (feSeni tlohy ,startuje“ pro hodnotu nezévisle proménné x = 0 ve funkéni
hodnoté U = 0 a m4 kladnou derivaci) a mélo by skon¢it (pro hodnotu nezavisle proménné = = ¢)
na hranici Q v zdporné ¢asti osy V (tam je U(¢) = 0, V'(¢) < 0). Vidime ovSem, Ze pro jakousi kri-
tickou hodnotu V' = Viuis > 0 trajektorie skonéi v sedle (1,0). Odpovidajici feSeni rovnice (3.16)
je tedy kladné pro kazdé x > 0 a nemtze proto splnit druhou okrajovou podminku (3.17) pro
koneénou hodnotu ¢; také mtizeme ¥ici, Ze FeSeni rovnice (3.16) s poc¢ateéni podminkou U(0) = 0,
U’(0) = Vigit je pro z > 0 kladné a plati pro né ml;rgo U(z) =1.

Trajektorie systému (3.18), které zacinaji v bodé (0, V) takovém, ze 0 < Vi < Vigit, skonci
pro jistou kone¢nou hodnotu zy > 0 na hranici stavového prostoru Q v bodé (0, V). Témto
trajektoriim odpovidaji feseni okrajové tlohy (3.16), (3.17) s £ = xy. Pro takova feseni vzdy plati
U(z) < 1 pro vSechna z € (0,¢); pfitom maximéalni hodnota feSeni U roste s rostouci poéatecni
hodnotou V(0) = U’(0). Ponévadz hodnoty funkce U jsou mensi nez 1, plyne z rovnice (3.16), ze

U'(x) =U(z)(U(z) —1) <0

pro z € (0,¢), takze funkce U je ryze konkavni.

Nekonstantnim feSenim okrajové tlohy (3.16), (3.17) odpovidaji préavé takové trajektorie sys-
tému (3.18), které za¢inaji uvniti tsecky {(0,V): 0 <V < Vigit}. Trajektorie systému (3.18),
které zanikaji v sedle (1,0) nebo z ného vychazeji, jsou implicitné ddny rovnici (3.19) s const = 1.
Odtud vypocitame, ze Vigit = \/g = 0,57735. Dale mtuzeme upfresnit, ze stavovy prostor systému

(3.18), v némz jsou trajektorie odpovidajici feSsenim tlohy (3.16), (3.17) je mnozina

{(U,V)ERQ: 0§U§1,|V|<\/§ (1+2U33U2)}.

Jesté vysSetfime trajektorie systému (3.18) v okoli pocatku. Je-li hodnota U ,mald“, U < 1,
pak je hodnota U? ,zanedbatelna“ vzhledem k U, U? < U. Reseni systému (3.18) v okoli po¢atku
se tedy (podle véty o spojité zavisslosti Feseni obycejnych diferencidlnich rovnic na pocdtecnich

podminkéch a parametrech) ,chova podobné“ jako feSeni linedrniho systému

Uu=v

Reseni tohoto systému s poc¢ate¢nimi podminkami U(0) = 0, V(0) = ¢, kde £ > 0 je ,malé“ &islo,
je dano rovnosti
U(z) =esinz.

Tato funkce je kladné pro « € (0,7) a pro 2o = £ = 7 je nulova. Z tohoto vysledku nahlédneme, ze
feSeni rovnice (3.16), které ,startuje v bodé 0 se sebemensi kladnou derivaci (tj. feSeni s poc¢atecni
podminkou U(0) = 0, U’(0) = ¢) ,skonc¢i“ v 0 az ve vzddlenosti 7. Jinak Feceno, okrajova tloha
(3.14), (3.15) mize mit prostorové nehomogenni nezaporné stacionarni feseni pouze pro ¢ > .

Stabilita stacionarnich FeSeni

Nasli jsme dvé nezdpornd stacionarni feseni Dirichletovy okrajové tlohy (3.14), (3.15) pro Fisher-
ovu-Kolmogorovovu rovnici. Jsou to trividlni konstantni feseni vy = 0 a nekonstantni feseni

Up = up(t,r) = Ul(x),

kde U je feseni okrajové tilohy (3.16), (3.17) pro oby¢ejnou diferencidlni rovnici. VySet¥ime stabilitu
téchto staciondrnich FeSeni, tj. podivame se, jak se v ¢ase chové feSeni tlohy (3.14), (3.15), které
se na pocatku ,lisi malo“ od stacionarniho.
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Prostorové homogenni feseni: Nejprve uvazujme ,,malou“ odchylku v od nulového feSeni.
Funkce v musi splitovat rovnici (3.14) a ponévadz v je ,mald“, zanedbdme v ni kvadraticky ¢len
v2. Funkce v je tedy feSenim pocateéni tlohy

o0 _om
ot 0x?
v(t,0) =0=w0(t0), t>0.

+ v, t>0,0<z<d,

Jedna se tedy o Dirichletovu tlohu pro linearni rovnici reakce-diftize na tsecce, kterou jsme vy-
Setfovali v 3.1.1. MuZeme tedy Fici, Ze nulové feSeni tlohy (3.14), (3.15) je asymptoticky stabilni
pro ¢ < 7 a nestabilni pro [ > 7.

Prostorové nehomogenni FeSeni: Pokud je ¢ > 7, pak m4 uloha (3.14), (3.15) nekonstantni
stacionarni feseni u,,. Uvazujme feseni této tlohy, které se ,malo“ 1isi od u,,, tedy Feseni tvaru
U(z) + w(t,z), (3.21)
kde odchylka w je néjaka ,mala“ funkce. Plati

0 ow 0? T 0%w

podle (3.16). Po dosazeni funkce (3.21) do pravé strany rovnice (3.14) tak dostaneme
0w 0w 9
U(U—l)—i—W—F(U—i—w)(l—U—w): W—l—(l—QU)w—w :

Ponévadz odchylku povazujeme za ,malou“, zanedbdme kvadraticky ¢len w?. Odchylku w tedy
povazujeme za feSeni okrajové tlohy

ow  Pw

O _9W 12 ¢ ¢

o =~ g T >0, 0<a <t (3.22)
w(t,0) =0 =w(t, ), t>0.

Tuto dlohu budeme fesit Fourierovou metodou, tj. feseni budeme hledat ve tvaru
w(t,z) =T ()X (z).
Po dosazeni do rovnice dostaneme
T'X =TX"+(1-20)TX,
neboli T x

—=—+1-2U.
T X+

Vyraz na levé strané nezavisi na prostorové proménné x, vyraz na pravé strané nezavisi na case
t; oba vyrazy jsou tedy rovny néjaké konstanté, feknéme —\. Funkce T je tedy feSenim obycejné
linearni rovnice prvniho fadu

T = —AT, (3.23)

a funkce X je reSenim obycejné linearni rovnice druhého fadu
- X"-(1-20)X = \X. (3.24)
Aby byly splnény okrajové podminky pro funkci w v tloze (3.22), musi platit
X(0)=0=X(0). (3.25)

Funkce X je tedy feSenim Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (3.24), (3.25). Podle Véty 2 v A.3.2 existuji
vlastni hodnoty A\; < A2 < A3 < --- ak nim pfislusné vlastni funkce X, Xo, X3, . ... Pfitom funkce
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X1 na intervalu (0, /) neméni znaménko. Ukazeme, ze A; > 0 (a v disledku toho jsou vSechny
vlastni hodnoty kladné).
Funkce X; splituje rovnici (3.24) s A = A1, tedy pro ni plati

X{(z)+ (M +1-2U(z))X1(z) = 0.
Tuto rovnost vyndsobime vyrazem U(x) a upravime na tvar
U(2)X{ (z) = U"(2)X1(x) = U(2)* X1 (2) = MU (2) X1 (2);

vyuzili jsme toho, Ze funkce U spliiuje rovnici (3.16). Levou stranu zintegrujeme v mezich od 0
do ¢ a vyuzijeme faktu, ze funkce U, resp. X; spliiuje okrajové podminky (3.17), resp. (3.25).
Dostaneme

¢
/ (2)X{(z) = U"(2)X:1(z))dz =
0

¢
= [U(z)X /U’ z)dz — [U'(x )Xl(x)}g +/U’($)X{($)dx = 0.

0

To znamen4, ze po integraci pravé strany ve stejnych mezich obdrzime rovnost

0 0
/U(x)zXl(z)d:c = Al/U(x)Xl(z)dx.
0 0

Funkce U je uvniti intervalu (0,¢) kladnd, funkce X; je zde nenulovd a neméni znaménko. To
znamena, ze oba integraly v posledni rovnosti jsou nenulové a maji stejné znaménko. Z toho dale
plyne, ze A1 > 0.

Sturmova-Liouvilleova tloha (3.24), (3.25) mé tedy vSechny vlastni hodnoty kladné. Jelikoz
feSeni rovnice (3.23) s A = A, je ddno rovnosti

Tk (t) = bke_/\’“t,

kde by, je n&jaka konstanta (zavisld na poc¢atecni hodnoté), dostavame Feseni okrajové tlohy (3.22)
ve tvaru fady

= bre M Xy (x).
k=1

Ponévadz jsou viechna )j kladné, jsou vSechny exponencialni funkce e=*#*

proto plati

klesajici s limitou 0, a

lim w(t,z) =0

t—o0

pro vSechna x € [0, ¢]. To znamen4, ze ,mald“ odchylka od staciondrniho FeSeni u,, v prubéhu ¢asu
neroste a v limité ¢t — oo vymizi. Reseni u, je tedy asymptoticky stabilni.

Bifurkace v tloze (3.14), (3.15)

Na tlohu (3.14), (3.15) se mtzeme divat jako na tlohu s jednim kladnym parametrem ¢. Dosazené
vysledky shrneme:

e Je-li ¢ < 7, pak mé tloha (3.14), (3.15) jediné staciondrni feseni ug = 0, které je asymptoticky
stabilni.
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e Je-li £ > 7w, pak ma uloha (3.14), (3.15) dvé stacionarni FeSeni. Prostorové homogenni feseni
1o = 0 je nestabilni. Prostorové nehomogenni feseni u,, je ddno vyrazem

un(t,z) = U(x),

kde funkce U je feSenim okrajové tlohy (3.16), (3.17). Je to nezédporna ryze konkdvni funkce
takova, ze
max{U(z): 0 <z </(} <1

Stacionarni feseni u,, je asymptoticky stabilni.

Rovnice s Robinovymi nebo Neumannovymi podminkami
Nyni se podivejme na FeSeni rovnice (3.14) na intervalu (0, £), které splituje okrajové podminky

%(t, 0) = au(t,0), %(t,é) = —oau(t,?), t>0, (3.26)
kde « je nezaporné cislo. Pokud o > 0, jedna se o Robinovy podminky, pokud a = 0, jedna se o
Neumannovy podminky.

Opét budeme hladet staciondrni, prostorové homogenni nebo nehomogenni, feseni ilohy (3.14),
(3.26). V podstaté muzeme opakovat provedenou analyzu tlohy (3.14), (3.15). Prostorové homo-
genni FeSeni je nulové. Prostorové nehomogenni fesSeni bude opét feSenim obyéejné rovnice (3.16),
tentokrat s okrajovou podminkou

U'(0) =alU(0), U'(f)=—aU(l). (3.27)
Pocateéni podminky pro feseni systému (3.18) proto budou
V(0) =aU(0), V() =—-aU(). (3.28)

Trajektorie systému (3.18) odpovidajici staciondrnim FeSenim tlohy (3.14), (3.26) lezi proto v
jistém zzeni stavového prostoru pro systém (3.18), konkrétné v mnoziné

{(U,V): 0<U<LIV|<al|V] < \/4(1+20° —3U2)},

viz obr. 3.2.
Trajektorie v okoli po¢atku jsou opét (pfiblizné) trajektoriemi linedrniho systému (3.20), avsak
v pfipadé a > 0 s pocatecni podminkou tvaru

, V() =e (3.29)

Prvni slozka FeSeni tlohy (3.20), (3.29) je dana rovnosti

ev1+a?

U(z) = é(cosz + asinz) = — cos(z — arctg ).

Odtud plyne, ze hodnota U(zg) je stejnd jako U(0) pro xp = 2arctga (tj. trajektorie zacinajici
v bodé (¢/a, €) skonéi v bodé (¢/a, —¢) pro xy = 2arctg «). Z toho je vidét, zZe minimélni hodnota
¢, pro niz m4 tloha (3.14), (3.26) prostorové nehomogenni stacionarni feseni je vétsi nez 2 arctg «;
pouzijeme oznaceni

Uit (@) = 2arctg a.

Pro a =1 je liuit = %ﬂ'.
Jesté si pripomerime, ze Dirichletovy podminky (3.15) jsou meznim pi¥ipadem Robinovych

podminek (3.26) pro a — oo. Plati

lim /it () =2 lim arctga =7
—r 00 —r 00
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Obréazek 3.2: Stavovy prostor autonomniho systému (3.18) a trajektorie odpovidajici staciondrnim
feSenim tlohy (3.14), (3.26)

v souladu s pfedchozim vysledkem pro Dirichletovu tlohu (3.14), (3.15).

V pfipadé Neumannovych podminek (3.26) s @« = 0 zdegeneruje stavovy prostor systému (3.18)
na usecku

{(U,0): 0<U <1},

tj. V.= U’ = 0 a tloha (3.18), (3.28) mé tedy pouze FeSeni, kterd maji prvni slozku konstantni.
Jinak Feceno, tloha (3.14), (3.26) s Neumannovymi okrajovymi podminkami, & = 0, ma jediné
konstantni, tj. prostorové homogenni, staciondrni feseni. Podle rovnice (3.16) jsou tato FeSeni
Up =0 a u, = 1. Tato stacionarni feseni existuji pro libovolnou nezapornou hodnotu ¢; to je
v souladu s vlastnosti

lim fyi¢ () = 2 lim arctga = 0.

a—0 a—0

Vysetfit stabilitu nalezenych stacionarnich feseni tilohy (3.14), (3.26) lze analogickym zpiso-
bem jako v p¥ipadé tlohy (3.14), (3.15) s Dirichletovymi okrajovymi podminkami.

Ziskané vysledky diskuse stacionarnich feseni tlohy (3.14), (3.26) shrneme:

e Je-li @ = 0, pak jedind stacionarni feSeni tlohy (3.14), (3.26) jsou FeSeni prostorové homo-
genni ug =0, u; = 1. Pfitom wup je nestabilni a u; je asymptoticky stabilni.

e Je-li @ > 0, pak m4a tloha (3.14), (3.26) jediné prostorové homogenni staciondrni feSeni
up = 0. Toto Feseni je pro ¢ < 2 arctg a asymptoticky stabilni, pro ¢ > 2 arctg « je nestabilni.

e Je-li o >0 al > 2arctga, pak ma tloha (3.14), (3.26) prostorové nehomogenni stacionarni
feSeni
un(t, ) = U(x),
kde U je feSenim okrajové tlohy (3.16), (3.27); je to nezadporna konkévni funkce takova, ze
max{U(x): 0 <z </{} <1

Toto feseni je asymptoticky stabilni.
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3.2.2 Rovnice na piimce — putujici vlna

Budeme hledat nezdporné feseni rovnice (3.14) definované pro kazdé t > 0 na neomezeném inter-
valu (—o0, 00), které ma tvar putujici viny

u(t,z) = U(x — ct), (3.30)

kde ¢ je néjaka kladna konstanta, vyjadiujici rychlost této viny. Funkce U jedné proménné vyja-
dfuje tvar putujici vlny. Budeme po ni pozadovat

U@€)>0, lim UE) =1, lim U(&)=0. (3.31)
£——o0 £—o0
Takové FeSeni modeluje invazi populace do neobsazeného prostiedi o jednotkové kapacité (ziv-
nosti), nebo $ifeni vyhodné allely v prostorové rozlozené populaci.
Reseni tvaru (3.30) musi spliiovat rovnici (3.14), tedy

ou 0 B , Pu  0? R
E(t,x) = gU(z —ct) = —cU'(x — ct), 902 @U(x —ct) =U"(z — ct),

a po dosazeni do rovnice (3.14)
—cU'(x—ct)=U"(z—ct)+ Uz — ct)(1 = U(z — ct)).
To znamend, ze funkce U je feSenim autonomni rovnice druhého radu
U'=—-cU' +UU —1).

Tuto rovnici prepiseme standardnim zptusobem jako dvojrozmeérny systém prvniho fadu, tj. zave-
deme novou novou funkci V' vztahem V() = U’(&) pro £ € R. Dostaneme tak systém

U=V,
VI—UU — 1) — . (3.32)
Tento systém ma dva rovnovazné (stacionarni) body (0,1) a (0,0). ReSeni systému (3.32), jehoz
prvni slozka mé pozadované vlastnost (3.31), je ve ve stavovém prostoru reprezentovana hetero-
klinickou trajektorii, kterd vychéazi z bodu (1,0), vstupuje do bodu (0,0) a neopusti polorovinu
U > 0. Budeme hledat podminky, za jakych takova heteroklinicka trajektorie existuje.

Varia¢ni matice systému (3.32) je

V) = (ZUO 1 10) '

Konkrétné
J(1,0) = <‘1) 16) . detJ(1,0) = —1 <0,

coz znamena, ze stacionarni bod je sedlo. Pfi kazdé hodnoté ¢ tedy existuje kone¢né mnoho tra-
jektorii, které z bodu (1,0) vychazi.
Dale

3(0,0) = (_01 _16) . detJ(0,0)=1>0, trJ(0,0)=—c<0.

Stacionarni bod (0,0) je tedy stabilni uzel (pro ¢ > 2) nebo ohnisko (pro ¢ < 2). Trajektorie
do bodu (0, 0) vstupuji; fazové portréty systému (3.32) pro dvé rtizné hodnoty parametru ¢ jsou
znazornény na Obrazku 3.3. Pokud by staciondrni bod (0,0) byl ohniskem, libovolna trajektorie
by ho obihala a tak se dostala nalevo od osy V; tim by byl porusen prvni z pozadavka (3.31).
Touto tvahou dostavame nutnou podminku

c>2 (3.33)
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Obrézek 3.3: Fazové portréty systému (3.32) pro dvé riizné hodnoty parametru ¢; ¢ = 1 vlevo a
c = 2 vpravo.

pro existenci heteroklinické trajektorie systému (3.32) v poloroviné U > 0, tj. pro existenci feseni
rovnice (3.14) ve tvaru putujici viny.

Ukézeme, ze podminka (3.33) je také dostatecnd pro existenci heteroklinické trajektorie sys-
tému (3.32) spojujici staciondrni body (1,0) a (0,0). Ve stavovém prostoru systému (3.32) uva-
zujme trojuhelnik

2
P{(U,V):ogUgl,ngvgo},

viz Obrazek 3.4. V jeho vrcholech (0,0) a (1,0) jsou staciondrni body. Ve vrcholu (1, 7%) ma

c
vektorové pole uréené systémem (3.32) smeér (—5, 2) , je tedy orientovano dovniti trojihelnika P.

Na vnittku ,horni“ odvésny je toto vektorové pole orientovano ,,dolti“, na vnitiku ,,pravé” odvésny

,doleva“?

Pro

. Vektor vnitini normaly k trojihelniku P na pfeponé V = ——U mé soufadnice (2, c).
¢

2
0O<U<l, V=—=-=-U ¢>2
C

nyni plati

2,0)- (U, V") = (2,¢) - (—%U, U -1+ 2U) - —%U 4 U = 1) + 26U =

4 4
:cU2+(c——)Uch2+(2—§>U:cU2>O;
¢
skalarni soucin vektoru vnitini normaly a vektorového pole je kladny. To znamena, ze tthel, ktery
svird vnitini normala s vektorovym polem je ostry, takze vektorové pole je orientovano dovniti
trojuhelnika P. Celkem tak dostavame, ze trojihelnik P je positivné invariantni mnozinou systému

(3.32).
Uvnitf trojuhelnika P neni zadny stacionarni bod. Podle Bendixsonova kriteria
0 0
—V+—=UU-1)—-cV)=-— 0
30 + 8V( ( ) —cV) c<

2Piesnéji: ProU € (0,1) aV =0je U’ =0, V' = U(U — 1) < 0, takze vektorové pole uréené systémem (3.32)
2 2

je orientovano v zaporném sméru osy V. Pro U =1 a V € <0, ——) je U < —= < 0, takze vektorové pole je
c c

orientovano v zaporném sméru osy U.
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Obrazek 3.4: Positivné invariantni mnozina systému (3.32)

tam neni ani zadny cyklus. Trajektorie vychéazejici z okoli bodu (1,0) uvniti trojihelnika P tak
musi skonéit ve staciondrnim bodé (0, 0), tj. existuje heteroklinické trajektorie spojujici staciondrni
body (1,0) a (0,0). Ta representuje FeSeni rovnice (3.14) ve tvaru putujici viny.

Na konci oddilu 3.2.2 jsme vidéli, ze ¢ = 2 je rychlost putujici vlny v linedrni rovnici reakce-
diftze (3.1) s pocateéni podminkou tvaru Diracovy distribuce. Tato tloha je modelem §ifeni mal-
thusovsky rostouci populace v prostoru, ktera na pocatku byla koncentrovana v jediném bodé,
tedy zaujimala omezenou oblast. Populace rostouci logisticky se z omezené oblasti tézko muze
§irit do prostoru rychleji, nez populace rostouci exponencialné. Proto také pro rychlost ¢ postupu
putujici vlny v rovnici (3.14) bude platit ¢ < 2.

Spolu s (3.33) tak dostavdme ¢ = 2 jako rychlost putujici vlny rovnice (3.14) s pocatecni
podminkou

u(0,2) = p(x) >0

takovou, ze ¢(z) = 0 pfi |z] > R pro né&jakou hodnotu R.
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Cast II

Diferencialni rovnice se zpozdénim
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Kapitola 4

Nejjednodussi model
zpétnovazebni regulace

Predstavme si, ze mame zregulovat néjaky proces k néjakému zadoucimu vysledku. Jako ,para-
digmaticky“ ptiklad byva v této souvislosti uvadéna regulace teploty vody ve sprse, viz obr. 4.1.
Pro sprchujici se osobu je néjaka teplota optimélni. Pokud na ni tece voda chladnéjsi, vychyli paku
baterie smérem k teplé vodé, pokud tede voda teplejsi, vychyli ji naopak. Cim je voda ledovéjsi,
(nebo naopak horcejsi), tim vic padku vychyli. Tuto situaci popiSeme matematicky.

Oznac¢me y teplotu vody proudici ze sprchy. Tato teplota se s ¢asem miZe ménit, nebot spr-
chované osoba manipuluje s pakou baterie; tedy y = y(¢). Ozna¢me déle « teplotu optimélni.
Budeme predpokladat, ze zména teploty (tj. derivace funkce y podle ¢asu) zplisobend regulaci
je primo tmérna rozdilu aktualni teploty od teploty optimalni; koeficient imérnosti oznacime f.
Dostavame tak jednoduchou rovnost

d
= Bla—y). (41)
Je-li teplota nizsi nez optimalni, tj. « —y > 0, teplotu zvétsujeme. To znamena, Ze koeficient 3 je
kladny.

V rovnosti (4.1) neni uveden ¢as. Zamysleme se nad nim. Necht ¢ oznacuje ¢asovy okamzik, ve
kterém voda o teploté y = y(t) protékd bateril. V témze okamziku ze sprchy vytéka voda, ktera
tekla pres baterii pfed néjakou dobou; oznaéme tuto dobu 7. Casova prodleva 7 predstavuje ¢as,
za ktery voda protece od baterie k ruzici sprchy. Osoba reaguje na vodu ze sprchy, tedy na vodu
o teploté y(t — 7). Rovnost (4.1) tedy musime upfesnit, psat ji ve tvaru

dz_(tt) = Bla—y(t—1)). (4.2)
Na tuto rovnost se miizeme divat jako na model vyvoje teploty vody v Case, tj. teplotu y povazovat
za neznamou a (4.2) chépat jako rovnici pro tuto funkci. Jedné se o obycdejnou linedrni diferencidlni
rovnici prontho tadu s jednim diskrétnim zpozdénim. Obycejna diferencidlni rovnice prvniho fadu
je to proto, ze se v ni vyskytuje prvni derivace hledané funkce podle jeji jediné proménné, linearni
je proto, ze hledana funkce je na pravé strané v prvni mocniné, s jednim diskrétnim zpozdénim
proto, Ze zpozdéni (¢asové prodleva) 7 je pfesné uréeno a je jediné.

Ale ani rovnice (4.2) jesté nemusi byt adekvatnim modelem uvazované regulace. Zpozdéni muze
byt néjak ,rozmazané“. Voda nemusi proudit Gplné rovnomeérneé, jeji rychlost se mize s teplotou
nebo nastavenim regulac¢ni paky néjak ménit; osoba nemusi na zménu teploty reagovat okamzité
a presné. Trochu technictéji feceno, zpozdéni 7 nemusi byt ,klasickd veli¢ina“, ale miize to byt
veli¢ina ndhodna. Budeme ji povazovat za spojitou a jeji hustotu oznac¢ime w.

Diskrétni zpozdéni 7 mizeme povazovat za ndhodné s nulovym rozptylem, za jeho hustotu
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mixer

Obrazek 4.1: Regulace teploty vody ve sprse. Symbol s oznacuje drdhu, kterou voda urazi od
baterie (mixer), £ ozna¢uje délku trubky od baterie po rtzici sprchy. (Obrazek je z knihy V. KoL-
MANOVSKII, A. MYSHKIS: Applied Theory of Functional Differential Equations. Springer, 2010
reprint.)

mizeme povazovat Diracovu distribuci soustfedénou v bodé 7 a psat

yt —7) = / y(t —s)o(s —7)ds = / y(8)d(t —s—71)ds = / y(8)d(t — 7 — s)ds.

Je-1i tedy zpozdéni ndhodnou veli¢inou s hustotou w, nahradime v rovnici (4.2) vyraz y(t — 7)
vyrazem
¢

[ vopute - s

—0o0
Dostaneme tak obycejnou linedrni diferencidlni rovnici s distribuovangm zpozdénim

t

dlé_(tt) =08|a-— / y(s)w(t —s)ds | . (4.3)

— 00

Tuto rovnici mizeme také ¢ist tak, ze aktualni zména veli¢iny y zavisi na celé predchozi historii
této veli¢iny, od ¢asu —oo (Casu v temné minulosti, kam nedohlédneme, ¢asu od stvofeni svéta
nebo Velkého ttresku, pripadné casu, pred kterym mtizeme vliv modelované veli¢iny na jeji zménu
v soucasnosti zanedbat) po pfitomny okamzik t. Funkce w pak vyjadiuje vdhu, s jakou mé minulost
vliv na soucasnost; presnéji: w(o) je vaha (intenzita, podil) vlivu okamziku o pred aktudlnim ¢asem
t na zménu velikosti v Case t.

Budeme ptredpokladat, ze pritomnost je zcela vysledkem minulosti a budoucnost na ni neméa
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zadny vliv. Funkce w tedy ma vlastnosti
w(s) =0 pro s <0, /w(s)ds =1 (4.4)
0

Rovnice (4.3) s funkei w splitujici podminky (4.4) se nazyva kauzdlni nebo neanticipativni. Vzhle-
dem k prvni z vlastnosti (4.4) mizeme rovnici (4.3) zapsat ve tvaru konvoluce

di—it) :ﬂ(ozfy*w(t))

nebo strucnéji
y' = Bla—yx*w).

4.1 Rovnice s diskrétnim zpozdénim

V rovnici s diskrétnim zpozdénim (4.2) jsou tii parametry «, 3, 7; parametr o ma stejny rozmeér
jako veli¢ina y, 7 ma rozmér ¢asu a f§ prevracené hodnoty ¢asu. Vhodnou zménou méfitek (jedno-
tek) velifiny y i ¢asu mizeme pocet parametri zredukovat o dva, tedy rovnici (4.2) transformovat
na rovnici s jedinym parametrem. Konkrétné, zacatek sledovani nebo regulace procesu zvolime za
pocatek casu a zménime jeho méritko tak, aby ¢as byl bezrozmérny; to mizeme udélat dvéma pri-
rozenymi zpusoby — ¢as vynasobit parametrem [ nebo vydélit parametrem 7. ,,Cilovou“ hodnotu

a veli¢iny y zvolime za pocatek (nulovou hodnotu) a méfitko neménime; misto regulované veliciny

uvazujeme jeji odchylku od pozadované hodnoty, ta ma stejny rozmér jako ptvodni veli¢ina'.

Oznac¢me na chvili ¢as symbolem s a dale ozna¢me sy okamzik, v némz za¢indme pozorovani
veli¢iny y. Rovnici (4.2) pfepiseme

y'(s)=Bla—yls—7)), s> s0 (4.5)

a oznacime

a = Br; (4.6)

bezrozmérny parametr a je kladny, a > 0.

1. transformace

Zvolime novou jednotku casu tak, ze polozime

1
t=—(s— ;
T(S 50)3

Cas t je bezrozmérny a proces regulace zacne v ¢ase t = (. Déale zavedeme novou stavovou promeén-
nou x vyjadfujici absolutni odchylku regulované veli¢iny od pozadované hodnoty « v Case t,

xz(t) = y(rt + s0) — a
Pak je
() =1y (rt+s0) =7B(a—y(rt +s0 — 7)) =78(a —y(r(t = 1) + s0)) =
=7B(a—(z(t — 1)+ ) = —7Bz(t — 1).
Vzhledem k (4.6) tedy mizeme rovnici (4.5) zapsat ve tvaru

¥ =—ax(t—1), t>0. (4.7)

I fec Z Ve Vi velici — j. . Bezrozmé velidi (17
1Jinak feceno, za novou regulovanou veli¢inu bereme a, tj. posunutou starou. Bezrozmérnou veli¢inu muzeme
,prirozené* ziskat jen v pfipadé a # 0; pak by za novou veli¢inu bylo mozné zvolit y/a (relativni odchylku od

pozadované hodnoty) nebo y/a — 1.
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2. transformace

Nyni zavedeme bezrozmérny cas vztahem
t = B(s — so).

Vzdélenost regulované veli¢iny od pozadované hodnoty « v ¢ase t je tedy dana vyrazem

z(t) = y(%t + so) - a.

Dale je

2 (t) = %y'<%t+ so) = % [ﬂ <a - y<%t + 50— 7'))] = ay<%(t — B7) + so) = —z(t—78),

takze rovnici (4.5) mtZzeme také pfepsat ve tvaru

2(t) = —z(t —a), t>0. (4.8)

4.1.1 ResSeni metodou kroku
Hledame FeSeni rovnice (4.7) spojité na intervalu [0, 00), které spliiuje poc¢ateéni podminku
z(0) = 1. (4.9)

O funkci x( - ), kterd je FeSenim této tlohy budeme déle pfedpoklddat, Ze je definovina na celém
intervalu (—o00, c0) a spliiuje podminku

xz(t)=0 prot<D0. (4.10)
Tato tloha popisuje situaci, kdy uvazovana veli¢ina byla v pocatecnim case ¢ = 0 néjakym impul-
sem vychylena z pozadovaného stavu a prislusnou vychylku povazujeme za jednotkovou.
Pro t € [0,1) je funkce z(-) feSenim pocatecni tlohy pro obyéejnou diferencidlni rovnici
Z(t)=0, z(0)=1,
tedy x(t) = 1. To znamena, ze pro ¢ € [1,2) je z(t — 1) = 1. Déle

lim «(t) = 1.

t—1—

Na intervalu [1,2) je tedy funkce z(- ) feSenim pocatecni ulohy

tedy z(t) =1 —a(t —1). Pro ¢t € [2,3) nyni plati (t —1) =1 —a(t — 2) a je

lim x(t) = tligl, (1 —a(t— 1)) =1-a.

t—2—
Na tomto intervalu je tedy funkce x(-) FeSenim poéatecni tlohy
?(t)=-a(l—a(t—2)) =—-a+d*(t—-2), z(2)=1-a,
COZ znamena, ze
2 2

x(t):1*a+/(fa+a2(572))ds:lfafa(t72)+%(t—2)2:1fa(t71)+%(tf2)2.
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Analogicky postupujeme dale. Pro t € [3,4) je

z(t)12a+%+/<a+a2(52)%(53)2>ds
3
7172a+—2—a(t73)+%2((t—2) 1)—%3673) =
:1fa(t71)+%Q(t—zﬁ—ag(tf?,)?’.

Z dosavadnich vysledk mtzeme hédat, ze pro ¢t € [n,n + 1), kde n € N, plati

a2 a3 o o [t i .
z(t) = 1fa(t71)+?(t72)27E(t73)3+ﬂ(t74)4+~ . ~+(71)"H(t—n)” = Z(fl)zﬁ(tfz‘)z,
=0

kde [£] oznacuje celou ¢ast z redlného ¢isla €. Ovéfime, Ze tato funkce je skuteéné feSenim tlohy
(4.7), (4.9), (4.10).

Prot € [0,1) je 2(t) = 1 a to je podle provedenych vypocti feSenim tlohy. Pro kazdé t > 1,
t ¢ N plati

1 ;
zﬁ)%g;w%uzl = 1+Z: tfﬂ -
[ 4 e
:kﬂ¢4yu_1)@71 :4a§: 7t—170 = —az(t — 1)
Dale je
o olt) = Jip 1=1 0 o)l (el 1) =1,

takze funkce z(-) je v bodé t =1 spojitd. Prot > 1, t € N plati t = [t] a

t—1 i t—1 Z
. . i - 1)t —
T ()= lm (-1 (- ) = SO0
=0 =0
t -ai . t -ai . t—1 -ai .
S 0 = i S0 - = 3 G = e

tedy
sl—lgl— .’L'(t) - sligl—i- .’L'(t)

a funkce z(-) je v bodé t € N spojita. Déle

t—1 i t—1 i

. ! 1 _1\¢ .

Jm 21 = tm ) UG
1=0

_oayiel
(t— 1) = Tim 2'(0)
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Obrazek 4.2: Fundamentalni feseni (4.11) rovnice (4.7) pro rtizné hodnoty parametru a.

coz znamend, Ze funkce x(-) ma v bodé ¢t € N spojitou derivaci. Celkem je tedy funkce x(-)
spojita pro kazdé ¢ > 0 a s vyjimkou jediného bodu ¢ = 1 ma spojitou prvni derivaci a spliauje
diferencialni rovnici (4.7).

Analogickymi vypocty se lze piesvédéit, ze Teseni z( - ) tlohy (4.7), (4.9), (4.10) mé v kazdém
bodé ¢t = n € N spojitou derivaci az do fadu n — 1. ReSeni je tedy funkce, ktera je po &astech
polynomem. V kazdém z intervald tvaru [n,n 4 1) se vSak jedna o polynom jiného stupné; stupern
polynomu se zvétsuje s rostouci hodnotou nezavisle proménné ¢. Navic s rostoucim t také vzrista
hladkost funkce, roste fad derivace, kterou ma funkce spojitou.

Reseni tlohy (4.7), (4.9), (4.10) nazveme fundamentdini veseni rovnice (4.7) a ozna¢ime ho
E(-). Je tedy
[*] i

k(t) = 2(71)1%(15 — i), (4.11)

=0

Pribéh fundamentalniho feSeni rovnice (4.7) pro nékolik riznych hodnot parametru a je zobrazeno
na obr. 4.2. Vidime, 7e feSeni muze k nule konvergovat monotonné ale riizné rychle (s parametrem
a rostoucim od nuly k jisté hodnoté roste i rychlost konvergence), mtize k ni konvergovat s vice
¢ méné tlumenymi oscilacemi (s parametrem a rostoucim v jistych mezich roste i amplituda
tlumenych oscilaci), ale také muze kolem ni oscilovat s konstantni nebo rostouci amplitudou (pro
dostatecné velkou hodnotu parametru a).

4.1.2 Reseni pomoci Laplaceovy transformace

Prestavme si, ze zname vyvoj uvazované veli¢iny po jistou dobu v minulosti a chceme ho uréit pro
budoucnost. Presnéji Fe¢eno, pfedpokladejme, ze zndme FeSeni rovnice (4.7) na intervalu [—1,0] a
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chceme znat feseni pro ¢ > 0. Hleddme tedy feSeni tlohy

2 (t) = —ax(t—1), t>0,
z(t) = o(t), -1<t<0, (4.12)

kde ¢ : [-1,0] — R je integrabilni funkce.
Integraci rovnice v mezich od 0 do ¢ a s vyuzitim poc¢ateéni podminky x(0) = ¢(0) dostaneme

t—1

x(t) = ¢(0) — a/tw(s —1)ds = ¢(0) —a t/_lw(S)ds =¢(0) - a/ow(S)dS —a / a(s)ds.

Oznac¢me

M = |p(0) —a/go(s)ds .

P1i tomto oznaceni dostaneme pro feseni tllohy odhad

|[z(8)] = | (0) — a/ow(S)dS —a t/_lx(S)dS < | (0) - a/ow(S)dS +a t/_llw(8)| ds <

¢
§M—|—a/|x(s)|ds.
0

Podle Gronwallova lemmatu (viz napf. J. Kavas, M. RAB: Obycejné diferencidlni rovnice. MU,
Brno 2001, str. 19) tedy plati [x(t)| < Me*. To znamen4, Ze Feseni tlohy je funkce exponencidlniho
radu, a proto existuje jeho Laplacetv obraz.

Laplaceova transformace levé strany rovnice je sLxz(s) — ¢(0) a pravé strany

o0

- a/x(t —1)e *dt = —a/x(t)efs(tﬂ)dt =
0

-1
0

oo 0
= —ae ® /@(t)e‘“dt—l—/x(t)e‘“dt = —ae_s/go(t)e_Stdt—ae_sﬁx(s).
0 21

—1

7 transformované tlohy
0
sLx(s) —¢(0) = —ae™* / o(t)e *tdt — ae™*Lx(s)
21

tedy dostaneme Laplacetiv obraz feseni ulohy (4.12) ve tvaru

s+ae™*®

0
Lz(s) = _r »(0) — ae_s/go(t)e_Stdt . (4.13)

Pokud je pocatecni funkce ¢ tvaru



pak TeSend tloha (4.12) je jiz vyfesenou ulohou (4.7), (4.9), (4.10). V takovém pfipadé je

1
L =—=Lk 4.14
#(s) = ——— = Lh(s), (414)
kde k(-) je fundamentélni FeSeni rovnice (4.7) dané formuli (4.11).
Oznacme na chvili

0, jinak.
Pak je
0 1 [e%s)
e / o(t)e tdt = e* / ot —1)e st"Ddt = / @(t)e stdt = LG(s).
-1 0 0

Dosazenim tohoto vysledku a (4.14) do vyjadfeni (4.13) dostaneme
La(s) = Lh(s)(2(0) — al(s)) = p(0)Lk(s) — aLp(s)Lk(s).
Ponévadz soucin Laplaceovych obrazu funkci je Laplaceovym obrazem konvoluce funkci, plati
La(s) = ¢(0)Lk(s) — alp = k(s) = L((0)k — a@ * k) (s).
To znamend, ze feSeni tlohy (4.12) je ddno formuli
x(t) = p(0)k(t) — ap * k(t).

Jesté upravime konvoluci na pravé strané rovnosti:

P xk(t) = /cﬁ(s)k(t —s)ds = /cp(s — 1)k(t — s)ds.
0 0

Dostavame tak feseni Glohy (4.12) ve tvaru
1
z(t) = e(0)k(t) — a/kz(t — 8)p(s — 1)ds. (4.15)
0

4.1.3 Charakteristicka rovnice

Rovnice (4.7) je linedrni homogenni, splituje princip superpozice. To napovidé, ze by mohla mit
feseni tvaru z(t) = e, kde A je zatim nezndma hodnota. Dosadime toto vyjadfeni do rovnice
(4.7),

)\e)\t _ 7aek(t—1)
a po vynasobeni virazem e~ dostaneme charakteristickou rovnici

A +ae ™ =0; (4.16)

jeji feseni se nazyva charakteristicky koren.
Pifipomerime, Ze ¢islo £ je n-ndsobnym kofenem rovnice f(£) = 0, pokud plati

F© =0, f"€) =0, ... f""V(€) =0, F(€) #0;
je-li n =1, mluvime o jednoduchém kofenu.

Tvrzeni 5. Kazd4 z funkci 2(t) = t/e?, j = 0,1,2,...,n—1 je feSenim rovnice (4.7) pravé tehdy,
kdyz A je n-ndsobnym kofenem charakteristické rovnice (4.16).
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Dtikaz: Ponévadz predpokldadame a > 0, neni A = 0 kofenem charakteristické rovnice.
Oznac¢me h(\) levou stranu charakteristické rovnice (4.16). Pak

h(A) =X +ae ™, K\ =1—ae ™, B'(\) =ae™, D (\) = (=1)7ae™ pro j =2,3,....

Necht L je operator, ktery diferencovatelné funkci 2 definované na intervalu (—oo, c0) prifadi
funkci Lz danou vztahem

Lx(t) = 2'(t) + azx(t — 1).

Pak L je linearni operator a jeho jadrem jsou diferencovatelnd feSeni rovnice (4.7), tj. Lx = 0
pravé tehdy, kdyz x je feSenim rovnice (4.7).
Bud k € {1,2,...,n — 1}. S vyuzitim binomické véty dostaneme

Ltker = kth=1eM 4 XtkeM 4 a(t — 1)Fet—D) =

k
k . .
At k k—1 —A b
=e A+ kit + ae ) tRTI(=1) | =
§Q><>

k
= eM ()\Jrae*)‘)thr(lfae )tkl AZ<>lfkj )j =
j=
k

k
k o
Xt k k—1 k—31(5) At k—3j1,(5)
= RO + W' (\)kt + t* IR\ | = ) tTTTRY(N),
> (hoy S (5) e | =y (F) ooy

Jj=2 J=0

a s vyuzitim Leibnizovy formule pro vypocet vyssi derivace soucinu funkci dostaneme

o MBON)) = - k K@) () oI At : k R k=i At — oAt : k k=3 @) ()
o (M 0O) =2 (G ) 1P Ngreme = 2\ M= (; -
Jj=0 7=0 7=0
Celkem tedy
VAR
Lt%e h(A
O (@)
pro libovolné k € {0,1,2,...,n—1} (pro k = 0 je totiz tento vztah splnén trividlné). To znamen4,
7e funkce x(t) = tFeM je feSenim rovnice (4.7) praveé tehdy, kdy# je alespon k-nidsobnym kofenem
rovnice
eMh(\) =0
ktera je ekvivalentni s rovnici charakteristickou (4.16). O

Dusledek 1. Md-li charakteristickd rovnice (4.16) komplexni n-ndsobnd kotfen A = a+ i, pak md
také n-ndsobnyj koren A = a— (i a funkce x(t) = t2e®! cos Bt, x(t) = t?e*sinBt, j = 0,1,...,n—1
jsou fesSenim rovnice (4.7)

Dukaz: Je-li @ + i n-nasobnym kofenem charakteristické rovnice (4.16) a h je funkce zavedena
v dikazu predchoziho tvrzeni, pak

h9 (o + Bi) = (~1)7ae~*(cos B — isin B) = (—1)7ae™*(cos(—B) +isin(—3)) = b\ (a — Bi),
j=0,1,...,n—1.

Odtud plyne prvni tvrzeni. Druhé tvrzeni nyni plyne z principu superpozice, nebot
t/e“ cos Bt = ltj (e(o‘ﬂﬁ)t + e(”"m)t) te“ sin Bt = ltj (e(a+ﬁi)t _ e(afﬂi)t) ] 0
2 ’ 2i
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a<e a = Qkrit = € a>e
ae™? Qherit € ae™
—A
-\
\ a
. akm\ \\
: NT— :
A2 A1 A A* A A
—A

Obrézek 4.3: Grafické znazornéni charakteristické rovnice (4.16) pro rtizné hodnoty parametru a.

Charakteristickou rovnici (4.16) muZzeme pfepsat ve tvaru
ae™ = -\

Grafem pravé strany je osa druhého a ¢tvrtého kvadrantu, grafem levé strany je klesajici exponen-
cidla. Ta mtize osu druhého kvadrantu protinat ve dvou bodech (charakteristickd rovnice ma dva
redlné rizné kofeny A1, \2), mize se ji dotykat (charakteristickd rovnice ma dvojnésobny realny
kotfen A*), nebo s ni nemit zadny spoleény bod (charakteristickd rovnice nema reélny kofen), viz
obr. 4.3.
Najdeme kritickou hodnotu ay,i; parametru a, pro kterou ma charakteristicka rovnice dvojna-
sobny redlny kofen \*. Hodnoty aixit a A* jsou feSenim soustavy rovnic
arrige™ N = —\* ia e = —aape N = —1
krit 5 B krit krit .
Tedy A= —1, ayit = e L.
Nyni mfizeme zformulovat prvni vysledek: Pokud parametr a splituje podminky 0 < a < e~ !,
pak existuje monotonni feSeni x = x(t) rovnice (4.7) takové, ze

tl;rgo x(t) = 0.

Charakteristickd rovnice (4.16) mize také mit komplexni kofeny tvaru A = o + fi. Ty samo-
zFejmé rovnici splnuji, tj.
a+ fi+ae”*(cosf —isin ) = 0.

Porovnanim realné a imaginarni ¢asti dostaneme soustavu rovnic

a = —ae"“cosf3
. ’ 4.1
[ = ae”*sinf3 (4.17)
pro realné hodnoty «, (. Bezprostiedné je vidét, ze s kazdym FeSenim (cv, 3) je také dvojice («, —3)
feSenim této soustavy. Staci se tedy omezit na hledani feseni s 5 > 0.

Pfimym vypoctem ovéfime, ze pro a = %77‘ mé soustava (4.17) TeSeni « = 0, § = %ﬂ'. Pro
hodnotu parametru a = %7‘( tedy existuji periodické TeSeni rovnice (4.7)

z(t) =cosgmt a x(t) = sin g7t
Soustavu rovnic (4.17) miizeme dale upravit na tvar

o = —fcotg B3,

sin 3
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Obréazek 4.4: Grafické feseni soustavy rovnic (4.17), tj. hledédni komplexnich kofent charakteristické
rovnice (4.16).

v jehoz pravych stranach se objevuje pouze neznama (3. Vysetiime prubéh pravych stran, které
budeme povazovat za funkce nezavisle proménné . Vysledek je na obr. 4.4. Tento obrazek mtzeme
vyuzit tak, ze pro zvolenou hodnotu parametru a najdeme p¥islusné hodnoty 5 (jako prvni sou-
fadnice prise¢ikt pfimky rovnobézné s vodorovnou osou ve vysce a s ¢ervenymi ¢arami). K témto
hodnotdm S najdeme hodnoty a (jako druhou soufadnici modré ¢4ry v prislugné hodnoté f3).
Na obrazku 4.4 je takto znazornéna nejmensi hodnota [ odpovidajici hodnoté a = %7‘( a k nému
prislusné hodnota a = 0.

Z obrézku 4.4 je vidét, ze pro libovolnou hodnotu a > 0 existuje nekoneéné mnoho dvojic (a, f),
které vyhovuji rovnicim (4.17). To znamen4, Ze rovnice (4.7) mé nekoneéné mnoho nezavislych
oscilatorickych feseni. Déale pro hodnoty a > %77‘ existuje dvojice (o, §) vyhovujici rovnicim (4.17)
takova, ze o > 0. To znamen4, ze pro a > %w existuje FeSeni rovnice (4.7), které osciluje s rostouci
amplitudou.

Ponévadz rovnice (4.7) splituje princip superpozice, mnozina jejich feSeni tvoii vektorovy pro-
stor. Provedené tivahy vSak ukazuji, Ze tento prostor nemé konec¢nou dimenzi.

4.2 Rovnice s distribuovanym zpozdénim

UvaZujme rovnici (4.3) s vahovou funkei w spliiujici podminky (4.4). Parametr S ma rozmér pie-
vracené hodnoty casu a parametr o méa stejny rozmeér jako regulovana veli¢ina y. ,Vaha minulosti“
w je bezrozmérna veli¢ina a je soucasné hustotou nezaporné ndhodné velic¢iny ,,zpozdéni signalu,
ktery urcuje regulaci veli¢iny y“. Oznacme jeji stfedni hodnotu symbolem 7, tj.

o0

Tsz@m=7w@m
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a plati 7 > 0; hodnota 7 predstavuje o¢ekavané zpozdéni signalu potfebného k regulaci velic¢iny y.
Podobné jako v pripadé rovnice s diskrétnim zpozdénim zavedeme novou stavovou proménnou
x = x(t) jako (absolutni) odchylku regulované veli¢iny y od cilové hodnoty «,

Zt)=y't)=8|a- / y(s)w(t —s)ds | =6 | a / w(t — s)ds — / y(s)w(t —s)ds | =

—o00 —00 —o00
t t

=—_ / (y(s) — a)w(t — s)ds = —f / x(s)w(t — s)ds.
Rovnice (4.3) je tedy ekvivalentni s rovnici
¢
()= -3 / z(s)w(t — s)ds, (4.18)

nebo strucnéji s rovnici, jejiz prava strana je ve tvaru konvoluce

= =B *w.

Tato rovnice vypada jako obycejna diferencidlni rovnice pro neznamou funkci x, na jejiz pravé
strané se nezavisle proménna explicitné nevyskytuje; jedna se tedy o rovnici ,svého druhu auto-
nomni“. Transformovana rovnice formalné obsahuje jediny parametr 8. OvSem dalsi parametry
jsou skryty ve vahové funkci w; pfinejmensim je v ni implicitné obsaZeno ocekévané zpozdéni
signalu 7.

Jako poc¢atecéni podminku k rovnici (4.18) je potfebné zadat vSechny hodnoty hledané funkce
x az do pocatecniho Casu tg, tj. podminku

z(t) = ¢(t), t<to. (4.19)

Nyni zvolime ty = 0 a specidlni poc¢atecni funkci ¢, konkrétné

0, t<0
t) = ’ ’ 4.20
p(t) {L P 0. (4.20)

Integraci rovnice (4.18) podle ¢asu v mezich od 0 po ¢ dostaneme

moamgj ]z@wwgm do =
0

— OO

a

=z(0) — ﬁ/t /O z(s)w(o — s)ds + /x(s)w(o —s)ds | do.

— OO 0
Pokud funkce z spliiuje pocatecni podminku (4.19) s funkei ¢ danou ptedpisem (4.20), pak plati

z(t)y=1-— ﬂ/ /z(s)w(o —s)ds | do. (4.21)
0o \o
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Zavedeme funkci W vztahem
S S

W(s) = / w(o)de = / w(o)do.

0 —o0

Pokud vdhovou funkci w interpretujeme jako hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny ,zpoz-

déni regulacniho signalu“, pak funkce W predstavuje distribuc¢ni funkci této ndhodné veliciny.
Nyni v dvojndsobném integralu na pravé strané rovnosti (4.21) zménime potadi integrace a

integral upravime,

/t /Uz(s)w(tf —5)ds | do = /t /tx(s)w(g — s)do | ds =
0

s
t t—s

- / z(s) j w(o — s)do | ds = / 2(s) / w(o)do | ds = / (s)W (t — 5)ds.
0 0 0

S

0 0
t

Celkem tak dostavame vysledek, ze Tfeseni pocatecni tlohy
¢
Z'(t) =B [ z(s)w(t —s)ds, t>0,
—0o0
t=0,
t<0

(0) =1,
(t) =0,

pro diferencidlni rovnici s distribuovanym zpozdénim je soucasné fesenim integralni rovnice

X
X

t

() + B/x(s)W(t ~s)ds = 1.

4.2.1 Distribuované zpozdéni typu I

V rovnici (4.18) zvolime specidlni vahovou funkci w, konkrétné hustotu gama rozdéleni pravdépo-

dobnosti,

kde « a p jsou kladné parametry. Tato funkce mé vlastnosti (4.4). Ndhodnou veli¢inu T' s hustotou
g% interpretujeme jako zpozdéni signalu. Ocekavand (stiedni) doba zpozdéni 7 je

aP e p T
—e p] +—/e_assp_1ds =
o
=0
s 0

ET:/S P(s)ds = /e_ass”ds: [—
) =G o\l

o0 oo
ap —as p—1 p/ p
——e P ds = — P(s)ds = —

/ 2 [ gnsyas =L,

0 0

(p)
druhy moment ndhodné velic¢iny T je
p , P 1 > 17
/5292(8)&9 S /e_%spﬂds - [—e_o‘ssp"’l} Jr]i/e_o“sspds =
I'(p) I'(p) o =0 @
0 0 0
(p+1)p

1 aof Vi 1 Vi 1
_ptla /sef‘”sp*lds = Zi/sgg(s)ds _ptl ET = ,
a T(p) o a a?

0 0
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Obrazek 4.5: Hustota gama rozdéleni pravdépodobnosti s parametry p = a = n € N pro nékolik
hodnot n.

takze rozptyl zpozdéni je roven

2
varT =ET? - (ET)? = (+1p +21)p - (p) P
o

Zejména pro p = a = n € N plati

n n" —ns ;n— : : 1
gn(s) = me s ET =1, nh_}rrgovarT = nh—>120 ~= 0.

To znamend, Ze posloupnost funkei {g/'},° ; je vytvofujici posloupnosti Diracovy distribuce sou-
stfedéné v bodé 1. Grafy hustot g pro nékolik hodnot parametru n jsou zobrazeny na obrazku
4.5.

Transformace rovnice na rovnici s bezrozmérnym c¢asem

Vzhledem k tomu, ze 7 = ET = p/«a, mizZeme ve vyjadieni vahové funkce gP psat zlomek p/7
misto parametru «. Vahova funkce tedy bude

pp _DPg 1 pp S S p—1 1 S
_ P — sp—1 _ pe (2 — (2
w(s) = gP/T(S) N TPF(p)e T Tf(p)e (T) 79 (7‘)

a rovnice (4.18) ziskd tvar

qs

S
’ B p(S—0
Z'(s) = — z do; 4.22
=2 [0 (%) an (4.22)
—0o0
piSeme symbol z misto z a s misto t. Zménou méftitka o — 7o v integracni proménné tuto rovnici
prepiSeme
s/T
s—T0O
1(g) — D
Z'(s) = — z(1to do.
(=5 [ straigy (=7

— 00

Nyni zavedeme bezrozmérnou nezavisle proménnou ¢ vztahem s = 7t a oznacime x(t) = z(7t).

Pak
t t
t —
Z'(t) =12 (1t) = -7 / z(to)gh (ﬂ) do = -3t / z(0)gh(t — o)do.
T
S —00
Znovu pouzijeme oznaceni (4.6). Rovnice (4.22) se pak transformuje na rovnici

t

z'(t) = —a / z(s)gh(t — s)ds (4.23)

— 00
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s bezrozmérnym casem t a s bezrozmérnymi parametry a, p. Také tuto rovnici lze prepsat v kratsim

tvaru s konvoluci na pravé strané

I P
T = —ax *g,.

Pokud zvolime p € N, mizeme rovnici (4.7) s diskrétnim zpozdénim povazovat za limitni pfipad
rovnice (4.23) s distribuovanym zpozdénim pro p — oo.

Piiklad: ReSeni rovnice (4.23) s parametrem p = 1

Hustota gama rozdéleni pravdépodobnosti s parametry p = a = 1 je klesajici exponencialni funkce,
g1(s) = e~*. Uvazujme tedy pocatecni tilohu

t
a'(t)=—a [ z(s)e"(t=ds, t>0,

Pak je

v =)~ [ alseds =at) - y(0)

a dale plati
0

x(0) = ¢(0), y(0) = / o(s)e’ds. (4.24)

Funkce z a y tedy spliuji soustavu obycejnych linearnich diferencialnich rovnic

T = —ay
/

y =x—-Yy
s pocateénimi podminkami (4.24). Tato poc¢atecni tiloha je ekvivalentni s poc¢ateénim problémem
pro oby¢ejnou linedrni homogenni rovnici druhého fadu s konstantnim koeficientem

0
2" + 2’ +ax =0, z(0) = ¢(0), 2'(0) = —a / p(s)eds,

— 00

ktery ma jediné reseni

A
((p(O)cosh%\/l—élat—i— ﬁsinh%\/l—élat) ezt a< i
() = { (p(0) + 3At) e~ 3", a=1,
A 1
(@(0)005%/4@—1154— ﬁsin%\/éla—lt) e 3t a> 1,

kde jsme oznacili
0

A =¢(0) — 2a / p(s)e’ds.

— 00
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Tato funkce je soucasné reSenim dané tilohy. Plati pro ni

lim z(¢) =0
t—o0 ( )
a funkce 2 je v okoli nekoneéna monotonni (pro a < %), nebo osciluje kolem 0 (pro a > %)

7 vysledkt vypoctu vidime, ze regulace pomoci zpétné vazby s exponencialné klesajicim vlivem
minulosti, vede vzdy k dosazeni zddaného cilového stavu; pti jeho dosahovani se mohou objevit tlu-
mené oscilace — pokud ,intenzita regulovani“ je prilis velkd, nebo regulaci ovliviiuje prilis vzdalena
minulost.

Charakteristickd rovnice a nestabilita

Rovnice (4.23) splituje princip superpozice, jak se mtzeme snadno pfesvédéit pfimym vypoctem.
Proto zkusime hledat jeji feseni ve tvaru exponencialni funkce z(t) = e*. Takové feseni musi

splnovat rovnost
t

et =2/ (t) = —a / eMgh(t — s)ds,

— 00

tedy pro A € R, A > —p a p > 1 bude platit

t 00 00
—apP
A=—a / ef/\(tfs)gg(t —s)ds = —a/efAsgg(s)ds = Fap /ef()‘ﬂg)ssp*lds =
0 0

(p)

— 00

o0

ap? 1 —(A+p)s ;p—1 b— 1/ —(A+p)s p—2
= — d =
T(p) [ A tp S T e v
0
= /e Mp)sgp=2ds = —q ( > / e~ M Psgr—2qg —
M+p A+p I(p—1)
0 0

N P
= /g s)ds = —a L
)\er aen(® Ap)
0

nebot gﬁlzl) je hustotou rozdéleni pravdépodobnosti. Analogickym vypoctem se lze presvédcit, ze
odvozena rovnost plati i pro p = 1 a také pro A komplexni s redlnou ¢asti vétsi nez —p. Dostavame
tak charakteristickou rovnici prislusnou k rovnici (4.23) ve tvaru

AX +p)P + ap? = 0. (4.25)

7 provedenych vypoctu je ziejmé, ze pro kazdy kofen A této rovnice je exponencialni funkce =,
x(t) = e fefenim diferencialni rovnice s distribuovanym zpozdénim (4.23).

Pokud je parametr p pfirozené ¢islo, pak je charakteristickd rovnice (4.25) rovnici algebraickou
stupné p 4+ 1. Pak mizeme vysettit standardnimi metodami, napt. uzitim Hurwitzova kritéria, za
jakych podminek ma kofeny s kladnou redlnou casti, tedy za jakych podminek je nulové feSeni
rovnice (4.23) nestabilni. Vysledky pro nékolik hodnot parametru p jsou shrnuty v nasledujici
tabulce:

a>32(5v/2—7) =2,2742
a> 2 (75— 15) =2,0879

p | dostatecnd podminka nestability
2 a>4

3 a> 8% =26667

4

5
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Ekvivalence rovnice (4.23) se systémem obyéejnych linedrnich rovnic
Necht p € N a uvazujme pocateéni ilohu pro rovnici s distribuovanym zpozdénim

t

) = — p(t —s)ds, t>0,
20 =0 | a(s)gp(t - s w26)
x(t) = p(t), t<0
Pro funkce gJ definované vztahy
gj(s):pije_pssj_1 i=12,...,p
P (] _ 1)! ) ) ) ) )
plati _
9,(0)=p,  gi(0)=0, j=2,3,...,p,
d 1 d s 2 s 1
&gp( )7 &p Ps = —pe Pe = pgp(s)a
d p7 i—1 2
2 (s) = gl —1)s ps _
) =Gy (T G- s )e
=p . s972 d s e P =p (gl (s) —gl(s)), =2,3,...,p.
(-2 (-1 ! e Y
Necht nyni funkce x = x(t) je FeSenim tlohy (4.26). Polozme
¢
)=o), w0 = [ae-ods =12
Pak plati
0
dale
t
yo(t) = —a / z(s)gg(t —s)ds = —ayp(t)
a s vyuzitim odvozenych identit pro funkce gg dostaneme
t 1 t
(1) = 2(053(0) + [ #(6) gt~ 9)ds = pa(t) —p [ 2(6)g (e~ 9)ds = pluo(t) 12 (1)

t t

) =209} + [ 2(6)Laple - s =p [ 2l (6] e -9 - gift — 5)) ds =

— 00 — 00

=p(yj—1(t) —y;(t)), 7=2,3....,p.

To znamena, ze funkce yo, y1, . .., y, jsou feSenim systému obycejnych homogennich diferencidlnich
rovnic s konstantnimi koeficienty

;o
Yo = —Yp; (4.28)
J



a s polatecnimi podminkami (4.27). Tuto po¢atecni tlohu mtzeme zapsat v obvyklém vektorovém
tvaru

!

Yo 0 0 0 0 —a Yo 40(0) ©(0)

Y1 p —-p 0 ... 0 0 Y1 y1(0) P * gé(o)
v [0p -p ... 0 0 Y2 y2(0) | | ¢x9(0)
Yp_1 0 0 0 - 0 ||y Yp—1(0) @ * gh=*(0)
Yp 0 0 0 p D Yp yp(0) @+ gb(0)

(4.29)
Nulta slozka FeSeni tohoto systému je FeSenim pocétecni tlohy (4.26).
Jesté si mtzeme vSimnout, ze charakteristickd rovnice pfislusna k systému obycejnych linear-
nich rovnic (4.29) je tvaru (4.25).
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Priloha A

Dodatky k matematické analyze

A.1 Distribuce

A.1.1 Zakladni pojmy

Necht ¢ : R — R je funkce n proménnych definovana na celém prostoru R™. Nosi¢ funkce ¢
definujeme jako uzavér mnoziny {x € R" : ¢(x) # 0} a znac¢ime ho Supp ¢.

Symbolem D ozna¢ime mnozinu funkei definovanych na R™, které zde jsou tfidy C°° (maji
spojité vechny parcidlni derivace libovolného fadu) a jejichZ nosi¢ je kompaktni mnozina.

Na mnoziné D definujeme metriku p vztahem

ai1+i2+~~~+in

Oz Oxy? - - - Oz’

o) = sup{\ (pla) = w(e)| @ € R (iniacin) € (U0} }

Mnozinu D s touto metrikou nazyvame prostor testovacich funkci, jeho prvky nazyvame testovaci
funkce.
Zobrazeni T : D — R, pro které plati

T(p+) = T(p)+T@), T(cp) = cI(p), ceER

nazyvame linearni funkciondl na prostoru testovacich funkci. Obraz funkce ¢ prii zobrazeni T
budeme znacit

T(p), T-p, Te.

Mnozinu vSech linedrnich funkcionalt D — R nazyvame prostor dudlni k D a znacime ji D’.
Definice 1. Spojity linearni funkciondl na prostoru testovacich funkci se nazyva distribuce.
Podrobnéji: Zobrazeni T : D — R nazveme distribuce, jestlize

e Vo, €D)T(p+1p) =T+ T,

o (Vo€ D)(VeeR) T(cp) =cTe,

o (V{pn} CD)(Vp € D) g, — ¢ v prostoru (D, p) = Ty, — T v prostoru R s pfirozenou

metrikou.
Piiklady distribuci

1. Necht f : R” — R je funkce takové, ze pro kazdou kompaktni mnozinu K C R" existuje
koneény integral [ f(x)dx (tzv. lokdlné integrabilni funkce). Definujme Ty € D’ vztahem
K

Tro = | f(z)p(z)dx.
R\[
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Ty budeme také znacit ( f | ¢ ), nebo podrobnéji ( f(x) | p(x) ).

Distribuce T' € D’ takovd, 7e existuje lokalné integrabilni funkce f pro niz Ty = < f | %) >
pro vSechny ¢ € D, se nazyva requldrni distribuce. Distribuce, ktera neni regularni, se nékdy
nazyva singuldrni.

Kazdé lokalné integrabilni funkci odpovidé distribuce, proto lze mnozinu lokalné integrova-
telnych funkci povazovat za podmnozinu D’. Z tohoto diivodu se distribuce nékdy nazyvaji
zobecnéné funkce.

Kazdou funkci ¢ € D lze povazovat za regularni distribuci. Tedy D C D'.

2. Diracova distribuce § ptriradi kazdé testovaci funkci ¢ € D hodnotu ¢(0). Diracova distribuce

neni regularni. Presto se pouziva zapis

(5]¢) = (3@ |v@) ) = [b@)p@iz = ¢(0).

Nosié¢ distribuce

Rekneme, Ze distribuce T € D’ je na mnoziné Q C R™ nulovd, jestlize T = 0 pro kazdou testovaci
funkci ¢ € D takovou, ze Supp ¢ C €.

Nosic¢ distribuce T je nejmensi (vzhledem k mnozinové inklusi) uzaviend mnozina takova, Ze na
jejim komplementu je 7" nulova.

Zakladni operace v prostoru distribuci

e Soucet distribuci T', S € D':
T + S € D' je distribuce, pro niz plati

(T+S)p = To+ Sp
pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.

e Nasobeni distribuce T' € D’ funkci a : R™ — R t¥dy C°:
Je-li p € D testovaci funkce, pak ¢ ma kompaktni nosi¢. To znamena, ze také funkce ayp ma
kompaktni nosi¢, tedy ap € D.
aT € D' je distribuce, pro niz plati

(@T)p = T(ayp)
pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.

e Translace (posunuti) distribuce T' € D o vektor h € R™:
Je-li ¢ € D, pak funkce pp, definované vztahem ¢p () = ¢(x + h) méa kompaktni nosi¢, je
tedy také testovaci funkci.
Translace distribuce T' € D’ o vektor h je distribuce 7,7 € D’, pro niz plati

(thT) ¢ = Ton

pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.
Pro regularni distribuci uréenou funkei f plati

(mTy) e = / f(@)p(e + h)ds = / f (@ — h)p(a)dz.
Rn» R™

Necht g = 0+ h. Translace Diracovy distribuce o vektor h, je distribuce é(x — @), pro niz plati

(O —=0) | ¢(x) ) = (o) |p@+h)) = p(xo)

pro kazdou ¢ € D. Tato distribuce se nazyva Diracova distribuce soustredénd v bodé x.
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A.1.2 Derivovani distribuci

Necht f je diferencovatelnd (a tedy lokalné integrabilni) funkce, ¢ € D. Pak plati

/gxfl( // / /axl x)p(z)dzy | dzs ... dzy_1da, =

— 00 —00

/ / / Moo= oo /f x)dry | dos ... dv,_1dz, =
/ / /f x)dzidzs ... dz,_1dz, = /f ,
8561

— 00 —0O0

ponévadz Supp(fy) je kompaktni. Jako zobecnéni této tivahy definujeme:

0
Parcidlni derivace podle pruni proménné distribuce T € D’ je distribuce 8—T’ pro niz plati
Z1

0 de
T = =T
<8$1 > <8$1 )
pro kazdou ¢ € D.

Obecné
o tiztin o ) oirtiztin
( — T>¢ _ (1)n+w+--w< A ¢> |

Ox{' Oz - - - Oz’ O0x{' Oz - - - Dy’

Kazdé distribuce méa derivace libovolného radu.

Kazda lokalné integrabilni funkce f urcuje regularni distribuci. Tato distribuce ma derivaci
libovolného fadu. V tomto smyslu lze Fici, ze kazda lokalné integrabilni funkce f ma derivaci
libovolného fadu. Tato distribuce vSak obecné neni funkci ale distribuci. Nazyvame ji distributivni
derivact funkce f.

Heavisidova skokova funkce (distribuce)

Funkce H : R — R definovana vztahem

1, >0

Hz) = {0 2 <0

je lokalné integrabilni. Urcuje tedy regularni distribuci, pro niz plati

(H|¢) = /H(z)cp(x)dz = /cp(x)dz.
—00 0
Dale plati
(H o) = ~(H|¢) = - [¢e = ~ @y = ¢0) = (6]0).
0

tedy distributivni derivaci funkce H je Diracova distribuce (soustfedénd v bodé 0).

Obecné: Funkce H : R™ — R definovand vztahem

1, z21>20,20>0,...2, >0

H(xy,29,...,2,) = {0 inak
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urcuje regularni distribuci:

< H | ¥ >: / / / H(ZL'17SC27 ,lEn)(P(SC1,:E2,...,xn)d:clsz~~~dzn:
Z//"'/@(%hma ,xp)daidas - - - doy,
0 0 0

Ponévadz

am o
< 8m16z2---6an ‘ ¥ = (_1)n< H ‘ 611612---6zn¢ > =

= (*1)"/// [m%@(xl,%zw--7$n)]Zl_Od$2d$3"'d$n
00 0

:—(—1)n//"'/m@(oamw&---,wn)dmdws"'dxn:
0 0 0

Distributivni derivace funkci jedné proménné

Necht funkce f : R — R je t¥idy C*° na kazdém z intervalii (—o0,0), (0,00) a necht kazdé jeji
derivace je lokalné integrabilni. Tato funkce urcuje regularni distribuci 7.

0 0? ok

Omatme o7 = lim f0(x) = lim f0V(2) aT)= T, Tf = 55T ..., T = pt
Pro kazdou ¢ € D plati
Tio = —(fl@)]¢@))=~- /Oof(x)sa’(w)dsc = - /0 f(w)w’(w)dx/oof(w)w’(x)dw =
S . 0
= —[f@e@)’ .+ /0 f'(@)p(x)dz — [f(z)e(2)]g + /OO fl(@)p()dz =
o 0
= Jlm f@)e() - lim f(z)e(r) + 7f’(:c)s0(w)d:c =

= o) (i, £~ 1 1) + [ P -

z—0+

:ow@+/ﬂW@M:mMMwM%fw>:m<MwHﬂ%

symbolicky
Tj/c = 0'05 —+ Tf’ .
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Obecné

k—1 0
k —m— —m—
1% = 3 (-1 ot 0) 4 [ O @),
m=0 — 0o
Symbolicky
k-1
T}k) = Z 0m5(k_m_1) + Tf(k) .
m=0

A.1.3 Konvergence distribuci
Rekneme, 7e posloupnost distribuci {T;},—, € D’ konverguje pro k — oo k distribuci T € D' a
piSeme
lim Ty =T,
k— o0
jestlize pro kazdou testovaci funkci ¢ € D je klirn Tie = Tp (v tomto piipadé jde o konvergenci
— 00
¢iselnych posloupnosti).
Necht {T}};—, € D’ je posloupnost distribuci takova, ze pro kazdou testovaci funkei ¢ € D
existuje limita posloupnosti ¢isel {Tj ¢}, ;. Definujme zobrazeni 7' : D — R predpisem

T(p) = klggo Trep.

Pak T je linedrni (to plyne z linearity kazdé z distribuci T a z linearity operatoru limity po-
sloupnosti) a spojité (dtikaz napi. v: Laurent Schwartz: Théorie des distributions, Paris 1973). To
znamena, ze T je distribuce.

d-vytvorujici posloupnosti

Necht {1}, je posloupnost lokélné integrabilnich funkci na R™ takovych, Ze klim Ty, =9, tj.
— 00

lim ( fi | ¢ ) =¢(0)

k—o00

pro kazdou testovaci funkci ¢ € D. Pak { fk}zi1 se nazyva J-vytvorugici posloupnost, funkce fj se
nazyvaji impulsni funkce.

Priklady d-vytvorujicich posloupnosti:

1 1
kool < op k= ke|, o < -
k('r) = 1 fk('r) = 1

0, |zf> % 0, |z| > %

Y L _ sinkx

fk (ZL') o1 € ) fk (SC) - . )

1 o
fil®) = Ty

piitom {ay}7—, je libovolnd posloupnost kladnych ¢isel takova, ze klim a, =0,
— 00

1 N 2 Zk: o 2mm

24z =,
folw) = {072
0,

Tyto posloupnosti jsou znézornény na obrazku A.1.
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Fi et

x xr
_ k2l =1/(2k) k=R, el < 1/k
o) = {07 jinak fi(=) = {0, jinak
P frt
fi(2) =1/ % e~ zha? Fuola) = Siifx
P T A
2 1 k
5 <1
file) = 2 pTT fole) = {2 T 2 cosmmn el <
0, jinak

Obrazek A.1: Nékolik prvnich ¢lent nékterych J-vytvorujicich posloupnosti. S rostoucim k se
zmensuje sila ¢ary.
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A.2 Fourierova transformace a konvoluce
O vsech funkcich nezavisle proménné z, které se v tomto oddile vyskytnou, budeme predpokladat,

ze jsou definovany na celé mnoziné R, maji po ¢astech spojitou derivaci a konverguji dostatecné
rychle k nule pro |z| — co. ,Dostateéné rychlou konvergenci“ budeme rozumét, ze

/OO | f(z)]dz < oo.

Fourierova transformace F pfevadi redlnou funkci f jedné redlné proménné na komplexni

funkei F(f) = f jedné realné proménné definovanou vztahem
fo = [ rwe s

Obraz funkce f pii Fourierové transformaci (Fouriertiv obraz funkce) mtzeme také vyjadrit jako
soucet realné a imaginarni ¢asti,

f(e) = /f(z)coszfdxfi/f(z)sinxgdz.

Pozndmka 1. Fouriertv obraz funkce f byva v (technickych) aplikacich nazyvan spektrum (signdlu)
f, nékdy také spektrdalni funkce nebo spektrdalni hustota.

Z linearity integralu plyne, ze Fourierova transformace je linearni, tj.
Flerfr + cafo)(€) = e1fr(€) + eafa(§).

Priklady:

e Najdeme Fouriertiv obraz funkce f dané predpisem f(z) = e~*/*| kde o > 0.

o 0 [o%¢) o o
f&) = /e_o‘lzle_imfdx = / ez(a_ig)dx-l—/e_z(a“f)dx = /e_””(o‘_if)dx—f—/e_””(o‘+i5)dx =
—o00 —o00 0 0 0

B {_ e—wlamig)  gmaz(atif) ] > B {_ e **(cosxé +isinzl) e ¥¥(cosz€ — isinzf) ] >
=0

o — i€ B o+ i€ o — i€ B o+ i€ =0

_ 1 1 _ 2
Ca—iE a+4if a2 +&2

e Najdeme Fouriertv obraz funkce f dané predpisem

fla) = {O" el <8 e 5> 0.
0, jinak,

P1i vypoctu vyuzijeme skutecnosti, Zze funkce cos je suda a funkce sin je licha. Dostaneme

¢ =2«

sin x«f} o sin 3¢
=0 5

00 B B
f(e) = / f(z)e %8dz = a /(cos x+isinzf)de = 2a/cosx§dz =2« [
—00 —B 0
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Pro Fouriertv obraz derivace funkce f dostaneme integraci per partes a s vyuzitim vlastnosti
lim f(z) =0 vztah

|x|—o0

- 7f’(z)eix§dx = [flz)e ™7 / f(z e @8y =

it / F(z)e " dz = i F(£)(€),

tj. N R
f1(€) =igf(§)- (A.1)
Fourierova transformace prevadi infinitesimalni operaci, derivaci funkce, na operaci aritmetickou,
na nasobeni.
Fourierova transformace neni prosta — dvé funkce, které se 1isi na mnoziné miry nula maji stejny
Fourierav obraz. Pokud vSak ztotoZznime funkce, lisici se na mnoziné miry nula, tj. provedeme
rozklad uvazované tfidy funkci podle ekvivalence

f=g o /\f<z>—g<z>|dsc:o,

muzeme na téchto tfidach ekvivalence povazovat Fourierovu transformaci za prostou a v tomto
smyslu mluvit o transformaci inversni. Inversni Fourierova transformace F ! prevadi komplexni
funkei f zpét na realnou funkci f na celém oboru R; funkce f je dana vztahem

) = 5 [ Foetas (42)

nevlastni integral na pravé strané pritom chapeme ve smyslu hlavni hodnoty.

Priklad:
Najdeme vzor funkce
fe) = 20",
£
jinak TeCeno, najdeme funkci f jejiz spektrum je f .
¢
@) = g}g’;/f Jeiréds — ;61_}00/Smgﬂg(cosxf—i—isinxf)df.

-/

Imagindrni ¢4st integralu se rovna nule, nebot integrovana funkce je lichd. V redlné ¢asti integru-
jeme sudou funkci, pocitame tedy integral

—_

) I3
20/ Slnsﬂg cos z€d¢ = 0/ £ (sin(B + )¢ +sin(8 - z)§)de.

Tento integral rozdélime na soucet dvou. V prvnim z nich substituci (8 + x) = s dostaneme

(B+x)e

L
/Mdéz / —ds = Si(8 + a)t,
4 0

§
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kde Si oznacuje funkci integralsinus'. Podobné najdeme

5
/ Mdg = Si( — 2)!.
0

Celkem tedy mame
«@
f(z) = = lim (Si(8+ x)¢+ Si(B — z)).
T £—00
Pokud je —§ < = < 3, jsou oba vyrazy 8+ x a § — z kladné a tedy
lim (Si(8+ z)¢+Si(8 —z)¢) =2 lim Si(y) = 7.
{— 00 Yy—00
Pokud je x < —f nebo = > 5, maji vyrazy S + = a § — x opacna znaménka a protoze je funkkce
Si licha, plati

=0.

Jlim (Si(B+ )¢ +Si(8 — x)¢) = lim Si(y) + lim Si(y) = = —

Yy—>00 Yy——00

s
2

V]

Pokud je x = —f nebo x = 3, plati
lim (Si(8+2)f + Si(8 — x)¢) = lim Si(286) = —.
L— 00 L—00 2

Tyto vypocty ukazuji, ze

a, T e (7575)7
f(SC): %Oé, xe{_ﬁaﬁ}a
0

, jinak.

Porovnéanim s pfedchozim pifkladem vidime, Ze funkce f se shoduje s funkci, ktera byla ,ptivod-
nim“ vzorem funkce f, ve vSech bodech spojitosti. V bodech nespojitosti nabyva hodnot, které
jsou prumérem limity zprava a zleva. |

Pozndmka 2. Vzorce pro Fourierovu transformaci a pro inversni Fourierovu transformaci jsou

publikacich byva Fourierova transformace definovana vztahem

1 ! —ix
) = \/—2_77/ fz)e o da.

Inversni transformace v takovém pripadé vyjde

1 r r iz
f(z) = \/—27/ f(&)eiSae.

Tyto vzorce se lisi jen znaménkem u vyrazu iz€.

Konwvoluce funkci f, g definovanych na R je funkce f * g dand vztahem

fro@) = [ rwste -
—0o
IFunkce Si je definovana vztahem
t
. sinx s " g2+l
Si() = O/ ;= nz::o(*l) @n+1)- (2n+ 1)

Tato funkce je licha a splituje rovnosti Si(0) = 0, lim Si(t) = .
t—o0
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Priklad:

Vypodéitame konvoluci funkei f a g danych predpisem f(z) = e~ %l g(z) = e=#I*|; konstanty «,
5 jsou kladné.
Konvoluce je dana nevlastnim integralem

(Fg)(w) = [ eeledlevlay,
Pro z < 0 tento integral upravime,
o9 x 0 00
/ o~ alulg—Bla=vl gy — / e B0y 4 [ cowefe—nay + /e—ayemz—y)dy _
—o00 —00 T 0
_ e tean]* e’ [em_myr e [etomom]™
a+p y=—00 a—p3 y== a+p y=0
B efﬁze(oﬂrﬁ)z N eﬂw (1 _ e(oz—B)z) N eﬁz B 0T +eﬁz N eﬁx _ oz 7
- a+tp a—p atf  a+p a-pf
2a 25 2
_ Bx ar __ —Blz —alz
7@2_626 7a2—ﬁ2e 7042—62(&6 =l _ Be ||).

Analogicky vypocitame, ze také pro x > 0 je

o]
_ _Bla— 2 _ _
/ e—alvlg—Blo=ulgy — o (ae Blel _ e a|z|) _
— 00
Vyrazem na pravé strané této rovnosti je tedy dana hodnota konvoluce funkci f a g. |

Fourieruv obraz konvoluce funkci f, g je

F(f=g)(€) = 7 frg(x)e ™ de = 7 7 fW)g(x —y)e ™ dy | do =
= / / F@)g(x —y)e " dady.
)

V tomto dvojném integralu budeme transformovat proménné tak, ze polozime x = z + y, y = y.
Jacobian tohoto zobrazeni je

11
‘0 1‘ =1L
Déle 7178 = e~ We1%¢ tedy
Fra)© = [[ twge e =asy = | [ ey | | [ gz | = F©ao).
]R2 — 00 — 00
To znamena, ze o
fxg9=13g, (A.3)

Fourierova transformace prevadi konvoluci funkci na jejich soudin.
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A.3 Okrajové tulohy pro obycejné linearni rovnice druhého
radu
A.3.1 Formulace uloh

Ozna¢me C*(0,¢) mnozinu funkei k-krat diferencovatelnych na (0,¢), £ € RU {oo}.

Diferencialni operator
Budte a,b,c € C°(0,¢) a a(x) # 0 pro x € (0,f). Linedrni diferencidlni operdtor druhého Fddu
L = L(a,b,c): C?(0,¢) — C°(0,¢) definujeme piedpisem
Ly(z) = a(@)y"(z) +b(@)y (z) + c(x)y(z), =z €(0,0).
Rovnice
Ly =y,

kde g € C°(0,¢) je linearni diferencialni rovnice druhého fadu; v pifpadé g = 0 homogenni,
v opa¢ném nehomogenni.
Budte p € C1(0,¢), g € C°(0,¢). Pak operator L(—p, —p',q) dany vztahem

L(—p, —p,qy(z) = —p(2)y"(z) —p'(@)y (x) + q(@)y(z) = —(p(2)y () + q(z)y(z)

nazveme samoadjungovany. Kazdy linedrni diferencialni operator druhého ¥adu L(a, b, ¢), pro jehoz
koeficienty a, b plati
b(x) =d(x), x€(0,0)

je samoadjungovany. Rovnice
!/
—(p(2)y'(2))" + a(2)y(z) = f(x), «€(0,)
se nazyva samoadjungovand nebo Sturmova-Liouvilleova rovnice.

Tvrzeni 6. Kazdou linearni diferencialni rovnici s koeficientem a € C(0, ¢) lze vyjadfit v samo-
adjungovaném tvaru.

Dikaz: Bud

= o(@) "5 (@) + ofa)a () = o(o)h()
tedy
o(@)a(x)y” () + o(x)b(x)y' (z) + e(z)e(x)y(x) = o(x)g(x)
je samoadjungovana rovnice, p = —pa, ¢ = oc, [ = og. O

Okrajové podminky

Budeme hledat feSeni rovnice
Ly(z) = f(z),

na intervalu (0, ¢), které splituje nékteré z nasledujicich podminek.
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e Dirichletovy podminky:

y(0)=vo,  y(l)=w.

o Neumannovy podminky:

e Newtonovy podminky:
aoy(0) + Boy'(0) = o,  cry(l) + Bry' () = w1,
piidemz a3 + 32 # 0 # o2 + B3
e Podminky omezenosti:
y(x) je omezend pro x — 0+, y(x) je omezend pro x — £ — .

U podminek omezenosti mizeme pripustit £ = co a jako levy okraj pouzit —oo, nikoliv 0.

e Podminky periodicnosti (periodické podminky):
y(x) =y(x + ) pro kazdé z € R;

Reseni rovnice v tomto pripadé hleddme na celé realné ose.

Dirichletovy podminky jsou zvlastnim pripadem podminek Newtonovych pro ag = a1 = 1,
Bo = f1 = 0; Neumannovy podminky jsou zvlastnim pripadem Newtonovych podminek pro ag =
ar =0, 6o =p1 =1

Podminky ritizného typu lze kombinovat; mtizeme napiiklad pozadovat splnéni Neumanovy
podminky v levém krajnim bodé a podminky omezenosti v pravém krajnim bodé.

Jakoukoliv okrajovou podminku nazveme homogenni, jestlize s libovolnymi dvéma funkcemi
Y1, Y2, které této podmince vyhovuji, vyhovuje téze podmince i jejich libovolné linedrni kombinace
kiy1 + kayo.

Newtonovy podminky s yo = y1 = 0, podminky periodi¢nosti i podminky omezenosti s y; =0
nebo yo = 0 jsou homogenni.

Okrajova tloha, v niz rovnice i okrajové podminky jsou homogenni se nazyva homogenni
okrajovd uloha, v opa¢ném pripadé nehomogenni okrajovd loha.

Symetricky diferencialni operator

Rekneme, Ze operdtor L je symetricky na mnoziné M C C?(0,£), jestlize pro viechny u,v € M
plati

0 4
O/ Lu(z)v(z)dz = O/ u(z)Lo(z)dz .
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Bud L = L(—p, —p', ¢) samoadjungovany operator. Pak plati (s vyuzitim integrace ,per partes®)

j Lu(z)v(z)dz — j u(z)Lv(z)de =

/u(:c) - (p(x)u’(x)) v(z)} dz =

Il
|
IS
O\N \f\
=
—
&
S—

£
P (@) (2)ds — pla)ul @@ + [ (o (@)e'(2)da
)

= p(Ov'(O)u(l) — p(0)v' (0)u(0) — p(O)u (O)v(¢) + p(0)u'(0)v(0) =
= p(O) (V' (O)u(l) — u'(O)v(0)) = p(0) (v'(0)u(0) — u'(0)v(0)).

e Samoadjungovany operator L = L(—p, —p/, ¢) je symetricky na mnoziné funkei, které splituji
homogenni Newtonovy podminky.
Diikaz: Je-li By # 0, pak v/ (0) = —%U(O), v'(0) = —%U(O), takze v'(0)u(0) —u/(0)v(0) = 0.
0 0

Je-li ap # 0, pak u(0) = f%u’(O),v(O) = —%v’(O), takze opét v/ (0)u(0) — «/(0)v(0) = 0.
0 0
Analogicky ovéfime, ze v’ (£)u(f) — o' (£)v(€) = 0. 0

e Pokud funkce p je f-periodickd, pak samoadjungovany operator L = L(—p, —p’, q) je symet-
ricky na mnoziné ¢-periodickych funkci.

A.3.2 Homogenni okrajova uloha s parametrem

Necht A € R. Uvazujme homogenni okrajovou tilohu pro rovnici
Lo(z) = Av(x).

Tato uloha mé vzdy trividlni feseni v = 0. Pokud existuje netrividlni feSeni v = v(z), nazveme ho
vlastni funkci okrajové ilohy a parametr \ nazveme vlastnim cislem operdatoru L.

Je-li A vlastni ¢islo operatoru L a v = v(z) je piislusnéd vlastni funkce uvazované okrajové
ulohy, pak také funkce cv je pro libovolnou konstantu ¢ € R vlastni funkeci.

Jestlize vlastnimu ¢islu A odpovidéa k linedrné nezavislych vlastnich funkci, fekneme, ze \ je
k-nasobné vlastni cislo.

Tvrzeni 7. Ozna¢me M mnozinu funkei spliiujicich p¥islusné homogenni okrajové podminky. Je-
li operator L symetricky na mnoziné My, a 0 # A\ # Ay jsou jeho dvé vlastni ¢isla, pak odpovidajici
vlastni funkce jsou ortogonalni v prostoru £2(0, /).

Dukaz:

¢ ¢ ¢
1 1
/Ul( Yug(x)da = )\—/)\11)1 x)da = )\—/Lvl(x)vg(x)dx =
1
0 0 0

4 4
1 A
= —/vl(x)ng(x)dz = —2/vl(x)v2(z)d:c
)\1 )\1
0 0
4 )\2
Kdyby [ vi(z)ve(z)dz # 0 pak by = 1, coz by byl spor. O

0 1
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Priiklady:
Uvazujme samoadjungovany operétor L = L(—a?,0,0), kde a je néjaka nenulovéa konstanta. Rov-
nici

—a’y"(zx) = Ny() (A.4)
miizeme piepsat na tvar

V(@) + o) =0

Reseni této homogenni linearni rovnice druhého fadu zavisi na znaménku parametru A. Obecné
feSeni rovnice je dano vztahem

Aexp (;)\x) + Bexp (—%Ax) , A<,
a

|al
y(z) =< Az + B, A=0,
A A
Acos\|/—_|x+Bsin\|/—_|x, A >0,
a a

kde A, B jsou néjaké konstanty.

1) Hleddme Feseni rovnice (A.4) na intervalu (0, £), které splituje Dirichletovy homogenni okrajové
podminky

Je-li A = 0, pak mé platit

y(0)=0=B, y{l)=0=Al+ B,

takze B = 0 a v dusledku toho také A = 0 a rovnice mé pouze trividlni feSeni.
Je-li A < 0, pak mé platit

y(0)=0=A+ B, tj. B=—A, y(g)OAeTeAeqlmsmh,/—H,\ .
a

pro —A > 0 je vSak sinh ¢ > 0 az toho plyne, ze A = 0. Rovnice (A.4) ma opét pouze trividlni

o o
feSeni.
Je-li A > 0, pak ma platit

y(0) =0= A4, y(l)=0= Bsin\/—Xf.

la]

) kra '\
Odtud plyne, 7e \(—|£ —knprok €7, k#0, tedy A = (%) pro k=1,2,3,..., nebot A\ > 0.
a
Vlastni ¢isla operatoru L(—a?,0,0) s homogennimi Dirichletovymi podminkami na intervalu

(0,¢) a piislusné vlastni funkce jsou

kra\’ k
Ak:(%) ) ’Uk(x):Sin T;Ja|$a k=1,2,3,....

2) Nyni hleddme TfeSeni rovnice (A.4) na R, které splituje podminky periodi¢nosti

y(x) = y(z +0).

Je-li A < 0, pak je feSeni y(z) je monotonni; konkrétné rostouci pro A > 0 nebo A =0, B < 0,
klesajici pro A < 0 nebo A =0, B > 0 a konstantni nulové pro A = B = 0. Uloha méa tedy pouze
trividlni feseni.
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Pro A = 0 mé rovnice feSeni y(z) = Az + B, které je periodické a netrivialni pouze pro A = 0,
B # 0. Prvni vlastni ¢islo tedy je \g = 0 a prislusna vlastni funkce vy je nenulova konstanta.

A A
Pro A > 0 m4 rovnice feSeni y(z) = Acos ﬁx + Bsin ﬁx které ma spliovat podminku
a a

Acos\|/—X|x + Bsin\|/—X|x = ACOS\/—X(.Z‘ +0)+ B sin\|/—X| (x+¢) =
a a a

Acos —/{ + Bsin —/{ | cos—ux
|a |al |a

:< VA @) ﬁ+<_siﬁ 0S¢X>.¢x

A
Ponévadz funkce cos ﬁx a sin ﬁz jsou nezavislé, plyne odtud
a a

Acos\|/—j\|€ + B sin\|/—X|€ =A, —A sin\|/—j\|€ + Bcos\|/—X|€ =B,
a a a a

(cos\|/—j\|€ — 1) A+ (sin%ﬁ) B = 0,
a a

( sin\/—X'€> A+ (cos\/j\| l— 1) B = 0.

g lal

neboli

Tato homogenni soustava linearnich algebraickych rovnic pro nezndmé A, B mé nenulové feSeni
pravé tehdy, kdyz determinant jeji matice je nulovy, tj. pravé tehdy, kdyz

(cos%é — 1) + (sin%é) =0.

A A A
Tato rovnost je splnéna praveé tehdy, kdyz cos\l/—_|€ =lasin ﬁf = 0, coz znamena, ze \|/—_|€ = 2km,
a a a
ke Z.
Celkem tedy vlastni &isla operdtoru L(—a?,0,0) s podminkami periodi¢nosti a piislusné vlastni

funkce jsou
Ao =0, wvo(x)=const#0,

2kma)? 2k 2k
)\k = < Za) y Uk(l') = COS Tﬁx, ’Dk(l') = sin Tﬂ-z; k = 172537 e

Kladnéa vlastni ¢isla jsou tedy dvojnasobna.

3) Nakonec najdeme FeSeni rovnice (A.4) na (0, 00), které spliiuje podminky omezenosti
y(x) je omezend pro x — 0+ a pro z — o0.
Je-li A < 0, pak

lim [y(z)| =

T—r 00

00, A#0,
0, A=0.

V tomto pripadé tedy vsechna zaporna ¢isla A_ jsou vlastnimi ¢isly a prislusné vlastni funkce jsou

Ve
v_(x) =€ Tal_



Podobné pro A =0 je

lim [y(z)| =

T —r00

oo, A#0,
B, A=0.

Cislo Ao = 0 je vlastnim ¢islem a piislusné vlastni funkce je
vo(x) = const # 0.

Pro A > 0 jsou vSechna feSeni omezend, takze jakékoliv kladné ¢islo Ay je vlastnim c¢islem a
prislusné vlastni funkce jsou

la| |al
|
Sturmova-Liouvilleova tloha
!
—(p(2)y'(2))" + q(z)y(z) = Ny (=), € (0,0),
aoy(0) + Boy'(0) = 0 = ary(l) + Py’ (£).
Véta 2. Plati nasledugici tvrzeni:
e Sturmova-Liouvilleova uloha md nekoneéné mnoho vlastnich cisel A1, s, ..., pro kterd plati
min{g(z) : € [0,]]} < A\ < A < -+ li_}In Ap, = 0.

o Kazdému vilastnimu c¢islu Sturmouvy-Liouvilleovy ulohy prislust pravé jedna normovand vlastni
funkce.

o Viastni funkce v, = v,(x) odpovidajici vlastnimu ¢islu X\, md v intervalu (0,¢) prdvé n — 1
nulovych bodu. Mezi kaZdymi dvéma sousednimi nulovymi body vlastni funkce v, leZi pravé
jeden nulovy bod vlastni funkce v, 41. Zejména vlastni funkce v1 nemént znaménko na inter-
valu (0, 7).

e Posloupnost {v,}>2; normovangch vlastnich funkci Sturmovy-Liouvilleovy ulohy tvoii upl-
nou ortonormdlni posloupnost na [0,€]. Tj. je-li funkce f € L£2(0,), pak Fourierova fada
funkce f vzhledem k ortonormdalni posloupnosti {v,}52 1 konverguje k funkci f podle stredu
(konvergence v prostoru £2(0,£)). Je-li funkce f navic spojitd a spliiuje homogenni okrajové
podminky, je tato konvergence stejnomeérnd.

Dikaz: Viz J. KALAS, M. RAB: Obydéejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 1995, str. 158-163.
Dtikaz je tam proveden pro piipad p = 1. O

Tvrzeni jsou ilustrovana predchozim piikladem.

A.3.3 ResSeni nehomogenni okrajové tilohy

Budeme hledat feseni nehomogenni rovnice v samoadjungovaném tvaru s homogennimi Newtono-
vymi okrajovymi podminkami

Ly(z) = —(p(x)y (2)) +q(@)y(x) = f(z), x € (0,0),
@0y(0) + Boy'(0) = 0 = aqy(€) + Bry' ().
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Fourierova metoda

e Najdeme posloupnost vlastnich ¢isel {\,}22; a ortogonalni posloupnost piislusnych vlast-
. . oo

nich funkei {v,}>2; Sturmovy-Liouvilleovy tlohy, tj. rostouci posloupnost ¢isel {\,}52, a
posloupnost funkei {v,}22 ;, které spliuji

Lv, () = Mop(2),
aovn(0) + Bov,,(0) = 0 = aqv, (€) + Brv), ().

e Funkci f vyjadiime ve tvaru Fourierovy fady vzhledem k orthogonalnimu systému vlastnich
funkei

l
s 1
2) ; vn(@), kde o 0/ 1)

e Reseni ulohy hledame také ve tvaru Fourierovy rady

x) = Z cnp ()

Musi tedy platit

=L (i enp (z ) Z en Loy, (z Z CnAnUn (x
n=1

takze
Z CnAnp(x) = Z dp vy ()
n=1 n=1

z ¢ehoz podle véty o jednoznac¢nosti Fourierovy fady plyne

Cp =

>/|&
S

, n=12 ...

pokud vsechna vlastni ¢isla jsou nenulova
Hledané teseni tedy je

B (E)Un(w)
) =3 ”Un” / F(E)vn(€)de = / ( )dé-

Oznacime-li



Metoda variace konstant
e Najdeme feSeni u, v dvou pomocnych homogennich tloh s jednou okrajovou podminkou
Lu = — (pu/)/ +qu = 05 Oéo’ll,(()) + ﬂou/(()) = 07
Lv = —(p) +qu=0, oqv@)+ /') = 0.
Funkce u, v nejsou urceny jednoznac¢né. Vezmeme ty, které jsou linearné nezavislé.
e Pro Wronskidn W(x) = u(x)v'(z) — v/(z)v(x) funkei u, v plati p(z)W(z) = K, kde K je
nenulova konstanta, nebot
(pW) = (p(m/ — u/v))/ = p'uv’ + pu'v' + pur” — p'u'v — pu’v — pu'v' =
= (pv" + p'v )u — (pu” + p'u' Yo = (pv') u — (pu') v = quu — quv =0,
kdyby K = 0, pak by W = 0, coz by byl spor s lineadrni nezavislosti.

e Reseni nehomogenni tilohy hleddme metodou variace konstant, tedy ve tvaru

y(z) = er(z)u(z) + c2(x)o ().

Funkce y ma byt feSenim dané nehomogenni rovnice, takze musi platit

f = L(cau+ cv) = f(p(clu)/)/ + garu — (p(czv)’)/ + geov =
= —p(fu+2du +ciu’) —p (du+ ) + geru —
— p(chv + 2c50" + cav”) — p' (chv + cov’) + qeov =
= a (=pu” = p'u' + qu) — pciu’ —p (cfu + cpu’) —p'diu+
ez (=pv” = p'v' + qu) = pcyv” — p (v + cyv') = plegu =
= ¢ Lu—pdu’ — (p(c'lu))/ + caLv — peyv’ — (p(cgv))l =
= —p(ciu’ + ') — (p(clu+ 0'21}))/.

Tato rovnost bude splnéna zejména tehdy, kdyz funkce c;, co spliiuji soustavu rovnic

i (@)u(z) + ey(x)v(z) =0,

& (@) (x) + () (x) = —i(—i (A.5)
Plati tedy
, 1| O @ ()
q”“ﬁww%% V@[T K
(A.6)
o |u=) 0 F(@)u(z)
¢h(z) = e f@)] = -
Wi [v'(@) s K

e Funkce y(z) mé spliiovat okrajové podminky, tj.

v(0)] + o [¢1(0)u(0) + 1 (0)1/(0) + ¢5(0)v(0)
Ov(0)] + B [c1 (Ou(l) + ex(Ou'(€) + 5 (O)v(l)

(&%) [Cl (O)U(O) + 02(0
a1 [er(O)u(l) + co

c2(0)0'(0)] = 0

) +
( +ea(OV'(0)] = 0,

po Gpravé s vyuzitim (A.5

)
1(0) (aou(0) + Bor’(0)) + ¢2(0) (v (0) + Bov'(0)) = 0,
wwww+&MM+QW( v + B (0) = 0;
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kazda z funkci splnuje jednu okrajovou podminku, tedy

2(0) (v (0) + Bov’(0)) = 0,
c1(0) (equ(l) + pru'(0)) = 0,
takze
() = 0, c(0) = 0. (A7)

e Funkce ¢1, ¢a jsou FeSenim rovnic (A.6) s poc¢ateénimi podminkami (A.7) a jsou tedy dény

vyrazy
D) = g [ HOuOdE, e = —¢ [f@ua
J4 0

e Reseni tlohy je

0
yw) = -2 [ / ©ac =22 [ reuieyae.
0

Oznacime-li

lze TeSeni zapsat ve tvaru jediného 1ntegra1u

Y4
- / NG

Funkei G : [0, 4] x [0, 4] — R nazveme Greenovou funkci homogenni okrajové ulohy
Ly(x) = —(p(x)y'(2)) + qlx)y(x) =0, x € (0,0),
aoy(0) + Boy'(0) = 0 = ary(f) + iy’ (£).

kde p(z) > 0 pro z € [0,1], jestlize

(i) G je spojita pro x € [0,4] x [0, /],
(ii) G je symetricks, tj. G(x,&) = G(§, x),

Greenova funkce

)
(iii) pro kazdé £ € [0, 4] ma funkce G(-, &) spojité derivace druhého Fadu,
) £)

feSenim uvazované okrajové tlohy,

(iv) pro kazdé € € [0, /] je funkce G(-,

(v) hrn Gy(z,8) — lim Gp(z,¢) pro ¢ € (0,7).

b
T L G

Véta 3. Mad-li uvaZovand homogenni okrajovd uloha jen trividlni vesent y = 0 a jsou-li funkce
p € CH0,0), q € C?(0,4), existuje prdvé jedna jeji Greenova funkce. Nehomogenni okrajovd tiloha

Ly(z) = —(p@)y' (@) + q(x)y(z) = f(z), =€ (0,0),
aoy(0) + Boy'(0) = 0 = ayy(€) + Py’ (£).

md pak jediné teseni tvaru
4
- [ o660
0
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Diikaz: Viz 1. KIGURADZE: Okrajové ulohy pro systémy linedrnich obycejnych diferencidlnich
rovnic. MU, Brno 1997, str. 82. Diikaz je proveden pro mnohem obecnéjsi situaci. O

Uloha s nehomogennimi okrajovymi podminkami
Ly(x) = —(p()y'(2)) + q(2)y(x) = f(z), =€ (0,0),
aoy(0) + Boy'(0) =yo,  ary(l) + Ay (¢) = y1.
Jestlize funkce w = w(x) splituje okrajové podminky
agw(0) + Bow'(0) = o, arw(l) + frw'(6) =y

a funkce u = u(z) je feSenim tlohy

s homogennimi okrajovymi podminkami
aou(0) 4 Bou'(0) = 0 = aqu(l) + B (£),

pak funkce
y() = u(z) + w(z)

je feSenim uvazované ulohy, jak se snadno presvéd¢ime pfimym vypoctem.
Funkci w je vhodné volit v co nejjednodussim tvaru, napriklad polynom.
Cviceni
1. Vypoditejte prvni a druhou distributivni derivaci funkce f(z) = |z|.

2. Necht H je Heavisidova funkce a polozme x = zH (x), z— = —xH(—z). Vypocitejte distri-
butivni derivace téchto funkci.

3. Urcete distribuci x"é(")(ac), tj. upravte vyraz tak, aby se v ném objevovala Diracova distri-
buce v prvni mocniné.

4. Najdéte Fouriertv obraz (spektrum) funkce f(z) = e’czz, kde c je kladné konstanta.
5. Vypocitejte konvoluci funkei f(x) = e—az”, g(x) = e~%*” kde a, b jsou kladné konstanty.
Reste okrajové tilohy

6. —y" — %y’ =0, x € (0,1); y(1) = yo, y je omezend pro x — 0.

7. —(2%y) =0, z € (1,00); y(1) = wo, Jim y(z) = 0.

8. —(xy) =0, z € (1,00); y(1) = yo, y je omezena pro z — co.

9. —zy" —y' =0, z € (1,2); y(1) =y1, y(2) =0.
10. —22y" — a2y’ + k?>y =0, = € (0,£); y({) =1, y je omezena pro x — 0y ; k je parametr.
11. —zy” —y' = —x, z € (0,4); y(0) =y(¢) =0.
12. —y"” =sinz, z € (0,27); 3/'(0) =y'(27) = 0.
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Najdéte vlastni funkce okrajovych tloh a vlastni ¢isla prislusnych operatort

13. —
14. —
15.

"=, x€(0,0); v(0)=2"(¢)=0.
=M, x € R; v(z) =v(z+ 2m).

—v" 4 qu =2, z € (0,0); v(0)=0, v() =0; ¢ je parametr.

Reste okrajové tilohy

sin —5 sin =7
k2 2_w2g2

df pro

16. —y" — w?y = f(x), x € (0,4); y(0) = y(¢) = 0; w je parametr.
T—x
17 —y" =3y = —5—, = € (0,m); y(0) = y(m) = 0.
18. Najdéte Greenovu funkci tlohy —y” +y =0, y(0) = y(1) = 0.
Vysledky:
1. sgnz, 26(x)
2. 2y = H(z), 2 = —H(—x)
3. (=1)"nlo(z)
2
4. f(&) = \/§ exp (fj—c>; navod: ukazte, ze digf(f) = 7230 F(€)
I ab
> Vare P (‘mx )
6. y(z) =wo
7 y(z) = £
8. y(x) =wo
9. y(z) =y 02
N
10. y(z) = (7)‘ |
11. nema4 reseni
12. y(z) =sinz — x + C, C je libovolna konstanta
13. A\ = ("—[)27 vn(z) =cos &z, n=0,1,2,...
14. Ay = n?, vy () = Cp cosna + Dy, sinnz, Cy, D, jsou libovolné konstanty, Co # 0, n = 0,1,2, ...
2
15. A =g+ (w) , Un(x) = cos %x.
T I3
16. y(z) = Bsin &z + L [ f(€)sin EX (¢ — x)d¢ pro “’?l =keNa [ f(&)sin2E&d¢ =0, B je libovolna
0 0
konstanta;
= 1 [f(sinw(¢ — z)d¢ — Snwr ff sinw(§ —z)d€ = 20 [ (&) >
0 0 k=1
“f ¢n
17. y(z) = 1;:: f;cf;kxs) = Z (cosV/3z — cotgV/3m sinv/3z) + & (z — )
18.

sinh z sinh(1—¢&) 0<

sinh(l'fz) sinh £ 0< é— <r<1
Ge.) —{ e oo
sinh 1 ! _:C< 6—
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