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Ciselné vektory

Ve fyzice a technickych disciplinach se zkoumaji veli¢iny
e skaldrni: pfedstavuji velikost — hmotnost, ¢as, teplota, . ..

e vektorové: maji vice sloZzek, mohou popisovat kromé velikosti také smér a orientaci — sila, okamzitd rychlost,
posunuti .. .., nebo mohou pfedstavovat data — ¢asova fada, barva (RGB), soufadnice pozice . ..

Definice: Mnozinu R" uspofadanych n-tic redlnych ¢isel 4 = (ay,ay, ..., a,) s operacemi s¢itdni a nasobeni redlnym
¢islem definovanymi

(01132/-~-/an) + (blleI"'/bH) = (al +b1/a2+b2/~-~/an +b1’l)
k(ay,ao,...,a,) = (kay, kay, ..., kay)

provsechnak € Ra(ay, ap,...,a,), (b1, by, ..., by) € R" nazyvame linedrnim vektorovym prostorem. Prvky tohoto
prostoru, tj. uspofadané n-tice redlnych ¢isel nazyvame vektory. Cisla ay, . .., a, nazyvame slozky vektoru 4. Cislo
n nazyvame dimenze (rozmér) vektoru 4. Vektor (0,0, ...,0) dimenze n nazyvame nulovym vektorem.

Poznamka 1. Geometricky 2 a 3-rozmérné vektory zobrazujeme jako orientované privodice bodu:

A=11,2]
B = [2,1.5]
(1,2)
(2,1.5)
0 (1,—05) X

Vektor 7 = AB je orientovana usecka spojujici bod A s bodem B. Slozky vektoru 7 jsou dany rozdilem soufadnic B — A.

Definice: Vektor —4 = —1 - @ nazyvame vektorem opaénym k vektoru 4.

Definice: Velikosti vektoru 4 nazveme nezaporné ¢islo

@ =2+ =Y a2

Vektor 7 nazveme jednotkovym vektorem, jestlize |d| = 1.

Velikost vektoru 7 = (—2,1,4,0,—3) je |d| = V4 +1+16+9 = /30.

Definice: Skalarnim sou¢inem vektora 4 = (ay,ay,...,a,), b = (by, by, ..., by) nazyvame &islo

n
ﬁ'bzﬂl'b1+ﬂ2'b2+"'+ﬂn-bn:Zaibi.
i=1

Skalarni soudin je mozné vyjadFit také jako &islo @ - b = |d@| - |b| - cos ¢, kde ¢ je thel, ktery sviraji vektory @ a b. Naopak
tedy pro nenulové vektory plati, Ze sviraji tihel ¢, pro ktery plati

COS = EB
AT
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D
|l - |b]
Uhel, ktery sviraji vektory 7 = (2, —1,3,2), b= (1,-2,-2,1) spliwuje

[

@ = arccos

[

cos i — 242642 0
¢ VE¥1+9+4V/1+4+4+1 V1810
7T (e}

Vektory jsou kolmé (ortogonalni) < je jejich skalarni sou¢in roven nule.

Linedrni kombinace vektoru

Definice: Necht'u}, 11, . . ., il jsou vektory stejné dimenze a ky, ky, ..., k, € R. Vektor

M-

Z_j = klu_i + k2lf2 +--- 4+ knu_'n = kiﬁi

i=1

nazyvame linedrni kombinaci vektord i1y, 15, . . ., tij;.

= Pfiklady na linedrni kombinaci vektori. <=

Linedrni zavislost a nezavislost vektort.

Definice: Vektory 113, 15, . . ., iy nazyvame linearné zavislé, je-li aspori jeden z vektorti linedrni kombinaci ostatnich.
V opacném piipadeé je nazyvame linedrné nezavislé.

Véta: Vektory i, iy, . . ., il jsou linedrné nezavislé < nulovy vektor je pravé jen jejich nulovou linedrni kombinaci,
0 = kyuy + kotiy + - - - + kntiy

pravé proky, ky, ..., ky =0.

Véta: Plati-li 0 = kqifj + koify + - - - + knily a alesporijedno k; je nenulové, jsou vektory i1, 13, . . ., i, linedrné z4vislé.

Poznamka 2. Vektory jsou jisté zavislé, pokud
e je mezi nimi alespon jeden nulovy.
e jsou mezi nimi dva vektory stejné.

o je-li néktery vektor nasobkem jiného.

Definice: Baze vektorového prostoru dimenze # je libovolna linearné nezavisla soustava n vektort.

Véta: Libovolny vektor vektorového prostoru je linearni kombinaci vektorti baze. Baze tedy generuje cely vektorovy
prostor.
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Matice

Definice: Matici typu m X n rozumime uspofddané schéma

a1 a2 413 v A1

a1 dxp azz - A
A p—

Am1 Gm2 - - Amn

kdea;j € Rproi =1,...,maj=1,...,n. MnoZinu viech redlnych matic typu m x n oznatujeme symbolem R"*".
Zkréceng zapisujeme Ayxn = (a;;) -

Je-li m = n nazyva se matice A ¢tvercova matice a ¢asto fikdme, Ze je ¥fAdu n misto typu n x n. Je-li A ¢tvercova matice,

nazyvame prvky tvaru a;;, tj. prvky, jejichZ fadkovy a sloupcovy index jsou stejné, prvky hlavni diagonaly.

Definice: Matice Apxn = (a;j), kde a;; = 0 provSechnai=1,...,maj=1,...,n se nazyva nulovd matice.

Definice: Jednotkova matice je ¢tvercovad matice, kterd ma na hlavni diagonéle jednicky a na ostatnich mistech
nuly. Jednotkovou matici znac¢ime I.

Nz

Definice: Schodovité (stupiiova) se nazyva matice, jejiz kazdy fadek zac¢ind vétsim poctem nul neZ predchazejici.

342 -1 1 2 342 -1 1 2
A=10 3 1 1 1 -2/, B=|0 01 1 1 -2
000 2 0 1 002 2 0 1

Matice A je schodovitd, matice B neni schodovita — druhy a tfeti faddek zacind stejnym poctem nul.

Definice: Bud' A = (a;;) € R™*". Matice
AT _ (ﬂ]‘i) c anxm,

tj. matice, kterd vznikne zaménou fadkt a sloupcti matice A, se nazyva matice transponovana k matici A.

5_11_22 2 3 2 4

A= AT=1-1 1 0 -2
201 2 -2 1 1
4 -2 1

Operace s maticemi

Definice:

e Necht' A = (a;;), B = (b;) € R"". Souttem matic A a B rozumime matici C = (c;;) € R™*", kde
cij = ajj + b;j. Zapisujeme C = A + B.

e A= (a;) € R"*"ak € R. Soutinem ¢isla k a matice A rozumime matici D = (d;;) € R"*", kde d;; = k - a;;.
Zapisujeme D = kA.

S maticemi tedy pracujeme stejné jako s ¢isly, s¢itdme a ¢islem ndsobime jednotlivé prvky. Plati proto komutativni,
asociativni i distributivni zdkon.
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Definice: A = (a;) € R"*7 a B = (b;;) € RP*". Soutinem matic A a B (v tomto potadi) rozumime matici
C= (Cij) € R™" kde

P
cij = aibij + apbyj + - +apby = ) agby = a; - b;
k=1

provsechnai =1,...,m,j =1,...,n, . prvek na i-tém fadku a j-tém sloupci vznikne jako skalarni soucin i-tého
fadku matice A a j-tého sloupce matice B. Zapisujeme C = AB (v tomto pofadi).

Véta: Soucin matic je asociativni a distributivni zprava i zleva vzhledem ke s¢itani, tj. plati

A(BC) = (AB)C (asociativita)
A(B+C)=AB+ AC (levy distributivni zdkon)
(B+C)A=BA+CA (pravy distributivni zékon)

vzdy, kdyZ tyto operace maji smysl. Souc¢in matic neni komutativni.

Véta: Bud' A matice. Pak plati A = A a Al = A vzdy, kdyZ je tento soudin definovany.

Hodnost matice

Definice: Bud' A matice. Hodnosti matice rozumime maximalni pocet linearné nezévislych fddka matice. Hodnost
matice A oznalujeme h(A).

Véta: Hodnost matice, ktera je ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovych radki.

2 22 3 —-15

0 01 O 0 3

A= 000 -1 2 1

0 00 O 0 0

je ve schodovitém tvarua h(A) = 3.

2 22 3 -1 5

s_|001 0 0 3

10 0 3 -1 2 1

0 00 1 1 -2

neni ve schodovitém tvaru a jeji hodnost na prvni pohled nepozname.

p
Definice: Néasledujici tpravy nazyvame ekvivalentni:

e zameéna potadi Fadka
e vynasobeni libovolného fadku nenulovym &islem

o pricteni fadku (nebo jeho ndsobku) k jinému fadku

o vynechani fadku slozeného ze samych nul
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Definice: Dvé matice A, B nazyvame ekvivalentni, jestlize 1ze matici A pfevést na matici B kone¢nym poctem
ekvivalentnich tiprav. Znac¢ime A ~ B.

Véta: Ekvivalentni matice maji stejnou hodnost. I

Poznamka 3. Ekvivalentni matice maji stejnou nejen hodnost, ale také fadky matice jako vektory generuji stejny vektorovy
prostor. Matice vznikly pavodné pro zjednodudeny zapis soustav rovnic. Radek matice odpovida jedné rovnici soustavy. Ekviva-
lentni dpravy matice jsou totéz jako Gpravy, které provadime s radky soustavy pfi hledani feSeni (zdména poradi fadku — rovnic,
vynasobeni fadku — rovnice nenulovym ¢islem, atd.). Matice jsou tedy ekvivalentni ve smyslu zachovavéni feSeni odpovidajici
soustavy rovnic.

X1 +3x—x3=0 -(—2)
2x1+x+x3=0 pfic¢teme k druhé rovnici

X1 +3x—x3=0
—5x74+3x3 =0

3 -1y (1 3 -1
21 1 0 -5 3

Véta: Libovolnou matici 1ze kone¢nym poctem ekvivalentnich tiprav prevést do schodovitého tvaru.

Véta: Transponovani neméni hodnost matice. I

Definice: Ctvercovad matice typu n X n, kterd ma hodnost 7, se nazyva regularni.

= Pfiklady na vypocet hodnosti matice. <

Inverzni matice

Definice: Bud' A € R"*" ¢tvercova matice Fadu . JestliZe existuje étvercova matice A~! fadu n, splitujici vztahy

ATA=1=AAT,

nazyvame matici A~! inverzni matici k matici A.

Véta: Necht' matice A je &tvercova. Potom inverzni matice A~ existuje préavé tehdy, kdyZ je matice A regularn, tj.
ma nezdvislé fadky.

Poznamka 4. Inverzni matici k regularni ¢tvercové matici A hleddme pomoci fadkovych ekvivalentnich Gprav tak, ze prevadime
matici A na matici jednotkovou a tytéz Gpravy soucasné provadime na vedle zapsané jednotkové matici. Z jednotkové matice
takto vznikne matice inverzni A7,

= Ptiklady na vypocet inverzni matice. <
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Determinant matice

Definice: Permutaci o n-prvcich rozumime uspofddanou n-tici kq,ky, ..., ky, kterd vznikla pfeskladanim cisel
1,2,...,n. Inverzi rozumime zaménu i-tého a j-tého prvku v permutaci.

2 w2z

Definice: Bud' A € R"*" &tvercovéa matice Fadu n. Determinant matice A je redlné &islo
detA = Z(*l)pﬂlklﬂzkz oo yk,

pies viechny permutace sloupcovych indexi. Cislo p je pocet inverzi dané permutace. Zapisujeme také det A =
|A] = ajjl.

Poznamka 5. Podle definice je determinant Cislo, které vznikne jako soucet vSech moznych soudinii prvki ze v8ech fadkd, ale
riznych sloupcil. Tato definice neni pfilis vhodna pro vypocet determinantu matice vysokého Fadu, protoze pocet scitanci rychle
roste. Pro matici fadu n je pocet permutaci n!. Pro matici fadu 1 a 2 je podle definice vypocet determinantu jednoduchy:

n=1: detA=oap
=2: detA =ajjay — appan

Pro matici fadu 2 fikdme predpisu pro determinant kfizové pravidlo, protoze prvky matice nasobime do kfize:

a1 a2

= ai11dzp — a124az1
a1 Az

Sarussovo pravidlo:
Pro matici fddu 3 plati
a;p a2 413

a1 dpp 43| =
az1 4aszp 4ass

a11a22a33 —a1142332 — 412421433
+a12a23431+a13421432 —A13422431

a a a
1 "2 18 _ 011422433 + A21432413 1 431412423
a1 axp a3 | =

—a314220413 — 411432423 — 21412433
az1 4z 4ass

a1 412 413
a1 dxp a3

Véta: Néasledujici operace neméni hodnotu determinantu matice:

e pricteni linedrni kombinace ostatnich fadkt (sloupcit) k jinému fadku (sloupci)

e ponechani jednoho fadku (sloupce) beze zmény a opakované pficteni libovolnych nasobkt tohoto fadku
(sloupce) k ostatnim fadktim (sloupctim) matice

e transponovani matice

Véta: Nasledujici operace méni hodnotu determinantu popsanym zptisobem:

e pfehozenim dvou fadka (sloupctt) determinant méni znaménko

o vydélime-li jeden fadek (sloupec) nenulovym ¢islem a, zmensi se hodnota determinantu a-krat (tj. z fadku
nebo sloupce 1ze vytykat)
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Pozndmka 6. Podle pfedchozi véty, plati

2 4 8 1 2 4 1 21
-1 2 4|=2|-1 2 4|=2-4-1-1 2 1
0 1 12 0 1 12 0 1 3

z ¥z

Véta: Ctvercova matice A ma zavislé fadky < det A = 0.

Véta: Ke ¢tvercové matici A existuje matice inverzni < A je regularni, tj. & det A # 0.

Véta: Determinant matice, kterd je ve schodovitém tvaru je roven soucinu prvki v hlavni diagonale.

-

Definice: Necht’ A je ¢tvercovd matice fddu n. Vynechdme-li v matici A i-ty faddek a j-ty sloupec, oznac¢ujeme
determinant vzniklé submatice M;; a nazyvame jej minor pfislusny prvku a;;. Cislo

Ay = (=)™ M

nazyvéame algebraicky doplnék prvku a;;.

Véta (Laplacetiv rozvoj determinantu): Pro libovolny sloupec, resp. fadek, determinantu A plati
n
detA = Lllelj + 012]'A2]' +---+ anjAnj = Z LZ,']'A,']',
i=1

n
detA = anAn +apAp+ -+ ap A = ) a;jAjj,
=1

tj. determinant se rovna souctu vsech sou¢int prvku a jeho algebraického dopliiku libovolného sloupce nebo fadku.

Poznamka 7. Radek nebo sloupec, podle kterého provadime rozvoj, je vhodné volit tak, aby obsahoval co nejvice nulovych
prvkd.

= Pfiklady na vypocet determinantu matice. <

Soustavy linedrnich rovnic
Uvazujme nasledujici t¥i problémy: Najdéte vSechna realnd ¢isla xq, xp, splitujici:

4x1 +5xy =7
X1 —2xp =4

Uloha2 : (%) x1 + (52) Xy = (Z)
donas: (1 35) ()= ()

Vsechny problémy jsou ekvivalentni a jedna se o jiny zapis téhoz.

Uloha1 :
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Definice: Soustavou m linedrnich rovnic o # nezndmych nazyvame soustavu rovnic

a11x1 + agpxy + a3xz + - -+ ayu Xy = by
Ax1X1 + axpXy + ax3x3 + - -+ ax,xy = by
a31X1 + a3pXp + azzxz + - -+ + a3, X, = b3

A1 X1 + A2 X2 + A3 X3 + - -+ AmnXn = by

Proménné x1, x2, ..., X, nazyvdme neznamé. Redlna ¢&isla a;; nazyvame koeficienty levych stran, redlné &isla b;
koeficienty pravych stran soustavy rovnic. ReSenim soustavy rovnic rozumime uspofddanou n-tici redlnych &isel
[t1,t2,. .., tn] pojejichz dosazeni za nezndmé (v tomto pofadi) do soustavy dostaneme ve viech rovnicich identity.

Definice: Matici

a1y 42 a3 - a1

a1 azp dz3 - Ay
A=

Am1 Am2 Am3 - Amn

nazyvame matici soustavy. Matici

nazyvame rozsifenou matici soustavy.

Pozndmka 8 (maticovy zapis soustavy linedrnich rovnic).

apn ap - Ay x1 by

a1 axp -y X2 by

Am1 Am2 - Amn Xn b
Ax=1b

Definice: Plati-li v soustavé Ax = b

by=by=---

tedy Ax = 0, nazyvé se soustava homogenni.

Poznamka 9. Homogenni soustava lineadrnich rovnic Ax = 0 je vzdy feSitelnd. Po dosazeni okamzité vidime, ze n-tice x; = 0,
X =0, ..., x, = 0 je FeSenim. Toto FeSeni nazyvadme trividlni. U homogennich soustav linedrnich rovnic tedy bud existuje
pouze trivialni FeSeni, nebo existuje nekonecné mnoho feseni.

Véta (Frobeniova véta): Soustava linedrnich rovnic Ax = b je feSitelnd pravé tehdy, kdyZz matice soustavy A a

rozsifena matice soustavy A, = (A|b) maji stejnou hodnost, tj. h(A) = h(A,).

e Soustava nema feseni, pokud h(A) # h(A,).
e Soustava ma pravé jedno FeSeni, pokud h(A) = h(A,) = n.

e Soustava ma nekonedné mnoho feseni, pokud h(A) = h(A,) < n. Tato feSeni lze vyjadtit pomoci (n — h(A))
nezavislych parametrt.
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Gaussova elimina¢ni metoda
Pfevedenim rozsifené matice soustavy na schodovity tvar zjistime, zda je soustava rovnic feSitelna (Frobeniova véta). V
piipadé, ze h(A) = h(A,), fesime soustavu tzv. Gaussovou elimina¢ni metodou, kdy neznamé vyjadiujeme z rovnic

odpovidajicich fadktim matice ve schodovitém tvaru, které jsou ekvivalentni ptivodnim rovnicim. Vyjadfovani
provadime odspodu soustavy.

= Priklady na Gaussovou eliminaéni metodou. <=

Cramerovo pravidlo

Véta (Cramerovo pravidlo): Je-li matice A ¢tvercova a regularni, mé soustava Ax = b jediné feSeni a pro i-tou
sloZzku x; tohoto feSeni plati:

kde D = det A a D; je determinant matice, kterd vznikne z matice A vyménou i-tého sloupce za sloupec b.

= Ptiklady na Cramerovo pravidlo. <

Analyticka geometrie v roviné

Véta: Libovolnou pfimku p v roviné lze vyjadfit rovnici

ax +by+c=0,

kde a,b, c jsou konstanty, pticemz a, b nejsou soucasné rovny nule. Vektor n = (a,b) je kolmy k p¥imce p. Naopak
kazda rovnice tvaru ax + by + ¢ = 0, kde a® 4 b > 0, pfedstavuje p¥imku p v roviné kolmou k vektoru n = (a,b).

Definice: Rovnice
ax+by+c=20

se nazyva obecna rovnice p¥imky, vektor n = (g, b) se nazyva normalovy vektor ptimky. Kazdy nenulovy vektor,
ktery je k normélovému vektoru kolmy se nazyva smérovy vektor pfimky.

Jednim ze smérovych vektort je napf. vektor s = (—b, a), protoZe skalarni soucin vektort s a # je roven nule.

Definice: Smérnici pfimky p o rovnici ax + by + ¢ = 0, kterd neni rovnobézna s osou y, tj. b # 0, rozumime podil
a

Smérnice k = tga, kde « je thel, ktery pfimka svird s kladnou osou x. V p¥ipadg, ze b # 0, tj. pfimka je rovnobéznd s
osou Yy, fekneme, Ze pfimka p nema smérnici. P¥fimku p se smérnici k je moZné vyjadrit ve smérnicovém tvaru
y=kx+gq.
Ptimku, kterd protina soufadné osy v bodech rtiznych od pocatku soufadnic, 1ze vyjadfit také rovnici v tzv. isekovém
tvaru Xy

- + - = 11

P4
kde p # 0 je tsek vytaty pfimkou na ose x, g # 0 je tsek vytaty p¥imkou na ose y.
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| 0 p x
Piimku p, kterd prochdzi bodem A = [x, yo] se smérovym vektorem s = (s1,s;) ma parametrické rovnice

x=xg+sit, y=yo+st,

kde t € (—o0, c0) je parametr.

Véta: P¥imka urcend body A = [x1, 1] a B = [x2, 2] ma obecnou rovnici

X—xi y-wi|_,

X2 —X1 Y2— WY1

Je-li x1 # x, ma p¥imka smérnici a lze ji zapsat ve tvaru

yZ*}/l(xi

Xy — X1 x1).

y—-n-=

Pfimka ur¢end bodem A = [x1, 1] a smérovym vektorem s = (s1,s,) ma obecnou rovnici

X — X1 y*yl
51 So

=0.

P
Definice: Vzdalenostbodtt A = [x1,y1] a B = [x2, 5] v rovinném kartézském soufadném systému je délka tsecky

AB aje dana vztahem

AB| = /(2 — 20)2 + (2 — y1)2.

Pro vzdélenost d bodu A = [x, o] od p¥imky p o rovnici ax + by + ¢ = 0 plati

_axg 4+ byo +c|

VEI R

d

Dvé piimky o rovnicich aix + by +¢q = 0 a apx + byy + ¢ = 0 sviraji Ghly ¢ a 77 — ¢, pficemz plati
aja + biby
\/a2 + b2y /a3 + b3

Dvé pfimky o rovnicich y = kix + g1 ay = kox + g sviraji thly ¢ a 7 — ¢, pFic¢emz plati

cos @ =

kK
tgp = Tt kiks” pro kik, +1 # 0,

q):g, prokik, +1 = 0.

Casto je tfeba rozhodnout o vzajemné poloze dvou p¥imek p, g o rovnicich a;x + b1y + ¢y = 0 a apx + byy +co = 0.

pllg prave tehdy kdyz %1 b; =0,

ap b

) ma hodnost 1.
a by o

p=gq pravétehdy kdyz (
Je-li p pfimka ax + by + ¢ = 0 a g pfimka dand bodem A a smérovym vektorem (sq, sp), pak

pllg pravé tehdy kdyz as; + bsy = 0.
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Je-li p pfimka dand bodem A a smérovym vektorem (s1, ;) a q pfimka dana bodem B a smérovym vektorem (uy, u5),

pak

S1 S2
u

pllg prave tehdy kdyz

Pozndmka 10. Rovnobézné pfimky (resp. jejich smérové vektory) nazyvame kolinearni. Smérové vektory kolinedrnich primek
jsou linedrné zavislé.

Analyticka geometrie v prostoru

Véta: Libovolnou rovinu p v prostoru Ize vyjadfit rovnici

ax+by+cz+d=0,

kde a,b, c,d jsou konstanty, pfi¢emz a, b, ¢ nejsou soucasné rovny nule. Vektor n = (a,b,¢) je kolmy k roviné p.
Naopak kazdéa rovnice tvaru ax + by + cz +d = 0, kde a®> + b* + ¢ > 0, predstavuje rovinu p kolmou k vektoru
n=(ab,c).

Definice: Rovnice
ax+by+cz+d=0

se nazyva obecnd rovnice roviny, vektor n = (a,b, c) se nazyva normalovy vektor roviny.

Rovinu, ktera protina soufadné osy v bodech riiznych od pocatku soufadnic, lze vyjadfit také rovnici v tzv. isekovém
tvaru

Xy oz

kde p # 0je usek vytaty pfimkou na ose x, g # 0 je tsek vytaty pfimkou na ose y a r # 0 je tisek vytaty pfimkou na ose
z.

= Animace roviny. <

Rovina p uréend bodem A = [xo, o, zo] a dvéma nekolinedrnimi vektory u = (u1, up, u3z) av = (v1,v2,v3) ma
parametrické rovice
X =xp+us+uv1t, y=1yo+uzs+oyt, z=2z9+ uzs+ vzt

kdes, t € (—o0, o) jsou parametry.

Véta: Rovina uréend body A = [x1,y1,21], B = [x2,Y2,22] a C = [x3, 3, 23] ma obecnou rovnici

X—x1 Yy—yi z—2z1
Xp—x1 Ya2—Yy1 z2—2z1|=0.
X3—X1 Ys—VY1 Z23— 21

Rovina ur¢end bodem A = [x1,y1,z1] a nekolinedrnimi vektory u = (uy, up, u3) a v = (v1, vy, v3) ma obecnou rovnici
X — X1 y—yl Z—2Z7

uq Uy us | =0.
01 (%] U3
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Definice: Vzdélenost bodu A = [x1,y1,21] @ B = [x2,Y2,22] v 3-rozmérném kartézském soufadném systému je
délka tisecky AB a je ddna vztahem

|AB| = \/(xz —x1)2+ (2 —y1)?* + (22 — 21)%
Pro vzdélenost d bodu A = [x, Yo, zo] od roviny p o rovnici ax + by + cz +d = 0 plati

J— |ax0—|—by0+czo—|—d|

Va2 +b? +c?

Dvé roviny o rovnicich ai1x + byy + c1z +d1 = 0 a axx + bpy + coz + dp = 0 sviraji thly ¢ a 7w — ¢, pficemZ plati

a1as + b1b2 +c1c2
VBB E+ 8+

cos @ =

Véta: Pfimka p, kterd prochdzi bodem A = [xg,yo,zo] rovnobézné s nenulovym vektorem s = (s1,sp,53) ma
parametrické rovnice
x=xp+1ts1, Yy=Yyo+1isa, z=2zp+1s3

kde t € (—o0,0) je parametr. Vektor s je smérovy vektor pfimky p.

Véta: Prisecnici dvou rtiznobéZznych rovin danych rovnicemi
ax+biy+cz+d; =0, ax+by+cz+d, =0

je pfimka, jejiz smérovy vektor je dan tzv. vektorovym souéinem normalovych vektort téchto rovin, tedy

s = (a1,b1,c1) X (a,by,¢2) = (b1ca — c1bp, €182 — a1cp, a1by — byay).

Vektorovy souéin vektorti u = (uq, up, u3z) av = (v1, vy, v3) mizeme symbolicky psat takto:

i ]k
UX0=|Uup Uy U3|.
01 Uy U3
Poznamka 11. Plati
lux v| =|ul-|v| sing,

kde ¢ je thel, ktery sviraji vektory u a v, tj. vektorovy souc¢in ma velikost rovnu obsahu rovnob&zniku uréeného témito vektory
a smérovy vektor je k nim kolmy.

Véta: Bud’ dana rovina p : ax + by + cz +d = 0 a pfimka p se smérovym vektorem s = (sq,5,53).

pllp prave tehdy, kdyz normélovy vektor roviny
je kolmy ke smérovému vektoru p¥imky; tj.
n-s=asy +bsy+cs3 =0,

p L p pravétehdy, kdyZ jsou vektory s a n kolineérni, t;.

<a1 by C1> ma hodnost 1.
51 S2 S3
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Definice: Uhlem, ktery svird pfimka p s rovinou p, rozumime thel ¢ € (0, E>' ktery svira pfimka p se svym

pravodhlym primétem do roviny p.

Poznamka 12. Z této definice a definice skalarniho soucinu plyne, Ze smérovy vektor s pfimky p svira s rovinou p s normalovym
vektorem n Ghel @, pro ktery plati
s < T CP) ‘ |n-s|
cos| = — = .
2 |]ls|

sin g =

Zikladni mnoZinové pojmy

MnoZina je soubor né&jakych véci nebo objektti, které nazyvme prvky mnoZziny. Pfitom o kazdém objektu lze
jednoznaéné rozhodnout, zda do dané mnoziny patfi. MnoZiny zna¢ime zpravidla velkymi pismeny A, B, C, . . ., jejich
prvky malymi pismeny a, b, c, x, . . .. P¥islusnost, resp. nep¥islusnost, prvku x do mnoziny A zna¢ime

x€A, resp., x¢A

Mnoziny miizeme popsat napt. vyctem prvki
A={1,47}

nebo zaddnim pravidla, které urci, zda dany prvek do mnoZiny patfi nebo ne

A={x:xjesudé N0 <x<7}={0,24,6}

Definice: Sjednocenim mnozin A a B nazyvame mnozinu
AUB={x:xe€ AVxe€B},

priinikem mnoZin A a B nazyvdme mnoZinu
ANB={x:x€ AANx € B},

rozdilem mnozin A a B nazyvame mnozinu

A—B={x:xe€ AANx ¢ B}.

Prazdnd mnoZina je mnozZina, kterd neobsahuje zadny prvek. Zna¢ime ji @. Mnozina, ktera obsahuje kone¢ny pocet
prvki se nazyva koneénd. MnoZina, ktera obsahuje nekone¢ny pocet prvki se nazyva nekoneéna.
Zakladni ¢iselné mnoZiny maji pevné dohodnuté oznaceni:
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Definice:
N ={1,2,3,...}... mnoZina ptirozenych &isel

Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} ... mnozina celych &isel
Q= {% cmeZ,ne ]N} ... mnozZina racionalnich ¢isel

R = (—o0,00) ... mnozina redlnych &isel

I =R — Q... mnozina iraciondlnich ¢isel

C={a+ib:abeR}... mnozina komplexnich &isel

MnoZina redlnych ¢isel a jeji podmnoZziny

Definice: PodmnoZinou B mnoZiny A rozumime libovolnou mnoZinu, jejiz vSechny prvky jsou obsaZeny v mnoZziné

A. Tuto vlastnost mnoziny B zapisujeme takto: B C A

Mnozinu R zobrazujeme jako pfimku. Typickymi podmnozinami mnoZziny R jsou intervaly.

Otevieny interval (a,b) oznatujeme kulatymi zdvorkami a na p¥imce tse¢kou s prazdnymi krajnimi body.

S
a<x<b : :
uzavieny interval (a,b) ozna¢ujeme hranatymi zavorkami a na pfimce tse¢kou s pInymi krajnimi body.
—
a<x<b \ \
a b
Dalsi mozné typy intervali jsou napfiklad tyto:
— ’
! ! !
a b a
(a,b) (—o00,a)
a<x<b —co<x<a

Funkce

Definice: Necht’jsou dany neprazdné mnoziny D a H. Pravidlo f, které kazdému prvku x € D pfifazuje pravé

jeden prvek y € H, se nazyvé funkce. Zapisujeme y = f(x) nebo f : x — y.

Mnozina D = D(f) se nazyva defini¢ni obor funkce f.

Mnozina vSech y € H, pro ktera existuje x € D s vlastnosti f(x) = y se nazyvé obor hodnot funkce f a oznacujeme jej

H(f)-

Pokud jsou D(f) a H(f) podmnoziny R, mluvime o redlné funkci jedné redlné proménné.
Operace s funkcemi:
Funkce 1ze séitat, od¢itat, ndsobit a délit. Plati komutativni, asociativni a distributivni zdkon.

(f£8)(x) = f(x) £g(x)
(f-8)(x) = f(x) - g(x)
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Defini¢ni obor nové funkce je prinikem defini¢nich oborti ptivodnich funkeci D(f) N D(g).
f ) f(x)
2 X)) = —~<~

(g ¥ =5

Defini¢ni obor nové funkce je priinikem defini¢nich obort ptivodnich funkci mimo bodi, kde je jmenovatel nulovy:

D(f)nD(g) —{x:g(x) =0}

Dalsi operaci je skladan{ funci.

SloZena funkce

Definice: Necht'u = g(x) je funkce s defini¢nim oborem D(g) a oborem hodnot H(g). Necht'y = f(u) je funkce
s definiénim oborem D(f) 2 H(g). SloZenou funkci (f o g)(x) = f(g(x)) rozumime pfifazeni, které Vx € D(g)
piifazuje y = f(u) = f(g(x)). Funkci ¢ nazyvame vnitini sloZkou a funkci f vnéjsi sloZkou slozené funkce.

fog
Definice: Grafem funkce rozumime mnozinu vSech uspotadanych dvojic [x, f(x)], x oznac¢ujeme jako nezavislou
proménnou a y jako zavislou proménnou.

Vlastnosti funkci

Definice: Necht' f je funkce a M C D(f) podmnozina defini¢niho oboru funkce f.
1. Rekneme, e funkce f je na mnoZiné M zdola ohrani¢en4, jestlize 3 d € R takové, Ze pro Vx € M plati
d < f(x).

2. Rekneme, Ze funkce f je na mnoZing¢ M shora ohraniéend, jestlize 3 h € R takové, ze pro Vx € M plati

f(x) <h.

3. Rekneme, Ze funkce f je na mnoziné M ohraniend, je-li na M ohrani¢end zdola i shora.

Nespecifikujeme-li mnoZinu M, mdme na mysli, Ze uvedend vlastnost plati na celém defini¢nim oboru funkce f.

Graf zdola ohranicené funkce leZi nad néjakou vodorovnou p¥imkou:

y

\ |/

N
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Graf shora ohrani¢ené funkce leZi pod né€jakou vodorovnou pfimkou:

y

/ | \ x
Graf ohrani¢ené funkce lezi mezi néjakymi dvéma vodorovnymi pfimkami:

Y y = f(x)

N
~

Definice:
1. Rekneme, Ze funkce f je suda, pokud pro Vx € D(f) plati, Ze

—xeD(f) A fl-x) = f(x).

2. Rekneme, Ze funkce f je licha, pokud pro Vx € D(f) plati, ze

—xeD(f) N fl=x)=—f(x).

Graf sudé funkce je symetricky podle osy y:

y=f(x)
Graf liché funkce je symetricky podle pocatku:
Yy
y=fx)
0
x
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Definice: Necht'p € R, p > 0. Rekneme, Ze funkce f je periodické s periodou p, pokud pro Vx € D(f) plati

x+peD(f) N flx)=flx+p)

\\/AUA - AUA \/I )

y=f(x)

Definice: Necht' f je funkce a M C D(f) podmnozina defini¢niho oboru funkce f.

1. Rekneme, Ze funkce f je na mnoZing M rostouci, pokud pro Vx;, x, € M splitujici x; < x; plati f(x1) < f(x2).

2. Rekneme, Ze funkce f je na mnoziné M klesajici, pokud pro Vx1, x, € M splitujici x; < xp plati f(x1) > f(x2).

3. Funkdi f nazyvame ryze monoténni na mnoziné M, je-li bud’ rostouci nebo klesajici.

Graf rostouci funkce:

Ny
0
x
Graf klesajici funkce:
Ny
0 X

p
Definice: Necht' f je funkce a M C D(f) podmnozina defini¢niho oboru funkce f.

1. Rekneme, Ze funkce f je na mnozingé M neklesajici, pokud pro Vxi,x, € M splitujici x; < x, plati f(x;) <
flx2).
2. Rekneme, Ze funkce f je na mnozingé M nerostouci, pokud pro Vxi,x, € M splitujici x; < x, plati f(x;) >

f(x2).

3. Funkci f nazyvame monoténni na mnoziné M , je-li bud’ nerostouci nebo neklesajici.
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Graf neklesajici funkce:

Y
y=f(x)
0 X
Graf nerostouci funkce:
! y=fx)
0 X

Nésledujici on-line kviz obsahuje také otdzky na vlastnosti funkci, které budou teprve probrany, 1ze se k nému tedy
pozdéji vratit.

= Interaktivni kvizy na vlastnosti funkci. <=

Definice: Necht' f je funkce a M C D(f) podmnozina defini¢niho oboru funkce f. Rekneme, Ze funkce f je na

mnoZziné M prostd, pokud pro Vx1, x; € M spliujici x1 # x, plati f(x1) # f(x2).

Graf prosté funkce protinaji vSechny vodorovné pfimky nejvyse jednou:

—fx) Y y=fx 7

\ \

\ \

\ N\ N\
\ 0 X 0 \x

y

Inverzni funkce

Definice: Necht’ f je prosta funkce. Funkci f~1, ktera kazdému y € H(f) ptitazuje pravé to x € D(f), pro které
plati y = f(x), nazyvame inverzni funkci k funkci f.
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1. Vx € D(f), ¥y € H(f) plati f ' (f(x))=xa f(f ' (y))=y.

2. Grafy funkdi f a f~! jsou symetrické podle osy prvniho kvadrantu:

= Elementdrni funkce <

= Interaktivni kvizy na grafy funkci v posunutém tvaru. <

Pozndmka 13 (vypocet inverzni funkce). Inverzni funkei k funkci y = f(x) uréime takto: zaménime formalné v zadani funkce
proménné x a i, mame tedy x = f(y). Z této rovnice vyjadfime proménnou y (pokud to lze). ProtoZe je funkce f prosta, je

toto vyjadreni jednoznacné.

= P¥iklad na nalezeni inverzni funkce <

U zéakladnich elementéarnich funkci je inverzni funkce jind zakladni elementéarni funkce:

Vzijemé inverzni elementarni funkce:

y:ﬁ y:xz,xZO
y=x y=2x
y=e' y=Inx
y=a,a>0a#1 y =log, x

y=sinx, x € (—m/2,7/2)

Yy = arcsinx

y=cosx,x € (0, 7)

Yy = arccos x

y=tgx,x € (—mn/2,m/2)

Yy = arctgx

y = cotgx, x € (0, )

y = arccotg x

BEa Q=
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Poznamka 14. Plati tedy napfiklad:

VxZ=x
In(e) = x
elnx:x

arcsin(sinx) = x
Pi¥iklad . Vypoctéte, pro které x plati Inx = 3.
Pouzijeme inverzni funkci k logaritmické, kterou je funkce exponencidlni a dostaneme:

Inx =3
eln(x) =3

x = ¢ = 20.0855

Diferencidlni pocet funkci jedné proménné

Definice: Okolim bodu x¢ € R rozumime libovolny otevieny interval I, ktery tento bod obsahuje.

Nejcastéji se pouziva interval, jehoZ je bod x( stfedem.

Xg— 06 X0 X0+

O ! O-
O T O

Takovyto interval nazyvéame J-okolim bodu x a oznacujeme Os(x0). Jestlize z §-okoli bodu x( vyjmeme bod xg,
mluvime o ryzim J-okoli bodu xy a budeme jej zna&it Os(xg).

Xg— 0 X0 Xo+96

O O O-
O O

Pravym ryzim é-okolim bodu xj rozumime otevieny interval (A)J+ (x0) = (x0,x0+ )

X0 Xo+96

O O-
O O

a levym ryzim J-okolim bodu xy rozumime otevfeny interval O(; (x0) = (x0 — &, x0).

XO*(S X0

O O
O O

Limita funkce

Definice: Necht'xp,L € Ra f : R — R je funkce f definovana v né&jakém ryzim okoli bodu xq.

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x( limitu rovnu &islu L, jestlize Ve > 0 existuje 36 > 0 takové, Zze pro x € Os(x)
plati f(x) € O¢(L). Piseme

lim f(x) = L.

X—Xq
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Jednostranna limita

Definice: Necht'xp, L € Ra f : R — R. Dale necht’je funkce f definovana v néjakém pravém ryzim okoli bodu x.

Rekneme, Ze funkce f mé v bodé x¢ limitu zprava rovnu &islu L, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové,
ze pro Vx € OF (xo) plati f(x) € O¢(L).

Piseme lim f(x) = L.
x—xg

Analogicky definujeme limitu zleva.
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Véta: Funkce mda v kazdém bodé nejvyse jednu limitu (limitu zprava, limitu zleva).

Véta: Funkce ma v bodé xy € R limitu praveé tehdy kdyz

lim+f(x) = lim f(x).

X—>X0 X—>X0

Nevlastni body

vy, vy

Definice: Roz$ifenou mnoZinou redlnych &isel R* rozumime mnoZinu reédlnych ¢éisel R rozsifenou o body +oo.
Oznacujeme
R* = RU {00, —c0}

Prvky £oo nazyvame nevlastni body, body mnoZiny R nazyvame vlastni body.

Pro a € R definujeme:

a-+ 00 =00, a—00=—00, 00 + 00 = 00, —00 — 00 = —00
a a
0000 = —00.(—00) = o0, 00.(—00) = —oo0, 5_3_0
—0 < a< 0o, | £ 00| = oo,
Je-lia > 0 definujeme
4-00 =00 a-(—o0) = —oo,
aje-lia < 0 definujeme
4-00=—00 a-(—o0) =00

Poznamka 15. Nejsou tedy napf. definovany operace:

+oo
+oo

00 — 00, +00.0 a

Takovymto vyrazim fikdme neurcité vyrazy. Poznamenejme, ze samozfejmé neni definovano déleni nulou.
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Nevlastni limita

Definice: Rikdme, ze funkce f(x) ma v bodé x nevlastni limitu +oo (—0), jestlize pro VM > 0 existuje 6 > 0
takové, ze pro Vx € Oy(xp) plati f(x) > M (resp. f(x) < —M).

Piseme xhﬁn;()f(x) = +o0(—00).

Pozndmka 16. Aby existovala limita v bodé xy € IR, nemusi byt funkce f v bodé xg definovdna. Napfiklad limita funkce

. sinx
lim

existuje, i kdyz tato funkce neni definovana v bodé 0. Funkce naopak musi byt definovana v néjakém ryzim okoli

x—0

(nebo jednostranném ryzim okoli, v p¥ipadé jednostranné limity) bodu a. Neni tedy definovana napfiklad lim1 V1 —3x2, nebo
X—

lim In(x).

x—0~

= Pfiklad na numericky vypocet limity <

Limita v nevlastnim bodé

Definice: Rikdme, Ze funkce f(x) méa limitu L v nevlastnim bodé +oco (—c0), jestlize pro Ve > 0 existuje K > 0
takové, Ze pro Vx > K (resp. Vx < —K) plati f(x) € O¢(L) .

Y
L+e |
L1
L—¢/
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Spojitost funkce

Definice: Rekneme, Ze funkce f : R — R je spojitd v bodé xg, jestlize xg € D(f) a lim f(x) = f(xo) -

X—X0

Rekneme, Ze funkce f : R — R je spojitd zprava (spojita zleva) v bodé xg, jestlize xo € D(f) a lim f (x) = f(xp)
x—)xo
(lim f(x) = f(x0)).

x—)xo

Definice: Rekneme, Ze funkce je spojitd na intervalu (a,b), (a,b) (a,b) (a,b), je-li spojitd v kazdém jeho vnitinim
bodé a v krajnich bodech (pokud tam patfi) je spojita zprava, resp. zleva.

Véta: Spojitd funkce nabyva v uzavieném intervalu (a, b) své nejvyssi a nejnizsi hodnoty a také vSech hodnot mezi
nimi.

Véta: Necht' f(x) je spojita funkce v uzavieném intervalu (a,b) a plati f(a) - f(b) < 0. Pak existuje alespori jedno

&islo ¢ € (a,b) takové, ze f(c) = 0.

Pravidla pro pocitani s limitami

-
Véta: Bud'a € R*, k € R, f,g: R — R. Jestlize maji f a g v bodé a vlastni limitu, pak plati
limk =k
X—a
}g;(f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x)
31(1m( g(x)) = hmf hrr}lg(x)
hmk f(x) k- hmf( )
i 1) _ B FC)
Mgt T lmgtn PO st A0
X—a

Zobecnénim zakladnich pravidel dostavame linearitu limity:

ignk(klfl(x) . +knfn(x)) = kl Jl(gr}lfl(x) + ... +kn31ci~>nkfn(x)

S vyuzitim pfedchozi véty lze pocitat nasledujici limity
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. s T
1. xh_r)rolo(arctgx + arccotg x) = 7 +0= 5
.1
2. lim —cosx=—c0-1= —c0
x—=0" X
3. lim — = L = l =0
x—r00 xex 00 - 00 0

Vétu nelze pouZzit pro vypocet limity

. 1
Iim ( — +Inx |,
x—=0T\ X
protoZze bychom obdrzeli neurtity vyraz ||oo — cof|.

Véta: Je-li funkce g je spojitd, plati

lim g(f(x)) = g(lim £(x)).

X—X0

Totéz plati i pro jednotlivé jednostranné limity.

Dale tedy plati napf.
lim |f(x)| = | lim f(x)|
lim (f(x))" = (lim f(x))"
lim b/ () — plimxoa f(x)

X—a

lim (log, £(x)) = log (lim f(x))

Pi¥iklad . Uvedenou vétu Ize pouZit pro vypocet nésledujicich limit:

1. lim ln<%> = ||Inoo| = o0

x—07F
2. lim arctg(e ™) = || arctgoo| = i
X——00 2
3. lim In(sinx) = || In(04)]| = —o0
x—0t

Vypocet limity funkce

e V bodé, ve kterém je funkce definovana a spojita vypocteme limitu pfimym dosazenim.

e V bodg¢, ve kterém funkce neni definovand nebo neni spojitd mohou dosazenim vznikat vyrazy typu
k
0

0

0
uprav.

, které vedou k nevlastni limité,

a

, C0Z jsou neurcité vyrazy, které lze resit vétsinou pomoci L "Hospitalova pravidla nebo pomoci
(o]

= Interaktivni kvizy na limity elementarnich funkci <
= Interaktivni kvizy na zakladnich operace s limitami <
= Pfiklady na vypocet limit <
g =
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Derivace funkce

Definice: Necht'xy € D(f). Rekneme, Ze funkce f ma v bodé xy derivaci rovnu f'(xp), jestlize existuje kone¢na

limita
) = i L0 1= Fl50)

Neexistuje-li tato limita, fikame, Ze funkce f(x) nema v bodé& xy derivaci.

f(xo+h)

f(xo0)t

f(xo+h)A
f(x0)t

O/ XIO xo+h X

Poznamka 17. Geometricky vyznam derivace:

Se&na ke grafu funkce f prochézejici body [xo, f(x0)] a [xo + h, f(xg + h)]
f(xo+h) — fxo)
h
se¢na v te¢nu v bodé& [xq, f(x0)]. Limitni hodnota, tj. smérnice te€ny, je potom rovna derivaci f'(xp).

ma smérnici

. Jestlize se s bodem (x( + 1) blizime k bodu x( (tj. provadime-li limitni pfechod }llin})), prejde
-

Poznamka 18. Ma-li funkce f v bodé& x( derivaci, je rovnice te€ny ke grafu funkce v bodé& [xo, f(xo)]

y = f'(x0)(x — x0) + f(x0)-
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y by =f(x0)(x—x0) + f(x0)
y=f(x)

Definice: Necht'ma funkce f derivaci v kazdém bodé otevieného intervalu I. Pfedpisem, ktery kazdému bodu x
z intervalu I pfifadi derivaci funkce f v bodé x je na I definovédna funkce, kterou nazyvame derivaci funkce f na
intervalu I a oznacujeme f'.

~ . N . d
Casto ozna¢ujeme derivaci mimo f’ také jako i’ nebo &

dx

Funkci, kterd ma v bodé x, resp. na intervalu I, derivaci, nazyvdme diferencovatelnou v bodé x, resp. na intervalu I.
Ptiklad . Vypoctéte f'(x) funkce f(x) = x.

. +h—x . h
(x) = lim % jim 2 =1
£ hlg(lJ h hlg})h

fx) = (@) =1.

Vzorce a pravidla pro derivovani

Véta: Necht' f, g jsou funkce a ¢ € R konstanta. Plati

Derivace elementarnich funkci jsou dany nésledujicimi vztahy a jsou definovany pro vSechna x z defini¢niho oboru
elementarni funkce:
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K=0 (cosx)' = —sinx

(x") = nx""! (tgx)' =

cos? x
1
(e¥) =e* (cotgx) = ——
sin® x
1
a*) =a*Ina arcsinx) = ——
@) (aresin)’ = A==
1 1
Inx) == arccosx)’ = —
(nx)= 2 ( V==
1 1
1 !/ — / —
(log, x)' = —— T —
1
(sinx) = cosx (arccotgx)' = — T

= Pfiklady na zdkladni vzorce pro derivovani. <

Véta: Pro sloZenou funkci plati

[f(g()]' = f'(g(x)g'(x),

kde existence derivace vlevo plyne z existence derivaci vpravo.

Poznamka 19. Vyraz f'(g(x)) v predchozi v&t& znamena derivaci funkce f vypoétenou v bodé g(x).

= Ptiklady na derivovani sloZené funkce. <
= Interaktivni kvizy na metodu derivovani. <=
= Pfiklady na vypocet derivace funkce. <
= Interaktivni kvizy na vypocet derivace funkce. <

Diferencial funkce

Definice: Necht’ funkce f(x) je spojitd v n&jakém okoli O(xg) bodu x( a necht’ existuje derivace f’(xg). Necht’
xo +h € O(xp). Diferencidlem funkce f(x) v bodé xy rozumime vyraz

df(x0) = f'(x0) - h.

Flsa-+ - /daiT

f(xo)t —/: I
[
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Poznamka 20. Pro riizné hodnoty & dostavame riizné hodnoty diferencialu df (xg). Diferencial df(xg) je tedy funkci proménné
h (evidentné funkci linedrni). Pokud budeme uvaZzovat obecny bod x, v néms existuje derivace f’(x), bude diferencial df(x)
funkci dvou proménnych x a h. ProtoZe pro funkci f(x) = x plati df(x) = dx = 1-h, miZeme pouZit vztahu h = dx pro
obvykly historicky zépis diferencidlu a derivace funkce y = f(x):

df(x) = dy = f'(x)dx, 4.
flay =2
Derivace vyssich fada

Derivaci 2.¥4du (druhou derivaci) funkce f(x) nazyvame funkci (f')’, tj. derivaci prvni derivace funkce y = f(x).
Podobné derivaci 3.fddu definujeme jako derivaci 2. derivace.

Definice: Derivaci n-tého ¥adu funkce f(x) definujeme jako derivaci derivace fadu n — 1, §. f") = |f (n=1) (x)] '

Vys$si derivace oznacujeme takto:
f”, f”’, f(4), f(5), ,f(n)

nebo
]//// y///, ]/(4)/ ]/(5)/ o ,y(n)
nebo
0%y %y "y

0x2”7 9x3” T 9xn’

= P¥iklady na derivace vyssich fadt. <

Uziti derivaci k vypoctu limit

Véta: I'Hospitalovo pravidlo:
Necht'a € R* a necht’funkce fa g jsou definovany v n&akém ryzim okoli bodu 2 a maji zde derivaci. Necht' déle
plati bud’

lim f(x) = J1(1£>r’11g(x) =0 nebo

X—a
lim |g(x)] = eo.
Pak plati
f) e f)
x—a g(x)  x—ag'(x)’
pokud limita na pravé strané rovnosti existuje. TotéZ plati i pro obé jednostranné limity.

takto:

nebo

Poznamka 21. Predchozi vétu lIze pouZit na vSechny neurdité vyrazy. Lze je pfevést na vyrazy typu

0 0 00 1)

fo-so = |75 = 5] vese 10-00 =5 - |
(e0]
)

nebo

) . 0
|loo — co|| Ize pFevést na spol. jmenovatel do tvaru 0

1] = 1) = =) = el

a stejny trik |ze pouZit na vyrazy typu ||0°]| a [0
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= Pfiklady na uziti I'Hospitalova pravidla. <

Monoténnost funkce. Lokalni extrémy.

p
Véta: Necht’ f(x) je na (a, b) spojitd a ma derivaci v kazdém jeho vnitinim bodé&. Pak plati:

e Funkce f(x) je na (a, b) konstantni < Vx € (a,b) plati f'(x) = 0.

e Jestlize Vx € (a,b) plati f'(x) > 0, pak je funkce f(x) na {(a,b) rostouci.

e Jestlize Vx € (a,b) plati f'(x) < 0, pak je funkce f(x) na (a,b) klesajici.

Definice: Rekneme, Ze f(x) ma v bodé x lokalni maximum (minimum), resp. lokaln{ extrém, jestlize Vx z n&jakého
okoli xg plati f(x) < f(xo) (f(x) > f(x0)). Pokud pro x # x( plati ostré nerovnosti, nazyvame lok. extrém ostrym.

Véta: Ma-li funkce f v xg lokalni extrém, pak f’(xg) = 0 nebo derivace f’(x() neexistuje.

Véta: Necht' f'(xg) = 0a f’(xg) # 0. Pak ma f(x) v xq lokaln{ extrém, a to

e lokalni maximum, je-li f”(xg) < 0,

e lokalni minimum, je-li f”'(x) > 0.

Definice: Je-li f'(xp) = 0, pak bod [xo, f(x()] nazyvdme staciondrnim bodem.

= Priklady na vypocet lokdlnich extrémii. <

Konvexnost a konkavnost. Inflexni body.

Definice: Funkci nazveme konvexni (konkavni) v bodé x, jestliZe jeji graf lezi v okoli xp nad (pod) te¢nou v tomto
bodé.

Funkci nazveme konvexni (konkavni) na intervalu I, je-li konvexni (konkavni) v kazdém jeho bodé.
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Véta: Necht’ f'(x) je diferencovatelna na (a, b). Pak

e jestlize Vx € (a,b) plati f”/(x) > 0 = f je konvexnina (a,b),

e jestlize Vx € (a,b) plati f”(x) <0 = f je konkdvni na (a,b).

Definice: Funkce f ma v bodé x; inflexni bod, jestlize ma v x( te¢nu a f”/(x) zde méni znaménko (graf funkce

prechazi z konvexity do konkavity nebo naopak).

Dusledek:
Funkce f(x) mtiZe mit inflexni bod v tzv. kritickém bodé x( kde f”(xy) = 0, nebo tam, kde f”(x() neexistuje.

Y

y=f(x) F\
0 ] X
inf.
= Priklad na vypocet inflexnich bodii, konvexnosti a konkdvnosti. <=
Asymptoty funkce

Definice: Asymptota je pfimka, ktera je tecnou ke grafu funkce v nékterém nevlastnim bodé.

Véta: Funkce ma

e asymptotu bez smérnice x = xy < md f v bodé xg nevlastni limitu zleva nebo zprava.

e asymptotu se smérnici y = kx + g pro x — oo &

k= lim ﬁeRaq: lim (f(x)—kx) €R

x—+oo X x—+oo
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= P¥iklad na vypocet asymptot. <

Priubéh funkce

Postup pfi vySetfovani pribéhu funkce:

1. Uréime D(f), sudost, resp. lichost, periodi¢nost funkce a pruseciky grafu funkce se soutadnymi osami. Najdeme
intervaly, kde je funkce kladna a kde zédporna.

2. VySetfime chovani funkce v nevlastnich bodech a najdeme asymptoty.

3. Vypoéteme f’, najdeme stacionarni body, intervaly monoténnosti a nalezneme lokalni extrémy.

4. Vypocteme f”, najdeme kritické body, intervaly konvexnosti a konkévnosti a nalezneme inflexni body.
5. Nacrtneme graf.

= P¥iklady na priibéh funkce. <=

Taylortv polynom

Funkéni hodnotu dovedeme piesné vypocitat pouze u polynomi a raciondlnich lomenych funkci s racionalnimi
koeficienty. U ostatnich funkci je tfeba pouZit pro vypocet numerické hodnoty nékterou z aproximac¢nich metod.
Zéakladni aproxima¢ni metodou je pouZiti Taylorova polynomu piislusného dané funkci.

E
Definice: Necht’'funkce f ma v okoli bodu xg spojité derivace az do fddu n + 1. Taylorovym polynomem n-tého

stupné pfislusnym funkci f(x) v bodé xy rozumime polynom

Tu(x) =f(x0) + %(xfxo) + %(xfxo)%r...
(n)
cot f n(!xO) (x — x0)".

Poznamka 22. Tayloriiv polynom stupné n ma v bodé x( stejnou funkéni hodnotu a také vSechny derivace az do fadu n jako
funkce f, tj.

Tn(xO) = f(xo)/
Tw' (x0) = f'(x0),

T, (x0) = £ (xo).
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= Animace Taylorova polynomu. <

Véta (Taylorova véta): Necht' funkce f méa v okoli O(xg) bodu x( spojité derivace az do fddu n + 1. Pak existuje

2 Mz

vhodné &islo ¢, které lezi mezi xg a x takové, Ze Vx € O(xp) plati

f(x) = Tu(x) + Ryp1(x),

kde Ty (x) je Taylortiv polynom a R, 1(x) je polynom stupné alespoii n + 1 v proménné (x — xp), ktery nazyvame
zbytkem. Zbytek miize byt napf. tvaru

) (x — xp)" .

Ryt1 (x) =

= Pfiklady na vypocet Taylorova polynomu. <

= Jak byt lepsi nez kalkulacka... <=

Diferencidlni pocet funkci dvou proménnych

Definice: Necht’jsou dany neprazdné mnoziny D C R* a H C R. Pravidlo f, které kazdému prvku [x,y] € D
piifazuje praveé jeden prvek z € H, se nazyva funkce. Zapisujeme z = f(x,y).

Mnozina D = D(f) se nazyvé defini¢ni obor funkce f.

Mnozina vSech z € H, pro kterd existuje [x,y] € D s vlastnosti f(x,y) = z, se nazyva obor hodnot funkce f a
oznacujeme jej H(f).

Jde o stejnou definici funkce, kterou jsme jiz probirali. Vzhledem k tomu, Ze D(f) € R? a H(f) C R, mluvime o realné
funkci dvou redlnych proménnych.

Definice: Grafem funkce z = f(x,y) rozumime mnozinu viech uspofadanych trojic [x, y, f(x,y)], x a y oznacujeme

jako nezavislé proménné a z jako zdvislou proménnou.

Definice: Bud' [x, o] € R? bod, §; > 0a d, > 0 &sla. Mnozinu O = {[x,y] € R? : |x —xq| < 61, |y — vo| < &2}
nazyvame okolim bodu [xo, yo]. Ryzim okolim bodu [xy, yo] rozumime mnozinu
O =0 —{[xo0, yol }-

B = (©Lenka Pribylova, 2017 B


https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js16/matematika/web/soubory/taylor-cz.pdf#page.1
https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js16/matematika/web/soubory/taylor.pdf#page.3
https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js16/matematika/web/soubory/kalkul.pdf#page.1

Y
Yo+ Op b
/—%\
Yo . Hokolf [z, yo]
Yo — G oo b
Ty — 01 T 20+ 61 T

Definice: Necht'[xg, o] € R%, L € Ra f : R* = R je funkce definovana v néjakém ryzim okoli bodu [xg, yo].

Rekneme, Ze funkce f méd v bodé [xg, yo] limitu rovnu ¢islu L, jestlize Ve > 0 existuje ryzi okoli O bodu [xg, yo)
(361, 6, > 0 z pfedchozi definice) takové, Ze pro [x,y] € O plati f(x) € O¢(L). PiSeme

lim  f(x)=L.
[x/y]*)[x()/yo}

Poznamka 23. Definice limity funkce dvou proménnych ma formalné stejné znéni jako definice limity funkce jedné proménné.
Proto také pro limitu funkce dvou proménnych plati analogické véty jako pro limitu funkce jedné proménné.

Definice: Rekneme, Ze funkce f : R> — R je spojita v bodé [xg, yo], jestlize [xo,y0] € D(f)a  lim  f(x,y) =
f(xo0,y0) -

[x/y] - [xO/yO]

Véta: Soucet, rozdil a sou¢in dvou funkci spojitych v bodé [xp, yo] je funkce spojitd v bodé [xg, yo]. Podil dvou funkei
spojitych v bodé [x, yo] je funkce spojita v bodé& [x¢, yo], pokud funkce ve jmenovateli je v tomto bodé rtizna od
nuly.

Definice: Necht'u = g(x,y) av = h(x,y) jsou funkce definované v mnoziné M, necht’ f(u, v) je funkce definovand
v mnoziné D a necht’ pro kazdy bod [x,y] € M plati [g(x,y),h(x,y)] € D. Pak funkce p¥ifazujici kazdému bodu
[x,y] € M ¢&islo f[g(x,y),h(x,y)] se nazyva sloZend funkce. Tato funkce je definovana na mnoziné M, funkce f se
nazyva jeji vnéjsi slozka, g(x,y), h(x,y) jeji vniténi slozky.

Parcidlni derivace

Definice: Bud' f(x, y) funkce a [xg, yo] bod. Funkce g(x) = f(x,yo) je funkci jedné proménné x. Mé-li funkce g(x) v

bodé x( derivaci g’ (x(), nazyvame ji parcialni derivaci funkce f(x,y) podle x v bodé [xg, o] a znacimeji f1(xo, yo)

9f (%o, o)
ox

nebo

. Analogicky definujeme parcialni defivaci podle y.

Podle definice derivace tedy plati
f(xo+ 1 yo) — f(x0,40)

falc(x()ryo) = ;115% h
) _ o f(xoyo +h) — f(x0,y0)
fy(xOIyO) - }llgl’(l) n

= Geometricky vyznam parcidlni derivace. <=
= Pfiklady na parcialni derivace <

= Interaktivni kvizy na parcidlni derivace <
B = (©Lenka Pribylova, 2017 B
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Parcialni derivace vyssich fadti mtizeme definovat analogicky. Ma-li nap¥. funkce fJ'( (x,y) v bodé [xg, yo] parcidlni
9f%(x0,Y0)
ox?
9f*(x0, Yo)

d

2
3 . Podobné definujeme a znacime i derivace vyssich fadi.
xoy

/!

derivaci podle x, zna¢ime ji fy, (xo, yo) nebo . Ma-li funkce fy(x,y) v bodé [xo, yo] parcidlni derivaci podle y,

znagimeji fy, (xo,Yo) nebo

Veéta: Necht'ma funkce f(x, y) parcidlni derivace fy,(xo,40) a fyx(xo, yo) spojité v bodé [x, yo]. Pak plati

Fry(x0,90) = fye(x0,Y0)-

Diferencidl a te¢nd rovina plochy

Definice: Necht’ je funkce f(x,y) spojitd v okoli O bodu [xg, ] a necht’ existuji parcidlni derivace f(xp,yo) a
fy(x0,y0)- Necht'bod [x,y] = [xo + /1, yo + k] € O. Totélnim diferencialem funkce f(x, y) v bodé [xo, yo] rozumime
vyraz

df(xo,y0) = fr(x0,¥0) - B + fy(x0, y0) - k.

Poznamka 24. Analogicky jako u diferencidlu funkce jedné proménné Ize psat h = dx a k = dy a totdlni diferencial v obecném

bodé ma tvar
df(x,y) = fr(x,y)dx + fy(x,y)dy.

Véta: Ma-li funkce f(x,y) v bodé [xg, yo] totalni diferencal, pak ma graf funkce z = f(x,y) v bodé [xo, yo, f (x0, Y0)]
te¢nou rovinu o rovnici

z = f(x0,y0) + fe(x0,y0) - (x = x0) + fy(x0,%0) - (¥ — yo)

Totélni diferencial je vlastné pfirtistek na te¢né roviné pii ptechodu z bodu [xy, yo] do bodu xo + I, yo + k. V dostatecné
malém okoli bodu [xo, yo| 1ze pFirtstek funkce nahradit totdnim diferencidlem, tj.

Af(xo,¥0) = f(x0+h,yo+k) — f(xo0,50) = df (x0,Y0)-

Lokalni extrémy funkci dvou proménnych

Definice: Bud’ f(x,y) funkce definovana v né&jakém okoli O bodu [xo, yo] a necht’pro kazdé [x,y] € O plati

f(x,y) < f(xo0,y0) resp. f(x,y) > f(x0,Y0)-

Pak fikdme, ze funkce f(x,y) méa v bodé [x¢, yo] lokdlni maximum, resp. lokdlni minimum, mluvime o lokdlnim
extrému funkce. Plati-li v uvedenych vztazich ostré nerovnosti, nazyvame lokalni extrém ostrym.

Véta: Necht'funkee f(x,y) mé vbodé [xo, yo] lokalni extrém a necht’zde mé parcidlni derivace fx(xo,¥o) a f, (%o, ¥o)-
Pak plati

fi(x0,%0) = fy,(xo,yo) =0.

Poznamka 25. Bod [xq, yo], ktery spliiuje vlastnost

falc(x()lyO) = fy/(xOIyO) =0
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nazyvame stejné jako u funkci jedné proménné stacionarnim bodem. Podobné jako u funkci jedné proménné neplati obraceni
predchozi véty. Stacionarni bod nemusi byt lokdlnim extrémem.

Definice: M&-li funkce f(x,y) parcidlni derivace 2. faddu, nazyvdme matici druhych derivaci

(Y fr(xy)
H‘(f;’x(x,y) ffi(x,y))

Hessovou matici funkce f(x, ). Jeji determinant se nazyva hessian.

Véta: Necht'ma funkce f(x, y) ve stacionarnim bodé [xy, o] a jeho okoli spojité parcidlni derivace 1. a 2. Fadu. Jestlize
je hessidn v bodé [xo, yo] kladny, m4 funkce f(x,y) v tomto bodé ostry lokalni extrém. Je-li naopak hessian v bodé
[x0,Yo] zdporny, nema funkce f(x,y) v tomto bodé ostry lokalni extrém, bod [xo, yo| v tomto pFipadé nazyvame
sedlem.

Poznamka 26. Najdeme-li pomoci hessidnu v bod& [xg, o] lokalni extrém, miZeme o maximu, resp. minimu, rozhodnout
pomoci druhych parcidlnich derivaci. Je-li v fezu ve sméru napf. osy x funkce konvexni, tj. pokud f;’x(xo,yo) > 0, nastava v
tomto bodé lok. minimum. V opaéném pfipadé maximum.

= Loké&lni extrém. <
= Sedlo. <

= Priklady na lokdlni extrémy funkci dvou proménnych <
= Interaktivni kvizy na lokdlni extrémy <

Absolutni extrémy

Definice: Bud' M € R? mnoZina v roving, [xg, yo] bod, f(x,y) funkce definovana na mnoziné M. Rekneme, Ze
funkce f(x,y) ma v bodé [xg,yo] absolutni maximum, resp. absolutni minimum, jestlize pro V[x,y|] € M plati

f(x,y) < f(xo0,y0), resp. f(x,y) > f(x0,Y0)-

Véta: Necht' M # @ je mnoZina v roving, [xg,yo] € M bod, f(x,y) funkce definovana na mnoziné M. Pokud m4
funkce f(x,y) v bodé [xg, yo| absolutni extrém, pak bod [x, yo| lezi bud’ na hranici mnoZiny M nebo v ném ma
funkce f(x,y) lokdlni extrém.

Budeme-li tedy hledat absolutni extrémy funkce, porovnavdme funkéni hodnoty ve vSech
e stacionarnich bodech (v nich mtize nastat lokalni extrém),
e déle ve staciondrnich bodech vazanych hranicemi mnoZziny M

e a ve vrcholech (pokud existuji).

= Absolutni extrém. <

= Priklady na absolutni extrémy <«
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