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ZAČÍNÁMEZAČÍNÁME

AR(p) proces znehodnocený aditivním bílým šumem ≡AR(p) proces znehodnocený aditivním bílým šumem ≡
ARMA(p,p) proces;

teď bude … periodický signál + bílý šumteď bude … periodický signál + bílý šum

x(nTvz) = 2.cos(2πfkTvz).x(nTvz-Tvz) – x(nTvz-2Tvz)

tento systém generuje posloupnost

x(nTvz) = 2.cos(2πfknTvz) pro n ≥ 0x(nTvz) = 2.cos(2πfknTvz) pro n ≥ 0

pokud jsou počáteční podmínky x(-1)=1 a x(-2)=0
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ZAČÍNÁMEZAČÍNÁME
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ZAČÍNÁMEZAČÍNÁME

obecně, posloupnost skládající se z p harmonických obecně, posloupnost skládající se z p harmonických 
složek splňuje diferenční rovnici
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(Polynom A(z)=1+∑a z-m má 2p kořenů na jednotkovém kruhu 
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(Polynom A(z)=1+∑amz-m má 2p kořenů na jednotkovém kruhu 
v místech, která odpovídají frekvencím harmonické 
posloupnosti.)
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PRINCIPPRINCIP

� přepokládejme periodickou posloupnost + bílý šum w(nT) � přepokládejme periodickou posloupnost + bílý šum w(nT) 
{E(|w(nTvz)2|)=σw

2}

y(nTvz) = x(nTvz) + w(nTvz)vz vz vz

po dosazení za x(nT) z tohoto vztahu do (☯) máme
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1a),mTnT(wa)mTnT(ya

)mTnT(w)mTnT(ya)nT(w)nT(y

což představuje ARMA proces s identickými AR i MA parametry
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vzvzm 1a),mTnT(wa)mTnT(ya

což představuje ARMA proces s identickými AR i MA parametry

yT.a = wT.a             (�)

yT =[y(nTvz), y(nTvz-Tvz),…,y(nTvz-2pTvz)], yT =[y(nTvz), y(nTvz-Tvz),…,y(nTvz-2pTvz)], 

wT =[w(nTvz),w(nTvz-Tvz),…,w(nTvz-2pTvz)], 

aT =[1, a1,…, a2p-1,a2p], 
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aT =[1, a1,…, a2p-1,a2p], 



PRINCIPPRINCIP

� vynásobením obou stran (�) vektorem y a � vynásobením obou stran (�) vektorem y a 
určením střední hodnoty

E(y.yT).a = E(y.wT).a = E((x+w).wT).aE(y.yT).a = E(y.wT).a = E((x+w).wT).a

Γyy.a = 0 + σw
2.aΓyy.a = 0 + σw
2.a

(Γyy – σw
2.I).a = 0 … vlastní (charakteristická) rovniceyy w

σw
2 je vlastní číslo autokorelační matice Γyy;

a je vlastní vektor Γ spojený s vlastním a je vlastní vektor Γyy spojený s vlastním 
číslem σw

2;
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PISARENKOVAPISARENKOVA HARMONICKÁ DEKOMPOZICEHARMONICKÁ DEKOMPOZICE

Mějme p náhodně fázově posunutých harmonických Mějme p náhodně fázově posunutých harmonických 
posloupností s aditivním bílým šumem.

Hodnoty autokorelační funkce jsouHodnoty autokorelační funkce jsou
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sinusovky, Ai je její 
amplituda 
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PISARENKOVAPISARENKOVA HARMONICKÁ DEKOMPOZICEHARMONICKÁ DEKOMPOZICE

� maticově� maticově

� známe-li frekvence f , 1≤i≤p, můžeme spočítat � známe-li frekvence fi, 1≤i≤p, můžeme spočítat 
výkon jednotlivých harmonických složek, místo 
hodnot γγγγ (mT ) použijeme odhady r (mT ), hodnot γγγγyy(mTvz) použijeme odhady ryy(mTvz), 
známe-li výkony, určíme rozptyl šumu
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PISARENKOVAPISARENKOVA HARMONICKÁ DEKOMPOZICEHARMONICKÁ DEKOMPOZICE

podle Pisarenka platí pro ARMA proces obsahující p podle Pisarenka platí pro ARMA proces obsahující p 
harmonických složek v aditivním bílém šumu, že 
rozptyl σw

2 odpovídá minimálnímu vlastnímu číslu rozptyl σw odpovídá minimálnímu vlastnímu číslu 
autokorelační matice, pokud je rozměr 
autokorelační matice větší nebo roven autokorelační matice větší nebo roven 

(2p+1) x (2p+1). 

Potom požadovaný vektor koeficientů ARMA modelu Potom požadovaný vektor koeficientů ARMA modelu 
je dán vlastním vektorem náležejícím minimálnímu 
vlastnímu číslu.vlastnímu číslu.

Frekvence fi, i=1,…,p se určí řešením rovnice, dané 
položením jmenovatele ve vztahu (�) rovno nule, položením jmenovatele ve vztahu (�) rovno nule, 
kde koeficienty am jsou určeny vlastním vektorem 
spojeným s minimálním vlastním číslem.
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spojeným s minimálním vlastním číslem.
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PISARENKOVAPISARENKOVA HARMONICKÁ DEKOMPOZICEHARMONICKÁ DEKOMPOZICE
PŘÍKLADPŘÍKLAD

Předpokládejme hodnoty AKF γγγγyy(0)=3, 

PŘÍKLADPŘÍKLAD

Předpokládejme hodnoty AKF γγγγyy(0)=3, 
γγγγyy(1)=1 a γγγγyy(2)=0. Proces obsahuje jednu 
harmonickou posloupnost v bílém šumu. harmonickou posloupnost v bílém šumu. 
Určete její frekvenci, výkon a rozptyl, tj. 
výkon šumu.výkon šumu.

Řešení:Řešení:

autokorelační matice je 
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PISARENKOVAPISARENKOVA HARMONICKÁ DEKOMPOZICEHARMONICKÁ DEKOMPOZICE
PŘÍKLADPŘÍKLAD

její minimální vlastní číslo je rovno nejmenšímu 

PŘÍKLADPŘÍKLAD

její minimální vlastní číslo je rovno nejmenšímu 
kořenu charakteristického polynomu
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λ1 = 3, λ2 = 3+√2, λ3 = 3-√2 ⇒ σw
2 = λmin = 3-√2 

310 λ−

λ1 = 3, λ2 = 3+√2, λ3 = 3-√2 ⇒ σw = λmin = 3-√2 

odpovídající charakteristický vektor má složky a0=1, 
a1, a2, pro které platí a1, a2, pro které platí 
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PISARENKOVAPISARENKOVA HARMONICKÁ DEKOMPOZICEHARMONICKÁ DEKOMPOZICE
PŘÍKLADPŘÍKLAD

řešením získáme a1 = -√2 a a2 = 1

PŘÍKLADPŘÍKLAD

řešením získáme a1 = -√2 a a2 = 1

z2 - z√2 + 1 = 0

11
tj. leží na 
jednotkové 

,1zz,
2

1
j

2

1
z 212,1 ==±=

jednotkové 
kružnici

γγγγvýkon P1.cos(2пf1Tvz) = γγγγyy(1)=1 ⇒ P1 = √2,

protoproto

kontrola: σ 2 = γγγγ (0) - P = 3-√2, což souhlasí s λ .

2.2P2A 1 ==
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kontrola: σw
2 = γγγγyy(0) - P1 = 3-√2, což souhlasí s λmin.
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