Nasledujici text neni ni¢im vice, nez zapisem prednasky predmétu M4010 Rovnice matematické fyziky. M4
slouzit pfedev§im k tomu, aby student-ky/i nebyl-y/i béhem pfednasky nucen-y/i si délat podrobné poznidmky,
prepisovat ¢asto komplikované formule z tabule do svych papirti (coz je natolik intenzivnim zdrojem chyb, Ze
se jim prakticky nelze vyhnout). Poté muZe poslouzit jako rychld pfipominka toho, co ¢lovék jiz zné. V zZadném
pfipadé nemize byt povazovan za zdroj, z néhoz se lze rovnicim matematické fyziky naucit. SAm o sobé bez
komentait béhem predndsky je malo srozumitelny az nesrozumitelny (aby byl s komentafi srozumitelny, je mym
pfanim a snahou; nakolik se to skuteéné zdafi, nechdm k posouzeni laskavym student-kdm/im).

V textu asi zustaly néjaké nedtslednosti, formula¢ni nejasnosti nebo dokonce chyby. Budu vdéény kazdému,
kdo mé na né upozorni.

Text samoziejmeé také nelze povazovat za definitivni. V pribéhu semestru mutize byt doplnovan, opravovan,
ménén — a doufam, ze k lepsimu.
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anor 2018
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Motivacni Glohy

Vymirani populace

Uvazujme néjakou populaci, napriklad obyvatele néjakého izolovaného ostrova. Predpokladejme, ze zname slo-
Zeni této populace v néjakém case a zajimd nds, jak se bude vyvijet velikost této ¢asti populace (tj. tvofené
jedinci, ktefi byli zivi jiz na pocatku, jedince, ktefi se v pribéhu ¢asu narodili, neuvazujeme). K popisu veli-
kosti populace mizeme pouzivat dvé veli¢iny. Mtzeme ji vyjadfovat jako mnozstvi jedincti, ktefi maji v case ¢
v&k v rozmezi od a do a 4 7, tj. jedince, ktefi maji v Case ¢ v&k z intervalu [a,a 4 7); tuto veli¢inu ozna¢ime
N(t,a, 7). Velikost populace v8ak miizeme vyjadiit také jako tzv. hustotu populace véku a v cdase t, kterou
ozna¢ime symbolem u(¢, a). Hustota populace u a velikost populace N jsou vazdny vztahem
a+T1

N(t,a,7) = /u(t,f)d{.

O hustoté u budeme ptredpokladat, Ze je to spojité diferencovatelnd funkce. Zména velikosti vymezené casti
populace je ddna umirdnim. Ozna¢me proto symbolem D(¢, a, 7) mnoZstvi jedinct, ktefi zemfou béhem ¢asového
intervalu (¢,t + 7] a v Case t maji vék v rozmezi [a,a + 7). Jedinci, ktefi béhem ¢asového intervalu délky 7
nezemfeli, zestarli o 7. Tuto trividlni skuteénost (zédkon zachovani) vyjadiime rovnosti

N(t+7,a+7,7) = N(t,a,7) — D(t,a, 7). (1)

Pomoci substituce n = £ — 7 vyjadiime levou stranu této rovnosti,
a+27 a+T1
Nit+ra+71,71)= / u(t +7,£)d¢ = / u(t +7,n 4+ 7)dn,
a+T1 a

takze s vyuzitim Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté pro funkce dvou proménnych mtizeme psat

a+T1
N(t+7,a+71,7)— N(t,a,7) = / (u(t+7,6+7) —u(t,&))dE =

a

a+T1 a+T1
= [ (Greromernrs Feervanr)as=r [ (Greromern+ G+ ) as @)

kde ¥1, 95 jsou néjaka ¢isla z intervalu [0, 1]. K vyjddfeni mnozstvi umirajicich jedinct budeme predpokladat,
7e podil zemfelych jedincu jistého veku za kratky casovy interval délky At mezi v8emi jedinci téhoz véku je
pfimo tmérny trvani At procesu umirani,

D(t,a, At)

N(t,a,At) n(a)At.

Koeficient Gmérnosti p(a), ktery zavisi na véku a, nazyvame specifickd imrtnost (mortalita) ve véku a. Z uve-
deného predpokladu dostaneme vyjadfeni mnozstvi umirajicich jedincu ve tvaru

a+At
D(t,a,At) = At | p(a) / u(t,£)de | . (3)



Polozime 7 = At a dosadime rovnosti (2) a (3) do relace (1). Dostaneme

a+At a 8
(u(t T O1AL E+ At) + a—z

ot (t, & +V2At) + p(a)ult, £)> d¢ = 0.

a

Tato rovnost mé platit pro libovolnd a > 0, ¢ > 0 a At > 0. To je mozné jen tak, Ze pro vSechna pripustna
a,t, At plati
ou ou

a(t + V1At a + At) + %a

a odtud limitnim pfechodem At — 0 dostaneme McKendrickovu-von Foersterovu rovnici

(t,a + V2At) + pl(a)u(t,a) =0

Sat0) + 5 (1,a) = —playult, o) &

Znamé slozeni populace na pocatku vyjadiime pocdtecni podminkou
u(0,a) = ¢(a). (5)
Cést populace, ktera od ¢asu t = 0 vymira, je popsana hustotou u(t,a) definovanou na mnoziné
{(t,a)eR*: a>0,t<a}. (6)
Zvolime libovolné ag > 0 a pro a > ag polozime
z(a) = u(a — ag, a).
Pak podle Fetézového pravidla pro vypocet derivaci slozené funkce a podle rovnice (4) plati

_Ou d(a —ag) Ou da
)= E(a — ag,a)T + %(a —ap,a)— =

da
- %(a —ap,a) + %(a —ag,a) = —p(a)u(a — ag,a) = —p(a)xz(a).

2'(a) = £u(a —ag,a

Z podateéni podminky (5) dostaneme

x(ag) = u(ap — ag, ap) = ¢(aop). (7)

Funkce z je tedy FeSenim obycejné lineadrni homogenni rovnice

s pocéateéni podminkou (7). To znamen4, Ze

— J we)ae
z(a) = ¢(ag)e “°

a ponévadz u(t,a) = u(a — (a — t),a), miZzeme psat feSeni rovnice (4) s pocateéni podminkou (5) na mnoziné
(6) ve tvaru

~ J e
u(t,a) = pla—t)e ¢ .

Advekce a difaze

Uvazujme tenky dlouhy vélec, v némz proudi kapalina. Polomér vélce je vzhledem k jeho vysce (délce) tak maly,
Ze vélec s kapalinou muiZeme povazovat za jednorozmérny objekt a jeho jediny rozmér (délku) za nekoneény.
Osu valce ztotoznime se soufadnou osou z. Predstavme si, ze v proudici kapaliné je néjaka latka, ktera je
jednak unéasena proudem, jednak v kapaliné difunduje. Oznaéme u = u(t, x) koncentraci latky v ¢ase ¢ a v misté



o soufadnici z. Timto oznaCenim a terminologii se mini skute¢nost, Ze mnozstvi latky, které se v casovém
okamziku ¢ nachézi v tseku valce od soufadnice o do soutradnice S je dano integralem

B

[ a0

[e%

Chceme najit koncentraci latky v kazdém bodé valce v kazdém case, pokud zname koncentraci na zacatku déje,
tj. v case t = 0.

Oznacme rychlost proudici kapaliny symbolem v. Tato rychlost mtze byt v kazdém misté jind a mize se
ménit s Casem, tj. v = v(t,z). Pokud kapalina proudi v kladném sméru osy z, je v > 0, pokud v zédporném
smeru, je v < 0.

Zavedeme déle difizni tok jako veli¢inu g = g(¢,x); tato veli¢ina pfedstavuje rychlost ¢astice latky zpu-
sobenou diftzi, znaménko urcujeme podle stejné konvence jako v pfipadé rychlosti v. Diftzni tok vyjadruje,
ze mnozstvi latky, které se dostane diftizi pfes levou hranici tiseku valce o do tohoto tiseku za kratky casovy
interval [t,t 4+ At] je rovno

g(t, a)At,

a mnozstvi latky, které se dostane pies pravou hranici 8 z tohoto tseku za stejny ¢asovy interval je rovno
g(t, B)AL;

tato interpretace predpokldda, ze g(t,«) > 0, g(t, 8) > 0, kdyby tyto nerovnosti nebyly splnény, odpovidajicim
zpusobem bychom vyménili slova ,do useku® za ,z tseku“ a naopak.

Mnozstvi ¢éstic, které je undseno rychlosti v pfes bod o soufadnici o do tuseku (a, ), resp. pfes bod o
soufadnici § z tseku (a, 8), je rovno

u(t, a)v(t,a)At, resp. u(t,B)v(t, B)At.

Ze zakona zachovani hmoty a naslednou tpravou s vyuzitim Newtonovy-Leibnizovy formule dostaneme rovnost

B B
/ u(t + At,€)de = / w(t, )A€ + g(t, @) At — glt, BYAL + u(t, a)o(t, a) At — ult, But, B)AL =

B B
= [uttoc— | [ 209+ ut. 0. | A

(e

Tuto rovnost upravime na tvar

B
/ (u(t + Atfi —u(t,§) n 8%9(,5,5) + aam(v(t,g)u(t,f))> d¢ =0.

(e

Usek vélce od soufadnice a do soufadnice 5 byl vybran libovolné, stejné tak i ¢asovy okamzik ¢t. To znamena,
ze pro vSechna x a vSechna ¢t musi platit

u(t + At,zi —ulbo) _ —%g(t,x) - %(v(t,x)u(t,x)).

Odtud dostaneme limitnim pfechodem At — 0 relaci

%u(t,x) = —(,%g(t,x) - %(v(t,x)u(t,x)). (8)

Tato relace véze nezndmou funkci u (hustotu) a nezndmou funkci g (diftzni tok). Potfebujeme tedy jesté
néjak funkci g urcit. Pfedpokladejme tedy, ze diftizi se Castice pfesunuje z mista s vétsi koncentraci na misto
s koncentraci mensi (to je predpoklad celkem p¥irozeny) a Ze rychlost difundujici éastice je pfimo tmérna rozdilu
(gradientu) koncentraci (tento pfedpoklad byva nazyvan Fickiv zdkon). Tedy

0
g(t,xz) = fD%u(t, x).

3



Kladny koeficient timérnosti D se nazyva difuzivita; miize se ménit s ¢asem i s mistem, tedy D = D(¢,z).
Dosazenim do rovnosti (8) dostaneme rovnici advekce-difize

%u(t,x) = [% (D(t,x)iu(t,m)) - %(v(t,x)u(tw)). (9)

Tato rovnice ma byt splnéna pro kazdy ¢as ¢t > 0 a kazdy bod = € R. K rovnici pfidame pocdtecni podminku
vyjadiujici koncentraci difundujici latky v poc¢ateénim case t = 0

u(0,z) = p(x), (10)

kterd ma platit pro kazdé = € R.
Pokud je kapalina homogenni, v ¢ase se neméni, tj. D(¢t,z) = a* = const, a proudi konstantni rychlosti
v(t,x) = const, mizeme obecnou rovnici advekce-difuze (9) zjednodusit na tvar

2

2

(t,z) = az%u(t,x) - vﬂu(t,x). (11)

ot u ox ox

V tomto pfipadé muZeme prostorovou soufadnici transformovat — zavést novou soufadnou soustavu, ktera je
yunasena rychlosti v“. Zavedeme tedy novou prostorovou souradnici £ vztahem

&=z — ot
Pak podle retézového pravidla pro vypocet parcidlnich derivaci slozenych funkei plati

0] 0 0 0 0 0&(t, 0 0
au(t,x) = au(t,f(t,:c)) = au(t,g(t,m))a—z + éTgu(lt,g(t,x)) 52; x) %u(t’f) — va—gu(t,ﬁ)

a analogicky a stru¢néji (bez psani nezavisle proménnych)

Ou_ouor oudE 0w 00 () P
Or Otox 0E0xr O’ 0x2 Oz \ 0¢ €2
Dosazenim do rovnice (9) dostaneme rovnici difize

ou 0%

o~ o

Uvazujme jednoduchou situaci: v jednom bodé (ktery miZeme povaZovat za pocatek soufadnic) do kapaliny

NNy

v pocatecnim okamziku ,umistime“ néjaké mnozstvi A latky, ktera se bude v neproudici kapaliné sifit difazi.
Vyvoj koncentrace difundujici latky bude popsan rovnici

2
%(t,x):oﬂ%(m), t>0, v €R. (12)

Na pocatku je vSechna difundujici latka koncentrovana v jediném bodé. To znamend, Ze pro jeji koncentraci
v case t = 0 musi platit

A= /Oo (0, €)d€.

Tato podminka bude splnéna, pokud po¢ateéni podminku pro rovnici (12) napiSeme ve tvaru
u(0,x) = Ad(x), z €R, (13)

kde ¢ je Diracova distribuce, sr. dodatek A. Ze zakona zachovani hmoty plyne, Ze musi byt splnéna podminka

/ u(t,£)d¢ = A pro v8echna t > 0. (14)



Pokusime se ,,uhodnout“ feseni rovnice (12) s pod¢ateéni podminkou (13). MuZeme si predstavovat, ze diftze
probihé tak, Zze jednotlivé molekuly latky se ndhodné pohybuji a Ze pravdépodobnost pohybu nalevo je stejna
jako pravdépodobnost pohybu napravo. Koncentrace latky po jistém ¢ase by tedy mohla mit tvar norméalniho
(Gaussova) rozlozeni pravdépodobnosti se stfedni hodnotou 0. Rozptyl se vSak s ¢asem méni — na pocatku je
nulovy a s postupem ¢asu se zvétsuje. Pro rozptyl o = o(¢)? tedy plati

a(0) = 0. (15)
Reseni rovnice (12) s po¢ateéni podminkou (13) tedy budeme hledat ve tvaru

1 __a?
u(t,x) = A———e 207,

V271 o(t)

7 vlastnosti rozlozeni pravdépodobnosti je vidét, Ze pii této volbé v kazdém case t plati

r T 1 __&
/u(t,f)dé“:A/\/Me 2207 d¢ = A,

takZe podminka (14) je splnéna. M4 byt splnéna také rovnice (12). Proto vyjadiime

ou A 1, 1 z? 3\ -y
LA Emeom (L LA 2 ety 20
=7z 7w (o<t>4 a<t>2> 7t 7o) g

@(t )_2 A1 —25(22 2 _ A1 9 —ﬁ _
922" = 9r Vo o) € 202)) " Varo)?or \*° -

_ _\/%0(1)3 (1 +z (‘%2(95)2» T :%e‘%a& (® — o(1)?).

Po dosazeni do rovnice (12) a jednoduché upravé dostaneme oby¢ejnou diferencidlni rovnici pro nezndmou funkci
o

2

a
/
o (t) = —=.
(t) =
Reseni této rovnice se separovanymi proménnymi, které spliiuje poc¢atecéni podminku (15) je o(t) = v2a2t.

Dostévame tedy Feseni pocatecni tlohy (12), (13) ve tvaru

p— 12

u(t,r) = ————=-¢e 4aZt.
(t) a2t

Kmitani struny

Uvazujme tenkou strunu napjatou podél osy z silou 7. Chceme popsat malé kmity této struny, tj. odchylku
kazdého bodu struny od rovnovazné polohy v kazdém case. Aby tento problém byl relativné snadno zvladnutelny,
prijmeme nékolik zjednodusujicich predpokladii:

e Vychylky struny jsou tak malé, Ze jeji délku muzeme povazovat za konstantni.
e Struna neklade odpor vic¢i ohybani, je dokonale pruzna.
e Kazdy bod vykonava pohyb pouze ve sméru kolmém na osu x, tj. kmity jsou pficné.

Ozna¢me u(t, x) vychylku bodu o soufadnici x v ¢asovém okamziku ¢. Uvazujme sily, které plisobi na tsek
struny mezi body a a .

Na strunu muze pusobit néjakd vnéjsi sila. Vzhledem ke tfetimu pfedpokladu staci uvazovat jeji slozku F,
kolmou na osu x. Tato sila miize byt v kazdém bodé struny jiné a také se miize ménit s asem. Proto ji vyjadiime



pomoci jeji hustoty g = g(t, z); hustota sily je definovéna tak, ze vn&jsi sila F,(¢) ptsobici na uvazovany tsek
struny v Case t je rovna
B

F0) = [ g(t.€)ae.
(03
Tahova sila T piisobi v bodé « ve sméru tecny ke struné v tomto bodé. Jeji slozka F,, kolma na osu x ma velikost
—T'sin p,, kde ¢, je thel, ktery svird osa = s tecnou ke struné v bodé€ «. Ponévadz ale kmity povazujeme za
malé, je thel @, také maly, takZe sinp, = tgp,. Hodnota tgy, je soucasné smérnici te¢ny k funkei u(t, -)
v bodé a. Silu F, v ¢ase t tedy mizeme vyjadrit jako

F,(t) = fT%u(t, Q).

Podobné slozku tahové sily pusobici na strunu v bodé § vyjadiime jako

F5<t) = T(,%u(t, ﬁ)

Celkova sila ptisobici na tsek struny mezi body o a 3 je tedy déna souctem F, + Fj + F,, ktery upravime
s vyuzitim Newtonovy-Leibnizovy formule:

B
PO = F0) 4 Fa(0) + Fult) = [ a0+ 7 ( ate.) - St o)) =

] B, s 2
~ oo+ | st €)d€ = / (Tgng(taﬁ)Jrg(t,f)) d. (16)

Silu pusobici na uvazovany tsek struny vSak muzeme také vyjadrit pomoci zékona sily. K tomu oznacime
0 = o(x) linedrni hustotu struny v bodé x. Linedrni hustota je definovina tak, Zze hmotnost tGseku struny mezi

body « a 8 je dana integralem
B

/ o(€)de.

«
Hmotnost kratkého tseku struny mezi body x a x + Ax je tedy podle véty o stiedni hodnoté integralniho poctu

rovina
x+Ax

am= [ ole)de = ot + 982) A
kde ¢ € [0, 1] je n&jaké ¢islo. Zrychleni bodu struny o soutadnici = + YAz je rovno

82
Silu pusobici na uvazovany kratky tsek struny tedy miuzeme vyjadrit jako soucin tohoto zrychleni a hmotnosti

Am,
2

oz + 19Ax)%u(t, x + 9Ax)Ax

a celkovou silu ptisobici na usek struny mezi body « a 3 jako soucet

82
Z oz + ﬁAw)@u(t, x4+ JAzx)Ax,
62
kde sé¢itdame pfes vSechny tseky struny mezi body «, 8. Tento souéet je integralnim souc¢tem funkce o(-) @u(t, s
takze pro Az — 0 dostaneme silu F(t), ptisobici v ¢ase ¢ na tsek struny mezi body a a 3, vyjadfenu Rieman-

novym integralem

s 2
F(t) = [ o) gzult.d. an



Porovnanim (16) a (17) dostaneme

/ﬁ( (5)68:2 (8,€) = 38; (t,€) = (t,é“)) d¢ = 0.

[

Tato rovnost muze byt pro libovolné hodnoty « a [ splnéna jen tak, ze integrovand funkce je nulové, tedy

2 2
9(33)@“(15’ z) = T@U(ta z) +g(t, ).
Nyni polozime
() = L _ _ g(t,z)
a = a(m) - Q(J?) 9 f f(t, (E) Q(JI)

a dostaneme rovnici kmitani struny

2 2

5 0
@u(t,x) = a(x) wu(t, x) + f(t, @).

Uvazujme nejjednodussi piipad — struna je homogenni, tj. g(x) = const a neptisobi na ni zadna vnéjsi sila,
tj. g(t,x) = 0. Je tedy také a(x) = a = const a f(t,z) = 0. Rovnice kmitédni struny nyni nabyva tvaru
2 2

ﬁu(t x) = 2%71(7,‘, x). (18)

Oznac¢me délku struny ¢ a uvazujme, ze struna je v krajnich bodech 0 a £ upevnéna, nevykonava v téchto bodech
zadny pohyb. K rovnici (18) tak dostavame okrajové podminky

u(t,0) =u(t, ) =0 (19)

pro kazdy ¢as ¢ > 0. Strunu rozkmitame tak, ze ji v pocatecnim okamziku ¢ = 0 vychylime z jeji rovnovazné
polohy a vypustime. Struna ma tedy v ¢ase ¢t = 0 né€jaky tvar a nulovou rychlost, tj. funkce u spliuje pocdtecni
podminky

u0.2) = o), Su(02)=0 (20)

pro kazdy bod z € [0,!]. Poc¢ate¢ni funkce ¢ samozfejmé musi spliiovat podminku ¢(0) = ¢(¢) = 0.

Reseni rovnice (18) s podminkami (19), (20) ,slysime“: zni zékladni tén a tény alikvotni. Struna tedy
vykonéva harmonicky pohyb o néjaké zakladni frekvenci w a také harmonické pohyby s frekvencemi, které jsou
nasobky zakladni. Mtzeme proto hadat, ze feSeni by mélo byt tvaru

Z ap () sin(nwt + ¢;,) Z an () ( sin ¢,, cos nwt + cos ¢, sin nwt) =

oo

— Z (an (x) cos nwt + by, (z) sin nwt);

Oznadili jsme a,(z) = a,(2) sinc,, by (z) = @, (x) cos ¢,; s¢itdme pro n az do nekoneéna, abychom néjak uméle
neomezovali pocet alikvotnich tént. Pokud budeme predpokladat, Ze

4 (0) = an(£) = by(0) = bu(£) = 0, (21)

budou splnény okrajové podminky (19). Funkce u musi spliiovat rovnici (18), tedy
o0 oo
Z an (2)n*w? cos nwt + by, (2)n’w? sinnwt) = Z () cos nwt + b () sin nwt)
n=1 n=1

neboli

Z aa))(z) + n*w?a,(z)) cosnwt + (a®bl)(z) + n*w?b,(z)) sin nwt] .

n=1



Ponévadz funkce cos nwt a sin nwt jsou linearné nezavislé, musi platit

2.1

2
a“a,

+ n*w?a, =0, a®b! +n*w?b, =0

pro vSechna n = 1,2,3,.... Prvni z téchto obycejnych diferencidlnich rovnic druhého faddu upravime na tvar
2
nw
"
Gy, + (—) an = 0.
a
Tato linearni homogenni rovnice druhého radu s konstantnimi koeficienty ma reseni
nw . nw
an(z) = C1cos —zx + Cysin —z.
a a

Chceme, aby byla splnéna prvni z podminek (21), tedy
0= an(O) = Cl.

Odtud déle dostaneme e
0 =a,(¢) = Cysin 7@.

. « Ta . “r . ,
Tato rovnost je splnéna pro w = VA a libovolnou konstantu Cy. Oznac¢ime Cy = A,, a funkci a,, zapiSeme ve

tvaru
nwa

an(x) = A, sin Wﬂ: = A, sin n%x

Podobné dostaneme i
bp(z) = By sin —x.

1

Tyto funkce dosadime do vyjadfeni funkce u a dostaneme

u(t,z) = Z (An oS ?t + B, sin ?t) sin %x

n=0

Tato funkce formalné spliiuje rovnici (18) a okrajové podminky (19). Jesté uréime konstanty A, a B, tak, aby
byly splnény pocéteéni podminky (20). M4 platit

oo

o(x) =u(0,2) = Z A, sin n%x

n=0

Tuto rovnost muzeme chapat jako vyjadreni funkce ¢ ve tvaru sinové rady. Je tedy

4
A, =5 [ el@sin " e
0

pro kazdé n = 1,2,3,.... Dale plati

. nra nmw
B,, sin —x.

a /

n=0

13}
0= Eu(o,x) =

Odtud a z véty o jednoznacnosti Fourierovych fad dostaneme, ze B, = 0 pro vSechna n=1,2,3,....
Reseni rovnice (18) s podminkami (19) a (20) timto zptisobem dostavame ve tvaru

¢ ¢
(2 . nT nwa, ., nmw 2o~ . nmw_ . nw nmwa
u(t,r) = Z 7 /4,0(5) sin ngf cos Ttsm - &= /gp(f) <€ Zsm 758111 — wcos €t> d¢.

n=1 0 0 n=1

Jesté poznamenejme, ze zakladni frekvence kmitajici struny nam vysla jako

w=Te_T T
VAT



Kapitola 1

Metody charakteristik

1.1 Parcialni diferencialni rovnice prvniho radu

1.1.1 Linearni homogenni parcialni diferencialni rovnice ve dvou nezavisle pro-
ménnych

ou ou

Resenim je funkce u = u(z, y).
Hled4dme vrstevnice funkce u. Necht maji parametrické vyjadieni z = z(s), y = y(s). Pak u(z(s),y(s)) =
const a tedy
d Ooudxr Oudy
&U(m(S)’y(‘S)) = 97 0s + oy 0s

Porovnanim s (1.1) vidime, ze pokud funkce = = z(s), y = y(s) jsou feSenimi systému autonomnich oby¢ejnych
diferencialnich rovnic

0.

x' = a(z,y),
y = b(z,y),

kde ’ oznaduje obycejnou derivaci podle nezévisle proménné s, pak jsou parametrickymi rovnicemi vrstevnic
feSeni rovnice (1.1). Systém (1.2) se nazyvé charakteristickd soustava rovnic rovnice (1.1), jeho trajektorie se
nazyvaji charakteristiky rovnice (1.1).

Necht rovnice ¢(x,y) = ¢ je implicitnim popisem charakteristik rovnice (1.1), tj. vrstevnic FeSeni této rovnice,
a ® je libovoln4 diferencovatelnd funkce jedné proménné. Pak u = u(z,y) = ®(¢(x,y)) je FeSenim rovnice (1.1).
D.: Podle ,fetézového pravidla“ pro parcialni derivaci slozené funkce je % =@’ % @ =@’ 874,0’ na charak-

or 0z’ Oy Oy

(1.2)

teristikich = = z(s), y = y(s) plati ¢(z(s),y(s)) = c a tedy

a(m,y)% + b(m,y)M _ q”(@(ﬂf,y)) (CL&P(%ZJ) n b@np(x,y)) _

dy Ox Ay
= @’ dj@i %% — ' %di aﬁ% & i _
=& (¢(z,y)) (ds o T dsay ) = ' (¢(z,y)) deds T ayds) = P (w(m,y))dsw(w(S),y(S)) =0.

O

1.1.2 Okrajova uloha pro linearni homogenni parcialni diferencialni rovnice ve
dvou nezavisle proménnych

Necht = = ¢(0), y = ¥ (o) je parametricky popis rovinné kiivky, kterd protina kazdou z charakteristik rovnice
(1.1) préavé jednou, a necht f je funkce se stejnym definiénim oborem jako ¢ a 1. Podminka

u(p(0), ¥(0)) = f(o) (1.3)



se nazyva okrajovd podminka pro rovnici (1.1).

Heuristicka tivaha: Podminku (1.3) si lze predstavit jako prostorovou k¥ivku. Déle si lze predstavit, Ze
méame vrstevnice FeSeni, tj. charakteristiky, vytvorené napf z dratu. Tyto vrstevnice umistujeme na k¥ivku
vyjadiujici okrajovou podminku.

Necht charakteristiky rovnice (1.1), tj. trajektorie systému (1.2), maji obecné parametrické vyjadieni

x =xz(s,c1,c2),

(1.4)
Yy = y(sv C1, CQ)a
kde c1, ¢ jsou integracéni konstanty. Dale necht okrajovd podminka je parametricky vyjadiena rovnicemi
x =¢(0),
y =v(0), (1.5)

Pro jednu hodnotu parametru s, feknéme pro s = 0, vrstevnice protina kiivku, na niz je zadéna okrajovi
podminka, tedy

.’II(O, C1, 02) = 30(0-)7

y(0, c1, 02) =(0).

Z té&chto rovnic vypocitdme konstanty ci, ¢o v zdvislosti na parametru o, tedy ¢; = ¢1(0), ca = c2(0). Toto
vyjadieni dosadime do (1.4) a dostaneme soustavu dvou rovic pro dvé nezndmé s a o:

z=x(s,c1(0),c2(0)),

Y Zy(S,Cl(U)acz(U))-

Tuto soustavu vyfesime; zejména vyjadiime o pomoci = a y, tj. 0 = o(x,y) a dosadime do posledni z rovnic
(1.5). Tim dostaneme Fefeni tlohy (1.1), (1.3) ve tvaru u(z,y) = f(o(z,y)).

1.1.3 Quasilinearni parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu ve dvou nezavisle
proménnych

ou Ju
a(xvyvu)% + b(xvyfu)aiy = c(x,y,u). (16)

Resenim je opét funkce u = u(x,y). Predpokladejme, Ze toto feSeni je implicitné dano rovnici F(z,y,u) = 0,
tedy

F(z,y,u(z,y)) = 0.
Odtud dostaneme

d OF OF Ou d OF OF Ou
—F = — _— = —F = — —— =0.
dr (ac,y,u(x,y)) oz + o O 07 dy (x,y,u(:r,y)) 8y + o 8y 0

Prvni z téchto rovnic vyndsobime funkci a, druhou z nich funkei b, seéteme je a upravime s vyuzitim (1.6):

+b

“or oy 0

= q— b — R _ -
0=a + e 8y+68u

OF O OF ( o
ox dy  Ou

z—m)_aF OF _ OF

Pokud funkce x = z(s), y = y(s) a u = u(s) jsou FeSenim nasledujici charakteristické soustavy rovnic rovnice

(1.6)

' = a(x,y,u),
y = b(x,y,u), (1.7)
u/ C(x’ y? u)7

pak podle predchozi rovnosti plati

d OFdw  OFdy OFdu OF  OF, OF
== - =Tt b+

Sr _ 27 il el =0
ds (2(s), y(s), u(s) Ox ds * Oy ds + duds oz Oy au € 0

10



Trajektorie systému autonomnich oby¢ejnych diferencidlnich rovnic (1.7) — prostorové k¥ivky — se nazyvaji
charakteristiky rovnice (1.6). Z provedeného vypoctu plyne, Ze podél charakteristik je funkce F konstantni.

Necht rovnice p1(x,y,u) = ¢1 a p2(x,y,u) = cg jsou implicitnim popisem charakteristik rovnice (1.6)
(jednorozmérné variety v tfirozmérném prostoru) a @ je libovolnd diferencovatelnd funkce dvou proménnych.
Pak funkce u = u(z,y) implicitné zadané rovnici

CD(Wl(mayvu)a@Q(x’y?u)) =0 (18)

je FeSenim rovnice (1.6).

D.: Rovnici (1.8), v niZ u povaZzujeme za funkci proménnych x a y, derivujme parcidlné podle proménné x:

0= 8<I> 6901 + 8<p1 @ 8<I> 8@2 + 8@2 @ -
~ 0p1 \ Oz Oou Ox Opo \ Ox ou Ox
0P 0p1 0P Oy <8<I> dp1 0D 3302) ou

" Oy Oz + Oy Ox dp1 Ou | Dpy Ou ) Oz

d d
Oznacime-li A = a—% + 8—%, dostaneme z predchozi rovnosti
Jdp1 Ou  Ops Ou

Ou_ 1 (0% 0p1, 0P 9pp
Ao Oz Ops Oz )

or A
Analogickym postupem bychom dostali

Ou _ 1 (0% dp, 5‘”@2)

dy A <8<p1 dy D2 Dy
Ponévadz na charakteristikach plati

L)) ul) =0, ea(w(s),y(s),uls) = 0

dostaneme vzhledem k (1.7):
Ou Jou _ L (0% (Op1 \ Opr N 0P (Ops  Opa N
o Vo, T A<8Lp1<6xa+ 6yb>+8<p2(3aja+ ')~
_ L (02 (Oprdr  Opidy) | 0P [Opdz | Oprdy
A\ 9p; \ Oz ds Jy ds Ops \ Ox ds Jy ds
__1/0%2 (d dprduy 02 (d padu’)\ _
4 (o (frr 6 a.u6) = Z250) & 22 (Lol u) - G251 ) ) =
_ 1 (0201, 0P Opp du
A \O0p; Ou  Opy Ou ) ds

O

Necht z = p(0), y = (o) je parametricky popis néjaké rovinné kiivky, a necht f je redlna funkce se stejnym
definiénim oborem jako funkce ¢, 1. Podminka

u(p(0), ¥(0)) = f(o) (1.9)
se nazyva okrajovd podminka pro rovnici (1.6). Okrajovou tlohu Fesime analogicky jako okrajovou tlohu (1.1),
(1.3):
Necht charakteristiky rovnice (1.6) maji parametrické vyjadieni
x = z(s,c1,c9,C3),
y =y(s,c1,c2,c3), (1.10)
u = ’U/<87 C1,C2, 03)7

11



kde c1, ca, c3 jsou néjaké konstanty. Ma-li soustava rovnic

o(0),
¥(o), (1.11)
f

(@)

z(0,c1,c2,c3)
y(oa C1, C2, 63)

u(0, ¢, c2, ¢3)

pro nezndmé cy, cq, ¢z feseni ¢; = ¢1(0), ca = c2(0), c3 = ¢3(0), dosadime je do prvnich dvou rovnic soustavy
(1.10):

T = x(s,cl(o),CQ(U),63(U)),

y = y(S,Cl(U),CQ<U),Cg(O’)).
M4-1i tato soustava rovnic feseni o = o(x,y), s = s(x,y), dosadime je do tiet{ z rovnic (1.10). Tim dostaneme
fFeSeni tlohy (1.6), (1.9) ve tvaru

U= u(s(aj, Y), 1 (U(x, y)) ,C2 (a(a:, y)) ,C3 (U(x, y)))

1.1.4 Obecna parcialni diferencialni rovnice prvniho radu ve dvou nezavisle pro-
ménnych
Jedné se o rovnici

~0, (1.12)

F(x,y,u ou 8u>

’ %7 87y
kde F je redlna funkce péti proménnych, u je (hledana) funkce dvou proménnych, z, y jsou nezavisle proménné.
Oznacme

v o
ox’ qiuyiﬁy'

Pak rovnici (1.12) miZzeme zapsat ve tvaru
F(z,y,u,p,q) = 0.

Autonomni soustavu oby¢ejnych diferencialnich rovnic

d

$$ = Fp(xay7uapa Q)a

L )

-— = X u

dSy d\T,Y,uU,pP,q),

d

&u = pr(xayvuapa Q) +qu(xayauapa Q)v (113)
d

&p = 7Fm(xay>uvpa Q) 7pFu(x7y7uap7Q)a
d

&q = 7Fy(xayauvpaQ)7un(x7yauap7q)a

nazyvidme charakteristickd soustava rovnice (1.12), trajektorie jejtho feseni (kiivky v prostoru R®) nazjvame
charakteristicky pruh rovnice (1.12).

Necht funkce x = x(s), y = y(s), u = u(s), p = p(s), ¢ = ¢(s) jsou FeSenim charakteristické soustavy (1.13).
Pak plati

dzx dy du dp dg
A SR e AR S i I
ds ds (x(s), y(s), u(s), p(s), q(s)) Tds Yds “ds Pds Tds

=F,F,+ F,Fq+ F,(pF, + qF,) — F,(Fy + pF,) — F,(F, + qF,) = 0.

To znamena, Ze na charakteristickém pruhu je funkce F' konstantni. Pokud tedy pocatecni hodnoty feseni
charakteristické soustavy (1.13) splituji podminku



pak kfivka (z(s),y(s),u(s)) lezi na grafu Feseni rovnice (1.12).
Necht z = ¢(0), y = ¥(0) je parametricky popis néjaké rovinné kiivky a f je redlnd funkce se stejnym
definiénim oborem, jako funkce ¢, 1. Rovnost

u(p(0), (o)) = f(o) (1.14)

se nazyva okrajovd podminka pro rovnici (1.12). Derivovanim okrajové podminky dostaneme rovnost, kterou
na ni musi spliiovat funkce p a g,

d‘gffa) - %uw(a),w(a)) = p(e(0),%(0))

de(o)
do

T (o), w(o)) 2

Necht nyni pg = po(0), g0 = qo(0) je FeSenim soustavy dvou rovnic pro dvé nezndmé

F(L)O(O-)7’L/)(U)af(0-)ap0aqo> = 07
o) | dvl) _ di(o)

do do do

Reseni charakteristické soustavy (1.13), které spliiuje po¢ateéni podminky

z(0) = ¢(0), (0)=v(0), u(0)=f(o), p(0)=po, q(0)=qo
oznacime
(w(s; o),y(s;0),u(s;0),p(s;0),q(s; 0)).
Je-li s = s(x,y), o(z,y) FeSenim soustavy rovnic
x = z(s;0),

y(s;0),

tj. parametry s, o vyjadfime pomoci souradnic z, y, pak funkce u definovana vztahem

u(z,y) = u(s(z,y);0(x,y))

je FeSenim rovnice (1.12) s okrajovou podminkou (1.14).

1.1.5 Quasilinearni parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu
Rovnici

ou(xy,...,xp
+~-~+an(x1,...,mn,u)% = f(z1,...,2p,u), (1.15)

ou(xy, ..., x,)

81‘1

a1(z1, ..., Ty, u)

kde aq,...,a,, f jsou funkce n + 1 proménnych a u je (hledana) funkce n proménnych, nazyvame quasilinedrni
parcialni diferencidlni rovnice pruniho tadu; v pripadé f = 0 homogenni, v opatném nehomogenni. Pokud
funkce a1, ..., a, nezavisi na posledni proménné a funkce f zavisi na posledni proménné linearné, nazyvame
tuto rovnici linedrni parcidlni diferencidlni rovnice proniho tddu.

Soustavu obycejnych diferencialnich rovnic

d

Eml(s) = ay(21(s),...,zn(s),u(s)),
d
d—smn(s) = an(z1(s), ..., zn(s),u(s)),

d
Esu<s) = f(z1(s),...,zn(s),u(s)),

nazyvame (roz§irend) charakteristickd soustava rovnice (1.15). Trajektorie (z1(s),...,zn(s),u(s)) FeSeni cha-
rakteristické soustavy (kiivky v prostoru R"*1) nazyvame charakteristiky rovnice (1.15).

13



Bud D € R"~1 otevienéd mnozina a

I = {(x17--~7$n) ER”Z 1 :@1(015"'70—n71)7"'5$n :(pn(017~-->Un71)a(0'17~-~7(7n71) ED}

regularni (n — 1)-rozmérnd nadplocha v n-rozmérném prostoru R™. Dale bud ug = ug(o1,...,0,-1) Spojitéd
funkce definované na D. Podminka

w(p1(01y - y0n=1)s ey n(01,...yon1)) = ug(01,...,0n-1), (01,...,0n-1) €D (1.16)
se nazyva okrajovd podminka pro rovnici (1.15).
Jsou-li funkce aq,...,a,, f diferencovatelné, pak charakteristicka soustava s Cauchyovymi podminkami
Il(O) = 901(0'17”-;(771—1)7
2,(0) = on(o1,...,0n-1),
U(O) = UO(Ola"'van—l),

m4 pro kazdé (o1,...,0,-1) € D jediné feseni (podle Picardovy-Lindeltfovy véty, viz napf. Kalas J., Rdb M.:
Oby¢éejné diferencialni rovnice, MU 2001, str. 64). Oznacme toto FeSeni

(¢1(8,017~~70n71),-~~71/Jn(5,01,-«-,Unf1),1/}n+1(3a017~~~7Jn71))«
Plati
1/11(0a017 cee ,Un,]_) = 301(0’13 cee 7UTL71)7 v 7’(/}71(070-17' . -;O’nfl) = SD’I’L(UI; .. -70’n71)a
wnJrl(an—lwu»gnfl) ZUQ(O'l,...,O'nfl)
tedy
o, 0p; . . .
ai (0,01,...,0n-1) = %(Ul""’an_l)’ i=1,2,...,n, j=1,2,...n—1, pro kazdé (o1,...,0n,-1) € D
a dale
i
Ds (0701,. . .,O'n_l) = ai(@l(O'l, AN .,O'n_l), .. .,(pn(O'l,. .. ,(Tn_l),’uO(Ul, .. .,O’n_l)) .
Funkcemi 1, ...,1, je uréeno zobrazeni ¥ : R x D — R"™. Jacobidn J = J(o1,...,0,-1) zobrazeni ¥ v bodé
(0,0’1,...,O'n_1) je
al(gol(a-]n"'ao-n71>7'"7%071(0-1;-"70'7171) an(SO]_(O':h-..,O_nf]),.--78071(0'1,---,0'”71)
01 Opn
80’ (01,...,0'“,1) ?‘1(01,...,0’”,1)
0p1 Opn
o1 (‘717---7071—1) do 1 (017---70n—1)
Je-li J(oq,...,0,_1) # 0 pro kazdé (oy1,...,0,_1) € D, existuje inversni zobrazeni ¥=! : R® — R x D (podle

véty o existenci inversniho zobrazeni, viz napf. Dosla Z., Dosly O.: Diferencialni pocet funkci vice proménnych,
MU 1999, str. 84).
Polozme u(z1, ..., %,) = Ypi1 (¥ (21,...,2,)). Pak u je feSeni tlohy (1.15), (1.16):

n—1

" dzy [ Ou Bs ou &7] Os dxy, GUJ dzp
Z k ds 0s 8xk ; 0o Oxy, Z oxy, ds Z Z oxy, ds
~ Ou0s ou do; _ du _
T 9s0s Z@a] os  ds I

Toto feseni je jediné.
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1.1.6 Kanonicky tvar parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu ve dvou neza-
visle proménnych linearni v prvnich derivacich

ou

a(z, y)% + b(z, y)afy = f(x,y,u), (1.17)

funkce a, b jsou definovany na mnoziné G C R2, funkce f je definovdna na mnoziné G x R, pro funkce a, b plati

a(xz,y) # 0 # b(x,y) pro (x,y) € G. Parcidlni rovnici (1.17) ptifadime jeji obyéejnou charakteristickou rovnici

y = 2@y (1.18)

a(z,y)’

kde ' oznacuje oby¢ejnou derivaci podle x. Pfedpokladejme, ze charakteristickd rovnice (1.18) ma FeSeni, které
lze implicitné zapsat ve tvaru

p(z,y) =C, (1.19)
kde C je integraéni konstanta. Pak je ¢, (z,y) + ¥ ¢y (x,y) = 0, tj.

apy + by, = 0. (1.20)

Poznamenejme, Ze charakteristickd rovnice linedrni homogenni rovnice ve dvou nezévisle proménnych (1.1)
je podilem jednotlivych rovnic charakteristické soustavy (1.2) této rovnice a tedy rovnost (1.19) vyjadifuje
charakteristiky rovnice (1.1) také ve smyslu oddilu 1.1.1.

Polozme

E=vplr,y), n=yv
Pak &1y —&yne = 2(2,y), tedy na mnoziné H = {(z,y) € R? : ¢ (z,y) # 0} C G je zobrazeni (£,n) : H — R?
prosté. Toto zobrazeni na mnoziné H transformuje rovnici (1.17) na rovnici

augpr + b(ugp, +uy) = f.

Tuto rovnici lze upravit na tvar
(apz + bpy) ue + buy = f,
takze vzhledem k (1.20) a pfedpoklddané nenulovosti funkce b plati

“n(fﬂ?) = F(fﬂ% u)a

kde F = f/b. Tato rovnice je kanonickgm tvarem rovnice (1.17). Ponévadz se v ni vyskytuje pouze jedna
parcialni derivace, lze ji povazovat za rovnici obycejnou takovou, ze hledana funkce u je funkci jedné nezavisle
proménné 7 a zavisi na parametru &.

1.2 Parcialni diferencialni rovnice druhého radu linearni ve druhych
derivacich

Jedné se o rovnici

= u(x u(x u(x
Zaij(-’l))a ( )F<w,u(af:),a (@) oul )>, (1.21)

< Ox;0z; Oxy = Oxp

7,7=1
kde x = (z1,22,...,2,) je n-tice nezévisle proménnych, u je (hledana) funkce n promeénnych, a;;, i,j =
1,2,...,n jsou funkce n proménnych takové, Ze jejich defini¢ni obory maji neprazdny prinik D C R™ a plati

a;j(x) = a;;(x) pro véechna & € D a vSechny dvojice indexi 4, j. P¥itom predpokladdme, Ze pro alespon jednu
dvojici indexti 4, j plati a;; # 0. Funkce F' na pravé strané rovnice je néjakd funkce 2n 4 1 proménnych.

Bud x¢ € D libovolny bod. Pak A = (a;;(x)) je symetrickd matice typu n x n. Takovou matici je definovéna
kvadratickd forma ¥ : R™ — R,

n

‘I,(ylay27"‘7yn> = (y17y27"'7yn)A(y17y27'°'ayn)T = Za”(wo)yly]
i,j=1
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Plati Sylvesteriv [1814 — 1897] zakon setrvacnosti kvadratickych forem: Existuje regularni matice B typu n xn
a jednozna¢né urCend prirozena Cisla k, m, 0 < k < m < n takové, Ze po transformaci

(y17y27"'ayn)T = (771’7727“'77771)3

k m q
mé kvadraticka forma ¥ kanonicky tvar > n? — > n?. (Pfitom klademe > o; =0 prop =g+ 1.)

i=1 i=k+1 i=p
Rovnice (1.21) se nazyvé
eliptickd m=mnake{0,n},
hyperbolickd m=nake{ln—1}
ultrahyperbolicka v bodé xg € D, jestlize m=na2<k<n-—2,
parabolickd m <n,
parabolickd v uzsim smyslu m=n—1ak=0,nebok=m=n-—1.
Rovnice (1.24) se nazyva eliptickd, hyperbolickd, ... v oteviené mnoziné G C D, je-li eliptickd, hyperbolicka, ...

v kazdém bodé x € G.

Ozna¢me fB;; prvky matice B. Transformaci prevadéjici kvadratickou formu ¥ na kanonicky tvar tedy mi-
zeme zapsat jako

n
yi=> mpfpi i=1,2...n
p=1
a transformaci kvadratické formy ¥ prepsat ve tvaru

n n

n n n k m
Z aij(xo)yiy; = Z aij(wo)ZﬁpﬁpiZﬁqﬁqg‘ = Z ai5(20) Bpi BajMpNg = Zﬁf - Z n. (1.22)

ij=1 ij=1 p=1 g=1 i,4,p,q=1 i=1 i=k+1
Nyni budeme v rovnici (1.21) transformovat nezavisle proménné. Nové nezavisle proménné &1, &, . . ., &, definu-
jeme vztahy
n
&= Biptp, i=1,2,...,n. (1.23)
p=1
Pak je P Bij a s vyuzitim fetézového pravidla pro pro derivaci slozené funkce postupné dostaneme
"
J

0¢, Ou ” Ou
33:, Z dx; OE, pz::lﬁm 9y’

ag 32 2
8901637] Zﬁ’”a ag,, Zﬂ’”z s agpaug Zﬁ’”zﬁw ag agq Z Brilas e e 9E,08,

Levéa strana rovnice (1.21) se tedy v bodé & = x transformuje na tvar

" 0%u(x) - - 0u
ai‘(w )7 = A5 33 6 15 ai’(w )6 iﬁ i A Aac -
”221 J\+0 dz,01; ”ZI J\+0 pz_l pilqj 8§ 8§ J%Zl J\L0)Ppilqj D, 0E,

Porovnanim s rovnosti (1.22) vidime, ze transformace (1.23) nezavisle proménnych pfevadi levou stranu parcialni
diferencialni rovnice (1.21) v bodé & = xo na tvar

Z 352

tento tvar rovnice se nazyva kanonicky v bodé xy.

Z 352’

i=k+1

Pokud je funkce F' na pravé strané rovnice (1.21) tvaru

P (o) 202 22)) (2




kde b;, ¢, f,1=1.2,...,n jsou funkce n proménnych takové, ze defini¢ni obor kazdé z nich mé neprazdny prinik
se spolecnou ¢asti D defini¢nich obort funkei a;;, pak mizeme rovnici (1.21) prepsat na tvar

n

2 8:1: axj +Z 8xz )b @) = f@). (1.24)

ij=1 i=1

Tuto rovnici nazyvame linedrni parcidlni diferencidlni rovnice druhého tddu; v pripadé f = 0 homogenni,
v opa¢ném nehomogenni.
Pro homogenni linearni rovnici plati princip superpozice: Je-li a libovolna konstanta a wg, us jsou feSeni

Z ('9%(9:5]) +Zbi(w)agif> +c(@)u(z) = 0,

Jj=1 1=

pak také au; a uj; + ug jsou FeSenim této rovnice. (Platnost tohoto tvrzeni lze ovéfit pfimym dosazenim.)
Funkce u = 0 je zfejmé také fesenim této rovnice. Odtud plyne, Ze mnozina vSech Feseni homogenni rovnice
tvoii vektorovy prostor.

1.3 Kanonicky tvar parcialni diferencialni rovnice druhého radu ve
dvou nezavisle proménnych linearni ve druhych derivacich

A(JJ, y)uam + 2B($, Z/)ny + C(.T, y)uyy = F(JJ, Y, U, Uy, Uy) ) (125)

pro funkce A, B, C plati |A(z,y)|+|B(z,y)|+|C(z,y)| > 0 pro viechna (z,y) € D = Dom ANDom BNDom C.
Uvazujme kvadratickou formu ¥(r, s) = Ar? + 2Brs + Cs.
Pokud A # 0, plati

B \?> B? B\ 1
Ar? + 2B 2 =4 — -2 2 =4 — — —(B? — AQ)s?
r“+2Brs+Cs <T+AS) 1° +Cs <T‘+AS) A( C)s*,
pokud C' # 0, plati
2 2 2
Ar? + 2Brs 4 Cs? = C(s—i—gr) —%r2+Ar2 = C<s+gr) —%(B2—AC)T2,
pokud A =C =0, pak B # 0 a plati

B B
Ar? +2Brs 4 Cs* = 2Brs = 5(7‘-}-8)2—5(7’—5)2.

Odtud plyne: Je-li pro kazdé (x,y) z oteviené mnoziny G C D
(B(z,y))* — A(z,y)C(z,y) >0 hyperbolicka
(B(z,y))? — A(z,y)C(z,y) = 0 pak rovnice (1.25) je parabolickd v G
(B(x,9))? — A(z,y)C(z,y) < elipticka

1.3.1 Transformace rovnice (1.25)

Budte ¢,1 : G — R takové funkce, ze . (x,y)y(x,y) — @y(x, y)¥z(x,y) # 0 pro viechna (z,y) € G. Pak

transformace
£ = oy, n =1y (1.26)

bijektivné zobraz{ mnozinu G na otevfenou mnozinu a rovnici (1.25) transformuje na tvar (vyuzivdme formule
pro druhé parcialni derivace slozené funkce)

a(g, 77)“5& + 2b(§, n)ufn + 0(57 77)“7777 = F(f, n,u, ug, Un) s (1‘27)

17



kde

2
a = Ap2+2Boyoy+Col = @ (A (—%) - 2B (—%> +C> ,

Py Py
b = A(prL + B(@lwy + (waL) + O‘py¢y ) (1.28)
2
¢ = AY2+ 2By, + Cy2 = o (A (—Z””) _2B (—%) + c) :
Y Y

naznacenou Upravu vyrazu pro funkce a nebo c lze samozfejmeé provést pouze v ptipadé, ze ¢, # 0 nebo v, # 0.
Pfi hledani inversni transformace k transformaci (1.26) feSime soustavu rovnic (1.26) pro neznamé z, y.

Pfitom prvni z rovnic je implicitné dédna funkce y; = y1 (), pro jejiz derivaci plati ¢ = —&, a druhou z rovnic
Y
je implicitné ddna funkce y2 = ya(z), pro jejiz derivaci plati y5 = —% (podle vzorce pro derivaci implicitné

Y
zadané funkce, viz napf. Dosld Z., Dosly O.: Diferencidlni pocet funkei vice proménnych, MU 1999, str. 96).

1.3.2 Charakteristiky rovnice (1.25)

Obycejna diferencilni rovnice v implicitnim tvaru (nerozieSend vzhledem k derivaci)

se nazyva charakteristickd rovnice parciglni diferencidlni rovnice (1.25). Jeji feSeni se nazyvaji charakteristiky.
Z predchozich Gvah je vidét, ze plati: Je-li rovnice (1.25) hyperbolickd, ma dvé jednoparametrické mnoZiny
charakteristik, které jsou feSenimi obyc¢ejnych diferencialnich rovnic

y/ _ B(Ib,y) +\/(B(l’,y))2 - A(I’,y)C(I,y) a y/ _ B(Iay) 7\/(B(I7y))2 - A(l?,y)C(IIE,y)
A(z,y) A(z,y) '

(1.30)

Je-li rovnice (1.25) parabolickd, mé jednu jednoparametrickou mnozinu charakteristik, kterd je feSenim obyéejné

diferencilni rovnice
ro_ B(l’,y)
Az, y)

Je-li rovnice (1.25) eliptickd, nemd realné charakteristiky.

y (1.31)

1.3.3 Kanonicky tvar hyperbolické rovnice

Jsou-li p(x,y) = C1 a ¢(x,y) = Cy implicitni popisy feSeni rovnic (1.30) (tedy charakteristiky rovnice (1.25),
pak AP jsou kofeny charakteristické rovnice (1.29), takze v (1.28) dostaneme a = ¢ = 0. Kanonicky
y

y
tvar hyperbolické rovnice (1.25) je
Ugny = F1(§7’r]aua U&“n) .

1.3.4 Kanonicky tvar parabolické rovnice

V tomto pifpadé je B? = AC. Je-li ¢(z,y) = C implicitni popis feSeni rovnice (1.31) a ¢(x,y) je libovolna

- B T o :
funkce nezavisla na funkci ¢, pak _% =71 tj. ¥, = —Zwy, a —w— je kofenem charakteristické rovnice (1.29).
Y
V rovnostech (1.28) tedy dostaneme ¢ =0 a
B B? AC — B?
b = —BosYy + B puthy — Z@ywy +Cpytpy = (C— A Pythy = Tﬁaywy = 0.

Kanonicky tvar parabolické rovnice (1.25) je
uge = Ia(&m,u,ug, up) .
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1.3.5 Kanonicky tvar eliptické rovnice

Eliptickd rovnice (1.25) nem4 realné charakteristiky. Pro jeji transformaci zavedeme nejprve oznacéeni

oy VA, y)Cla,y) - (Bl.y)’
Mo = Fayy V)= Awy) |

Déle necht ®(z,y) = C1, resp. ¥(z,y) = Cs, je implicitni popis FeSeni rovnice
y' = u(z,y) +iv(z,y), resp. y' = p(z,y) — iv(z,y).

To znamena, Ze

_%e +iv . —iv
o, Y ) 7, Y -
Polozime . .
E=p=5@+9), n=1v=( )
Pak plati

1 1 . . 1 1
Pz = 5(‘1)30 +¥,) = 5(_/“% — i, —p¥y, +ivl,) = EV(q)y o 5:“(‘1)1/ +Wy) = viby — uepy,

1 1 1

. . 1
Yy = i(‘IJI —-U,) = 5(—;1‘133/ —iw®, + p¥, —ivd,) = fi,u(CI)y -¥,) - §V(<I>y +0,) = —ppy — v,

Dosazenim téchto vyjadieni do rovnosti (1.28) dostaneme

a = Al +2Bp.py, + Cply = A (V27 — 2wppyhy + 12¢h) + 2B (vpyhy — ppy) + Col =
= (Ap® = 2Bu+ C)py + AV + 2v(B — Ap)py iy =

B> _B? , AC - B? AC — B?

R S =

- <—2+C TV T 2W(B - Blpyy = ——

< 27 (p5 +¥3)

b= A‘Pmd’x + B(‘Pﬂ/}y + ‘Pyd’a:) + C%% =
= —A (v} — P oythy + V3y0y — uvey) + B (VU] — ppyhy — gty — ves) + Coythy =
= (Ap— B)vg, + (B — Ay, + (Ap® — Av® — 2B+ C) pyipy =

B? AC-B? 2B? AC
= (B - B) (ve} —vipy) + (A_A_A+A> pythy =0,

¢ = AY2 + 2Bipopy + CUZ = A (P2 + 2uiby oy + 12 0%) — 2B (uhy + vipythy) + Cl =
= Av* 02 + (Ap® = 2Bu+ C) b + 2v(Ap — B)pyih, =
AC - B?

B2 B2 AC — 32
+ (A —2—+ C) Yo+ 20(B — B)pyih, = — 1 (05 +¢3)

tedy a = ¢, b = 0. Kanonicky tvar eliptické rovnice (1.25) je

u§§+u"7"7 = F3(§7777u7u57u7])-

1.3.6 Kanonicky tvar linearni parcialni diferencialni rovnice druhého ¥adu ve dvou
nezavisle proménnych s konstantnimi koeficienty

gy + 2bUgy + CUyy = duy + euy + fu+ g(z,y), (1.32)
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kde a,b,c,d,e, f €R a g: RZ = R. V¥8e popsané transformace pfevedou tuto rovnici na néktery z tvart

ugp, = diug +equy + fru+gi(§,n), pokud b? —ac >0,
uge = doug + eau, + foau+ g2(&,m), pokud b —ac=0, (1.33)
Uge + Upy = d3ug + esu, + fsu+ gs(€,m), pokud b? —ac < 0.

Zavedeme novou nezndmou funkci v vztahem

u = ve/\f-&-;m7

kde A, p jsou zatim neurcené konstanty. Pak je

ug = T\ 4 wg), uge = eFT(N20 + 2\ve + vge)
u, = et (uu+u,), gy = NI\ + pg + Avy, + vgy)
Upy = TR0 + 200, + vyy) -

Dosadime do rovnic (1.33) a vykratime vyrazem e sTH7 =£ 0:

Ve = (di —p)ve + (e1 — Aoy + (did + e — A+ fi)v+§1(€,n) pro hyperbolickou rovnici,
vee = (d2 —2\)ve + eavy + (do X + eapt — A2+ fo)v+ G2(€,m)  pro parabolickou rovnici,
Vee Uy = (d3 — 20\)ve + (e3 — 21)vy + (d3X + eapn — A2 — p® + f3)v + G3(€,m)  pro eliptickou rovnici.

Konstanty A, p zvolime tak, aby pravé strany byly co nejjednodussi. Konkrétné:

e Pro hyperbolickou rovnici ¢ = d;, A = e;. Dostaneme

vep = (erdy + f1)v+g1(€,m).

4fs + d3
e Pro parabolickou rovnici A = ?2, W= —%. Dostaneme
€2

vee = eavy + Ga(§,1m) -

e
e Pro eliptickou rovnici A = w= 53 Dostaneme

3
27
d§+e§+4fgv

Veg +Upy =

1.4 Pocatecni uloha pro hyperbolickou rovnici ve dvou nezavisle
proménnych

1.4.1 ResSeni pocateéni tilohy pro homogenni hyperbolickou rovnici ve dvou neza-
visle proménnych (kmity nekone¢né struny)

u(t,2) = a*ug(t, ), (t,z) € (0,00) x (—00,00), (1.34)
U(O,SC) = QD(I) ) ut(ovx) = ¢(95) ’ T € (700, OO) ) (135)

kde a > 0, funkce ¢ je dvakrat diferencovatelna a funkce 1 je diferencovatelna.
Charakteristicka rovnice parcidlni rovnice (1.34) je 22 — a? = 0, tedy 2’ = 4a, z ¢ehoz z(t) = +at + const.

Transformaci
&=z —at, n=ux+at

pfejde rovnice (1.34) na tvar
u§77(§777) = 0.
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Odtud plyne, ze u¢ nezavisi na 7, tedy
“5(5777) = f(g) :

Tuto rovnici zintegrujeme podle ¢ a dostaneme

u(€;n) = FE)+G),

kde F' je funkce primitivni k f a G je libovolna funkce. Zpétnou transformaci tedy dostaneme FesSeni rovnice
(1.34) ve tvaru
u(t,z) = F(x —at) +G(x+ at), (1.36)
kde F, G jsou libovolné dvakrat diferencovatelné funkce. Uréime je tak, aby byly splnény pocatecéni podminky
(1.35), tedy
F(z)+G(x) = ¢(x),  —aF'(z)+aG'(x) = ().

Druhou z téchto rovnosti piepiSeme na tvar (F(z) — G(x))/ = _v@)
a

a integrujeme. Dostaneme

F(@) - Gla) = (Flao) = Gao) = — [ w()dc.

kde zg je néjaké ¢islo. Resime tedy soustavu rovnic

Fz)+Gx) = @),
1 xT

F0)=Gla) = Flao) =~ Glao) ¢ [ v(€)de

a dostaneme
1 1 [ F(zo) Gla 1 1 [ F(zo) | Gla
Fa) = 3ot) - oo [w@ag + T50 - 0 Gy = )+ - [uigas - T, S00)
Dosazenim do (1.36) nyni dostaneme Feseni tlohy (1.34), (1.35) ve tvaru
z+at
T—a T+a 1
u(t,z) = o t);@( + at) +% / W(E)dE .

Posledni formule se nazyva d’Alembertiv vzorec.

1.4.2 ResSeni pocatecni alohy pro homogenni hyperbolickou rovnici ve dvou neza-
visle proménnych s obecnym pocatkem

ug(t, ) = a*uge(t, ), (t,x) € (0,00) X (—00,00), (1.37)
u(o,x) = px), wl(oz) = P(z), x € (—00,00), (1.38)

kde a > 0, 0 € R, funkce ¢ je dvakrat diferencovatelnd a funkce ¢ je diferencovatelné.
Transformaci 7 = t — o tato tloha piejde na

Urr (T,2) = aPUgs(T, ), (r,2) € (0,00) X (—00,00),
uw(0,z) = ¢(z), u(0,2) = ¢¥(z), x € (—00,0).

Podle 1.4.1 mé tato dloha FeSeni

x+at
1 1
u(ra) = 5 (ol —ar) +pla+ar) + o [ w(E)de,
takze FeSeni ulohy (1.37), (1.38) je
z+a(t—o)

ul(tz) = w(x—a(t—a))—gtp(ﬂa(t—a))+% / w(E)de

z—a(t—o)
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1.4.3 ReSeni podatecni tilohy pro nehomogenni hyperbolickou rovnici ve dvou
proménnych s homogenni pocate¢ni podminkou (buzené kmity nekoneéné
struny)

ug(t,2) = a®uzs(t,z) + f(t, ), (t,x) € (0,00) X (—00,00), (1.39)
u(0,2) = 0, wu(0,2) = 0, x € (—00,00), (1.40)
kde a > 0 a funkce f je spojita.
Tato tloha popisuje kmity struny, kterd je na pocatku v klidu a v rovnovazné poloze. Kmity jsou bu-
zené pusobenim vnéjsi sily f. Muzeme si tak predstavit, Zze od pocatku se v pribéhu postupné ,nascitaji“
nebo,naintegruji“ vlivy sily f. Tedy, Ze feSeni je tvaru

t
/wtxa
0

Tato myslenka se nazyva Duhameluv princip. Plati

t

w(0,2) = 0, a w(t,z) = w(t,x,t)—i—/wt(t,xm)da.
0

Ke splnéni podminky u:(0,x) = 0 staci, aby pro vechna o > 0 funkce w = w(¢, z, o) splitovala

w(o,z,0) = 0. (1.41)
Dale plati
) ¢ 5 t
gyl u(t,z) = g w(t,m,t)Jr/w‘l(t,m,a)dU = 5 0+/w|1(t,$,0)dcr =
0 0
¢
— w|1(t,x,t)+/w‘171(t,x,a)da
0
0? /
Wu(t,x) = /w‘272(t,x,0)d0.

0

Ma4 platit u(t, z) — a®uz.(t,x) = f(t,z), tedy f(t,z) = wi(t,@,t) + f (w|1,1(t,x,a) — a2w|2,2(t,x,a)) do.
Posledni rovnice bude splnéna napiiklad pro funkci w = w(t, x, o), kterd s(i)lﬁuje pro kazdé o > 0
wit(t,2,0) = a*waea(t,z,0), (t,z) € (0,00) X (—00,00), (1.42)
wi(o,z,0) = f(o,x), x € (—00,00). (1.43)
Podle 1.4.2 je feSeni tlohy (1.42), (1.41), (1.43) dano formuli

zta(t—o)
— d
y flo, )de.
—a(t—o)

w(t,z,0) =

takze feSeni tlohy (1.39), (1.40) je

t z+a(t—o)

[l | fegu]o

2a
—a(t—o)
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Dvojnéasobny integral na pravé strané rovnosti je nékdy uzitecné vyjadrit jako integral dvojny, tj.

t z+a(t—o)

[ [ reow|ar=[[ oo
Q

0 z—a(t—o)

kde

Q={(0,) eR*: 0<o<t,z—(alt—0o)<é<z+alt—o)} =
={(0,) eR*:z—t<{<z+t0<o<t—|{—z|}.

1.4.4 ReSeni obecné poéateéni tilohy pro hyperbolickou rovnici ve dvou nezavisle

proménnych
utt(tvx) = a2umm(ta (E) + f(ta .’E) ) (t,.’b) € (07 OO) X (—OO, OO) ) (144)
u(0,2) = ¢(x), u(0,2) = ¥(z), x € (—00,00), (1.45)

kde a > 0, funkce ¢ je dvakrat diferencovatelna, funkce 1 je diferencovatelna a funkce f je spojité.

Pfimym vypocétem ovéfime, Ze je-li v = v(t, z) FeSenim tlohy (1.34), (1.35) a w = w(t, z) je FeSenim tlohy
(1.39), (1.40), pak u = u(t,z) = v(t,z) + w(t,x) je FeSenim ulohy (1.44), (1.45). Podle 1.4.1 a 1.4.3 je FeSeni
dané lohy

z+at t z+a(t—o)
ta) = PPN L[ ygaer o [ [ s | ao
r—at 0

z—a(t—o)

Zavedeme-li funkci

—, x—at <& <x+at,
G = G(z,&,t) =4 2a

0, jinak,

miizeme Teseni tlohy (1.44), (1.45) zapsat v kompaktnéjsim tvaru

u(t,2) = L(p(@ — at) + oz + at)) + 770 W(E)Ca, £, 1)dE + bf“ <T F(0, )G, 6,1 — a)dg) do.

Funkce GG m4 derivaci podle ¢asu ve smyslu distribuci, sr. Dodatek A.3. Reseni tlohy (1.44), (1.45) proto mfizeme
také vyjadrit jako

uta) = [ PO 5G@e0+0©6EE0+ [ 100Gt - a)o | ac
e 0

Nehomogenita f je definovdna pro t > 0. Pokud ji dodefinujeme tak, ze pro ¢ < 0 bude nulovi, miZeme
vnitini integral pfepsat jako konvoluci funkei f(-, &) a G(z,&,t), viz str. 29; proménné x a £ povazujeme v této
souvislosti za parametry. Reseni tilohy (1.44), (1.45) tak dostaneme ve tvaru

oo

wt0) = [ (96560060 + HOGEEN + (-, Gl D) de.

— 00

Jednoznaénost FeSeni dlohy (1.44), (1.45)

Jsou-li u3 = w1 (t, z) a ug = ua(t, x) FeSeni tlohy (1.44), (1.45), pak ug = uo(t, ) = ui(t, ) — ua(t, x) je feSenim
homogenni rovnice (1.34) s nulovymi poc¢ateénimi podminkami (1.40). Analogicky jako v 1.4.1 ukdzeme, Ze

uo(t,z) = F(x —at) + G(z + at)
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a pro funkce F', G plati

F(z)+G(x) = 0, neboli G(z) = —F(x),
F'(z) - G'(z) = 0, neboli G(z) = F(z)+ const

pro vSechna z € R. Odtud jednak plyne, Ze F(z) = const a dile

uo(t,x) = Flx —at)+ G(x+at) = F(z —at) — F(x 4+ at) = const — const

Tedy u1 = us.

0.

1.4.5 ResSeni hyperbolické rovnice ve dvou nezavisle proménnych s obecnymi po-

c¢ate¢nimi podminkami a s jednou okrajovou podminkou

Podminka Dirichletova typu (kmity nekoneéné struny upevnéné na jednom konci, odraz viny na

pevném konci)

gt (t, ) = a®uge(t,x) + f(t, ), (t,x) € (0,00) x (0,00),

u(0,2) = @(x), u(0,2) = P(x), x € (0,00),
u(t,0) = 0, t € (0,00),

kde a > 0, funkce ¢ je dvakrat diferencovatelna, funkce 1 je diferencovatelna a plati

lim p(z)=0, lim ¥(z)=

r—0+ r—04

Definujme liché rozsifeni funkei ¢, ¥, f(t,-):

<ﬁ(m)={<p(z)7 720 M:{w@, >0 f(t’x):{f(t

—p(=xz), =<0 —p(=z), =<0

tj. () = w(lz]) sgna, P(z) = (|z|)sgnx, f(t,z) = f(t,]2]) sgn .
Reseni tlohy (1.46), (1.47), (1.48) je

t z+a(t—o)

uft,a) = P Feerad) /w d&+—/ [ | -

z—a(t—o)

z+at t z+a(t—o)
o(|z — at]) sgn(z — at) + p(x + at) 1 1
- : ton [ wlehsen©ac o [ [ s
r—at 0 z—a(t—o)
el — atl) sgne — a1 i
z — at|) sgn(x — at) + p(z + at)
= 5 ‘ /tl P(§)dE + 7/

V tomto piipadé miizeme na mnoziné [0, 00)® definovat funkci G piedpisem

—, |z—at| <& <z+at,
Gla &)= 20

0, jinak

a FeSeni ulohy (1.46), (1.47), (1.48) zapsat ve tvaru

u(t, ) = o(lz — at]) sgn(z — at) + p(z + at)

24

z+a(t—o)

(1.46)
(1.47)
(1.48)

a,[¢]) sgn(§)d€ | do =

/ Fo,€)de | do.

lz—a(t—o)]

2 +7¢ Gz, &t d£+//fa§ (2,¢,t — 0)dédo.
0



Reseni tlohy (1.46), (1.47) s nenulovou okrajovou podminkou

u(t,0) = aft), t e (0,00), (1.49)
kde « je dvakrat diferencovatelna funkce spliujici podminku hrn+ at) = 11%1+ o(x), je tvaru
t—0 z—

u(ta ‘T) = U(ta $) + O‘(t)a
kde funkce v je feSenim ulohy

vie(t,x) = a*vg.(t,x) + f(t,z) — a’(t), (t,z) € (0,00) x (0,00),
v(0,2) = @(z) —a(0+), v:(0,2) = P(z) —a'(0+), € (0,00),
v(t,0) = 0, t e (0,00);
pfitom a(0+) = tgm+a(t) o/ (04) = lim o/(t)

Podminka Neumannova typu (odraz vlny na volném konci)

ugt(t, ) = a®uge(t,x) + f(t, ), (t,x) € (0,00) x (0,00), (1.50)
w(0,2) = @(z), w(0,2) = P(x), xe(0,0), (1.51)
us(t,0) = 0, te(0,00), (1.52)
kde a > 0, funkce ¢ je dvakrat diferencovatelnd, funkce 1 je diferencovatelnd a pro jejich derivace plati
Jim (@) =0, lim () =
Nyni zavedeme sudé rozsifeni funkei ¢, 9, f(t,-)
p@) =o(z)),  d@) =),  flt,2) = [t ]2)),
a dostaneme FeSeni tulohy (1.50), (1.51), (1.52) ve tvaru
(e —at) + ple+a) 1" f" .
_ z —at|) + p(x + at
u(t,z) = . oo [ wtehas+ o [ [ seha | ao.
r—at 0 z—a(t—o)
V tomto pfipadé miizeme definovat na mnoziné [0, 00)? funkci G piedpisem
1
% |z —at| < £ <z + at,
_J1
G(z,&,1) = - rT—at<0<¢&<at—ux,
a
0 jinak
a FeSeni tlohy (1.50), (1.51), (1.52) zapsat ve tvaru
—at t)
u(t,z) = (2 a|)2+ plo + at) Jr/l/} Gz, &t d§+//fcr§ (z,€,t — 0)dédo.
0
Reseni tlohy (1.50), (1.51) s nenulovou okrajovou podminkou
ugy(¢,0) = B(t), t € (0,00), (1.53)
kde 8 je dvakrat diferencovatelnd funkce spliiujici podminku t£%1+ B(t) = mlgglJr o' (z), t£m+ B'(t) = lim ¢'(x),
je tvaru

x—0+

u(t,z) = v(t, z) + 2B(t),
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kde funkce v je feSenim ulohy
vie(t, ) = a®vee(t,z) + f(t,z) — 28" (1), (t,x) € (0,00) x (0,00),
U(va) = 99(1') 7565(0)7 Ut(071') = 1/}(%) 71’5/(0)7 LS (0,00),
v (t,0) = 0, t€(0,00);

pokud by né&kterd z funkci 3, 3’, nebyla pro t = 0 definovand, vezmeme misto funkénich hodnot pfislusnou
limitu zprava.

1.4.6 ResSeni hyperbolické rovnice ve dvou nezavisle proménnych s obecnymi po¢a-
teénimi podminkami a s okrajovymi podminkami Dirichletova typu (kmity
koneéné struny upevnéné na obou koncich)

ug(t,2) = a*uge(t,z) + f(t,x), (t,z) € (0,00) x (0,4), (1.54)
u(0,2) = ¢(z), w(0,z) = P(x), xz € (0,£), (1.55)
u(t,0) = u(t,f) = 0, t e (0,00), (1.56)

kde a > 0, funkce ¢ je dvakrat diferencovatelnd, funkce 1 je diferencovatelna a plati

©(0) = ¢(€) = ¢(0) = ¥(¢) = 0.

Definujme spojité 2¢-periodické liché rozsiteni funkei ¢, ¥, f(¢,-). Toto rozsifeni je ddno sinovymi fadami

ﬁ
&

Il

~| N
gk
o

3
Il
—

go(f) sin n;fdf) sin n%x ,

¢
- 2 nw
Plz) = ¥(§) sin 75615 n—-r,
23 ([ |
fto) = = F(t,€)sin “redg | sin=ra,
S vyuZitim souétovych vzorci sin(a — 3) + sin(a + ) = 2sinacos 8 a cos(a — ) — cos(a + ) = 2sinacos
dostaneme
o [
% (¢(x — at) + @(x + at)) = % 2:1 (/ »(€) sin n;fd{) (sin %(m — at) + sin n%(m + at)) =
"= \o

¢
2 — nmwa
= zﬂg (/(p sin fdg) sin TICOS 7 —t,

0

x+at

Y4 r+at

1 . 1 o

% | Bt MZ( / w<§>sin”£”5d£) ( / sm";gds) =
0 T

r—at —at

26



t z—a(t+o) zta(t—o)

21a0/ / flo,8)d¢ | do = alzf:o/(/ agsmgdg> z / sin -6d¢ | do =

z—a(t—o) n=1 —a(t—o)

t o/t
IRe . nmw 14 P
= agnz_:lo/ (O/f(o’,ﬁ) Slngfdf) [mr cos fgL_Ha(tg) do =
. t o/t
= ‘11”712_:17110/ (O/fU£ s1n€§d§> cos— x—a(t—o))—cosn—Z(x—i—a(t—U)))da =
o ‘
= ;nz_;i (O/faf smfd{) sm—xsm a(t—a)da =

t

= izlsinn—ﬂz/sin@(tfa /f 0,€) sm—gdf do.
am £~ n Y4 Y4 J 14

0

Oznacime-li tedy

¢ ‘
am 2 nmw 2 nmw
. : P ed B, = — in T ede,
w="2 = 2 [o@sin "Teac, 2 [ w(sin e
0 0
Gla, 6.t ) Qil . onmwo, n5 mra(t ),
x —0) = — = sin —x sin sin—(t—o
Y am = n 1 14
lze TeSeni dlohy (1.54), (1.55), (1.56) zapsat ve tvaru
- t e
= Z (A;, cos nwt + By, sin nwt) sm—x—k//f G(z,&,t —o)dédo.
n=1 0 0
I, B, .
Oznadime-li dale o, = /A2 + B2 a ¢, = arctg T plati
A, cosnwt + By, sinnwt =, cos(nwt — ;)
a FeSeni tlohy (1.54), (1.55), (1.56) lze zapsat ve tvaru
- t e
u(t,z) = Z ay, cos(nwt — @) sin n—grx + //f(a, &)G(x,&,t — o)dédo .
n=1 00

Reseni tlohy (1.54), (1.55) s nehomogenni okrajovou podminkou

u(t,0) = po(t), u(t, €)= wm(t), t € (0,00), (1.57)

kde «, f8 jsou dvakrét diferencovatelné funkee, je tvaru u(t, x) = v(t, 2)+ U (¢, ), kde funkce U = U(t, x) spliiuje
podminky (1.57) a funkce v = v(t, x) je feSenim tlohy

Vi (t, ) = a®vpe(t,x) + f(t,2) — Up(t, ) + a*Upe(t, 2), (t,z) € (0,00) x (0,4), (1.58)
v(0,2) = ¢() = U(0,2), v(0,2) = ¥(x)— U0, ) z € (0,0), (1.59)
v(t,0) = v(t,¢) = 0, t € (0,00), (1.60)

Za funkci U staéi vzit

8

Ut,z) = po(t) + z(/ﬂ(t) — o(t)) -

Pri této volbé je U,, = 0.
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Cviceni

Najdéte obecné Teseni rovnice

1) u, = 622u, 3) uy +2uy =3

2) (z+y—2)ug + (z+x —y)uy +2u, =0 4) uy + Uy = u

Najdéte feseni rovnice, které spliiuje danou podminku
1 1

5) uy +yuy, =0, u(0,y) = - 9) zuu, + yuuy +xy =0, u <x, > =1
Yy x

6) us + auy =0, u(z,0) =sinx 10) 2zuy + yu, = du+ 1, u(z,1) = 22

7) u + au, = 2%t + 1, u(x,0) = x + 2 ll)ufuxuy, u(0,y) = y?

2 u(z,a) = 2% — a? 12) 4u = u2 — u2, u(coso,sin o) = cos 20

8) yu, —zuy =y? —x ot

Urcete typ linearni rovnice druhého radu
13) uzy + yuyy =0 14) 22Uy, — 2z siny ug, + sin? YUyy =0

Danou rovnici pfevedte na kanonicky tvar
15) e®uyy + 26" Vuy, + e*uy, = 0 17) y2ugy + 22Uy, =0
16) zyuz, — (2% + Y2 Uy + TYUyy + Yy + Tuy =0, T # Yy 18) Uyy + Ugy + Uyy + Uy =0

Najdéte obecné Teseni rovnice

19) 22Uy — 20YUsyy + Y2 Uyy + TUy + Yu, =0 20) 2%uzy — YUy, =0
Reste pocateéni tlohy

21) wuy = Uy +sinz;  w(0,z) =, u(0,2) = =

22) Uy — Ugy = O0(x)sint;  w(0,2) =0, u(0,2) = 0.
d(z) oznacuje Diracovu distribuci soustfedénou v bodé 0.

23) Reste rovnici s nulovymi pocateénimi podminkami a jednou okrajovou podminkou
gt = a%ugze;  u(0,7) =0 =u(0,2), wu(t,0) = Asinwt.

Vysledky: 1) u(z,y) = (22° +y) 2) u(z,y,2) = @(z +y — 22,2%(x —y)) 3) u(z,y) = 3y + 22z —y)
4) u(z,y) = e ®(2% —2y) 5) u(x,y) = % 6) u(x,t) =sin(x—at) 7) u(z,t) = %t4—%t3+L;t —(a=1)t+z+2

8) u(z,y) = 2® + 3> + xy — 2a® — ay/2? +y? — a? 9) u(z,y) =2 — 2y 10) u(z,y) = 2* + ;(y* — 1)

11) u(z,y) = 15 (4y +2)? 12) u(x,y) = 2? — y* 13) hyperbolicka pro y < 0, eliptickd pro y > 0 14) parabolicka
15) upy = (;=g — Dug — uy 16) ug, = ng%@u,, 17) uge + tyy + 5gue + 551y = 0

1 1
18) vee + gy = 5, v =25 € = Lo —y, =22 19) u(2,y) = B(zy) Iny + ¥(zy)

97
20) u(z,y) = ®(L)/7y + ¥(zy) 21) ut,z) =z + In
(1

1 t— ¢ Asi f_w y
22) u(t7 ) 2 COS( |$|))a |$| <7, 23) u(t,ac) _ sin (w ax)’ r < at,
0, |x] >t

L) 4 sinx — sinx cost

0, x > at.
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Kapitola

Metody integralnich transformaci

2.1 Fourierova transformace

Fourierova transformace F prevadi redlnou funkci f jedné redlné proménné na komplexni funkci F(f) = f jedné
realné proménné definovanou vztahem

f) = [ e

O funkci f pfedpokldddme, Ze je definovand na R a konverguje dostatecné rychle k nule pro |z| — oo tak,
aby nevlastni integral na pravé strané konvergoval. Z linearity integralu plyne, Ze Fourierova transformace je
linearni, tj. . .

Fleifi +e2f2)(§) = e fi(§) + 2 f2(8).

Pro Fourieriv obraz derivace funkce f dostaneme integraci per partes a s vyuzitim vlastnosti | 1‘1m fz) =
ZTr|—00

vztah

o0

- / f(@)e e = [f(z)e€] ™ / F(@) (—ig)e Eda = i€ / f(@)e e = EF(f)(E),

tj. . A
f1(€) =18f(§). (2.1)

Inversni Fourierova transformace F~! pfevadi funkci f zpét na funkci f na celém R; funkce f je pfitom dana

vztahem -
1 £ ir€
o [ fleeac,

Konvoluce funkci f, g definovanych na R je funkce f * g danéd vztahem

= 7 fWg(z —

(O nevlastnim integralu opét predpokladme, Ze konverguje.) Fouriertiv obraz konvoluce funkci f, g je

F(f+g)(6) = 7f*g<x)e”€dx - / / e e~y | dr = / [ twgte — pe-=dady.

V tomto dvojném integralu budeme transformovat proménné tak, Ze polozime z = z+y, y = y. Jacobian tohoto
zobrazeni je

1 1
01

-
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Dale e 178 = ¢~ 1Wle~12¢  tedy

Fra)© = [[ e ey = | [ rweia ] | [ e ) = F0a©.
R2 —00 —o0
To znamena, ze .
Feo=1ia (2.2

2.1.1 Reseni pocatecni ulohy pro homogenni parabolickou rovnici ve dvou neza-
visle proménnych (vedeni tepla v tenké homogenni nekoneéné ty¢ci)

ur(t,z) = a’ug.(t, ), (t,x) € (0,00) x (—00, 00), (2.3)
u(0,2) = o(z), x € (—00,00). (2.4

O vsech funkcich i jejich derivacich opét pfedpokladame, Ze ,,jdou dostatecné rychle k nule pro |z| — oo“. Na
rovnici (2.3) aplikujeme Fourierovu transformaci (funkci u povazujeme za funkci proménné x; ¢ povazujeme za

parametr):
o0

Flu)(€) = / wlt, 2)e— " dn = (6,

— 0o

a podle rovnosti (2.1)
Fluas) (8, €) = I6F (ur)(t,€) = (1)*F(u)(t,€) = —EF(u)(t.€) = —€%a(t,€).
Rovnice (2.3) se tedy transformuje na rovnici
w(t,€) = —a’€®a(t,¢), (2.5)
coZ je obyéejné diferencidlni rovnice prvniho faddu (£ hraje roli parametru). Jeji feSeni je
at,€) = Ce ¢,

kde C je integracni konstanta; nezédvisi na ¢, ale mize zaviset na £. Urcime ji z transformované pocatecni
podminky (2.4), tj. z podminky

(0,§) = @(§). (2.6)
Je tedy
C=i(0.6) = 4O = [ pla)e

Ozna¢me g(t, ) vzor funkce §(t, &) = e~"¢’t p¥i Fourierové transformaci, tedy

17 . 17
g(t,z) = %/e*“%%e”gd{ = 5 e*“252t(cosx§+isin£x)d£ =
1 oo . oo 1 (oo}
= — [ e cosxfd&—ki/e*azg%sinxgdf = f/efazgztcosxfdf,
27 27 us
—00 —o0 0

nebot funkce e~*¢”t cos z€ (jako funkce proménné &) je suda a funkce e~ tgin x€ je licha. Substituci n = &V a2t
x

Va2t

a pri oznaceni ¢ = nyni dostavame

17
g(t,z) = /e*" cos gndn.
) /et ) 7
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o0 oo

Ozma¢me déle I(q) = [ e cosqndn. Pak podle (C.21) je I(0) = [e~""dp :g. Derivovanim integralu I(q)
0

podle parametru ¢ a naslednou integraci per partes dostaneme

o0 oo
d 1 >
—1I(q) = —/77(3_"2 sin gndn = Ze " sin qn 4 /e_’72 cos gndn = —gI(q).
dg 2 L, 2 2
0 = 0
Integral 1(q) je tedy feSenim pocateéni tlohy pro obycejnou diferencialni rovnici
d q T
1) =-21(9), 100)=Y"
a4 (@) =—51(a), 1(0) =",
takze
2
I(q) = @e, T
2
Navratem k ptvodni proménné x dostavame
g(t’ ) = 1 ﬁe_m = 1 e a2t
a2t 2 2V ma?t
Reseni tlohy (2.5), (2.6) lze zapsat ve tvaru a(t,£) = $¢(£)g(t, €). Inversni Fourierovou transformaci s vyuzitim

(2.2) dostaneme Feseni tilohy (2.3), (2.4) jako konvoluci funkei ¢ a g(t, -)

o

u(t,x) = () *glt,)(x) = / o9tz — y)dy,

—0o0

tedy

u(t,x) = N%Z ©(y) exp <(I4a2‘z)2) dy.

Gl 1) = s exp (M)

Pri oznaceni

lze TeSeni dlohy (2.3), (2.4) zapsat jako

o0

u(t,z) = / H(€)C (. €, 1)de.

— 00

Na zavér jesté poznamenejme, ze FeSeni pocateéni tlohy s posunutym pocatkem

ug(t,z) = a2um(t,x), (t,z) € (0,00) X (—00,00),
u(o,x) = p(x), x € (—00,00),
kde 0 € R, je
_ 1 i ex —7(33_@2 = i T -0
R = 4 ete (-5 ) ay - [ oo

2.1.2 Reseni pocatecni tlohy pro nehomogenni parabolickou rovnici ve dvou ne-
zavisle proménnych

Nejprve uvazujme tilohu s homogenni poc¢ateéni podminkou:

ur(t,z) = a’ug(t,z) + f(t, ), (t,z) € (0,00) X (—00,00), (2.7)
u(0,2) = 0, x € (—00,00).
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t

Reseni budeme podle Duhamelova principu hledat ve tvaru u(t, r) = [w(t,z,0)do. Pak je po¢atecni podminka
0

(2.8) splnéna. Déle plati

t t

up(t,x) = w(t,agt)—i—/wt(t,x,a)da, Uge (t, ) = /wm(t,m,a)da

0 0

Aby byla splnéna rovnice (2.7), musi platit
0 = w(t,r) — aPuge(t,z) — f(t,z) = w(t,z,t) +/ wi(t, z,0) — A®wyy(t,z,0)) do — f(t, z)
0
pro v8echna (¢,z) € (0,00) X (—00,00). Tato rovnost bude splnéna zejména tehdy, kdyz pro kazdé o € (0, c0)

bude funkce w feSenim tlohy

wi(t,r,0) = a*we,(t,z,0), (t,z) € (0,00) X (—00,00),

w(o,z,0) = f(o,x), x € (—00,00).

Avsak FeSeni této ulohy je podle 2.1.1 ddno vzorcem
w(t,z, o) / f(o,8)G(x, &t — o)dE.

To znamenad, Ze feSeni ulohy (2.7), (2.8) je

t oo
= //f(a,f)G(m,g,t—a)dde.
0 —©

Reseni obecné pocatecni tlohy pro parabolickou rovnici ve dvou nezavisle proménnych (2.7), (2.4) je souc¢tem
FeSeni tloh (2.3), (2.4) a (2.7), (2.8), tj

u(t,z) = / w(§)G(z, &, ) df+//f0£ (z,&,t — 0)dédo. (2.9)

— 00

2.1.3 Pocatecni uloha pro obecnou parabolickou linearni rovnici s konstantnimi
koeficienty (rovnice reakce-advekce-diftize)

ur(t, ) = @ uge(t, ) + bug(t,2) + cu(t,z) + f(t,z), (t,x) € (0,00) x (—00,0), (2.10)
u(ovx) = QO(iE), x € (—OO, OO); (211)

Analogicky jako v 1.3.6 zavedeme novou nezndmou funkci v = v(¢, z) vztahem
u(t,z) = eMTHey(t, 2), (2.12)

kde A a p jsou zatim neurcené konstanty. Pak

uy = (W +uv)er e
Uy = (g4 v,)eM e
Upy = (,uzv + 2uv, + vm)e’\tﬂw.
Tyto vyrazy dosadime do rovnice (2.10) a vyslednou rovnost vynasobime vyrazem e~*'~#%. Dostaneme

Xo+vp = @’ + 20 oy + a®vge + bpv + bug + cv + f(t, w)e N,

32



tj.
vy = a/2'wa 4+ (20/2/’(‘ + b)Uw + (G/ZM? + b/j/ +c— )\)’U + f(t,x)e_)‘t_/”’.
Nyni polozime

b b?

= — — )\: -
H 2a2’ T 12

a dosazenim do ptredchozi rovnosti dostaneme rovnici

b? — 4a’c b
vi(t,2) = a*vge(t, o) + f(t,x) exp <4a2t + 2a2x>
pro nezndmou funkci v. Ta podle (2.11) a (2.12) m4 spliiovat poc¢ate¢ni podminku

0(0,2) = p(z)exp (222x>

Funkce v je tedy podle (2.9) ddna formuli

o) = [ e@ew (5at) G xétd£+//fa£ Jexp (S g+ ot ) Gt~ o)deder

—00
. e 4a’c — b2 b ;
Podle transformaé¢niho vztahu (2.12) je feSeni tlohy (2.10), (2.11) exp Tt ~ 53t -nasobkem funkce
a a
v. Oznacime-li tedy
~ 1 (x —&)? b 4a’c — b
G t' b = — - = —_ 715
(mié-? 70’7 70) 2\/@ eXp ( 4a2t 2(1,2 (:,C é‘) + 4(12 )
muzeme TFeSeni Glohy (2.10), (2.11) zapsat ve tvaru
o] t oo
uto) = [ @G e tab it [ [ fo.06@E - o0 dedo
—00 0 —oo

2.1.4 Reseni pocatecni tlohy pro nehomogenni parabolickou rovnici ve dvou ne-
zavisle proménnych s jednou okrajovou podminkou

Nejprve uvazujme tlohu s homogenni okrajovou podminkou

u(t,r) = a*ug(t,z) + f(t,z), (t,x) € (0,00) x (0,00), (2.13)
u(0,2) = ¢(z), z € (0,00), (2.14)
u(t,0) = 0, t € (0,00). (2.15)

Necht funkce f(t,-) a @ jsou lichym rozsifenim funkei f(¢,-) a ¢, tj.

) f(t,x), x>0 p(x), x>0
f(t,z) = f(, |z]) sgn(z) = {0, r=0 @(z) = ¢(|z]) sgn(z) = < 0, r=0
_f(t7 —CL’), z <0, —@(—JJ), x <0
a funkce v je fesenim tlohy
ve(t, ) = a’vg.(t,x) + f(t, x), (t,x) € (0,00) x (—00,00),
v(0,2) = @(), x € (—00,00);

sr. 2.1.2. Funkce v je ddna formuli (2.9), v niz misto obecnych funkci ¢, f(¢,-) jsou liché funkce @, f(t (t,-); funkce
G(0, -,t) je sudd. To znamend, ze funkce v(t,-) je lichd takze v(¢,0) = 0. Funkce v tedy splituje homogenni
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okrajovou podminku (2.15). Navic samozfejmé splituje rovnici (2.13) a podminku (2.14). Je tedy feSenim tlohy
(2.13), (2.14), (2.15). Pro libovolnou funkeci ¢ definovanou na intervalu [0, co) plati

e’} 0 [e’e)
/wmm@@@mvmz—/wvw%%m%+/wCM@ﬂ%=

=/wwa@ <m+/w Ga,€,7)dé = /wa@u@ﬂ—Guﬁ@ﬂM¢
o0 0 0

Dale je

G(z,6,7) — Gz, —&,7) = 2\/7% {exp ( (x4a2§)2> ~ exp ( (:E4J;2§)2>} _

1 x? + 52 x€ —x€ 1 x? + 52 i x€
= ex —_ ex — ex = €ex - S11l
I malt P 4a?t P 2a2t P 2a2t Tat P 4a?t 2a2t’

kde sinh oznacuje hyperbolicky sinus. Nyni oznacime

GD($7§7t) =

L +&) 3t
\/mexp — 42t sin 5021

a FeSeni tlohy (2.13), (2.14), (2.15) zapiSeme ve tvaru

u(t,z) = [ @(§)Gp(z,&,t)ds + f(0,§)Gp(x,&,t — o)dédo.
/ /]

Homogenni okrajovou podminku (2.15) déle nahradime podminkou nehomogenni

u(t,0) = p(t), t € (0,00) (2.16)

a o funkci y budeme predpoklddat, Ze je diferencovatelnd. Reseni tilohy (2.13), (2.14), (2.16) budeme hledat ve
tvaru
u(t,z) = U(t, x) + v(t, x),

kde funkce U splituje okrajovou podminku (2.16); k tomu staci volit U(¢,x) = u(t). Pak plati
wt) +u(te) = aQUm,(t, z) + f(t, x),
p(0) +v(0,2) = @),
u(t) +o(t,0) = p(t)
a to znamena, ze funkce v je feSenim tlohy
vi(t,2) = aPvg(t,x) + f(t,x) — (1), (t,z) € (0,00) x (0, 00),
U(O7x) = @(x) - /’('(O)a UAS (0,00),
v(t,0) = 0, t € (0,00),

coz je uloha stejného typu jako (2.13), (2.14), (2.15).

2.2 Laplaceova transformace

o0
Bud M mnozina realnych funkei definovanych na intervalu (0, c0) takovych, ze integral [ f(t)e P‘dt konverguje

0
a tlim f(t)e™P* = 0 pro vsechna p > 0. Laplaceova transformace L pievadi realnou funkci f € M na redlnou
— 00

funkci L£f definovanou na intervalu (0, 00) vztahem

= O/f(t)eptdt.
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o0
f(@) Lf(p)= [ f(t)e P'dt || f(t) Lf(p) = [ f(t)e P'dt
0 0
1 2
1 - tsinwt 3 pr
p (p? + w?)
¢ 1 t coswt -
— cosw
p? (p? +w?)
n! w
"on=1,2,... ot sin wt v
n perE e sinw a1
T 1 —
% a>—1 Pe+1) e coswt S e
patl (p—a)? +w?
1 22
e sin? wt %
p—a p(p? + 4w?)
1 242
te® — cos? wt %
(p—a) p(p? + 4w?)
n! a
t . .
tnea’ n71;27.-. W sinh at m
r 1
tYe¥ v > —1 T+1) cosh at P
oyt P
. w . 2ap
sin wt Im tslnh at m
2 2
coswt _P t cosh at e
P2 + w2 (p? — a2)?
v
a—a/t p ( /0% + a2 — pu)
,a>0 \/7e_2\/@ Jy(at), v > —1
A /t3 a a? /p2 + a2

Tabulka 2.1: ,,Operatorovy slovnik“ pro Laplaceovu transformaci

Z uvedeného defini¢niho vztahu plyne, ze Laplacetv obraz funkce f € M je funkci ohrani¢enou a ze Laplaceova
transformace je linearni, tj.

L(cifi+caf2)(p) = a1 Lfi(p) + c2Lf2(p).

Obrazy nékterych funkci v Laplaceové transformaci jsou uvedeny v tabulce 2.1.
Vypocitame Laplacetav obraz derivace funkce:

/ 7pt _ t t N
) = [ rera = [f0e ], p [ e = - lim 10+ 0LF0)
0 0
Pii oznaleni f(0+) = thr&f( ) tedy plati
—

L(f")(p) = pLf(p) — f(O+). (2.17)

2.2.1 Reseni ulohy pro homogenni parabolickou rovnici ve dvou nezavisle pro-
ménnych s homogenni pocatec¢ni a jednou okrajovou podminkou

ug(t,r) = a*ug,(t,x), (t,z) € (0,00) x (0, 00), (2.18)
u(0,z) = 0, x € (0, 00), (2.19)
u(t,0) = p(t), t € (0,00). (2.20)

Na rovnici (2.18) aplikujeme Laplaceovu transformaci (funkci u povazujeme za funkei nezavisle proménné ¢ a x
povazujeme za parametr). S vyuzitim (2.17) a (2.19) dostaneme

pLu(p,z) = a*Lug.(p,z),
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coZ je obycejna linedrni rovnice druhého fadu pro neznamou funkci Lu; nyni roli parametru hraje p. Fundamen-
talni systém feSeni této rovnice je tvoren funkcemi

P
5 T

D
— = T
a? e a

(S

Pouze prvni z nich je ohranicena. Obecné feSeni transformované rovnice tedy je
—. /B
Lu(p,z) = C(p)e"Vaz®.

Aby byla splnéna podminka (2.20), musi byt C(p) = Lu(p). Laplacetv obraz FeSeni tlohy (2.18) (2.19) (2.20)
tedy je

Lu(p,z) = V& Lyu(p).

Cviceni
Reste tlohu
1) up = a®ugy, t >0, 2 >0
w(0,2) =T,z >0; u(t0)=0,t>0
2) up = a®Ugy, t >0, 2 >0
u(0,2) =0,z >0; wu(t,00)=K,t>0
3) uy = a%uyy, t >0, 2> 0
w(0,2) =0,z >0; wu(t,0)=Ad(t),t>0

xT

x 2 2
Vysledky: 1) T® | —— ) 2) K (1 - & —— ) |, pfitom ®(z) = — [ e~¢ d¢ je integral chyb
Y v: 1) <2\/a2t> ) ( (2\/a2t)> P (=) \/7?{ ¢ & Y

x 2 2
3)A— " % /(4a“t)
) 2V wat3
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Kapitola 3

Metoda separace promeénnych
(Fourierova)

3.1 Hyperbolické rovnice

3.1.1 Homogenni hyperbolicka rovnice ve dvou proménnych s obecnymi pocatec-
nimi a homogennimi okrajovymi podminkami

e (t, ) = a®uge(t, ), (t,z) € (0,00) x (0,¢), (3.1)
w(0,2) = @(x), u(0,2) = P(x), x € (0,0), )
aou(t,0) + Poug (t,0) = 0 = aqu(t, ) + Brug(t, £), t € (0,00), (3.3)

kde a > 0, ¢, jsou spojité funkce spliujici okrajové podminky
app(0) + Bowz(0) = 0 = a1p(l) + Biyp.(l), aop(0) + Bov(0) = 0 = ap(f) + L1 (f) .

Reseni tlohy budeme hledat ve tvaru soudinu, ve kterém jeden ¢initel zavisi pouze na t a druhy pouze na z,
tedy
u(t,z) = T(t)X(z).

Pak je uyy = T" X, gy = TX" atedy T"X = a?T X", po tpravé

1T X"(x)

a2 T(t)  X(z)

Leva strana posledni rovnosti zavisi pouze na t, pravd pouze na z. To znameny, Ze tyto vyrazy na nezavisle
proménnych nezavisi, tedy
1 77(¢) X" (x)

2T - X
Odtud dostaneme
T"(t) + Xa*T(t) = 0, (3.4)
- X"(z) = X\X(2). (3.5)

K tomu, aby funkce u = T'X spliiovala okrajové podminky (3.3) staéi, aby tyto podminky spliiovala funkce X,
tedy
Oé(]X(O) + ﬂoX/(O) =0 = 051X(€) + lel(g) . (36)

Rovnice (3.5) s okrajovou podminkou (3.6) je Sturmova-Liouvilleova tloha (sr. B.2.2). Existuje tedy posloupnost
vlastnich ¢éisel {)\,}52; a posloupnost vlastnich funkei {v, }22 , ze

0< A <A<+, lim A\, =00

n—oQ
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ap Po o P An v () Jon®
nmH 2 . nw 14
oo b (7) S 2
(2n+1)m\° . (2n+ D7 1
1 0o 0 1 < 57 sin 5% 2
(2n+ D\ > @2n+ 17w 1
1 1 —_— —_— =
0 0 ( 27 cos 57 T 2
nm\ 2 nmw 14
0o 1 0 1 0, (7) 1, cosTrw 6
" kladné koteny rovnice T / h
1 1 inv/ st o0
0 VX = —htg (\FM) SV An T SRS
" kladné kofeny rovnice Y Y h
0 1 1 h=vA g (VAL) COSVAn & 2 T3 )
kladné koteny rovnice 2
h ¢ hol+2h
-h 1 h 1 An inv, — - res
\% _\/hX _ 2ot (ﬁé) cosv/ A,z + o sinyv/A, 5T .

Tabulka 3.1: Vlastni hodnoty a vlastni funkce tdlohy (3.5), (3.6) pro speciilni tvary okrajovych
podminek

a Fourierova fada kazdé funkce spliiujici podminky (3.6) stejnomérné k této funkci konverguje. Nékterd vlastni
¢isla a vlastni funkce dlohy (3.5), (3.6) jsou uvedeny v tabulce 3.1.
Reseni rovnice (3.4), ve které klademe \ = \,, je

T.(t) = Apcosv/ A, at + By, siny/ A, at.
Odtud plyne, ze kazda z funkci
up(t,x) = (An cos\/ A\, at + B,, siny/ )\, at) Up ()

je TeSenim rovnice (3.1) s okrajovymi podminkami (3.3). Tedy také jejich linedrni kombinace, tj. funkce
u(t,z) = Z (A" cosy/ A, at + By, siny/ A, at) Un () (3.7
n=1

je TeSenim rovnice (3.1) s okrajovymi podminkami (3.3). Aby byly splnény pocéteéni podminky (3.2), musi
platit

w(0,2) = > Agva(z) = @(@),  w(0,2) = Y Bp/Aiave(x) = (),

n=1
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coz znamend, ze A, a B, \,, jsou Fourierovy koeficienty funkei ¢ a 1) vzhledem k ortogondlnimu systému {v,, }5 ;,
tedy
¢ ‘
1

A= o [e©u©, Bl - (@, kde foul® = [(oa(©)d. 39)
0

o /

T / ve

Reseni tlohy (3.1), (3.2), (3.3) je tedy dano souctem fady (3.7), jejiz koeficienty jsou uréeny formulemi (3.8), tj

¢
_y ! )siny/ A, at ) v (:c)
¢
e 1 d siny/A, at siny/A, at v, (&)v, ()
O/;szoadt Wty P ) Slta
Pfi oznaceni
Gla.6,7) 12 sinay/ A\, 7 v (2)v,(€) (3.9)

Van o
lze FeSeni tlohy (3.1), (3.2), (3.3) zapsat ve tvaru

¢

4
u(ta) = [5Gt de+ [ OG0
0

0

3.1.2 Nehomogenni hyperbolicka rovnice ve dvou nezavisle proménnych s homo-
gennimi pocéateé¢nimi i okrajovymi podminkami

e (t, ) = a®ug.(t,x) + f(t,x), (t,z) € (0,00) x (0,¢), (3.10)
w(0,2) = 0, u(0,2) = 0, x € (0,0), (3.11)
aou(t,0) + Boug (t,0) = 0 = aqu(t, ) + frux(t, £), € (0,00), (3.12)

kde f je po ¢astech spojita funkce.
Necht A1, Az, ... jsou vlastni ¢isla a v; = v1(x), va = va(x), ... jsou vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy
ulohy (3.5), (3.6). Funkci f(t,-) vyjadfime jako Fourierovu fadu vzhledem k systému funkci vy, va, ...:

= ;Fn(t)vn(x), kde F, ||UnH /f (t,&)vn (€

Analogicky jako v metodé variace konstant pro obyé¢ejné linedrni rovnice (viz napf. Rdb M.: Metody feSeni
obyéejnych diferencidlnich rovnic, MU 1998, str. 67) budeme FeSeni ulohy (3.10), (3.11), (3.12) hledat ve tvaru

= ) Cu(t)on().
n=1
Tato funkce spliiuje okrajovou podminku (3.12). Déle
un(t,x) = Y Clton(x),  uml(t,z) = Y Cu(t)(z) = = Cu(t)Anvn(),
n=1 n=1 n=1

nebot v,, spliiuje (3.5). Aby byly splnény také (3.10) a (3.11), musi platit

[~
Q

_|_

Q

>/

Q

||M8
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ZC’n(O)vn(x) =0, ZC;(O)vn(x) = 0.

n=1

To znamend, ze funkce C,, = C,,(t) jsou fesenim Cauchyovy tlohy pro obyc¢ejnou diferencilni rovnici
O;:(t) + a2)\nc7L(t) = F, (t) s

C.(0) = C(0) = 0.

Tuto tlohu lze vytesit napf. metodou variace konstant. Jeji feSeni je

Cn(t) = a\/lx\i /Fn(cr) sinay/A, (t — 0)do
0

po dosazeni za F),
t

Y4
Cult) = / £(0,€)un(€) sinay/X, (¢ — o)ddo

1 /
2
av/An [vn 0

Reseni tlohy (3.10), (3.11), (3.12) tedy je

Q)—‘

00 t /
" *gruvnn? //f"f”n (&) sinay/X, (t = 0)dédo | va(z)
0 0

coz lze pfi oznaceni (3.9) zapsat ve tvaru

t

u(t,x) = //Zf G(z, &t —o)dédo .
00

3.1.3 Nehomogenni hyperbolicka rovnice ve dvou proménnych s obecnymi poca-
teénimi a homogennimi okrajovymi podminkami

ug(t,2) = a*uge(t,z) + f(t, z), (t,z) € (0,00) x (0,4), (3.13)
u(0,z) = o(z ) ut(0,) = P(z), z € (0,0), (3.14)
aou(t,0) + Bour(t,0) = 0 = aqu(t,f) + Brus(t,4), t € (0,00), (3.15)

Reseni je tvaru u(t, r) = v(t, =) +w(t, =) kde v(t, ) je fesenim tlohy (3.1), (3.2), (3.3) a w(t, ) je fesenim tlohy
(3.10), (3.11), (3.12).

Kmity strun hudebnich nastrojua

Kmity homogenni struny délky ¢ upevnéné na obou koncich jsou obecné popsany fesenim tlohy

T
uge(t, ) = Eum(t,x) + f(t,z), (t,x) € (0,00) x (0,4),
u(0,z) = <p(ac), ut(07m) = ¢($)v x e (0,5),
u(t,0) = 0 = u(t,?), t e (0,00).
Pritom 7T ... tahova sila,
o ... linearni hustota struny, tj. hmotnost struny je m = g/,
f ... vnéjsi sila.

Pro tuto tlohu je
G0 =3 m\/g sin ”ljf\ﬁt sin "¢ sin "o
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Pro zjednoduseni zapisu oznacime

nw |T

a dostaneme

G(z,¢,1) =7 Z —smwnt sin 7T§ sin n—;x

U drnkacich ndstroji (loutna, harfa, cembalo, kytara) je struna rozechvivina tak, Ze je vychylena z rov-
novazné polohy a v pocatecnim okamziku ¢ = 0 je pusténa. Vnéjsi sily ptisobici na strunu jsou zanedbatelné.
Kmitani struny je tedy modelovano tlohou

(b 7) = %um(t,x)7 (t,2) € (0,00) x (0,0),
u(0,2) = @(x), u(0,2) = 0, x € (0,0),
u(t,0) = 0 = u(t,?), t e (0,00).

Reseni této tlohy je
oo

¢ ¢
u(t,x) = /ga Z cos wy,t sin Wf sin n%md{ = Z %/gp(f) sin n%fdf coswy,t sin n%:c,
0 0

neboli

z, kde A4, =

|
~1

o0
. nw
x) = E A,, coswpt sin —

£
. [ eteysin"Feae.
0

U klaviru je struna rozechvéna tuderem kladivka, tj. struné v rovnovazné poloze je udélena néjaka pocateéni
rychlost. Na strunu neptisobi vnéjsi sila. Kmitani struny je tedy modelovano tlohou

n=1

(b 7) = %um(t,x), (t,2) € (0,00) x (0,0),
w(0,2) = 0, w(0,x) = ¢¥(z), z € (0,4),
u(t,0) = 0 = u(t, ), t € (0,00),

jejiz feseni je

¢
2
1—nsmwnt sin —5 sin —mdf Z m/(p(f) sin %gdf sin w,t sin n%a:,
0

¢
0= [vers
0

neboli

¢
i 2
x) = Z B,, sinw,t sin n%x, kde B, = T/¢ sin n%fdf-
0

n=1

U smyccovych ndstroji je struna rozechvivana plynulym tahem smycce, tj. staciondrni (v ¢ase neproménnou)
silou. Na pocatku je struna v klidu a v rovnovazné poloze. Kmitani struny je tedy modelovano tlohou

(b 7) = %um(t,x)#— @), (t,2) € (0,00) x (0,0),
w(0,2) = 0, w(0,z) = 0, x € (0,4),
u(t,0) = 0 = u(t,?), t e (0,00),



jejiz feseni je

t /e -
u(t, x) :/ (/f(f)j Z wisinwn(t — o) sin n77r§ sin ngro:df) do =

~ ¢
= % Z w—ln /sinwn(t —o)do /f(f) sin %é“dg sin %x =
0

¢
2~ 1
zzzlw—%(l—coswnt) /f(f)sin%fdg sin%x,
n= 0
neboli
231 | 2~ 1 /
. nm . nm . nw . nw
u(t’x):ZZE /f(f)sm7§d§ sin—-2 — 5 Ecoswnt /f(f)smTEdf sin —-2.
n=1"" \j n=1_ " 0

7 tohoto vysledku vidime, Ze FeSeni tulohy je souc¢tem dvou funkci. Prvni z nich je funkci pouze prostorové
proménné x, druhd je funkci ¢asu t i prostorové proménné x. Reseni tlohy tedy miZeme zapsat ve tvaru

u(t,z) = U(x) + w(t, ),

kde funkce U vyjadiuje staciondrni stav struny (statické prohnuti). Pro funkci U plati U(0) =0 =U(¢) a

¢
2 o 2
U"(:I:):dd2 ( 20t 2/f smngrgdf) sinn—;x:
x
0

0 I
_ %Z (j/f(g)sm §d£) sin o = —2 f(a),

0

tj.

U'(z) = —= f().
Odtud integraci v mezich od 0 do x dostaneme
x
JEGLE

0

Ux) =c—

Nl

kde ¢ = U’(0). Dalsi integraci (s vyuzitim vztahu U(0) = 0) dostaneme

—cx—f/ /f )d¢ dn—caj—f // §)dnd§ =

O<n<z

0<&E<n
J[ rosan=co- L[| [r@an|d=c- 2 [@-oreuae
O0<é<rz 0 \¢ 0
E<n<zx

Z podminky U(¢) = 0 nyni dostaneme
¢
Y
=— [(-
77 [ -0
0
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Celkem je FeSeni ulohy popisujici strunu smyc¢cového néastroje dano vyrazem

u(t, x)

%\m

n=1

‘

x

Z/E &) f(e)dg — /x— £)d¢ ZC coswntsm E
0

kde

2 .
Co = 1oz [ F©sin Tea.
0

Kmitani struny je popsano posledni sumou.
Ve vSech uvazovanych pfipadech hudebnich nastrojt jsou kmity struny popsany vyrazem

gann s1n:v

kde a,, jsou néjaké konstanty a hj je funkce harmonického pohybu,

0, drnkaci nebo smyc¢covy nastroj,

mwzmMHw,mw:{

m, klavir.

1
27/
Pohyb kazdého bodu x struny je tedy superpozici (souc¢tem) stojatych vln, tj. harmonickych kmitd s ampli-
tudami

.o
O S =2
a frekvencemi w,,. Frekvence
o T
w1 = Z E
je frekvenci zakladniho ténu struny, frekvence svrchnich (alikvotnich) ténd w,, n = 2,3,4,... jsou ndsobky
zéakladni frekvence.
Oznacme

Un(t, ) = ay sin(w,t + @) sin n%:c

n-tou stojatou vlnu. Jeji celkova energie (soudet kinetické a potencidlni energie) je ddna vyrazem

E, = ;i <g (%@”(t,x))Q +T (8;; (t, :c)>2> da.

Plati
ou, 2 .onm o \2 Oou,, 2 nw . nw \?2
(at(t, a:)) = (anwn cos(wnt + ¢) sin Tm) ) (E)x(t’ x)) = (ozn? sin(wpt + ¢) cos 733) )
¢ ‘ , .
. nm
/ Cos—m x—/(sm?x) dx—i,
0 0
takze
14 2 nmw 2
E, = 1 Q(anwn cos(wpt + (b)) +T (ozn? sin(wnt + ¢)) —

2
l Y4 o?
= Zai (g(wn cos(wpt + ¢))2 +T (1 / % wy, sin(w,t + gb)) > 1% 2 ow? = anim,

kde m je hmotnost struny.
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3.1.4 Obecna uloha pro nehomogenni hyperbolickou rovnici ve dvou proménnych

uy(t, ) = a®uge(t, ) + f(t, ), (t,z) € (0,00) x (0,¢), (3.16)
uw(0,2) = ¢(z), w(0,z) = ¥(z), xz € (0,4), (3.17)
apu(t,0) + Boug (t,0) = po(t), aru(t,£) + Brug(t,£) = pai(t), t € (0,00), (3.18)

Reseni je tvaru u(t,z) = v(t,z) + U(t, ), kde funkce U = U(t,z) spliiuje okrajové podminky (3.18) a funkce
v =v(t,z) je FeSenim tlohy (1.58), (1.59), (1.60). Za funkci U = U (¢, x) 1ze vzit funkci danou predpisem

Ut,x) =
o pio(t) — aopa (t) Bopa (t) — Brpwo(t) — Lo po(t)
Boar — Brog — 040041fx N Boor — Prag — agagl boar = brao 7 coant,
Bop (t) — Brpo(t) — arluo Mo(t) _
) Bollonl + 28) z? + 5o z, Boar — Prog = agarl, Pol(onl +261) #0
2] =000 e (0 ) 4 1110, o # 0= foon + ra,
apay Bo a
arpolt) —com(t) (E) RLIGN Bo=0=f +anl.
et l a1

(3.19)
Zejména pro ag = a; = 1, Sy = 51 = 0 (Dirichletova tloha) lze polozit

pa(t) — po(?)

U(t,z) = 7

T+ MO(t);

2
pro 5 # ag = —au, Bo = P1 =1 lze polozit

Ut,x) = Ml(;)j‘alsz(t) L ) ; 5(02(75) Zoozf;)%(t)

a pro ag = ay =0, By = f1 = 1 (Neumannova tloha) lze polozit

pa(t) — po(t) -

Hb) = Bort),,
20

Pokud je mozné funkci U volit jako linedrni ve druhé proménné z (tj. pokud Soa; — Srag # aparl), pak je
Uy =0.

Ut x) = + po(t).

3.1.5 Hyperbolické rovnice s nehomogenitou tvaru au; (tlumené kmity konecné

struny)
gt (t, ) = a®ugy(t, ) — auy(t, ), (t,z) € (0,00) x (0,4), (3.20)
uw(0,2) = ¢(z), w(0,z) = P(x), xz € (0,4), (3.21)
aou(t,0) + Bouy(t,0) = 0 = aqu(t,£) + frus(t,0), t € (0,00), (3.22)

Zavedeme novou nezndmou funkci w = w(¢, z) vztahem
u(t,z) = e @/ Dly(t, z)
(sr. 1.3.6). Pak je
— o (a/2)t ¢
u(t,x) = e we(t, ) 2w(t,x) )

2

uge(t, ) = e (a/2)t (wtt(t,x) —aw(t,z) + Oiw(t,z)) JUge () = ef(o‘/2)twm(t,x).
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Dosadime do rovnice (3.20), do podminky (3.22) a upravime:
o2
wie(t,x) = @ was(t, ) + Iw(t, x), (3.23)
apw(t,0) + Bow,(t,0) = 0 = aqw(t, f) + frw.(t,€), € (0,00), (3.24)
Reseni okrajové tlohy (3.23), (3.24) budeme opét hledat ve tvaru w(t,z) = T(t)X (x). Po dosazeni do rovnice
(3.23) a tpravé dostaneme

T”(t) — OéZT(t) X"(z)

a?T(t)  X(z)

Prava strana posledni rovnice zavisi pouze na z, leva strana zavisi pouze na t a to znamena, Ze vyrazy na obou
stranach jsou konstantni. Opét je polozime rovny —\. Funkce X je opét feSenim Sturmovy-Liouvilleovy tlohy
(3.5), (3.6) a funkce T je feSenim rovnice

o2
T"(t) + (Aaz - 4) Tt) = 0.
Ptedpokladejme, ze o < 4a%),, (tlumeni je malé). Pak feseni posledni rovnice pro A = \,, je

VI = Vi —a?
T.(t) = Ancos#t—ﬁ—anin%t.

Reseni tilohy (3.23), (3.24) tedy je

> ( Val,a2 — a2
= Z A, cos ———— 5

+ B, sin V@ = 0% _0‘2>

vp (),

kde A1, A2, ... jsou vlastni ¢isla a vy, ve, ... jsou vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (3.5), (3.6).
Reseni rovnice (3.20) s okrajovou podminkou (3.22) je

= VA a2 — o2
u(t,z) = e (@/2t3 (An cos #t

n=1

+ B, sin

i Wt) vy () . (3.25)

Plati
= Z Apvp ()
n=1

takze ke splnéni prvni z podminek (3.21) staci, aby

£

1
A = o et (3.26)
"o
Dale
-~ VAN, a? — 2, Vi a? —o?
w(t,z) = &e—(a/2)t Z (Ancos a2 Y ¢+ Bpsin —— )vn(x)+
n=1
(a2t > \/4)\ a2 —a? | VA ,a? —a? B VAN a2 — a2 \AN,a? — a2
+e g ( sin 5 t+ B, 5 cos 5 t) vp(x),
takze

u(0,2) =



Aby byla splnéna druhd z podminek (3.21) stadi, aby

4
p Y= o1 [,
5 2 [oal? J

neboli
¢

2 «@
Bi = i 0/ (409 + Fo(@)) vale)d. (3.27)

Reseni tlohy (3.20), (3.21), (3.22) je tedy déno fadou (3.25), kde Ay, Ao, ... jsou vlastni éisla a vy, vg, ...
jsou vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (3.5), (3.6) a koeficienty A,,, B, jsou dany formulemi (3.26) a
(3.27).

3.2 Parabolické rovnice

3.2.1 Parabolicka rovnice ve dvou proménnych (vedeni tepla v tenké tyci)

Budeme fesit parabolickou rovnici homogenni

u(t, ) = a*ug.(t, ), (t,x) € (0,00) x (0,4), (3.28)
nebo nehomogenni
up(t,z) = a*ug.(t,r) + f(t, ), (t,x) € (0,00) x (0,0), (3.29)
s pocatecni podminkou nehomogenni
u(0,2) = (), x € (0,¢), (3.30)
nebo homogenni
u(0,z) = 0, xz € (0,0), (3.31)

a okrajovymi podminkami homogennimi
aou(t,0) + Boug(t,0) = 0 = aqu(t,?) + frus(t,£), t e (0,00), (3.32)
nebo nehomogennimi
apu(t,0) + Boug(t,0) = po(t), au(t,€) + Brug(t,€) = pi(t), t € (0,00). (3.33)

Ptitom pfedpokladame, ze a > 0, funkce ¢ a f jsou po ¢astech spojité a funkce pg, p1 jsou diferencovatelné.
Nejdifve budeme fesit tilohu (3.28), (3.30), (3.32). ReSeni budeme opét piedpokladat ve tvaru

u(t,z) = T(t) X (x).

Dosazenim do (3.28) a (3.32) ukdzeme, ze funkce X = X (z) je FeSenim Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (3.5), (3.6)
a funkce T = T(t) spliiuje rovnici
T'(t) +a® \T(t) = 0,

tedy
T(t) = Ce @,

Jsou-li A1, A2, ... vlastni hodnoty a v1, va, ... vlastni funkce dlohy (3.5), (3.6), pak FeSeni rovnice (3.28)
splitujici podminku (3.32) je

u(t, ) = 3 Cpe Mty (z). (3.34)
n=1

Aby byla splnéna podminka (3.30), musi platit
chvn(x) = ¢(z),
n=1
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COZ znamena, ze

¢ ¢
1
Cn = i [e@uod. e ol = [ oa)2e. (3.35)
Unll g 0
Reseni tilohy (3.28), (3.30), (3.32) je tedy dano fadou (3.34), jejiz koeficienty jsou dany formulemi (3.35), tedy
2
u(t.a) = | [ e@um©ae | et
n=1 an“ 0
Pii oznaceni
= 1
Gz, &) = ) H ||2Un($)vn(§)e_a2>‘”t (3.36)
n=1 Un,

Ize TeSeni zapsat ve tvaru

Analogicky jako pfi metodé variace konstant u obyc¢ejnych diferencialnich linedrnich nehomogennich rovnic
budeme Feseni tlohy (3.29), (3.31), (3.32) hledat ve tvaru

=2.C
n=1
kde v1, vq, ... jsou vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (3.5), (3.6). Pak je

= > Chtn@),  ua(t ) Z = =3 MCa(t)oale),

nebot funkce v, je FeSenim rovnice (3.5) s A = A,. Funkci f(¢, -) vyjadfime jako soucet Fourierovy fady vzhledem
k ortogonalnimu systému funkci vy, va, ...:

S0 = SR, ke ) = 1 / £t Oum(€)ae
n=1 n
Dosazenim do rovnice (3.29) a podminky (3.31) dostaneme

i +a)\C’ i i Un 0.

Pfitom A, je vlastni hodnota tlohy (3.5), (3.6), jiz pfislusi vlastni funkce v,, n =1,2,.... Funkce C,, jsou tedy
fesenim Cauchyovy tulohy pro obycejnou linearni diferencialni rovnici prvniho fadu

Ol (1) + a®ACin(t) = Fo(t),  Cn(0) = 0.

Reseni této tlohy je
¢

Cn(t) = e_‘lz’\"t/Fn((f)ea%‘”"dla7
0

po dosazeni za F,, dostaneme

1

lvnl

Cp(t) =

2

Y4
/ F(0,6)vm(€)e M=) dedo
0

o .
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Reseni tlohy (3.29), (3.31), (3.32) je tedy

t L
u(t,x) = ” H //f 0— g vn 7a2)\"(t70-)d£d0' Un(x) .
Ul o0

n= 1

Pfi oznaceni (3.36) lze FeSeni zapsat ve tvaru

¢
/f G(z,&,t —o)dédo .
0

O\w

Reseni tlohy (3.29), (3.30), (3.32) je tvaru
u(t,z) = v(t,x) +w(t,x),

kde v = v(t, ) je feSenim tlohy (3.28), (3.30), (3.32) a w = w(t,z) je feSenim tlohy (3.29), (3.31), (3.32). ReSeni
tlohy (3.29), (3.30), (3.32) je tedy

£

4 t
ut,z) = | p(€)G(z,§t)dE + f(0,8)G(z,§,t — o)dédo .
f /f

00
Reseni tlohy (3.29), (3.30), (3.33) je tvaru
u(t,z) = v(t,z)+U(t,z),
kde funkce U = U(t, z) spliiuje okrajové podminky (3.33) a v = v(t, z) je FeSenim rovnice
w(t,r) = a*uge(t,z) + f(t, ) — (Uy(t, z) — a®Uypy(t, x)), (t,x) € (0,00) x (0,¢)

s pocatecni podminkou
U(O,.T) = (p(l‘) - U(O,.T) ) UAES (O’E)
a homogennimi okrajovymi podminkami (3.32). Za funkci U = U (¢, x) opét stacéi vzit (3.19).
Interpretace funkce G: Uvazujme tlohu
ue(t,r) = a*ugy(t, ), (t,z) € (0,00) x (0,0),
u(0,2) = (), x € (0,¢),
u(t,0) =wu(t,f) = 0, t € (0,00).

(Vedeni tepla v homogenni ty¢i, kterd byla zahfdta na teplotu ¢(x) a jejiz konce udrzujeme na nulové teploté.)
Mnozstvi tepla, kterym se teplota télesa o hmotnosti m zméni o Au, je

Q = cmAu,

kde ¢ je specifické teplo. Ma-li téleso na pocatku déje nulovou teplotu a je zahfato na teplotu u, pak Au = w.
Je-li tedy ty¢ v bodé vzdéleném ¢ od jejiho zac¢dtku zahfata z nulové teploty na teplotu (&), je mnozstvi tepla
dodaného ¢asti tyce o malé délce A ve vzdalenosti £ od jejiho zacitku rovno

AQ = c(pAf) p(¢),

kde p je linedrni hustota tyce. Limitnim pfechodem A& — 0 dostaneme d@Q = cpp(§)dE, takze celkové mnozstvi
tepla dodaného tyci je



Pfedstavme si nyni, Ze ty¢ méla nulovou teplotu a v ¢ase t = 0 vznikl v bodé &* € (0, ¢) bodovy teplotni impuls,
ktery ,zahfal bod £*“ na teplotu ug, zbytek tyce ponechal na teploté 0, tj.

p(x) = uod(x — £7)

(6 je Diracova distribuce). Velikost tohoto impulsu byla
¢ ¢
Q= cp [ p()dE = cpuo [ 5(& - €71 = cpuo.
0 0
Pak

= G(z,£%,1).

¢
Q
(& )G(x, &, t)dE =up | §(z — £)G(x, &, 1)dE = uoG(x, %, t) =
o) = [ 900 / -

Odtud plyne, ze G(z,§,t) vyjadfuje teplotni G¢inek okamzitého bodového zdroje tepla mohutnosti Q = ¢p
umisténého v bodé £ intervalu [0, £].

3.3 Eliptické rovnice

3.3.1 Laplaceova rovnice ve dvou proménnych s okrajovymi podminkami na ob-

délniku
Budeme fesit rovnici
Au(z,y) = 0,  (z,y) € (0,a) x (0,b) (3.37)
s jednou homogenni okrajovou podminkou
aou(0,y) + foux(0,y) = 0 = aru(a,y) + Prua(a,y),  y€(0,0), (3.38)

a jednou nehomogenni okrajovou podminkou
You(z,0) + douy(z,0) = vo(x), mu(x,b)+oi1uy(z,b) = vi(x), z € (0,a). (3.39)

Reseni této tlohy budeme hledat ve tvaru soudinu vyrazt, z nichZ jeden zavisi pouze na z a druhy pouze na
y, tedy
u(z,y) = X(@)Y(y).

Pak je uz, = X"Y, uyy = XY"”. Po dosazeni do rovnice (3.37) a tpravé dostaneme

X" () Y"(y)

X(@) Y

Vyraz na levé strané nezéavisi na y, vyraz na pravé strané nezavisi na x a to znamena, ze oba vyrazy jsou rovny

néjaké konstanté, feknéme —\:

X'@) Yy

X(x) Y(y) '
Opét vidime, ze funkce X = X(x) je FeSenim Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (3.5), (3.6). Funkce Y = Y (y) je
feSenim rovnice

Y'(y) =AY (y) = 0.

Jsou-li A1, Az, ... vlastni hodnoty a vy, va, ... odpovidajici vlastni funkce tlohy (3.5), (3.6), pfi¢emz Ay > 0,
je Teseni posledni rovnice s A = A\, tvaru

Y(y) = Ane\/xijBnefMy’

a tedy TeSeni rovnice (3.37) s podminkou (3.38) je tvaru

u(z,y) = i (Ane‘/r"y + Bne*my) vn () . (3.40)
n=1
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Aby byla splnéna podminka (3.39), musi platit

VO(I) = i ('YO(AVL + Bn) + 60V An (An - Bn)) Un(x) )
n=1
_ - VAn —An VAnb _ —An
v1(x) ; (71 (Ane Anb 4 BLeVA b) + 01V An (Ane Anb _ B VA b)) v (),

coz znamena, Ze koeficienty A,,, B, jsou feSenim soustavy linedrnich rovnic

1 a
e / vo(n)om ()7,
"o
(3.41)
B 1
(71 + 617/ A )&V P Ay + (1 — 617V A Je VB, = ol /m(n)vn(n)dn-

0

Reseni tlohy (3.37), (3.38), (3.39) je ddno fadou (3.40), kde A1, A2, ... jsou vlastni hodnoty a vy, va, ...

odpovidajici vlastni funkce tlohy (3.5), (3.6), pfi¢emz A; > 0. Koeficienty A,, B, Ffady (3.40) jsou FeSenim

soustavy algebraickych rovnic (3.41). Tato soustava muZe byt TFeSitelnd jednoznacéné. Pak dostdvame jediné

feSeni uvedeného tvaru. Pokud ma soustava (3.41) nekoneéné mnoho FeSeni, pak také tloha (3.37), (3.38),

(3.39) mé nekoneéné mnoho feSeni. Pokud soustava (3.41) FeSeni nem4, pak také tloha (3.37), (3.38), (3.39)

nem4 feseni uvedeného tvaru. (Obecnym podminkdm FeSitelnosti eliptickych rovnic se budeme vénovat v 4.2.)
Resen{ rovnice (3.37) s okrajovymi podminkami

aou(0,y) + Foua(0,y) = po(y), oru(a,y) + hrue(a,y) = mly),  ye(0b), (3.42)
You(z,0) + douy(z,0) = 0 = ~nu(z,b) + duy(z,b), z € (0,a), (3.43)

I1ze hledat analogicky.
Reseni tlohy (3.37), (3.42), (3.39) je tvaru

w(@,y) = v(z,y) +w(z,y),
kde v = v(x,y) je FeSeni tlohy (3.37), (3.38), (3.39) a w = w(z,y) je TeSeni tlohy (3.37), (3.42), (3.43).

3.3.2 Laplaceova rovnice ve dvou proménnych s Dirichletovymi okrajovymi pod-
minkami na kruhu

Au(z,y) = 0, 22 +y? < R?, (3.44)
w(z,y) = gla,y),  2®+y° =R (3.45)

Predpoklddame, ze R > 0 a funkce g je spojita.
Provedeme transformaci do polérnich soufadnic

T = Tcosy, y = rsinep.
Rovnice (3.44) se transformuje na tvar
Ure (1, 9) + 20n(1,9) + (1) = 0. (3.46)
Oznac¢me f(p) = g(Rcosp, Rsin ). Z podminky (3.45) dostaneme

u(R, @) = fle), pel0,2n]. (3.47)
Funkce u = u(r, ¢) musi byt 2r-periodicka, tedy

u(r,p) = ulr,o +2m), re€ (0,R], p €R. (3.48)
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Hodnota funkce u = u(r, ) nemize pro r = 0 zaviset na thlu ¢ a samozfejmé musi byt konecénd, tedy
u(0,) = const € R, p eR. (3.49)

Reseni rovnice (3.46) budeme hledat ve tvaru sou¢inu funkei, z nichz jedna zévisi pouze na r a druhé pouze na
©, tedy

u(r,p) = X(r)@(p).

Po dosazeni do rovnice (3.46) dostaneme

X"(r)®(p) + - X (1) B(g) + 5 X (N (p) = 0,

2
r
po vynasobeni vyrazem ———— a jednoduché apravé
X(r)@(p)
2X) L X))
X(r)  X(r) D(p)

Vyraz na levé strané zavisi pouze na proménné r, vyraz na pravé strané pouze na promeénné ¢ a to znamena,
Ze oba vyrazy jsou rovny néjaké konstanté, feknéme A. Funkce & = &(yp) je tedy FeSenim rovnice

D" () + AP(p) = 0 (3.50)
a funkce X = X (r) je feSenim rovnice
r2X"(r) +rX'(r) = AX(r) = 0. (3.51)
Z podminky (3.48) dostaneme
O(p) = (p+2m), (3.52)

tedy funkce ® je 2m-periodicka. Podle piikladu 2) v B.2 ma tloha (3.50), (3.52) netrivialni feSeni pouze pro
hodnoty A = \,, = n?, n € NU {0}. Toto feSeni je

®,(¢) = a,cosng+ b, sinngp, n=20,1,2,....
Nyni budeme fesit rovnici (3.51) s A = n?. Hledanou funkci ozna¢ime X,, a fesime tedy rovnici
2 X" (r) +rX)(r) —n*X,(r) = 0.
Jednd se o Eulerovu rovnici. Zavedeme substituci s = Inr, tedy

Ay _dyds 14, @& dand y_ 14 1@
N "o dr2™ " dr \rds™ ") r2dsT " r2ds?

T T G T v as Xn

po dosazeni

d? d d
— X, —X,+—X,—n*X =0
ds2™"  ds n+ds no
a po upraveé
d? 9
Reseni této rovnice je
co + dys, pron =0 co+dolnr, pron =20
Xn(S) = » tj. Xn(r) =
cne™ +de ™, pron >0 ™ +dpr™™, pron >0

Kdyby pro néjaké n € {0,1,2,...} bylo d,, # 0, pak by lir(r)l+ | X (r)| = 0o a nemohla by byt splnéna podminka
r—
(3.49). Je tedy d,, =0, n =0,1,2,... a

Xo(r) = epr™, n=0,1,2,....



Reseni tilohy (3.46), (3.48), (3.49) je linearni kombinaci soucini funkci ®,, = ®,(¢) a X, = X,,(r), tj.

u(r, ) = agco + Z enr™ (ap, cosnp + by, sinny) |

n=1

pfi oznaceni Ay = 2agcy, A, = ancn, B, = b,c, dostaneme

Ay &

u(r, ) = 5> + nz::lr" (A, cosny + By, sinny)
Dosadime do podminky (3.47):
A X pn :
u(Rg) = 5243 B (Aucosng + Businng) = f(¢)
n=1
takze
1 27 1 2m
A, = /f(o)cosncrda, n=0,1,2 ..., B, = /f(a)sinncrda, n=123....
TR™ TR"®
0 0
Celkem je
2 0o
(re) = ~ @) 5+ (%) +sinnosinng) | do =
u(rp) = — )| 3 7) (cosnocosneg +sinnosinng) | do =
0 n=1
2m

4]

0

flo) (; + 2 (%)n cosn(o — go)) do.

Vyraz cosn(o — @) je redlnou ¢asti komplexniho &fsla e™(7=%) | tedy

je realnou ¢asti vyrazu

i(%)nem(“’“’) _ i(reu;

n=1 n=1

r(cos(o — ¢) +isin(o — p))
R —rcos(o — ¢) — irsin(c — ¢)

r(cos(o — @) +1isin(o — ¢))(R — rcos(c — ) +irsin(c — ¢)) .
(R —rcos(o — ¢))2 + r2sin®(o — )

Odtud dostévame

I &K /r\" 1 Rrcos(o — @) — 12 cos?(0 — @) — r2sin?(o — ) B
2+Z:1(R) cosn(c—p) = -+ =

2 R2—2Rrcos(o — ) +712cos2(c — ) + r2sin’(o — ¢)

1 Rrcos(o —¢) —1r?

2 + R2 — 2Rrcos(o — @) + 12

R? — 2Rrcos(o — ¢) + 12 + 2Rr cos(o — ) — 2r?
2(R2% — 2Rr cos(o — @) + r2)

R2 _ 7"2
2(R%? —2Rrcos(oc — ) +12)
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Reseni tilohy (3.46), (3.47), (3.48), (3.49) tedy dostdvdme ve tvaru

1 2T R2 _ 2
ulr.¢) = 2 /JC(U)R2 — 2Rrcos(o — ) +r2dg’ pror < R, u(r,p) = flp), pror=R.
0
Vyraz ,
N 2 _ .2
% O/f(a) R? — 2R7"Rcos(ar —p)+r? do (3.53)
se nazyva Poissonuv integrdl, vyraz
K(r,o,R,0) = R -1

R2? —2Rrcos(o — ) + 12

se nazyva Poissonovo jadro.
Vratime se k pivodnim proménnym, tj. provedeme zpétnou transformaci

r=vVa2ty?, cosp=——m——, sinp=-——e—.
Va+y? Va? +y?

Pak je
R%? —2Rrcos(oc — @) + 1% = R? —2Rr(cosocosp +sinosing) +r2 =
= 22 4 y? —2R(xcoso + ysino) + R*(cos’ 0 +sin’0) = (¢ — Rcoso)® + (y — Rsino)?.
Resen{ tlohy (3.44), (3.45) je tedy

27
RQ—xQ—yQ R
= - 7 R Rsi do.
u(z,y) R /g( cos 0, Rsin o) (x — Rcoso)?2 + (y — Rsino)? 7
0

Oznadime-li = (x,y), S{f‘) 0) kruznici se stfedem v pocatku a polomérem R, S bod na této kruznici, lze feSeni
zapsat pomoci kfivkového integralu

R? — |z|? ds
6.0

Tato formule se nazyva Poissontdv vzorec.

3.3.3 Poissonova rovnice ve dvou proménnych s homogennimi Dirichletovymi
okrajovymi podminkami na kruhu

Au(z,y) = G(z,y), 22 +19% < R%, (3.55)
u(z,y) = 0,  2*+y*=R?. (3.56)
Predpoklddame, ze R > 0 a funkce G je spojita. Rovnici transformujeme do polarnich souradnic
T = rcosy, y = rsinep.
Pfi oznadeni F(r,p) = G(r cos p, rsin ) se rovnice (3.55) transformuje na tvar

1 1
Urr(rv 90) + ;UT(T, 90) + ﬁu¢¢ = F(T’, 90) : (357)

Analogicky jako u Laplaceovy rovnice musi funkce u = u(r, ¢) splilovat podminky

u(R,9) = 0, pel0,27], (3.58)
u(r,p) = ulr,o+2m), re(0,R], peR, (3.59)
u(0,) = const € R, peR. (3.60)
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Ponévadz podle (3.59) je funkce u(r, ) 2m-periodickd pro kazdé r € (0, R], lze ji hledat ve tvaru
u(r,p) = ao(r) + Z (an(r) cosng + by, (r) sinny) .
2 n=1

Prava strana rovnice (3.57) bude

a5(r) | ‘1/(’2—9 + i ((aii(r) + @l W) cosnp + (bii(r) 4l _ nzb”(r)) sinmp) :

2 r T r2

n=1

Funkce F(r,-) je také 2m-periodickd, proto ji mizeme také vyjadtit ve tvaru Fourierovy fady

F(r,p) = co(r) + Z (cn (1) cosnp + d,,(r) sinngp) .
2 n=1
kde
1 27 . o
en(r) = 7/F(r,a)cosnada, n=20,1,2,..., dn(r) = 7/F(r,a)sinnada, n=12.3,....
m T
0 0

Porovnanim koeficient vidime, Ze funkce a,, = a,(r) a b, = b, (r) jsou feSenim Eulerovych obyéejnych diferen-
cidlnich rovnic

27

r2all(r) + ral,(r) — nla,(r) = ~ F(r,a)cosnada, n=0,1,2,...,
"o
, 2

P20 (r) +rbl (r) — n?b,(r) = T F(r,a)sinnada, n=1,2,...
"o

s okrajovymi podminkami
an(R) = 0, an(r) je omezend pro r — 0+,

bp(R) = 0, by(r) je omezend pror — 0+ .

VySetfime specialni pfipad, kdy prava strana rovnice (3.55) je konstantni, G = c¢. Pak také F' = ¢ a tedy

2T 2T 2m
/cda = 27c, /ccosnada = /csinnada =0 pron=12,....
0 0 0
Funkce ag = ao(r) je feSenim rovnice
2.1 / 2
réag(r) + rag(r) = 2cr,

tedy ag(r) = grz + Alnr + B. Ponévadz ag(r) je omezend pro r — 0+, musi byt A = 0; ponévadz ag(R) = 0,

musi byt B = —%RZ. Celkem
c
ap(r) = 5(7"2 — R?).
Funkce a,, = a,(r) pron =1,2,... jsou FeSenim rovnice
r2a(r) 4+ ral (r) — n%an(r) = 0,

tedy a,(r) = Ar™ + Br~™. PonévadZ ag(r) je omezend pro r — 0+, musi byt B = 0; ponévadz a, (R) = 0, musi
byt A = 0. Analogické uvahy provedeme pro funkce b, = b, (r), n =1,2,.... Celkem dostaneme

an(r) = bu(r) = 0, n=12,....

Dosazenim do fady vyjadiujici funkci u = u(r, ¢) dostaneme

c
U(T, 90) = Z(TQ - R2)
a navratem k ptivodnim proménnym dostaneme FeSeni tlohy (3.55), (3.56) s G = ¢ ve tvaru

C
u(w,y) = (@ +y* - R%).
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3.3.4 Rotac¢né (azimutalné) symetrické feSeni Laplaceovy rovnice na kouli
Au(z,y,z) =0, 2+ 2 + 2% < R?, (3.61)
u(z,y,z) = f(2), 2? +y? + 2% = R% (3.62)
Provedeme transformaci do sférickych soutradnic
r=rcospcost, y=rsinpcosd, z=rsind.

Ou
Hodnoty funkce u nezévisi na thlu ¢, tedy u = u(r,9) a — = 0. To znamen4 Ze rovnice (3.61) se transformuje

oY

na nasledujici rovnici (sr. Dodatek D)
10 ( ,0u 1 0 ou
L O [ 20U - 9 928 = .
r2 or (r 87“> * r2 cos ¥ OV <COS 819) 0 (3:63)
a okrajovd podminka (3.62) na podminku u(R,¥) = f(Rsin®), nebo pii oznadeni g(§) = f(RE) na
w(R,9) = g(sin?), —g <9< g (3.64)

Budeme hledat ohrani¢ené feseni rovnice (3.61) a proto budeme dale pozadovat

lim sup |u(r, 9)| < oo, “Tew< I (3.65)
r—0+ 2 2
Z rota¢ni symetrie FeSeni u rovnice (3.61) plyne
ou ou
—(0,0,2) =0= —(0,0
8:1:( ) ) Z) ay ( ) 7 Z)
pro kazdé z, —R < z < R. Po transformaci tedy dostaneme podminku
ou m ou 7T
%(r,f§)—0—%(r,§), 0<r<R. (3.66)

Reseni rovnice (3.63) hleddme ve tvaru souc¢inu vyrazi, z nichz jeden zévisi pouze na r a druhy pouze na ¥,
tj.
u(r,9) = X(r)0(V). (3.67)

Dosazenim do rovnice (3.63) dostaneme po snadné tpravé

(er')/ _ (e cosﬂ)l
X Ocost

Symbol ’ oznacuje obycejnou derivaci podle pfislusné proménné; na levé strane podle r, na pravé podle 9. Vyraz
na levé strané zavisi pouze na r, vyraz na pravé strané zavisi pouze na . To znamena, Ze obé strany predchozi
rovnosti jsou rovny néjaké konstanté, feknéme A. Tedy

(TQX’)I _ (@’cosﬁ)/ _

X = Ocsd A (3.68)
Nejprve budeme resit rovnici
1 '
g, (0’ cos?) + A0 =0 (3.69)
s okrajovou podminkou
(T —op=0e' (T
@( 2)_0_@(2), (3.70)
kterd plyne z podminky (3.66). Zavedeme novou nezavisle proménnou & = sin ). Pak je
, do doed¢ doe
=—=—— =cost¥—
d9  d¢ dé d¢
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a podminka (3.70) je splnéna. Déle

d [de d (ded d d d?e
(0 cos ) = d19((119csq9) (dgdg s19>:d€<(1 €>d§) a8 ((1 {)dgz 2£d£>cos19.

Rovnice (3.69) se tedy transformuje na rovnici

°0 _2¢99 oo,

(1 _52) dgz df

coz je Legendreova rovnice (sr. C.1), kterd mé netrivialni feSeni pro A\, = n(n + 1), n = 0,1,2,.... Témito
feSenimi jsou Legendreovy polynomy P, . Uloha (3.69), (3.70) m4 tedy feseni

0,(0) = P,(sin?), n=0,1,2,.... (3.71)

Nalezené vlastni hodnoty A = X, = n(n + 1) dosadime do rovnice (3.68). Dostaneme Eulerovu oby¢ejnou
diferencialni rovnici

(X)) —n(n+1)X, =0,

kterda méa obecné reseni

X, (r) = Apr™ 4 Br~ (Y,
Z podmimky (3.65) plyne, Ze limsup | X, ()| < co a tedy B,, =0 pro vSechnan =0,1,2,..., tj
r—04

Xn(r) = Apr™. (3.72)

Z vyjadreni (3.67), nalezenych feSeni (3.71), (3.72) a faktu, Ze linedrni rovnice (3.68) je homogenni, dostaneme
FeSeni rovnice (3.63) je tvaru

0) = Z Apr" P, (sind).
n=0

Toto Feseni spliiuje podminky (3.65) a (3.66). Podminku (3.66) miizeme pfepsat na

g(sind) = A, R"P,(sin )
n=0

neboli -
§) =Y A.R"Py(€)
n=0

Odtud plyne, ze A, R™ jsou Fourierovymi koeficienty funkce g vzhledem k orthogonélni soustavé Legendreovych
polynomt. Tedy podle véty C.1.4 plati

1
2 1 2 1
=25t [a©Paeras =2 /fRf A

-1

Reseni tlohy (3.63), (3.64), (3.65), (3.66) je

1

r0) = [ 19> L (5) PP

1 n=0

a FeSeni tlohy (3.61), (3.62) je




3.3.5 Reseni Laplaceovy rovnice na valci

Au(z,y,z) =0, 2+’ <R? 0<z<h, (3.73)
u(z,y,0) =0, u(x,y, h) = f(z,y), z? +y? < R?, (3.74)
u(z,y,z) =0, P +y*=R? 0<z<h. (3.75)

Rovnici i okrajové podminky transformujeme do cylindrickych soutradnic
r=rcosp, y=rsing, z=az.

Podle D dostaneme rovnici

18874(7”(;;&) 7‘122326+$:0’ 0<r<R, peR, 0<z<h. (3.76)
Okrajové podminky se transformuji na tvar
u(r, ¢,0) =0, u(r,p,h) = f(rcose,rsiny), 0<r<R, peR, (3.77)
u(R,,z) =0, hri?):l-p lu(r, ¢, 2)| < oo, p€eER, 0<z<h, (3.78)
u(r, @, z) = u(r, o + 2m, 2), 0<r<R, peR, 0<z<h. (3.79)

Reseni transformované tilohy budeme hledat ve tvaru souéinu tii funkeci, z nichz kazda zavisi pravé na jedné
z proménnych, tj.
u(r,p, z) = X(r)®(p)Z(2). (3.80)

Po dosazeni do rovnice (3.76) a jednoduché tpravé dostaneme

(TX/)/ @// B Zf//
rX r2®d  Z

Symbol ’ oznacuje obydejnou derivaci funkce podle jeji jediné proménné. Na levé strané rovnosti je vyraz, ktery
zévisl pouze na proménnych r a ¢, vyraz na pravé strané zavisi pouze na . To je mozné jediné tak, ze vyrazy
na obou stranach rovnosti jsou rovny néjaké konstanté. Oznacime ji —\ a dostaneme

Z// (TXI)/ @//
72)\:— X 2% (3.81)
Druhé z téchto rovnosti dava
@// (TXI)/ + )\ 9
—— =7 re.
iiJ X

Vyraz na levé strané nezévisi na proménné r, vyraz na pravé strané€ nezavisi na proménné . Musi se tedy oba
rovnat néjaké konstanté, reknéme p. Tedy

@// X/ /
_2 = ,LX) + A2, (3.82)

Z prvni rovnosti (3.81), z rovnosti (3.82) a z podminek v (3.77), (3.78), (3.79) dostaneme tii obycejné rovnice
druhého fadu s okrajovymi podminkami:

" +pu®=0,  P(p)=2(p+2m), (3.83)

r(rX') + (Ar® —p) X =0, limsup | X (r)] < o0, X(R) =0, (3.84)
r—0+

7" -\Z =0,  Z(0)=0. (3.85)

Uloha (3.83) je shodna s tlohou (3.50), (3.52). M4 tedy netrivialni feseni pouze pro p = m?, kde m € NU{0}
a toto Teseni je
D, (p) = A cosme + B, sinmyp, m=0,1,2.... (3.86)
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Piedpokladejme, Ze A > 0. Polozime \ = [ a v tiloze (3.84) s u = m? zavedeme novou nezavisle proménnou

o vztahem o = Ir; jedna se o zménu méritka pruvodice. Pak

dx ;o d (o dX d2X  dx
X ==, XV =1l— (5= ) =102 +—=
do’ (rX’) de <l d9> (g de? * d@)

a rovnice v (3.84) se transformuje na Besselovu rovnici celo¢iselného fadu m,

sr. C.5. Obecné feseni této rovnice je podle C.5.11 rovno
X = Xml(Q) = le']m(@) + Dlem(Q)y

kde Cini, D jsou néjaké konstanty, J,,, resp. Y;,, je Besselova funkce prvniho, resp. druhého, druhu. Avsak

podle C.5.8 je

liI(I)lJr Y,,| = co. Aby byla splnéna podminka ohrani¢enosti v (3.84), musi byt D,,; = 0. Reseni
o—

ulohy (3.84) jsou tedy tvaru
X = Xou(r) = Coudm(lr).
Z druhé okrajové podminky (3.84) plyne C,,;J,,(IR) = 0. Aby FeSeni bylo nenulové a souéasné bylo [ > 0, musi
byt
Tmk

l:lmk:?, k:1,2,...,

kde 2., je k-ty jednoduchy koten Besselovy funkce J,,, sr. C.5.6. Reseni tilohy (3.84) tedy jsou

Xt (1) = Cop T (I%’“r), m=012... k=123.... (3.87)

kde ¢;p, = Cp pro | = #5k.
Tmk

2
Za predpokladu A > 0 tedy je A =2, = (T) . Reseni rovnice (3.85) v takovém ptipadé bude

l —1
ka(z) - Dmke mk® + Emke Mkza

kde Dy, Emi jsou néjaké konstanty. Z okrajové podminky v (3.85) dostaneme 0 = Z,,5(0) = Dyg + Epi.
Odtud plyne E,,x = —Dpx a tedy

Zunie(2) = Do sinh (I 2) = Dy, sinth (Tkz) m=01,2.., k=123,.... (3.88)

Oznatme apmp = AmCmkDmk, dbmk = BmCmkDmi. Z vyjadieni (3.80), nalezenych FeSeni (3.86), (3.87) a
(3.88) a ze skutecnosti, Ze rovnice (3.76) je homogenni, dostaneme jeji feSeni ve tvaru

= i i sinh (xmk ) T (m—?r) (@i cOSMP + by SInMP) (3.89)
m=0 k=1

Toto FeSeni spliiuje okrajové podminky (3.78), (3.79) a prvni z podminek (3.77). Konstanty @k, bymg uréime
tak, aby byla splnéna druhd z podminek (3.77), tedy aby platilo

Z Z sinh (ﬂh> iy (w;;k ) (@i cOSMP + by SINMP) |

o0
kde g(r,p) = f(rcosp,rcosp). Vyraz Y sinh (£225h) Jy, (2257) @i je tedy Fourierovym koeficientem funkce
k=1

g(r, -) vzhledem k bazové funkci cos(m -7), takze

Zsmh (ﬂh) I (wgk ) Ok = ;75](7“,0) cosmodo
0

o8



prom >0 a

isinh (:%kh) Jo (x—]%kr) aor = % 7g(r, o)do.
k=1 o

Podle C.5.7 funkce J,, ( ) tvori orthogonalni systém funkc1 na intervalu (0, R); skaldrni soucin funkci F, G
definovanych na (0, R) je pfitom definovan jako (F,G) f EF(&)G(&)dE. Z predchozi rovnosti tedy plyne, Ze

vyraz a,i sinh (%h% resp. agx sinh (%’“h), je Fourlerovyrn koeficientem funkce

27 27
1 1
f/g(-,a) cosmodo, resp. —/g(-,o)do’,
T 2w

0 0

prislusnym k bazové funkci J,, ( ) resp. Jo ( ) Vzhledem k C.5.7 to znamena, Ze

R 2w
. Tmk
QA Sinh (—h) = //gg —g) cosmododp
R 7TR2( m-+1 xmk 2 0 0 R
prom=1,2,3...., tedy
R 27
2 . Tmk
Gk = - - 5 //gf(gcos o,0sino)Jy, (TQ) cos mododp,
mR2sinh (%’“h) (Jm+1(xm;€)) J
m=1,23,..., k=123,.... (3.90)
Analogicky dostaneme
R 27
1 . Lok
agr, = 2 //Qf(QCOS o, 0sinc)Jy (—Q) dodo, k=1,2,3,..., (3.91)
7TR2 sinh (r J]_ ,’L‘Ok 0 o R
R 27
2 . Tmk .
Donke = . - 2 of (ocoso,psine)J,y, (T,Q) sinmododp,
mR?sinh (*52h) (Jomsr(@mn))” ) )
m=1,23,..., k=123,..., (392
bor=0, k=1,2,3,.... (3.93)

Reseni tlohy (3.76)—(3.79), coz je feseni ptivodni tlohy (3.73)—(3.75) v cylindrickych soufadnicich, je dano
formuli (3.89), pficemz koeficienty amk, bmr jsou vyjadieny rovnostmi (3.90)—(3.93).
Poznamenejme ie toto feéeni jsme naéli za, pf"edpokladu )\ > 0 Naskyté se otazka, zda volba A < 0 nedé

......

Cviceni

1) Reste tilohu o chvéni struny délky [, je-li

a) struna upevnéna na obou koncich, na poc¢atku je ve vzdélenosti ¢ od jednoho konce vychylena na vzdélenost
h od rovnovazné polohy a nepohybuje se.

b) struna upevnéna na obou koncich a je rozechvéna tderem plochého tvrdého kladivka o &ifce 24, jehoz
stted se struny dotkne ve vzdalenosti ¢ od jednoho konce a jez se pohybuje rychlosti v.

c) struna je upevnéna na obou koncich a piisobi na ni konstatntni sila f; na poc¢atku je struna v rovnovazné
poloze a nepohybuje se.
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d) struna je upevnéna na jednom konci, druhy konec vykonéva harmonicky pohyb s amplitudou A a frekvenci

w= Tﬂ (Na pocétku je druhy konec vychylen na vzdalenost A a struna je v klidu.)

2) Reste tilohu o chladnuti homogenni tyce délky [ ktera byla stejnomérné zahiata na teplotu ug, na jejimz
bo¢nim povrchu nedochazi k vyméné tepla a

a) jeden jeji konec udrzujeme na teploté 0, druhy je tepelné izolovan.

b) jeden jeji konec udrzujeme na teploté wu;, druhy na teploté us.

¢) na koncich nastédvd vymeéna tepla s prostfedim nulové teploty.

3) Homogenni koule o poloméru R byla zahfata tak, ze jeji poGatecéni teplota v libovolném bodé zévisi pouze

na vzddalenosti r tohoto bodu od stfedu koule, tj. u(0,z,y,2) = f (\/a:Q + 2 + 22 ) Povrch koule udrzujeme na
nulové teploté. Urcete teplotu koule v libovolném bodé a libovolném case.

Reste tlohu
4) Upy +Uyy =0,0<2<a,0<y<b
u(0,y) = Ay(b —y), u(a,y) =0, 0 <y < b; u(x,0) = Bsin 77, u(z,b) =0,0 <z <a

5) Upy +Uyy = —2,0< 2 < q, 79<y<9
w(0,y) = u(a,y) =0, -2 <y < Liu(z,-8) =u(z%)=00<z<a

Vysledky:
1a)uy = a®Uyy,

ol

x, z €10,¢)

u(O,l‘)Z{‘h,(x_l)7 velel,’ ut(0,2) =0

c—l1

u(t,0) = u(t,l) =0

o0
u(t,z) = c(l2_li')’ﬁ2 2 sin(Tc) sin(Z2x) cos( 452 t)

1b)uy = aug,

w(0,2) =0, u(0,2) = {
u(t,0) = u(t =0

v, T €[c—0d,¢c+ 0
0, jinak

— sin( T ¢) sin( 7 6) sin( 7 x) sin( 457 t)

1c)uy = a’ug, + f
u(0,2) = ut(O m) =0, u(t,0) = u(t,l) =0

ult, =) = 3% Z (2n+1)3 (1 —cos (wt) ) sin (%@
1d)utt = CLQUML-

u(0,2) = A:): u(0,2) =0, u(t,0)=0, u(t,l) = Acoswt

l o0
u(t,z) = 4 (zcos(%Et) — atsin(2Ft)) + 24 3° CH sin (‘”T(?H)t) sin (Zz)

n3—n
n=2
2a)u; = a’uy,
w(0,2) = up; u (t 0) =0, ugy(t,1)=0

2n+1
sin T
u(t,z) = 4 E (S5 m2) , stacionarni stav u =0

2
=0 (2n + 1) exp { (7(2”;1””) t}
2b)us = a*uy,

U(O, (ﬂ) = Uo; u(t,O) = ur, u(tv l) = U2
> (ug —u1 + (—=1)" " (ug — ug)) sin(x)

u(t,z) = 27z 4y +% > 3
nexp {(32)°
2¢)up = a%Ugy

w(0, ) = uo; ug(t,0) = hu(t,0), ug(t,l) = —hu(t,l)

, staciondrni stav u(z) = uy + 27z
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[&.°]

ex 2
ulst) = 20 5 PPECID (i /511) — A (costy Rt - 1) (

. jsou kladné kofeny rovnice YA — L

kde Ap, Ao .. P — & = 2cotg(VA])
3)us = a’Au

uw(0,2,y,2) = f (m)

An c0s(vAn ) + hsin(vA, 7)),

u(t,z,y,2) = 0 pro 22 + y® + 22 = R?
2 . 2t+y?+
u(t,z,y,z) = m Z exp{ (nxa) t} sin <W) [ pf(p)

n=1

sin(*52)dp

B sinh (%) sin (%) o sinh ((2"+1);(a I)> sin <(2n'21)ﬂy>
4) u(x,y) = sinh (%b) + =

n=0 (2n 4 1)3 sinh (7(2"21)7"1)
2n+41 : 2n+1
5) u(z,y) = x(a — z) — 89 i cosh (25 my) sz( T )

o (2n + 1) cosh (%ﬂ'b)
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Kapitola 4

Metody reseni eliptické rovnice

4.1 Integrace per partes a Greenovy vzorce

Bud Q C R? oblast s dostateéné hladkou hranici 9Q, v = (v1,v2) = (v1(z,y), v2(,y)) jednotkovy vektor vnéjsi
normaly k 99, f : Q — R diferencovateln4 funkce. Integraci podle jedné proménné ovérime, ze plati

gf dedy = /fuldS, gf dzdy = /fl/zdS.

Q N o0

Polozime-li f = uv, kde u, v jsou diferencovatelné funkce na ), dostaneme vzorce pro integraci per partes
u dvojnych integrali:

/ua— dedy = /uvu1 ds — /U— dzdy, /u@ dedy = /uvug dS—/v@dxdy.
0 oy oy
Q

Q oN Q o0

Odtud plyne
2
/u—dxdy = /u—uldS /6u avdxd% /u@dxdy = / ngS /@@d dy
Ox? Oy2
oN Q

Secétenim téchto rovnic dostaneme
" ov ov Judv Ouodv
Avdzdy = —_— —_— ds — dxd
/u verey /u<81:y1+8yy2> S /<8m8m+8y8y> v
Q o0 Q

ov v v
Vyraz —u; + —1» je derivace funkce v ve sméru jednotkového vektoru vnéjsi normaly. Oznac¢ime ho — a

Oz Oy ov

dostaneme proni Greenuv vzorec

Oudv  Oudv
A = .
/u vdzxdy / dS /(&r@x aya )d dy
Q
Analogicky odvodime
Ju Oudv  Oudv
/vAudxdy = / —dS — /(637837 8y8 )d dy .
Q

Odectenim prvnich Greenovych vzorcu dostaneme druhy Greentv vzorec

v ou
/(uAv —vAu)dzdy = / (uay . (91/) ds.
Q

o0

Analogické vzorce plati i pro funkce vice proménnych: Necht (2 C R" je oblast s dostatecné hladkou hranici 052,
u, v diferencovatelné funkce na Q a v = (v, v, ...,1,) jednotkovy vektor vnéjsi norméaly k 0. Pak plati
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e Integrace per partes

/uavdV:/uvyide/vaudV, 1=12,...,n.
ox; Ox;

Q o0 Q

e Prvni Greentuv vzorec

/uAvdV:/ —dS /Zg;‘g; /g“ds /Vu VodV .

Q o0 [219]

/(UAU —vAu)dV = / (ugz - v?jj) ds.
Q a0

4.2 Jednoznacnost feseni Dirichletovy a Neumannovy alohy pro Po-
issonovu rovnici

e Druhy Greentuv vzorec

Bud ©Q C R"™ oblast s dostateéné hladkou hranici 9. Uvazujme Poissonovu rovnici

Au(z) = f(=), el (4.1)
s Dirichletovou

u(x) = go(x), x € 0N (4.2)
nebo Neumannovou du(e)

u(x

R g1 (x), x € 0N (4.3)

okrajovou podminkou. Necht funkce wuj, us soucasné spliiuji rovnici (4.1) s nékterou z podminek (4.2) nebo
(4.3). Polozme u = u3 — uz. Pro x € Q plati

Au(z) = Aui (x) — Auz(z) = f(z) - f(x) =0,
tedy funkce u spliiuje na §2 Laplaceovu rovnici. Pro x € 0S) plati
u(x) _ Jui(xz) Ous(x)
Oov ov ov

u(x) = ui () — uz(x) = go(x) — go(®) = 0, nebo = g1(®) — g1() =0,
ou(x)

ov

zejména tedy u(x) = 0 na 0. S vyuzitim prvniho Greenova vzorce dostaneme

0—/ 2has = /uAudV—F/Vu VudV—0+/|Vu| dv.
Q
Odtud plyne, ze Vu(z) = 0 pro € Q a tedy, Ze u(x) = const. To dile znamena, ze u;(x) — uz(x) = const pro
x € (), nebot fedeni kazdé z uloh (4.1), (4.2) a (4.1), (4.3) je spojité na Q. V ptipadé Dirichletovy podminky je
const = 0, nebot uy(x) — uz(x) = 0 pro x € Q.

Plati tedy: VSechna feSeni tlohy (4.1), (4.2) jsou shodnd, tj. tloha (4.1), (4.2) mé nejvySe jedno FeSeni;
v8echna FeSeni tlohy (4.1), (4.3) se lisi o aditivni konstantu.

4.3 Laplaceova rovnice a harmonické funkce

Bud 2 C R" oblast (oteviend souvisl4 mnozina). Rekneme, %e funkce u definovand na €2 je harmonickd, mé-li
spojité parcialni derivace druhého fadu, na Q spliuje Laplaceovu rovnici
Au = 0
0? 0? 32
A=+ -5+ —— | a je-li Q neohraniéend, plati navic
( 922 " 022 oz ) P

limsup |z|"%u(z) < oo.
xzeQ,|xz| o0

(|z| = /23 + 23 + - + 22 je euklidovské vzdalenost bodu = = (1,2, ..., ,) od poéatku (0,0,...,0).)

64



4.3.1 Jednoduché harmonické funkce v roviné

Rovnice
Ugy +Uyy = 0

ma v polarnich soufadnicich x = rcos¢, y = rsiny tvar

1
Upr + —ZUpp + —up = 0.
rr r wp r T

2
Snadno ovérime, ze funkce
u(r, ) = r¥cosky a  v(re) = rFsinkp, k=0,1,2,...

jsou Fesenim posledni rovnice. Vyjadiime tyto funkce v kartézskych soufadnicich

u(r, ) 1 rcosp rsing r2cos2p r?sin2p r3cosdp  r3sinde

u(z,y) 1 x y T —y 2xy 23— 3zy? 322y — 38

Ziskdme polynomy stupné k, které nazyvame jednoduché harmonické funkce stupné k. Necht ) je ohranicena
oblast, jejiz hranice 02 je jednoduchéd uzaviena kiivka implicitné dand rovnici P(x,y) = 0, kde P je polynom
stupné nejvyse k. Reseni rovnice

u"c:c(xvy) Jruyy(z»y) = 07 (l',y) € Q

s nékterou z okrajovych podminek

u(ac,y) = gl(xvy)v ('T7y) € 00,

0
a%(muy) = 92(557?/)» (xuy> 6697

S ay) = hoalwy) —ulrw), () € 00,

0
g1 je polynom stupné nejvyse k; ga, g3 jsou polynomy stupné nejvyse k — 1 a — znaci derivaci ve sméru vnéjsi
v
normaly, lze v tomto pripadé hledat ve tvaru linedrni kombinace jednoduchych harmonickych funkci stupné
nejvyse k.

4.3.2 Kruhova a kulova inverse

Kruhov4 inverse vzhledem ke kruznici 22 + y? = a2, v polarnich soutfadnicich r = a, je zobrazeni ® : R? — R?
dané predpisem

ra? ya? - a®
22+y2 24+ y2) (2, y

(r, ) — (fﬂp) :

Kruhov4 inverse je prosté a vzajemné jednozna¢né zobrazeni mnoziny {(z,y) € R? : 22 + y? > a?} na mnozinu
{(z,y) € R?: 0 < 22 + y? < a?}, body kruznice jsou pevné (samodruzné) body tohoto zobrazeni.
Funkce u = u(r, ¢) je harmonickd na mnoziné {(r, ) : r < a} pravé tehdy, kdyz funkce

(2,4) ( @),

v polarnich souradnicich

CL2

v= U(T’,g{)) =u (7”,790) = U(’I“, 50)
je harmonickd na mnozing {(+',¢) : ' > a}.
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D.: r= S = 2 5, tedy
b(r'e) = w0 e = D).
2 2
) = pontgn = o (<L) (-5) -
- Z—i (2ru(r, @) + 72U (1,0)) = 2(1%3%(7", ©) + Z—iurr(r, ©),
Appu(r'yo) = vt 9) + T}ngw(rlv ©) + %Ur’ (r', o) =
= ZaéuT(r, ©) + Z—ju”(r, ©) + Z—iuw,(r, ¥) — Z—jur(r, Q) =
rt 1 rd
= 5 (u”(r, )+ ;uT(r, ©) + Upp (T, gp)) = ;Ans& u(r, ).
([

Tato vlastnost umozituje prevadét reseni tlohy
Au(z,y) = 0, z*49*<d?

na feseni ulohy
Au(z,y) = 0, 2®+y>>d>.

Kruhova inverse jednoduchych harmonickjch funkei:

1 1
1, —cosp, —sinp, —cos2p, —sin2p, ...
r r r r

Kulovd inverse vzhledem ke sfére x2 + y? + 22 = a2, ve sférickych soutfadnicich r = a, je zobrazeni dané

predpisem
a2

(r,y,2) (r,y,2),

|(z,y,2)?
ve stérickych soufadnicich

a2
(Tagoaﬁ) = <ra§0719> .

Kulova inverse je prosté a vzdjemné jednoznaéné zobrazeni mnoziny {(z,y,2) € R3 : 2% + y? + 22 > @?} na
mnozinu {(z,y,2) € R®: 0 < 2% + y? + 22 < a?}, body sféry jsou pevné body tohoto zobrazeni.
Funkce v = u(r, v, 1) je harmonické préavé tehdy, kdyz funkce

2 CL2

vo= U(T/7<p719) = %u (T”%ﬁ) = TU(’I’7(p,T9)

je harmonicka.

a®> Or r2
D.: r= %:—?.Tedy
1 0 ([ ,,0v r2 0 (a*Oru Or\ or r? 0 9 ou r?
a( a) - (aa)a - a48r(_a (“”m)) (‘) -
r* (Ou  Ou 0%u r3 ou 5 0%u
- g 8714'871—"7‘87&2):&4(27"87_4—7‘87‘2):
_ o (,ﬁ“> _ 19 (7,23“>
a* or or a*r? or or )’
1 0% B r2 1 0%*u B r® 1 0%u B rd 1 0%u
r2cos2¥ 092 atcos?d 9 atcos?V g atr?cos?V Op?
1 0 v r2 1 0 oru r® 1 0 ou
r’Qcosﬁ&ﬁ‘(COSﬂaﬂ) T a*cosv 0V (COSﬁaﬁ> - a4r2cosz9619(60819819>’



odtud

AT/’%qg v = EANP»ﬁ u.
|
Transformace 1
v(r' ¢, 9) = ru(r,e,9), kde r= =
se nazyva Kelvinova.
4.3.3 Fundamentalni harmonické funkce
Hledame symetrické feseni rovnice
Au(z) = 0, xeR"\{0}.
Provedeme transformaci do sférickych soufadnic
L1 = TCOSP]...COSPp_3COSPy_oCOS P, 1
Ty = TCOSP]...COSPu_3COSPy_oSiN P, 1
T3 = T COS(P]...COSPp_3SiNY, o
Tp—1 = TCOS1Sin s
T, = rsing;.

Ponévadz funkce u ma byt symetricka, t.j. jeji hodnota zavisi pouze na vzdéalenosti argumentu od pocatku, je

u=u(r) a 3:1- =0,7=1,2,...,n—1. Tedy
" 9%u - Ou Or ou O0p; "9 [Ou or "9 (Oudr\ Or
A = —_— —_— J = = P —_— =
b P ox? E:: Ox; \ Or Ox; Z 6@3 ox; ; ox; (87‘ 8@) p or (87‘ 8.1‘1') ox;

|

) (o oo
8T2 axz "o oz | Or? &\ Oy Or = 027"

Ponévadz r = \/z? + 23 + - -+ + 22, plati

=1

or x; x; or\’ z?
= : = 2 tedy ( > = -,
Ox; Vai+ a4+ a2 r Iz r
N 2 x?
i3+ + a2 — !
9?r _ Yol a2 _ r? — a2
dz? 2 +ai4 422 r3

Tedy

n n
2 2 327,

i=1 i=1 ( i=1

Celkem méame )

Reseni této rovnice je
Cilnr+Cy, n=2
U(T) = ol

Tn2+027 TLZ3
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T—00

1 —
Aby lim 7" 2u(r) < co, musi byt C; < 0 v piipadé n = 2. Volime Cy, =0 a C; = {1 o

Definice: Funkci v(x,-) definovanou na R™ \ {z¢} vztahem

1
In——, n=2
|zo — x|
v(xg, ) = 1
—— n>3
|w0_w‘n72

nazyvame fundamentdlni (elementdrni) harmonickou funkci se singularitou v bodé xg.
Specialni pripady:
v(l‘Uaywaay) = In = )
V(@o —2)? + (yo — y)?
1

Vwo — )2 + (o — y)> + (20 — 2)°

U(any07201xava) =

Z tvahy provedené pred definici plyne, ze fundamentalni harmonicka funkce se singularitou v bodé xg je
harmonickou funkci na oblasti R™ \ {xq}. Déle je zfejmé, ze

v(xg, ) = v(x,x) (4.4)
a pro kazdé x = (x1,x2,...,x,) # o = (To1, To2, - - -, Ton) plati
Al’l,{rg ..... Inv(m()? w) = Aw(_)l,zog ..... Ionv(w()) w) . (4'5)

Interpretace fundamentalni harmonické funkce v(x, -) a jeji derivace.
Pro n = 3 pfi oznaceni &g = (z0, Yo, 20) plati

ov(xo,x) 0 1 _
I e e (T e C
1 —2(zp — )  x—x0
2 ((330 —x)?2 4+ (yo —y)? + (20 — 2)2)3/2 - |z — o 3’
2 podobne dv(zo, ) Yy —Yo dv(mo, @) z—
oy |z — xo|3’ 0z | — xo)3’
takze
Vou(xg, ) = —ﬁ.

Necht v bodé o soufadnicich xy se nachdzi bodovy naboj velikosti Q). Na kladny jednotkovy bodovy néboj
umistény v bodé x = (z,y, z) pusobi podle Coulombova zékona elektrostaticka sila o velikosti

119

4re |x — x0[2”

ktera je orientovana ve sméru vektoru sgn Q(x — x¢); pfitom € oznacuje permitivitu prostfedi. V bodé x je tedy
intenzita elektrostatického pole vytvareného nabojem @ v bodé x( rovna

1 Q xr — X i$—$o Q

E(x) = — - _w .
@) dme |@ — xo|? [ — 0|  4me @ — @0 ? 47r5( Vo(@o, @))
Pri oznaceni 0
p(@) = ~v(zo, ) (4.6)
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tedy intenzitu E(x) mZeme zapsat ve tvaru

B(w) = 2(~ V().

To znamena, Ze funkce v(xg, - ) vyjadfuje (aZ% na multiplikativni konstantu charakterizujici permitivitu prostiedi)
potencial elektrostatického pole vytvareného bodovym nabojem umisténym v bodé x.

Uvazujme nyni elektricky dipdl, tj. dva bodové nédboje opa¢ného znaménka stejné velikosti |@| v malé
vzdélenosti h od sebe. Nechf ndboj @ se nachézi v bodé . a ndboj —Q v bodé x_. Ozna¢me ddle x = x, —x_,
Ty = %(14 +a_). Vektor p = Qd se nazyva dip6lovy moment, jeho velikost je N = Q|d| = Qh a smér dy = 7
bod xq lze povazovat za umisténi dipdlu.

Potencial elektrostatického pole vytvafeného uvazovanym dipélem v pevné zvoleném bodé x bude podle
(4.6) roven

o (x) = %v(a@,m) - %v(w,,az) = %(U(:&r,az) —v(z_,x))

(az na multiplikativni konstantu vyjadiujici permitivitu). Podle véty o stfedni{ hodnoté je
Ov(x_ +9d,x) h@v(a:_ +9d,x)
od B ddy ’

v(ey,x) —v(r_,x) =
0 . . L. ., oy s 1w
kde ¢ € [0,1] a — oznacuje smérovou derivaci podle vektoru d. Potencidl o5 tedy mizeme vyjadiit vztahem

od

1 Ov(x_ +9d,x
LPIH(CE) = EN(TO)'

Pokud vzdélenost ndboji h je mald ve srovnéani se vzdalenosti |zg — x| bodu « od dipdlu, je

dv(x_ +9d,x)  Jv(xo,x)

odg ody
a potencial dip6lu s momentem velikosti N a sméru dy lze vyjadiit formuli
1 0v(xg,x)
=—N—"~. 4.7
errr(x) an odo (4.7)

4.3.4 Integralni representace dvakrat diferencovatelné funkce

Bud Q C R” ohraniend oblast s dostatecné hladkou hranici 0, v funkce definovani na 2, kterd ma na Q
spojité parcialni derivace druhého fadu. Pak pro kazdé x € () plati

u(x) = é/ (v(w,)?ﬁ—u%?) ds — é/v(w,)AudV,
o9 Q

0
kde v(x,-) je fundamentdlni harmonickd funkce se singularitou v @, % je derivace ve sméru jednotkového
v

vektoru vn&jsi normély v = (vq,va,...,), tj. W V-va
v
2T, n=2
Cn = ,
" (n—2)o,, n>3

2k+1 k 2 k
T i (Zejména cs = 4m.)

kde o, je (n — 1)-rozmérnd mira jednotkové sféry v R", oop11 = W, oo = o1

Nevlastni integral na pravé strané rovnosti definujeme vztahem

/v(:l:,-)AudV = lim v(x, )AudV
e—0+
Q Q\Kg

kde K, je koule se stfedem = a polomérem e¢.
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Dukaz provedeme pro n > 3, @ = (21, Za,...,Zy,).
Ozna¢me K,

K C Q. Podle druhého Greenova vzorce plati

/ (uAv(x,-) —v(x, )Au)dV =

Q\K¢

- /<u‘9“é“:')—v(w,-)§:j> ds - /(u

o0 Se

@

Ponévadz funkce v(x,-) je na \ Kg harmonicka, je

_ / v(z, )AudV = /(uavélaj’.) —U(w,')gjj> dS—I—/(v(ﬂc,')

Q\Kg o0 Sz

resp. S2 kouli, resp. sféru se stiedem x a polomérem a. Budte & € Q a e > 0 takové, ze

Léi’ ) o, .)a“) ds,

dv(, ')) ds.

87_u ov

1
Normalovy vektor k S; v bodé y ma slozky v; = —(y; — x;), i = 1,2,...,n. Proy € S5 je
€

ov(xz,y) n—2
dy; = T (xl yz)v

takze pro y € S%, je
oz, y)  n-2L

i=1

Dale podle véty o stfedni hodnoté integralniho poctu existuje £ € S5, Ze

ov(z,-) B ov(z, ) . /n—2 _
Se, Sg Sg
takze do(a, )
. v(zx, - o
gg% UT dS = —(n—2)o,u(x).
8z

0
Ponévadz 8—u je spojita na Sg,
v
kazdy bod na S;,. Tedy

ou 1 K e
S Sg

takze 5

. u o

Ell_r% v(w,')a—de = 0.

Sg
[l
Dusledky:

1. Je-li funkce uw navic harmonicka na €2, plati pro kazdé « € Q)

u@) = — (U(az,-)au u(%(”’"))ds.

Cn ov ov
o0
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“op = e 2wt = —

existuje podle 1. Weierstrassovy véty K € R takové, ze

0
31116‘ < K pro

(4.8)



2. Pro kazdou nekonecénékrat diferencovatelnou funkci ¢ s kompaktnim nosi¢em (sr. A.1) plati

/ bAv(@, YAV = —eaip(),

Rn

neboli
Ayo(,y) = —cudly — ), (4.9)

kde § je Diracova distribuce.
D.: Ayv(z,y) je distribuce, ktera spliuje
(Ayv(z,y) | ¥(y)) = (v(z,y) | Av(y))

pro kazdou nekonecénékrat diferencovatelnou funkei ¢ s kompaktnim nosi¢em (sr. A.3). Bud Q C R”
takova oblast s hladkou hranici, ze Supp ¥ C Q.

Pak pro y € 9Q je ¢(y) =0 = Big’(}y)

a tedy s vyuzitim predchozi véty dostaneme

(Ayo(zy) | () = (v(z,y) [ A(y)) = /v(wa)Ade = /v(wa')Ade =

Rn Q
= —c, w(:c)—ct/<v(sc,)gzﬁ— 51}(%3;,)) dS | = —cup(x).
o0

O

4.3.5 Vlastnosti harmonickych funkci

Bud © C R" ohranicena oblast s dostatecné hladkou hranici 02, u harmonicka funkce se spojitymi druhymi
parcialnimi derivacemi na ). Pak plati
1.
—dS = 0.
ov
o0
D.: Ve druhém Greenové vzorci staci polozit v = 1. [

2. Véta o stfedni hodnoté
Bud x € Q, S sféra se stfedem x a polomérem a takova, ze S C Q. Pak

1
u(x) = Py udS, pron =2,
Sg
@ = — [uds _3
ue) = 5 [udS, pron =3,
Sg
1
u(z) = — [ udS, pron >3,
Ona
S
kde o, je ¢islo zavedené v 4.3.4.
D.: Dtikaz provedeme pron > 3, x = (x1,Z2,...,Zp)-
1 1 1
Jevy; = 5(2/1 —x;). Pro y € S¢ plati v(z,y) = PESTE = takze podle 1. je
ou 1 ou
J)=—dS = —dS =0
/v(:z:, )81/ ar1 | ov
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Dale pro y € Sg je

dley) _ govley),  I§s@omom) oy 2on o 2on
ov P 0y; ! et |z — y|” v g ale — y["—2 qn-1"
takze
/ (@ y) 4o _ 2 n/udS.
ov an—1
Sg 58

Podle (4.8) je

3. Princip maxima
Je-li harmonicka funkce u nekonstantni na oblasti {2, pak nabyva své nejvétsi a nejmensi hodnoty na
hranici 092, tj. pro kazdé x € Q plati

min{u(y) : y € 00} < u(x) < max{u(y): y € 9Q}.
D.: Plyne z pfedchoziho tvrzeni. [J

4.4 Metoda potencialu

V celém oddilu bude v(z,-) oznac¢ovat fundamentalni harmonickou funkci se singularitou v @,  C R™ oblast
s hladkou hranici 092, 7 derivaci ve sméru jednotkového vektoru vnéjsi normaly k 992, ¢,, ¢islo zavedené v 4.3.4.
v

Nejprve provedeme heuristickou Givahu. Pfedstavme si, Ze v omezené oblasti Q C R? je rozlozen elektricky
naboj, jeho hustotu v bodé y € Q oznacime g(y) Néaboj objemového elementu dV, v okoli bodu y tedy je
o(y)dV,, a potenciél tohoto elementu v bodé x ¢ Q je podle (4.6) a (4.4) roven

o Q(y)dVyU

dﬂx%——z;*(%$F:éde%yM%

(az na multiplikativn{ konstantu vyjadfujici permitivitu prostiedi). Celkovy potencidl naboje rozlozeného v ob-

lasti € tedy je
1
o(@) = [ ovla. .
cs
Q
Pokud by byl elektricky nédboj rozlozen pouze na hranici oblasti  (na povrchu télesa) a v bodé y € 9 by maél
plosnou hustotu p = p(y) (tj. ndboj plosného elementu d.S, v okoli bodu y by byl n(y)dsS,), jeho potencial

v bodé x & 0N by se rovnal

err(x) = Cl/;w(:c, -)dS.
? 50
Uvazujme dale dipdly rozmisténé na hranici oblasti 2 s hustotou A a orientované ve sméru vnéjsi normaly,
tj. dipélovy moment plosného elementu d.Sy, v okoli bodu y € 9 ma velikost Ny, = A(y)dSy a orientaci v = v,,.
Potencial plosného elementu dSy v bodé x ¢ 02 je podle (4.7) a (4.4) roven

1 du(y,z) 1 dv(z,y)
QQIII(‘,B) 47_(_ (y) Yy ayy s (y) auy
V bodé x je tedy celkovy potencial hranice oblasti roven plosnému integralu

1 ov(x, -
eorrr(x) = g/)\%ds.
99

ds,,.

Tento vyraz lze interpretovat jako elektrostaticky potencidl tenké nevodivé plochy (povrchu télesa), na jejiz
vnéjsi strané je rozmistén elektricky naboj a na vnitini strané je stejné rozmistén stejné velky naboj opa¢ného
znaménka.
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4.4.1 Objemovy potencial

Necht Q C R” je ohranicena a o : Q — R je funkce.

Funkce ¢ : R™ — R definovana pro kazdé « = (x1, 2, ...,z,) € R" vztahem
1
or(x) = . ov(x,-)dV
"

se nazyva objemovy potencidl.

e Je-li funkce o spojitd na Q, pak ¢; je harmonickou funkci na R" \ Q pron > 3. Je-li n = 2 a funkce ¢ je
navic nezaporn4, je ¢; harmonickou funkci na R? \ Q.

D.: 7Z toho, 7e funkce f je spojit4 na kompaktni mnoziné Q plyne, ze nasledujici vypocet je korektni.

n n

Ber@) = - / An (ov(@,))dV = ~ / oAgv(@, )V = - / o)A, o(e, y)dV, = 0.
Q Q Q

Ptedposledni rovnost plyne z (4.5), posledni z toho, Ze pro = ¢ Q je v(x,y) harmonicka v kazdém
y e
Dale pro n > 3 plati

1 1
lim |z|" %pr(x) = C—/Qlwl‘igl |z|" " 2u(x, - )dV = —/ng < 00.
" 00
Q

|| =00 Cn
Q

Je-lin=2a p>0na (2, pak

1
im ¢r(x) = — [ o lim o(x,-)dV = —c0 < o0.
|| =00 2m || — 0o
O
e Mai-li funkce o spojité parcidlni derivace prvniho fadu na Q a je spojita na €, pak ¢; mé spojité parcialni
derivace druhého fadu na  a plati
Apr = —o.

D.: Pro z € Q dostaneme s vyuzitim (4.5) a (4.9)

Ber@) = o [ Balov(@ )V = = [ ohsvl@)aV = - [onsu(.@)v -
nQ nQ nQ
1 1
= [ e@hBsu(y,@)dVy = —— [ o(y)eadly —x)dVy = —o().
Q Q

O
4.4.2 Reseni Dirichletovy tilohy pro Poissonovu rovnici

Au(z) = f(x), x e,
u(xz) = g(x), x €09,

kde 2 je ohranicend oblast s dostate¢né hladkou hranici.
Resen{ hleddme ve tvaru u(z) = w(z) — p(x), kde

1
(,0(33) = 80(‘1:17"'7$71) = ;/f(fla-~-a§n)v($17---,l‘nagl,...,fn)d&"'dfn
Q

a w je feSenim Dirichletovy tlohy pro Laplaceovu rovnici
Aw(z) = 0, x e,
w(xz) = g(x) + o(x), x €N
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4.4.3 Plosné potencialy

Budte p, A : 9Q — R funkce takové, Ze v pripadé neohranicenosti 92 plati

li no2 =0 li "A@)= 0.
ecotlD oo 1B () D peodll L, [BTA@)
Funkce @77 : R™ — R definovand pro kazdé « = (z1,...,2,) € R™ vztahem

<PII - / lw

se nazyva potencidl jednoduché vrstvy.

Funkce o777 : R™ — R definovand pro kazdé x = (z1,...,2,) € R™ vztahem
1 ov(zx,-)
= — | A d
o0

se nazyva potencidl dvojurstvy.

e Jsou-li funkce u, A spojité na 99, pak funkce i a @rrr jsou harmonické na R™ \ 99Q.
D.: Diikaz je analogii diikkazu analogického tvrzeni pro objemovy potencial. [

Kazdy z integrélﬁ w11, @rrr uréuje vlastné dvé funkce. Jednu funkci harmonickou na € a druhou harmo-
nickou na R™ \ Q.

e Bud zy € 990 a 1 funkce definovana v okoli bodu xy. Ozna¢me

[W(xo)]; = lim (x), [W(xo)e = lim  ¢(x),

Qd>z—x R"\ﬁamﬁmo

za predpokladu, ze tyto limity existuji.
Pro kazdy bod & € 99 plati

], - e, [PRR] - SE pe, aw
@) = ern@) — A@),  lpm@le = ern(@) + 5A@). (411)

D.: A. N. Tichonov, A. A. Samarskij: Rovnice matematické fysiky, Praha 1955, str. 395-402. [J
Derivace potencialu jednoduché vrstvy ve sméru vnéjsi normaly mé tedy na 0f2 nespojitost prvniho druhu

se skokem velikosti
dprr(x) deor(z)]
|: 81/ 5 au ; - /J,(CE) Y

potencial dvojvrstvy ma na 92 nespojitost prvniho druhu se skokem velikosti
lprir(®)]e — [prir(®)lr = Mz).

Podle 4.3.4 1ze kazdou dvakrat spojité diferencovatelnou funkci u vyjadrit jako soucet potencialu objemového,
jednoduché vrstvy a dvojvrstvy, pficemz

0 = —Au, Mza—u, A= —u.
ov

Proto se 4.3.4 nékdy nazyva véta o tfech potencidlech.
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4.4.4 ResSeni okrajovych tiloh pro Laplaceovu rovnici

Budeme resit nékterou z rovnic

>
£

8

I

0, €,
Au(z) = 0, zeR"\Q,

s ne€kterou z okrajovych podminek
ux) = f(x), zeo,

0
ggj”) = f(z), =€0Q.
(4.12), (4.14) vnitini Dirichletova dloha,
(4.13), (4.14) ., vnéjsi Dirichletova dloha,
Uloha (4.12), (4.15) S¢ NAZYVA itind Neumannova tloha,

(4.13), (4.15) vnéjsi Neumannova tloha.
Reseni Dirichletovy tilohy hleddme ve tvaru potencialu dvojvrstvy
1 0 .
uz) = — )\M as

Cn ov
o0

kde A je zatim neurcend funkce. Pro kazdé x € 02 je podle (4.11)

u(@))s + 5A@) = ulw) = [u(@)]s - GA).
Oznac¢me
ov(x, s " Ov(x, s
Kiw,s) = al(/(s)) - Zl ési (o
Pak
u(x) = 1 AK (x,-)dS.
Cnaﬂ

Pii feSeni vnitini tlohy musi byt [u(x)]r = f(x), tedy funkce A musi spliiovat integralni rovnici

,%,\(m)+é/>\K(m,~)dS = f(=),
oQ

v

pfi Feseni vnéjsi tlohy musi byt [u(x)]g = f(x), tedy funkce A musi splilovat integralni rovnici

%)\(g;)+i/)\K(a;,o)dS = f(z).

Cn

oN

Reseni Neumannovy tilohy hleddme ve tvaru potencialu jednoduché vrstvy

1
u@) = — [ pol,)ds,
nBQ

kde p je zatim neurcend funkce. Pro kazdé x € 99 je podle (4.10)

28] -t - 82— [22] e

Plati

u(z) _ Ou(x) 1 ov(zx,-)
o ov(z) cnaéu ov(x) ds
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Oznacme

L = = .
@) = Gy = X e

Pak du() .

u(x

= — L(x,-)dS
) = [k
a0

Pfi feSeni vnitini tlohy musi byt { g(f)} = f(x), tedy funkce p musi splilovat integralni rovnici

I

%u(m)—&-i/ﬂL(w")dS = [(2),

Cn
o0
R e, | Oul@) A . .y .
pfi feseni vnéjsi tlohy musi byt 3 = f(x), tedy funkce p musi spliiovat integralni rovnici
vV lE
1 1
—5/1(93) T pl(z,-)dsS = f(z).
a0

Vyrazy K(-,-) a L(-,) nazyvame jddro pFislusné integralni rovnice.

Priklady:

e Dirichletova tloha na poloroviné

Au(z,y) = 0, rzeR, y>0, (4.16)
u(z,0) = f(x), z €R. (4.17)
V tomto pfipadé je .
vy, &m) = —gn((@ -7+ —n?%)
Ov(z,y,&m) _ r—¢ Ov(z,y.&m) _ y—n
23 (=82 +(y—n)?*’ on (=8> +(y—n?’
n—y

V(fﬂ?) = (0771), pron =0, K(x,y,f,n) = (x_§)2+(y_n)2'

Jadro integrani rovnice je K(z,0,£,0) = 0, takZe funkce A = A(x) musi spliiovat rovnici
1
@) = @),
tedy A(x) = —2f(x) a feSen{ dané ulohy je

_ 1 v
waw) = 1 [ HOGT—grra e (4.15)

™

e Neumannova tloha na poloroviné

V tomto pfipadé je

webn) = —ym(@ =97+ -n?), vy = 0,-1), proy=0,

takze

ov(x,y, &, —

al/(m,y) (I*é) +(y77])27 L($70>§70) = 0.
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Funkce i tedy splnuje rovnici
1

tj. u(x) = 2f(x) a feSeni dané ulohy je

wen) = = [ 270 (3= 97~ w-07) )t = -5 [ f@m (- 92+ 1) e

e Dirichletova tloha na kruhu

Au(z,y) = 0, 2? +y? < R?,
u(z,y) = flz,y),  2*+y* =R
V tomto pfipadé je
1
v(xvyagvn) = _iln(($_€)2+(y_n)2),
v(z,y,&m) _ z—§ (z,y,&m) _ y—n
73 (=82 +y—-n?’ on (=82 +y—mn?*’
00 =950 ={(n) eR?: &€+ = R?},

Q=K{o ={n eR?: &+7n* <R},

_ 1
v(n) = \/ﬁ

Reseni tilohy hleddme ve tvaru potencidlu dvojvrstvy

1 ov(z,y,6,m) xé+yn — & —n?
&mn) = R(&’?)» v CR((z—82+(y—n)?)’

2
1 x€+yn— €2 —n? 1 / zRcoso + yRsino — R?
u@y) 4m / (&m) R((x — &2+ (y—n)?) &) = 4p (o) 224+ y2 + R?2 — 2R(xcoso + ysino)
o0 0
Funkci u lze vyjadrit také v polarnich soutfadnicich
R 27 R R 27 ( ) R

7 COSpCcoso + rsinpsinoe — rcos(p — o) —
=— [ A do=— [ A do.
u(r; ) 27 / (o) r2 + R? — 2Rr(cos ¢ cos o + sin psin o) = / (0) r2 4+ R?2 — 2Rrcos(p — o) ?

0 0

Podle (4.11) musi funkce A spliiovat integralni rovnici

27
1 R Rcos(p—0)— R
“AMp)=— [ A do.
(R, ) + 2 (¥) 27 (0) R? + R? — 2Rrcos(p — o) ?
0

Pii oznadeni g(p) = f(Rcos p, Rsin ) dostaneme

glp) + %)\(tp) = —%/)\(a)da. (4.19)

Vyraz na pravé strané nezavisi na ¢, takze derivovanim podle ¢ dostaneme obycejnou diferencialni rovnici
/ 1 !
jejiz feseni je A(p) = C — 2¢(¢). Hodnotu integracni konstanty C zjistime dosazenim do piivodni integralni

rovnice (4.19):

a(0) + <~ glp) =

5 = 7% / (C’ — 29(0))d0,
0
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2m

tedy C = QL J g(s)ds a Feseni dané tlohy je
0

27 27
R 1 rcos(p—o) — R
— — s)ds — 2¢g( do =
T on / 27 / s = 29(0) R2 + 12 —2Rrcos(p — o) 7
0 0
2m 2m 2m
i/ / rcos(p—o)— R dafE/g(a) rcos(p —o)— R o
4 R? 4+ r2 —2Rrcos(p — o) T R2 4+ r2 —2Rrcos(p — o)
0 0
Druhy integral v prvnim ¢lenu pravé strany upravime:
R/ rcos(p — o) — / Rr cos pcoso + Rrsingsino — R2
R2 +1r2 —2Rr cos( “RJ R+r2—2Rrcos pcoso — 2Rrsinysino B

1 rcospRcoso + rsinpRsino — R?
Rdo =

(rcosp — Rcoso)? + (rsing — Rsino)?

x$+w7 R? _/ v(z,y,&,m)

o0

V prvnim Greenové vzorci poloZime v = 1 a vyuzijeme vlastnost (4.9); tak dostaneme hodnotu posledniho

inegralu
81}(.’]3, y7 ga 77)
/Tds@w) = /Av(x,y,f,n)dV(w = —2r.
Q

o0

Reseni dané tilohy tedy miizeme vyjadiit ve tvaru

27 27
1 1 Rrcos(p — o) — R?
= — _2 - -
ulr ) = gz (=2m) /g(s)ds 7 /g(a) B2+ 72— 2Rrcos(p—0)
0

0
1 1 Rrcos(¢p — o) — R? 1 / R? —r?
- - do = d
ﬂ/g(a) <2+R2+r2—2RTCOS(%@—U) 77 o 9(0)R2+T2_2R7"C05(%0_U) >
0 0

coz je Poissonilv integral (3.53).

4.5 Greenova funkce Laplaceova operatoru

0 0
Bud Q C R™ oblast s hladkou hranici 09, = W derivace ve sméru vnéjsi normély k 92 v bodé y.

Greenova funkce Laplaceova operdtoru s okrajovou podminkou typu (c, B) je funkce G = G(z,y) definovana
na 2 x 2, pro niz plati:

(i) Pro kazdé € Q a v8echna y € ) plati
AyG(z,y) = oy — z),

(ii) pro kazdé x € Q a vSechna y € 9 plati
G (z,y)
a———= + BG(z,y) = 0.
) BG(z.y)

Podminku (i) lze rozepsat podrobnéji:
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(i1) G(z,-) je harmonickd na Q \ {x};

(i2) pro kazdou nekonec¢nékrat diferencovatelnou funkei 1 s kompaktnim nosiéem Supp) C Q (sr. A.1) plati

/wAG(m,-)dV - /wAG(:zc,~)dV -
R™ Q

Lemma: Necht G(z, ) je pro kazdé k € N fesenim tlohy

Aka(m7y) = dk(mvy)v RS Q7

8Gk(way) _
O‘T(y)"‘ﬁ(;k(way) =0, y € 0Q,
kde
0, y¢K"
dk(m7y) = )
Wk, Y S Kal:/k

1 1
pricemz Ki/k = {y ER": |[x—y| < k} je koule se stfedem x a polomérem %, wyi je prevracend hodnota

n-rozmérné miry této koule, tedy [ widV = 1.
KLk
Pak Greenova funkce Laplaceova operatoru s po¢éteéni podminkou typu (a, ) je

G(x,:) = lim Gg(z,-).

k—o0
D.: Dikaz pouze naznac¢ime. Nebudeme dokazovat, ze vSechny pouzité zamény limitnich operaci jsou korektni.

(iy) Existuje kg € N, Ze pro kazdé k > kg je funkce G (x,-) harmonickd na oblasti

1
Q\{yER": |:L'—y|<k}.

(i) Plati

AG(z,-) = lim AGg(x,-),
k—o0
/wAG(:c,-) dV. = lim /wAGk(:c,~) dV = lim /vﬁdk(m,-) dv =
k—o0 k—o0
R R R™
= lim ¢(xg) / wpdV = lim ¥(xg),
k—o00 k—o0

Ka/*
kde z;, € K;/ b je ¢islo z véty o stfedni hodnoté integralniho poctu. Ze spojitosti funkce ¢ plyne
lim p(@n) = ¥().
k— o0
Odtud jiz plyne platnost podminky.
(ii) Je zfejmé.

U
4.5.1 Reseni okrajové ulohy pro Poissonovu rovnici

Au(x) = f(x), e, (4.20)
ou(x)

aau

+ fu(z) = g(x), x € of). (4.21)
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Necht Gy, jsou funkce z predchoziho lemma. Podle druhého Greenova vzorce je

/(uAGk(w,)ka(m,o)Au)dV = /( éW)Gk(m,~)&L) ds.
Q

ov ov
aQ
Dale plati

lim [ uAGk(z,-)dV =

k—)oo

Q
lim /Gk VAudy = /G(:v,~)de,
k—o0

Q

dé‘

. oGy (z, - 0
lim (uk<w> - Gi(x, )63) ds =

k— o0 ov
o0

Pro kazdé x € Q tedy feSeni tlohy (4.20), (4.21) spliiuje rovnici
8G(a:, ) ou
o0
Speciélni pfipady podminek (4.21):

e a =0, 8 =1 (Dirichletova tloha)

Pro y € 9Q je G(x,y) = 0 podle podminky (iii) v definici Greenovy funkce a u(y) = g(y) podle (4.21).

Tedy pro « € Q je

/fG dV+/ %d&

e a =1, f =0 (Neumannova tloha)

G (z,y)

v (y)
(4.21). Tedy pro x € Q je

Pro y € 09 je

= 0 podle podminky (iii) v definici Greenovy funkce a g =

_ Q/fa(a:,.)dv - /gG(m,.)ds.

o0

e a# 0 #  (Newtonova tloha)

Pro y € 09 je ag:a?) = —SG(:& y) podle podminky (iii) v definici Greenovy funkce a
u(y) 1 N
Doy 5 (9(y) — Bu(y)) podle (4.21), tedy
3G(CIZ, ) u — 7& _ l — =
/(uauG(:c )81/) ds = /( auG(a:, ) a( Bu)G(x, )) ds =
oQ oQ
1
oQ

Pro x € Q0 je tedy



4.5.2 Vyjadreni Greenovy funkce

Greenovu funkci muzeme hledat ve tvaru
1
G(ﬂ_’?, y) = _;U(xv y) + h(y)a

kde v(x, ) je fundamentalni harmonickd funkce se singularitou v & € Q a ¢, je ¢islo z 4.3.4.
Pak podle (4.9) plati

1 1
AyG(x,y) = —;Ayv(w, y) + Ayh(y) = —;( — by — ) + Ayh(y) = 0(y —x) + Ayh(y),
a pro y € 09 je

9G(z,y) _ _adv(xy Oy B

K tomu, aby funkce G splnila podminky (i) a (ii) z definice, je nutné a staci, aby funkce h = h(y) byla feSenim
ulohy

Ah(y) = 0, yeQ, (4.22)
ah(y) o « av(w’y) B
aw + Bh(y) = o oY) + av(m,y) , y €00. (4.23)

Greenova funkce pro Dirichletovu tilohu

Ulohu (4.22), (4.23) mtizeme vytesit ve specidlnim piipadé, kdy o = 0, 3 = 1 (tedy v piipadé Dirichletovy
okrajové podminky), pokud oblast  a jeji komplement jsou ,néjak symetrické”. Presnéji, necht oblast 2 ma
vlastnost: Ke kazdému x € ) existuje ' € R™ \ Q takové, Ze pro viechna y € 9 podil vzdalenosti

[z —y|
& =y (=)
nezavisi na y. V takovém piipadé je funkce
1 1 n—2
LT
e \(@)]2" — 9y
h(y) = (4.24)
1 1
h n=2
2 A(z)lz’ —y
feSenim tlohy (4.22), (4.23) pro libovolné x € (.
D.: Pro y € 09 plati
1 1
T a2z 23
Cn |£l) - y‘ 1
hy) = = —v(z,y),
1 1 Cn
—In— -
2 e -yl
takze Dirichletova okrajova podminka je splnéna.
Pron > 3 je
1 1 1 1 1
h = —_— = —_— / ;
R e A

ponévadz =’ & Q, plati pro y € Q



Pron =2 je

O

4.5.3 Dirichletova tuloha pro Poissonovu rovnici na poloprostoru

Necht Q = {(x1,...,Zn-1,2,) € R™: x, > 0} je poloprostor.
Prox = (z1,...,%n_1,%y) € Q polozme ' = (21,...,2,_1, —T,) — symetrie podle nadroviny z,, = 0.
Pak ' €e R"\ Q. Bud y = (y1,- .-, ¥Yn—1,0) € OQ. Plati

o-yl _ o P T T G i P
‘$/—y| \/(LU] _y1)2+'”+(xn71 _yn71)2+(_1‘n)2

1

Tedy v = 1 a pro funkci h definovanou rovnosti (4.24) plati h(y) = —wv(«x’,y). Greenova funkce Laplaceova
¢

operatoru s okrajovou podminkou "

u(ml,...,xn_l,O) =0

tedy je .
Ga,y) = — (' y) — v(@y)).

n

Jednotkovy vektor vnéjsi normély k 992 je v = (0,...,0,—1), takze

0G(z,y) CO0G(x1,- -, Tny Y155 Yn)
v Oyn '

e Resgeni tlohy

Méme
(xay)/ = (q:,—y),
cn = 27,
U(I7y7§777) = _% ln((:c - 5)2 + (y - 71)2) )
Glonén) = g (=il =92+ (y=nP)+ 3o - + (-0 ) =
1, Gy
dr (2= &2+ (y+n)?’
G,y &m) 1 (@=-8"+w+n)? 2 —n(=-*+@+n?) -2+ +—n?) _
on dm (z —§)* + (y —n)? (=8> + (y+n)?)?
_ _t 2y(z — €)* +2y(y* —n?) _
21 (2 = €)% + (y =) ((z = §)* + (y +1)?)
_ Y (z =&+ (¥* —n?)
(=824 (y—n)((@ -8+ (y+n)?)’
0G(z,y.6,0) _ y (@-8*+y> _ y 1
In ™ ((z — ) +y)? m(x—&)?+y*’
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takze feseni dané tlohy je

o) — & L@+ (y—n) y i . de
wey) = = [ senm =gt aan + L [ 0@ =G
£ER, n>0 —co
zvlastnim piipadem je FeSeni (4.18) tlohy (4.16), (4.17).
e Reseni tlohy
Au(z,y,z) = flx,y,2), reER, yeR, 2>0,
u(x,y,O) = g(ﬁ,y), CUG]R, yGR
Mame
(IE,y,Z) = (l’,y,*Z),
¢, = A4m,
v(z,y,2,6,m,¢) = .
R VE=92+-n2+(=-0?
G(xyzsnol( = - = )
RO I \ =2+ —n2+(-2-07 Ve-02+w-n>+(=-0?)"
¢ 87 \((x =2+ (y—m?+ (- 0?¥?  ((x =92+ (y—n)?+ (2 +)?)3?
_ 1 z—C z+ ¢ >
Am ((($—§)2+(y—77)2+(Z—C)2)3/2 " (2 =*+(y—m2+(z+)?%¥2) "
0G(x,y,2,§n,0) 1 z
¢ 2 ((x =2+ (y )+ 22)32

takze feseni dané tlohy je

u(z,y,z) =

1

-+ ]| senof 1 1

(@ =2+ -2+ (= +0D)2 (@ =+ y—n?+ (=~ C)z)l/z)

z dédn
+ o 4/9(5»77) (x =62+ (y—n)?+22)3/2"

= déednd¢ +
EeR, neR, (>0

4.5.4 Dirichletova uloha pro Poissonovu rovnici na kouli
Necht Q = K = {(z1,72,...,7,) € R": 22 + 22 + ... + 22 < R} je otevien4 koule.
2

Pro ¢ = (21, %2,...,2,) € K{* polozme x’' = Wa: — kulov4 inverse.

Bu(fy = (y17y27"'7yn) € S(g% = 8K(§%’ tedy Z yz = R2' Pak je
i=1

R | |® ~ (R |z| AN
- = = T — Y -2 iYi - i =
z* " RrRY ; iz ” Ry |a:| Zx Z“’ R Zy
n
= R2—2inyi+|m|2 = Zyl—22xzyz+2x :Z i —xi)? = |y —z|?,
=1 =1
tedy . 2]
€T
LI L I 4.25
e R 2
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lz—yl _  |z—y [z —y |z|
|z’ — y| ’R2my' RRx—hjy‘ R’
|| || ||| R
Dostévame tak v(x) = ] a muzeme vyjadiit funkci h z rovnosti (4.24).
Pron > 3 je
n—2
1 R no2 1 R 1 R|z| n2
h(y) = — ; = > = — |\ Tm — il :
cn \|z||z" —yl e | gy [ 22 cn \ |2 — [z[?y|
T |w|2m—y
apron=2je
1 R R|z|
h = —h——— = —In-—F————.
W = o "yl T 2 " R - eyl

Celkem dostavame, Ze funkce definovana vztahem

1 ( R|z| )"2 1 -

— | = -1, n>3,

e |\ |R?m — |z|*y |z —y["?

G(z,y) =
1 R —
zllz —y) o,

2r R — Jaf?y|’

je Greenovou funkci Laplaceova operatoru s okrajovou podminkou

2
U (1‘1,.732,...,JJ7L_1,:|:\/R2 -z —x

2_"'_$%—1> = 0.

Jednotkovy vektor vnéjsl normaly k S v bodé y = (y1,y2,--.,Yn) je E(yl,yg, ...,Yn). Déle pro libovolné
kladné konstanty A, B plati
Oy; |Axz — By|  Oy; [=n 2 3 7 |Az - Byl?’
Ar: — Bx.)2 L
j:l( Zj ;) J;l(ij — ij)2>
Proto
n—2
o 1 ( R|z| )"—2 1 190 1 ( 1 >"—2 B
Ay; cn | \|R2x — |z|%y| |z — y|n—2 cn 0Y; Ew— || |z — y|
|| R
el (R, el
n—2 1 R \Jz[" RV _( 1 )"‘3 vy |
Cn R |7l ‘ R e | |z —y| | — y|?
|| R || R
n—2 1 |z|? Ti — Ui
= mlTi— sy ) -
Cn R |z R lz —y|”
L ||| RY
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1 9 1
— n —In
27 6yz

0 1. Rlz||z—y|
Bl P o N ot B
Oyi 2m  |R*x — ||y

ol (R, el
|| R’ T Y 1 T Rz Y
R |z I |z-yl

[«]” " R

27

—_

2

o

Pfipometime, Ze ¢, = (n — 2)o,, kde 0, je (n — 1)-rozmérnd mira jednotkové sféry v R™; zejména oy = 27

o3 = 4m. Vzhledem k rovnosti (4.25) tak dostavame, Ze pro Greenovu funkci (4.26) a y € 99 plati

=

0G(z,y) = 1Y%~ pali
8yi On |w y‘n

1 R?—|z?

on B2z —y[* "

Pro y € 09 tak dostavame
R2 ‘IE‘Z

IG(x,y) 1 R*—|z|* Z”:y -
w(y) — on Rz —y|" S B onR lz—y|»

Jesté oznac¢ime |ST| miru sféry o poloméru R, tj. |S?| = 0, R*~1. Pak miiZeme psat
Rn72 R2 _ |.’13|2

oG(x,y)
ISE| |z —y[m

ov(y)

Reseni tlohy

e+l 22 =R?

Au(zy,22,...,2n) = f(21,29,...,2,),
u(xy, @, ..., xy) = g(x1,22,...,2Tn),

lze tedy zapsat ve tvaru

0

R? — |z|? ds.
n—2 Y
/fG )dV + R —eR Slg(y)lx—yl” ,

kde funkce G je dédna vztahem (4.26). Pro f = 0 dostaneme Poissondv vzorec

R? — |z|? ds.
n—2 Y

]

ds,

Zejména pro n = 3 je
R2 _ |$B|2 /
— I
|z —yl3

R
S(O,O,O)

apron =2

2 2
+z, < R%,

g(Rcoso, Rsino)
+ (y — Rsino)?

 R?T—a?—y?
u(z,y) = ~ 9xR / 9(&,m) |(z,y) — (&, n)|? 2mR
5.0

coz je Poissoniv vzorec (3.54).
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4.6 Vlastni ¢isla a vlastni funkce Laplaceova operatoru
Bu{ ) C R™ oblast s dostate¢né hladkou hranici 99. Cislo A € R nazveme vlastnim ¢islem a funkci v definovanou
na €2 nazveme vlastni funkci Dirichletovy dlohy pro Laplaceiv operdtor, je-li v # 0 a plati

—Av(x) = (x), T e, (4.27)
v(x) =0, x € 00N.
Plati:

e Vsechna vlastni ¢isla Laplaceova operatoru jsou kladna a vSechny vlastni funkce jsou nekonstantni.
D.: Uloha
Av(z) = 0, =€,
v(X) = 0, xedN

ma podle 4.2 jediné TeSeni a toto feseni je v = 0. Proto 0 neni vlastnim ¢islem Laplaceova operatoru.
Proto také pro libovolné vlastni ¢islo A a libovolnou vlastni funkci v muzeme s vyuZitim prvniho
Greenova vzorce psat

1 1
0 > /’UQdV = X/U/\Udv = —X/vAvdV =
Q Q Q
1 81} 1 1 2
= -3 /vde—/VszvdV = X/Vv-VvdV = X||Vv||
Q Q Q

Ponévadz |Vo|® nemiize byt zéporné, dostaneme odtud, ze A > 0 a |Vo| > 0. Vlastni &slo je kladné
a gradient vlastni funkce je nenulovy, takze vlastni funkce nemuze byt konstantni. [J

e Jsou-li \; # Ao vlastni ¢isla a vy, vy prislusné vlastni funkce Laplaceova operatoru, pak jsou funkce vy, vo
ortogonalni na €, tj. plati
/’Ul’Ude = 0.

Q

D.: Ponévadz pro x € 9Q je v1(x) = 0 = va(x), dostaneme s vyuzitim druhého Greenova vzorce

1 1
/vlvde = )\1 — )\2 /()\1 — Ag)vlvng = /\1 — )\2 /()\11]1’()2 — ’Ul)\gvg)dv =
Q Q Q
1 1 v Ov
= Al — )\2 /(—UQA'l)l +'U1A’l)2)dv = m / (7.)181/2 - U2a]/1) ds = 0.0
Q o0

e Dirichletova tloha pro Laplacetiv operator mé spocetnou mnozinu vlastnich ¢isel. Mnozina pfislusnych
vlastnich funkci tvori iplnou ortogonalni mnozinu v prostoru funkci spojitych na €.

Reseni tlohy

Au(x) = f(x), xeQ, (4.28)
0, x € 0f) '

hleddme ve tvaru -
u(x) = Z Crop (),
n=1

kde v, jsou vlastni funkce Dirichletovy tlohy pro Laplacetv operator a C), jsou realné konstanty, n =1,2,....
Je-li funkce f integrovatelnd ve druhé mocniné (f € £2(€2)), pak

(@) =S Fyva(@), kde F, = %/fvndv a [ua]? = /vadV.
n=1 Q

ol J
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Budte A1, A, ... vlastni éisla pFislusna k vlastnim funkcim vy, v, . ... Pak je

A Z Cpon(x) = Z F,v,(x)

n=1

Z CpAv,(x) = Z Fov,(x)
— Z Cpdpon () = Z Fov,(x)

Odtud )
Cc, = —— = —7/fvndV.
An An an||2 P

Resen{ tlohy (4.28) tedy je

v,dV | v, () = v" dv.

To znamend, ze Greenova funkce Laplaceova operatoru s okrajovou podminkou
uw(x) = 0, e
je

Z

=1 M HUnH

kde A1, Ag, ... jsou vlastni éisla a vq,ve, ... jsou vlastni funkce tlohy (4.27).

4.6.1 Vlastni cisla a vlastni funkce Laplaceova operatoru pro Dirichletovu tulohu
na obdélniku

Ulohu
—Av(z,y) = Av(z,y), 0<z<a, 0<y<b,
v(z,0) = 0 = v(x,b), 0<z<a, (4.29)
v(0,y) = 0 = v(a,y), O<y<bd

budeme Fesit separaci proménnych. Funkci v = v(x,y) hleddme ve tvaru v(z,y) = X (2)Y (y).
Po dosazeni do rovnice a jednoduché tpravé dostaneme

Leva strana této rovnosti zavisi pouze na proménné y, prava pouze na proménné x; nemohou tedy zaviset na
zadné z nezavisle proménnych a jsou rovny néjaké konstanté, feknéme «.
Z levé strany tak dostaneme okrajovou tlohu

Y'+RrY =0, 0<y<b,

kterd mé nenulové feSeni pouze pro

m
které je ddno pfedpisem Y =Y, (y) = sin iy.
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"
Toto vypocitané k,, dosadime do druhé ¢asti rovnosti, tj. do rovnosti A+ — = k a dostaneme okrajovou

X
tlohu
X"+ A=kpm) X =0, 0<z<a,
X(0) =0 = X(a),
L Y . nm\?2 .
kterd méa nenulové feSeni pouze pro A = \,,,,, takové, ze A\, — ke = (7) , tj. pro

Aom = [(Z)2+<?)2]7r2, n=1,2,....

;. 4, v . . nm
Toto Feseni je ddno pfedpisem X, (x) = sin —z.
a

Celkem tak dostédvame vlastni ¢isla tlohy (4.29) ve tvaru

2 2
Ay = [(”) +<T) ]wz, n=12,...,m=12,....
a b

Prislusné vlastni funkce jsou

. nmw . omm
Upm(2,y) = sin —x sin —v.
a b

Norma vlastnich funkeci je

a b
2 e sin T — 2™ 2 ay = 40 9
[vnmll // sin §s1n 7]) dédn = /sm a§d§/sm b ndn = 53 = 3
0 0

[0,a] x[0,b]
Jesté vypocitame

A L {(Z)Z b 4 4 ab

a dostaneme Greenovu funkci Laplaceova operatoru pro Dirichletovu tlohu na obdélniku

N (m)Q] 7T2‘Lb 72 (ma)? + (nb)?

nmw nmw mm mm
p SO, sin—x sin—¢ sin ——y sin ——7
4a a a

_ b b
G(%y,ﬁﬂ) - _? m2a2+n2b2

n,m=1
Cviceni

Reste tlohu
1) Upp +uyy =0,0<2<a,0<y<b
u(0,y) = Ay(b —y), u(a,y) = 0,0 <y < b; u(x,0) = Bsin ¥, u(z,b) =0,0<x <a

2) Upy +Uyy =0, 22 + 9% > a
u(a cos g, asinp) = 2sin® ¢ + 3cos? p, u je ohranicend

2 2
3)um—|—uyy:c,%—|—‘g—2<l; u(z, )-0,@2—1-};,2—1
4) Uyp +Uyy =0, €R, y >0

1 b
u(x,0) =<’ ?<x<’z€R
0, jinak,
Bsinh ( ) sin (Z%) , oo sinh ((Q”H);T(a*z)) sin <(2”+bl)7ry)
: ¢ 4 84b
Vysledky: 1) u(z,y) = y =Y
sinh ( n—=0 (2n + 1)3 sinh ((2”—21)71’(1)
a2 (22 —u? c o282 . 2
2)u(x,y)=%+ﬁ 3)u(x,y):§(ﬁ7_&2<afz+yfz—1)
4) u(z,y) = w(z,y), kde w(z,y) je zorny thel, pod kterym je z bodu (x,y) vidét interval (a, b).
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Kapitola 5

Schrodingerova rovnice

Stav ¢astice je popsan rovnici

2
- h—A\II + V¥ = —iha\y

o a0 (5.1)
kde ¥ =U(t) ... vlnova funkce,
V =V(x) ... potencilni energie ¢astice,
= % . Planckova konstanta,
I ... hmotnost ¢astice.

Vlnov4 funkce je interpretovana jako pravdépodobnost vyskytu ¢astice v bodé x v ¢ase t tak, ze funkee |¥(t, z)|?

je hustotou rozlozeni pravdépodobnosti vyskytu castice v ¢ase t. To znamena, Ze

/\\I/(t,:c)\zd:c =1 (5.2)

R3

pro t > 0. Zejména tedy plati, Ze funkce ¥ je ohranicena.
Budeme separovat proménné, tj. feSeni rovnice (5.1) budeme hledat ve tvaru ¥ (¢, x) = T'(t)1(x), sr. kap. 3.

V takovém pripadé plati
2

I
—Q—TAw + VT = —ikT".
]
Tuto rovnost vydélime soucinem 7 a dostaneme

h? Av LT
——— 4V =—ih—.
2u P T
Vyraz na levé strané zavisi pouze na prostorové proménné x, vyraz na pravé strané pouze na Case t. Musi
tedy byt oba vyrazy rovny néjaké konstanté. Ponévadz vyraz na levé strané ma rozmeér energie, oznac¢ime tuto
konstantu E. Dostaneme tak rovnici pro vyvoj vlnové funkce v zavislosti na energii ¢astice

iF
T =— 5.3
- (53)
a staciondrni Schrodingerovu rovnici
2p
A+ 55 (B~ V) =0, (5.4)

kterou lze prepsat do tvaru ulohy na vlastni hodnoty a vlastni funkce

2 2
(- 37)e-- (o)

Zakladni postulat kvantové mechaniky pozaduje, aby naméfené hodnoty energie E byly takové, Zze hodnota
2 2
FTZE je vlastni hodnotou operatoru — (A — {;V)
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Necht F,, je takovd naméfend hodnota energie a v, odpovidajici vlastni funkce. P¥islusné feSeni obycejné
. ’ 7’ . . iE . v ’ z v v 7 .
linedrni rovnice (5.3) je tvaru T,,(t) = const - e ‘. Za integra¢ni konstantu volime hodnotu 1 a feseni rovnice
(5.3) ,odpovidajici kvantovému ¢éislu n“ vyjadiime jako

E, E,
T, (t) = cos ?t +isin ?t.

Pro tuto funkei plati |T,(t)| = 1 pro v8echna ¢t > 0. V okamziku pozorovani energie E,, celé feSeni rovnice (5.1)
szkolabuje“ do funkce ¥ = 1,,T,,. Z normovaci podminky (5.2) tedy dostaneme podminku pro feSeni stacionarni
Schrédingerovy rovnice v okamziku pozorovani hodnoty energie F,

/Wn(w)Ide =1 (5.5)
Ra

5.1 ResSeni za zjednodusujicich piedpokladi

5.1.1 Kvantova ¢astice v krabidce

Predstavme si ¢astici o hmotnosti p, kterd se jisté nachazi uvniti oblasti prostoru tvaru hranolu o hranach a,
b, ¢ a na kterou nepuisobi zadna sila (¢4stice se nachdzi v nekoneéné hluboké pravotihlé potencidlové jame).
V takovém piipadé je potencidl identicky nulovy a staciondrni Schrédingerova rovnice (5.4) je tvaru

g+ 2y =, (5.6)

Vlnové funkce ma byt nulovad vné uvazovaného hranolu a z jeji spojitosti plyne, ze také na jeho hranici. Sou-
fadnou soustavu zvolime tak, aby osy hranolu byly rovnobézné se souradnymi osami a jeden jeho vrchol byl
v pocatku. Pak jsou splnény okrajové podminky

w(ovyvz) = 1/J(a7y’2) = 1/J(37,073) = lﬁ(%b» Z) = ¢(m,y,0) = 1/1(5!3,:1/70) =0 (5'7)

pro vechna (z,y, z) € (0,a) x (0,b) x (0,¢).
V rovnici (5.6) budeme separovat proménné, tj. feSeni hleddme ve tvaru ¢(z,y,z) = X (2)Y (y)Z(z). Funkce
X, Y, Z musi spliiovat rovnost

2uk
72

X'"YZ+XY"Z+XYZ" + XYZ =0,

kde ’ oznacduje obyéejnou derivaci podle jediné nezavisle proménné pfislusné funkce. Odtud plyne

X 2uE Y AU
X "2 T Yz

Vyraz na levé strané zavisi pouze na x, vyraz na pravé strané na x nezavisi. Obé€ strany rovnosti se tedy musi

rovnat néjaké konstanté A,
X// 2//LE Yl/ Z//

— = — =\
X h2 Y Z
Odtud podobnou tivahou dostaneme
Y// Z//
[ )\ = —
vy z 7

takze funkce X, Y a Z jsou vzhledem k podminkédm (5.7) feSenim okrajovych tloh

Z"+0Z =0, Z(0)=0= Z(c),
Y'+(A=0)Y =0, Y(0)=0=Y(b),
2uFE

X”+(hz— >X:0, X(0) =0= X(a).
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Z prvni tlohy dostaneme vlastni hodnoty a vlastni funkce

kr\? k
Uk_(”> . Ze=sinls k=1,2,3,....
C Cc

Ziskané vlastni hodnoty o dosadime do druhé tlohy,
Y'+(A—o0r)Y =0, Y(0)=0=Y(b)
a odtud dostaneme vlastni hodnoty a prislusné vlastni funkce

2
Amk — O = (m> , Yok (y) = sin

mT
o m=1,2,3,...,
b p ™

tedy

Hodnoty A, dosadime do tfeti ilohy

QUE
X”+< ;_L‘Q —)\mk)Xzo, X(0) = 0= X(a)

a dostaneme vlastni hodnoty a vlastni funkce

2 nm\ 2 . nmw
$E7L7rLk - A’mk = (7) 5 Xnmk:(x) = s ?1‘7 n = 17 27 3a sy

tedy
2u nm\ 2 ny\2 my 2 k\°
it () == () () (2) )
h? b a b ( a + b + ¢ i
Mozné pozorované hodnoty energie uvazované ¢astice tedy jsou
R2m? | rn\2 my 2 k\?
21 a b c

Kazd4 trojice kladnych celych éisel (n,m, k) tedy reprezentuje kvantovy stav ¢éstice.
Necht nyni je krabicka krychlovd, tj. a = b = ¢ = L. Pak moZné energetické stavy jsou

h?r? 2 2 | 72
Zakladni stav je
3h27T2.
111 = e

je to jedinad nedegenerovana energetickd hladina, tj. energie, jiz odpovida jediny kvantovy stav. Ostatni energe-
tické hladiny jsou degenerované, jedné energii odpovida vice stavii. Napi. energie

3h2m2
pL?

je stejnd pro stavy (2,1,1), (1,2,1) a (1,1, 2), jedn se o hladinu s degeneraci stupné 3. Stupeni degenerace roste
s rostoucimi hodnotami n, m, k.
Oznacme Ey = E,;,;, mozné energetické hladiny ¢astice v uvazované krabicce a poloZzme

R?> =n?+m? + k%
Pak je

2 2
hems

24 L2
= R?, tj. R%*=
f 21 L2 )

h2n2

E.
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Pocet kvantovych vztahi, jejichz energie nepfevysi hodnotu Ey, je poctem trojic pfirozenych ¢isel (n, m, k), pro
néz plati n? +m2 + k% < RZ?. Tyto stavy tedy mfizeme povazovat za body s celo¢iselnymi kladnymi soufadnicemi
v prvnim oktantu koule o poloméru R. Pocet stavii N je proto tmérny objemu tohoto oktantu,

1 4 m2ul? N1 (2 s s
N~ — .= R3:* ——F = — | —/— LgE .
g 3" 6<h27r2 f) 672 \ h !

Hodnota L? vyjadiuje objem uvazované krychlové krabicky, takze pro hustotu stavii v (pocet stavii na jednotku
objemu) a pro energii Ey plati

N o 1 (\/2M>3E3/2

L3 7 6n2 ro

5 Er = au2/3,

kde « je n&jakd konstanta; hodnota E; je (az na malou modifikaci vynucenou spinem ¢éstice) Fermiho energie.

5.1.2 Rotator s volnou osou

Uvazujme castici o hmotnosti u, kterd se pohybuje stale v téze vzdéalenosti r od pevného stiedu, takze jeji
potencidlni energii mizeme povazovat za nulovou. Budeme hledat charakteristické hodnoty jeji celkové energie.
Stacionarni Schrédingerova rovnice pro rotator je

2u
A¢p+ 25 By = 0.

. : . 0
Tuto rovnici transformujeme do sférickych soufadnic a vyuzijeme toho, ze —u} = 0. Dostaneme (sr. D)

or

cos 19877[}> + %Ew =0. (5.9)

r2cos2 9 0p2 | 12 cosd O

1 9% 1 0
99

Reseni této rovnice ma byt vzhledem k normovaci podmince (5.5) ohrani¢ené a v proménné ¢ mé byt 27-
periodické. Dostavame tedy okrajové podminky

T
blp+2m9) =h(pd),  peR e (-7,7), (5.10)
lim sup |9 (¢, 9)| < oo, limsup |¢(p, I)| < oo, peR. (5.11)
Y——F+ V=5 —

Poznamenejme, Ze nenulova FeSeni tlohy (5.9), (5.10), (5.11) se nazyvaji sférické funkce. Tato FeSeni budeme
hledat separaci proménnych, tj. ve tvaru ¢ (p,v) = ®(¢)O(¢). Dosazenim do rovnice (5.9) dostaneme

1 1 / 20
———®"0+ —— (O cos?) P+ SEPO =0
r2 cos? 9 r2 cos ( ) h?
a po upraveé
@  cosV , 2uEr?cos? v
- — = ©’ cos? -
3~ 6 ST
Leva strana zavisi pouze na proménné ¢, prava pouze na proménné v, proto se musi obé strany rovnat néjaké
konstanté o. Funkce ® je tedy feSenim okrajové tilohy

(5.12)

& +0d =0, D(p+2m) = D(p).

Tato tiloha m4 nenulové feseni pouze pro o = m?, m = 0,1,2,... (sr. feseni tlohy (3.50), (3.52)). Tuto hodnotu
dosadime do rovnice (5.12). Dostaneme

cos ¥

(C)

n 21 Er? cos? ¥ 9

(0’ cos ) 72 =m-. (5.13)
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ds
Zavedeme novou nezivisle proménnou s vztahem s = sin?. Pak — = cost =v/1 — 52 a tedy

dv
d do d do ds\ ds d do
"cos ) = — I— ) =—[(VI-82—= | = =V/1-52—[(1-5)— ) =
(& cosv) = 53 (COS d0> ds( ¥ s dﬁ) av ¥ s <( i
d?e do
V1—s ((1 s)ds2 2sds>.
To znamend, Ze rovnice (5.13) se transformuje na tvar
1—s2 ,d?0 de 2uEr?(1 — s?) 5
o (“‘$d§‘%®>+hz—m'
Oznacime )
2uEr
A= = (5.14)

a predchozi rovnici upravime na tvar

2 2
(1—52)(j£—28(j§+</\—17712>@:0.

To je rovnice pro pfidruzené funkce k Legendreovym polynomtm, sr. C.1.6. Tato rovnice ma ohranicené reseni
pouze pro A = I(l + 1), kde | = 0,1,2,.... Vlastni funkce jakozto m-té derivace Legendreovych polynomi
stupné [ jsou nenulové pouze pro m < [. Charakteristické hodnoty energie tedy podle (5.14) jsou

h? h?

53 =10+Dgz,  1=012... . m=012. .}
ur

pfitom I = ur? je moment setrva¢nosti uvazované ¢astice.

5.1.3 Kvantovy oscilator
Uvazujme castici, kterd se mtize vyskytovat pouze na primce. Jeji potencialni energie ma klasicky tvar energie

harmonického oscilatoru

1
V=V()= §uw2x2,

kde p oznacuje hmotnost éastice a w jeji frekvenci. Rovnice (5.4) v tomto pfipadé nabyva tvar

0? 2 1
S+ h—’; <E - 2,uw2x2) b =0. (5.15)

V této rovnici nejprve zménime délkové méfitko, tj. zavedeme novou nezévisle proménnou ¢ vztahem

T = ig.

\/uw
9 0 <8¢>_ 0 <8w3§) o 0 < uo.)aw) pw  pw 0%
52 = oz \ar Toc\ocor)or ac\V hooc)V T h ez

a rovnice (5.15) pfejde na tvar

Pak

uw 0%y 2uE wrw? b, B
h8§2+ h21/) h? uwgd}_o’
ktery lze upravit na
0% 2F
v _ = . 1
ser ~ V=Y (5.16)
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Integral [ [1(€)|” d€ mé podle (5.5) konvergovat. Proto budeme feSeni rovnice (5.16) hledat ve tvaru

kde H je polynom. Pak

Py 9 (O 2\ _ D , ~2\ _ / / -
o = o (31 ) = g (r —ene ™ ) = m e —ean e =

2
— (H" —26H' + (¢ — 1)H)e 7
a po dosazeni do rovnice (5.16) dostaneme
(H' —2¢H'+ (€ —1)H)e 7 —¢He 7 + ﬂHe‘? =0,
po upraveé

2F
H" —2¢H + (-1)}1:0.

.. . 2F ..
Pri oznaceni \ = o 1 dostaneme rovnici

H"” —2¢H' + M\H = 0. (5.17)

To je diferencialni rovnice pro Cebysevovy-Hermiteovy polynomy, sr. C.3.3. Ta mé feSeni v oboru polynom

pouze pro A = A\, =2n, n =0,1,2.... Odtud dostaneme, Ze Hn — 1 = 2n, neboli Ze mozné hodnoty energie
tvori diskrétni mnozinu o1

E, = ”2 hw, n=0,1,2,.... (5.18)

Ziskany vysledek oduvodnuje Planckiv vyklad interakce zafeni s latkou za predpokladu, ze latku muzeme
povazovat za soubor oscilatort, z nichz kazdy vysila nebo pohlcuje zafeni o frekvenci jemu vlastni. Vymeéna
energie je omezena vlastnimi hodnotami pro dané oscilatory tak, ze mtze probihat pouze v jednotkach Aw.

Pro A = 0, tedy pro zakladni stav odpovidaji energii Fy = %hw, je feSenim rovnice polynom nultého stupné,
tj. konstanta. VInova funkce vy odpovidajici zakladnimu energetickému stavu je tedy dana vztahem

52

Po(§) =ce” 7. (5.19)

Vratime-li se k ptvodni délkové jednotce, dostaneme vlnovou funkci castice v zékladnim stavu

Yo(z) = ce T

Hodnotu konstanty ¢ uréime z podminky (5.5) kladené na vlnovou funkci, tedy z podminky

0o 0o y ) 0o y N 0o b
1= / Yo (z)|?dz = ¢? / ‘e”ﬁw2 de =2 / e T dr = [ — / e ds = | .
W W

— 00

[ pw
vyuzili jsme rovnost (C.21). Odtud dostaneme c? = 'L;L— To znamena, Ze hustota rozloZeni pravdépodobnosti
0

vyskytu Castice v zakladnim stavu je

h
Jedna se o hustotu normélniho (Gaussova) rozdéleni pravdépodobnosti se stiedni hodnotou 0 a rozptylem ST
Lw

Hodnoty energie F,, dosadime z vyjadfeni (5.18) do rovnice (5.16) a tu upravime na operatorovy tvar

82
((%2 - §2> = — (2 + 1), (5.20)
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kde 9, oznacuje vlastni funkci pfislusnou k n-té vlastni hodnoté. S vyuzitim rovnosti (5.20) dostaneme
0 0 0 In > Py O IMn
— + n = + n | = +E&—— —Un - n =
(e +€) (e~ €) v = (e +€) (5 - oon) = 5+ €3¢ g -ty

2
<§52 - ) Yo — b = — (20 + D)thy — Py = =2(n + 1)1,  (5.21)

0

0
jinak feceno, funkce v, je vlastni funkci operatoru — ( B¢ 5) ( 3 5

) pfislugna k vlastni hodnoté 2(n + 1).

Podobné dostaneme

0 0]
Z - = =201y, 5.22
(5-¢) (85+5>w b (522
y . ] ] ) 9 e 4 ) y
takze funkce v, je vlastni funkci operatoru — a—g —¢ 9 5 + & | prislusna k vlastni hodnoté 2n.
Na obé strany rovnosti (5.21) aplikujeme linedrni operator a—g — ¢ |. Dostaneme

(59 (&) (39200 (F-0)
Kif)@*fﬂ(ff)% <”+1>(5f)wm

0 0
coz znamena, ze funkce (8'§ — f) 1y, je vlastni funkci operatoru — (8& - 5) ( 9€ + f) prislusnou k vlastni
hodnoté 2(n + 1), takze vzhledem k (5.22) je

neboli

0
n n+t1- 5.23
( 5 5) Yo = Ynt (5.23)
Analogicky odvodime vztah
0
(¢ +€) ¥ = s (5:24)
Vzorec (5.23) lze vyuzit jako rekurentni formuli pro vypocet vlastnich funkei ¢,, n = 1,2,... pfislusnych

k jednotlivym energetickym hladindm E,, z vlnové funkce (5.19) pro zakladni stav.

Relace (5.23) a (5.24) lze také interpretovat jako popis pfechodu éastice z jedné energetické hladiny na
sousedni. Ponévadz energie se v procesu musi bud objevit (oscilator v latce pfijme energii) nebo zniéit (oscilator
v latce vyzafi energii), nazyvaji se operatory na levé strané rovnosti (5.23) a (5.24) operdtory kreace a anihilace.
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Dodatek A

Distribuce

A.1 Zakladni pojmy

Necht ¢ : R™ — R je funkce n proménnjch definovand na celém prostoru R™. Nosi¢ funkce ¢ definujeme jako
uzévér mnoziny {x € R" : ¢(x) # 0} a znacime ho Supp ¢.

Testovaci funkce

Symbolem D(R"™) ozna¢ime mnozinu funkci definovanych na R™, které jsou t¥idy C*° (maji spojité vSechny
parcidlni derivace libovolného fadu) a jejichz nosi¢ je mnozina A kompaktni v prostoru R™. Mnozina funkei
D(R™) s obvykle definovanym s¢itanim funkei a ndsobenim éislem, tj. (p+1)(x) = p(z)+¥(z) a (cp)(x) = cp(z),
je vektorovym prostorem. Pokud nebude hrozit nedorozuméni, budeme prostor D(R™) znacit strucné D.

Na mnoziné D definujeme metriku p vztahem

Girtiz+tin

plov) = swn (pla) ~ bl@)|: @ € R (i ... in) € (NU )"}

1o i
xit 0z - - - Oz

Mnozinu D s touto metrikou nazyvame prostor testovacich funkci, jeho prvky nazyvame testovaci funkce.

Priklady testovacich funkci.

PoloZzme

—1/2?
M) = e , x>0,
0, z < 0.

Funkce A\ mé spojité derivace v8ech fadi, nebot

k

oodY e
a z toho plyne zg%l+ Fp =0.

d* _1/22 _ polynom v z o1/a?
xk

dxk ~ polynom v z

Funkce ¢ definovana vztahem ¢(x) = A(z)A(1 — ) mé kompaktni nosi¢ [0, 1] a ma derivace vSech fadu.
Pro libovolné realné ¢ > 0 polozme
Alz)

) = @ M=)

Pak k. je neklesajici nezaporna funkce, kterda ma derivace vSech fada a plati pro ni

<
o) = {O’ n

1, x>c

Funkce k. tedy na intervalu délky c vyhlazuje skok funkénich hodnot.
Funkce v definovana vztahem

Y(@) =1 - ke (|2 = 3)
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je nezaporna funkce, kterd mé derivace vsech fadu a

(&) = {0, o] >

1, |z| <

N D=
+
o

a tedy ma kompaktni nosi¢ [—3 — ¢, 2 + .

Funkce ¢, ¥ jsou typické testovaci funkce z prostoru D(R). Testovaci funkce z prostoru D(R™) mtizeme ziskat
jako soucin funkci ,,jednorozmérnych®, napi.

n(T1, 22, Tn) = @(@1)P(T2) - 9(@0),  Yn(T1, T2, .. 70) = Y(@1)P(22) - - Y(T0).

Operace v prostoru testovacich funkci
Kromé standardnich operaci souc¢tu a soucinu funkci a nasobeni funkce ¢islem zavadime operace:
e Posunuti (translace) testovaci funkce o vektor y je definovana vztahem ¢, (x) = p(z + y).
o Zména méfitka (preskdlovdnt) nezévisle proménné faktorem o > 0 je definovano vztahem ¢, (x) = p(ax).

Pomoci téchto operaci mizeme snadno vytvaret dalsi testovaci funkce ze znamych.

Linearni funkcional

Zobrazeni T': D — R, pro které plati

T(p+¢) =T(p)+T(¥), T(cp)=cT(p), ceR

nazyvame linedrni funkciondl na prostoru testovacich funkci. Obraz funkce ¢ pfi zobrazeni T, tj. ¢islo T'(p),
budeme stru¢né znacit T'p.

Mnozinu vSech linedrnich funkcionaltt D — R, ktera je zase vektorovym prostorem, nazyvame (algebraicky)
dudlni prostor k D a znacime ji D’.

Definice distribuce
Spojity linearni funkcional na prostoru testovacich funkci se nazyva distribuce.
Podrobnéji: Zobrazeni T': D — R nazveme distribuce, jestlize

(Vo €D) T(p+1p) =Te+Tv,

(Vo eD)(VeeR) T(ep)=cTyp,
(Wen} CD)(Vp € D) ¢, — ¢ v prostoru (D,p) = T, — T v R s pfirozenou metrikou.

Mnozinu v8ech linearnich funkcionald D — R nazyvame topologicky dudlni prostor k D a znacime ji D*.

Priiklady distribuci

1. Necht f : R™ — R je funkce takové, Ze pro kazdou kompaktni mnozinu K C R" existuje koneény integral
[ f(z)dz (tzv. lokdlné integrabilni funkce na R™). Definujme distribuci Ty € D* vztahem
K

Typ = [ f@)s(e)de. (A.2)

Distribuce T' € D* takova, Ze existuje lokélné integrabilni funkce f pro niz T = [, f(x)p(z)dz pro
vsechny ¢ € D, se nazyva requldrni distribuce. Distribuce, ktera neni regularni, se nékdy nazyva singuldrni.
Kazdéa lokalné integrabilni funkce urcuje distribuci, mtzeme tedy lokalné integrabilni funkce povazovat za
distribuce®. Z tohoto dtivodu se distribuce nékdy nazyvaji zobecnéné funkce.

1Povsimnéme si, ze dvé rtizné funkce mohou uréovat tutéz distribuci; konkrétné jde o funkce, které se od sebe lisi na mnoziné
nulové miry. Funkce f a g takové, ze f flx)dz = fg(a:)dx pro kazdou kompaktni K C R™ jsou pro urceni regularni distribuce
K K

ekvivalentni. Presnéji bychom tedy méli fikat, ze ztotoznujeme distribuce a t¥idy ekvivalentnich funkci.
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1
2. Funkce f(xz) = — je lokédlné integrabilni na otevieném intervalu (0, 00), ale neni lokalné integrabilni na

celém R. AvSak pro vSechna a,b, a < 0 < b je

—€ b
d d b b b
lim /—x—i—/—x = lim lni—ﬁ—lnf = lim In— =1n —.
e—0+ T x e—0+ |al € =0+ |al |al
a 1>

b dx
Tuto limitu oznac¢ime vp f — a nazveme integrdal ve smyslu Cauchyovy hlavni hodnoty.
x
a
Tuto tvahu zobecnime. Necht funkce f je lokalné integrabilni na R™ \ {x(}. Polozme

B;O:{m: |x — xo| < 7}

(oteviend koule se stfedem xg a polomérem r). Integral z funkce f ve smyslu hlavni hodnoty definujeme
jako

e—0+
K\B¢,

vp/f(ac)dw: lim / f(x)de,

pokud limita na pravé strané existuje.
Ma-li funkce f pro kazdou kompaktni mnozinu K C R” integréal ve smyslu hlavni hodnoty, pak zobrazeni
Ty : D — R definované vztahem

Trp=vp | f(z)p(z)dz (A.3)
R[

je distribuci.

3. Diracova distribuce ¢ pfifadi kazdé testovaci funkci ¢ € D hodnotu ¢(0).
Diracova distribuce neni regularni.

Vyrazy na pravych strandch rovnosti (A.2) a (A.3) formalné pfipominaji skaldrni soucin. Proto hodnoty
téchto distribuci zapisujeme ve tvaru

{f(x) | ¢(x)), nebo struéné ( f | ¢)

Pfestoze Diracova distribuce neni regularni ani neni definoviana pomoci néjaké (klasické) funkce, pouzivame pro
ni zapis

(319) = (@) | ¢l@)) = [s@pl@)de = ¢(0).

R

Podobnym zpasobem budeme zapisovat jakékoliv distribuce. V Diracové terminologii je tedy distribuce bravek-
torem a testovaci funkce ketvektorem. Diracovu distribuci (§ budeme jednoduse psét jako ¢, pfipadné §(x) pro
zdiraznéni nezavisle proménné testovacich funkci.

Symbolem L{ (R™) ozna¢me mnozinu lokalné integrovatelngch funkei na R” (pfesnéji, mnozinu ti{d ekviva-

lentnich lokdlné integrabilnich funkeci). Testovaci funkce jakozto spojité funkce jsou lokalné integrabilni. Uréuji
tedy regularni distribuce. Plati tedy

D(R") C L .(R™) ¢ D*(R™).

Nosic¢ distribuce

Rekneme, ze distribuce T € D* je na mnoziné A C R"™ nulovd, jestlize Ty = 0 pro kazdou testovaci funkci
@ € D takovou, ze Supp ¢ C A.

Nosic¢ distribuce T' je nejmensi (vzhledem k mnozinové inklusi) uzaviend mnoZina takova, Ze na jejim kom-
plementu je T nulové. Nosi¢ distribuce T' oznacime Supp 7.

Nosi¢ Diracovy distribuce je jednoprvkovd mnozina {0}.
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Zakladni operace v prostoru distribuci

e Soucet distribuci T, S € D*:
T + S € D* je distribuce, ktera spliiuje rovnost

(T+S)p=Tp+ Sp
pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.

e Ndsobeni distribuce T € D* funkci a : R™ — R tridy C*:
Je-li p € D testovaci funkce, pak ¢ ma kompaktni nosi¢. To znamena, ze také funkce ap ma kompaktni
nosic, tedy ap € D.
aT € D' je distribuce, ktera splituje rovnost

(@T)p = T(ap)
pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.

o Posunuti (translace) distribuce T € D o vektor y € R™:
YT € D* je distribuce, kterd spliiuje rovnost

YT =T,

pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.
Pro regularni distribuci uréenou funkci f plati

1) ¢ = [ H@ete+ v = [ (- ()i
) J
v integralu jsme pouzili substituci z = z + y.
S pomoci Diracovy symboliky mizeme definice operaci s distribucemi zapsat ve tvaru:
o Soucet: (f+yg[p)=(Ff|e)=(f¢)+(g]|¢)
o Nésobek funkef: (af | )= (f | ap)
e Translace: ( f(z —y) | p(x)) = (f(®) | p(x +y))

Zejména pro Diracovu distribuci plati

(6(x—y) | o(x)) = (0(x) | p(®+y))=py), /<5(ﬂc—1,/)<p(i'3)dﬂ3 = ¢(y);

(6y - ) | plx)) = / 5(y — @)p(w)de = / 5(2)py — 2)dz = o(y).
Rﬂr Rn

Translace Diracovy distribuce o vektor y, tedy distribuce zapisovana jako d(x —vy) se nazyva Diracova distribuce
soustredend v bodé y. Pritom plati

§(x—y)=6d(y —x) (A.4)
A.2 Konvergence v prostoru distribuci

Rekneme, Ze posloupnost distribuci {7} i} reey © D* konverguje pro k — oo k distribuci T € D* a piSeme

lim Ty =T,

k—o0
jestlize pro kazdou testovaci funkci ¢ € D* je klim Ty = T (v tomto pFipadé jde o konvergenci ¢iselnych
e de el

posloupnosti).

100



Definici lze zapsat také v Diracové symbolice: Rekneme, Ze posloupnost distribuci {( fr e, konverguje pro
k — oo k distribuci (f a piSeme klirn (fr = (f, jestlize pro kazdou testovaci funkci ¢ € D* je klim (fe|e)=
—00 —00

(fle)

Pro konvergenci v prostoru distribuci plati nasledujici véty:

Véta 1: Necht {1} },—, C D* je posloupnost distribuci takova, Ze pro kazdou testovaci funkci ¢ € D existuje
limita posloupnosti ¢isel {Tj¢} - ;. Definujme zobrazeni T : D — R piedpisem

T(p) = kli_)rgo Ty

Pak T je distribuce, T' € D*.
Linearita plyne z linearity kazdé z distribuci T} a z linearity operdtoru limity posloupnosti), spojitost je
dokéazana napt. v knize: LAURENT SCHWARTZ. Théorie des distributions, Paris 1973.

Véta 2: Ke kazdé distribuci T € D* existuje posloupnost testovacich funkci {gok}gozl C D, ze

lim (pr =7, neboli (Ve € D) klirgo {or| ) ="Te.

k—o0

tj. Ze tato posloupnost testovacich funkci konverguje k T ve smyslu distribuci.
Kazdou distribuci Ize aproximovat pomoci posloupnosti testovacich funkeci.

A.2.1 {-vytvorujici posloupnosti

Necht { fx} ;- je posloupnost lokélng integrabilnich funkei na R™ takovych, Ze posloupnost reguldrnich distribuci
{Ty,},—, konverguje k Diracové distribuci, tj.

<fk \ 90>:SD(0)

lim
k—o00

pro kazdou testovaci funkci ¢ € D. Pak posloupnost { fk}iozl se nazyva d-vytvorujict posloupnost, funkce f se
nazyvaji impulsni funkce.

Priklady J-vytvorujicich posloupnosti:

Naésledujici posloupnosti funkei konverguji k Diracové distribuci na prostoru D*(R).

1 1
k, |x|§% k — k2|z), |x\§E
fk(x) = 1 fk(x) = 1
0, [|z> % 0, || > T
kg2 sin kx
fk('r) = 2*6 F /27 fk(x) = )
T T
1 (€77 ) . . , , v, ;N . o
fe(z) = ;m, kde {ax},_, je libovolna posloupnost kladnych ¢isel takova, ze klinolo ap =0,
}+g§:c052ﬂ—m lz| < L¢
fulw) = § 070, =T I =at
0, x| > 4¢

Na obrazcich A.1 je znazornéno nékolik prvnich ¢lend nékterych J-vytvorujicich posloupnosti.
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fr Jr

x x
)k, ] £ 1/(2k) B k— kx|, |z| <1/k
Jol@) = {0, jinak file) = {0, jinak
Tk I
x N

i) =y g et file) = T2

fr

1 k2

k
+ > cosnmz, |z| <1
mktz? +1 n=t

=
—~

8
N~—

Il

N [=

Je(x) =

==}

, jinak

Obrazek A.1: Ptiklady é-vytvorujicich posloupnosti na prostoru D*(R). S rostoucim k se zmensuje sila ¢ary.

102



A.3 Derivovani distribuci

Necht f :R™ — R je diferencovatelna (a tedy lokdlné integrabilni) funkce, ¢ € D je testovaci funkce. Pak plati

oo

8 o0
f / 8171 ) ((L')dl’l dzs...dz,_1dz, =

(@) (@)de

Rn

oo

/f z)da1des . .. den_rdz, = f/f( )gz (z)dz,

Il
|
\
\

—00 —00 R™

ponévadz Supp f¢ je kompaktni.
Provedeny vypocet motivuje nasledujici definici.

Definice derivace distribuce

0
Parcidlni derivace distribuce T' € D* podle pruni promenné je distribuce a—T, pro niz plati
1

0 Op
T = -T
(8x 1 ) <5$1>
pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.

Obecné definujeme parcidlni derivace distribuce podle libovolnjch proménnych libovolného fadu rovnosti

oirtiztin L . oirtiztin
( 0 .T)gp _ (_1)“+22+“'HT< o W)

0z 0z - - - Oy Oz 0xy? -+ Oxy

pro kazdou testovaci funkci ¢ a kazdy multiindex (i1,%;,...,%,) € (NU{0})™.

Kazda distribuce ma derivace libovolného fadu.
Kazda lokalné integrabilni funkce f urcuje regularni distribuci. Tato distribuce ma derivaci libovolného fadu

definovanou rovnosti
< 8‘7,1+2‘2+---2nf‘ )= (_1)i1+i2+---in f 621+fb2+mzn - (p>
0z 0z - - - Ox 0z 0x? -+ - Oxn
V tomto smyslu lze Fici, Ze kazd4a lokalné integrabilni funkce f ma derivaci libovolného fadu. Tato distribuce
vsak obecné neni funkei ale distribuci. Nazyvame ji distributioni derivact funkce f.

Piiklady distributivnich derivaci funkci

e Derivace absolutni hodnoty:
Pro kazdou testovaci funkci ¢ € D plati

<§;|x| ‘ gp(:L’)> =—(lzl | ¢'(2)) = —Z |zl (x)dz =

= /O /oogo )z = go(m)](ioo - /0 o(z)dx — [xgo(x)]go + 7¢(x)dac =
—o0 0 —o0o 0
= - /0 @(x)daf+7<ﬂ( )dz = f(sgﬂx) (z)dz,
—00 0 — 00

0
tedy 8—|x| = sgn z ve smyslu distribuci.
x
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e Heavisidova skokova funkce (distribuce):
Funkce H : R — R definovana vztahem

1, >0
H(@) = {0 2 <0

je lokalné integrabilni. Urcuje tedy regularni distribuci, pro niz plati

oo oo

(H|¢) /H = /go(x)dac.

Povsimnéme si, Ze Heavisidova funkce je limitou funkci x4/, definovanych vztahem (A.1); tuto limitu
muzeme chapat tak, Ze klim k1/k(r) = H(z) pro kazdé x # 0, nebo Ze klim (k1/r = (H ve smyslu
— 00 — 00

distribuci. Déle plati
(H' | o) = —(H| ) = —/so%x)dx = @) = 9(0) = (5] ),

tedy distributivni derivaci Heavisidovy funkce H je Diracova distribuce (soustfedéna v bodé 0).

Obecné: Funkce H : R™ — R definovana vztahem

1, 21>20,222>0,...2,, >0

H(x1a$27--~71'n) = {0 jinak

urcuje regularni distribuci:

<H ‘ ‘P> = / / /H:171,1:2,...,xn)sﬁ(xl,xg,...,xn)dxlde...dxn —
= // / (x1,29,...,2y)dz1d2y - - day, .
0 0
Z vypoctu LH‘ _
an
= _1 s _
( < 0x10x9---0x <‘0>
- // /8:618132 0z, o(z1,22,. .., Tp)dxrday - da, =
0 0
= // /|: z26x3 90(3/‘175627-..’:1;77,) N 7Od$2dx3.dxn —
0 0 0 =
oo oo o0
= // /31‘28:63 (0,£E2,$3,...71‘n)dx2d1'3...dxn . =
0 0 0
= (=1)*"¢(0,0,.. = ¢(0,0,...,0),

nyni plyne, ze distributivni derivace H urcuje Diracovu distribuci na prostoru R”.

10T -+ - Oy
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Distributivni derivace funkci jedné proménné

Necht funkce f je spojitd na kazdém z intervalll (—oo,0), (0,00) a existuje

oo = lim f(z)— lim f(x).

x—0+ r—0—

Pak je tato funkce lokalné integrabilni na R, urcuje tedy reguldrni distribuci 7. Pro kazdou testovaci funkci
¢ € D plati

') 0 ')
Tio = — (i) | @) = - / f@)e ()da = — / f (@) (2)da — / f(@)¢ (@)dz =
A “ 0
0 (%)
= @@ + / F(@)ele)dz — [F@)e(@)]E + / f()pla)dr =
~% 0
— Jim f@)e(@) - Jim f@p@)+ [ M@ -

= o) (i, 0~ g @)+ [ e -

z—0-+ r—0—

_ Uo@(0)+/f’($)</>(év)dx = 008 o)+ (f | 0) = 00(d| o) +Tpe,

.
(cheD)<aaxf ‘ <p>:crg<5 | @)+ (f | ¢), symbolicky T} = 006 + Ty .

Obecné: Necht funkce f : R — R je tiidy C*° na kazdém z intervaltt (—o0,0), (0,00) a necht kazd4 jeji

derivace je lokdlné integrabilni. Tato funkce urcuje regularni distribuci T'.
Oznac¢me

0 0?

o em " em _ _ (k) _
am—mlin&f( >(x)—11ir617f< )(z) a T}_%T, T}’_ﬁT o T3 = o T

Pak pro kazdou testovaci funkci ¢ € D plati

ﬁ m=0
tj.
k—1 ©0
k m m
T = Y (-1 ot )+ [ f0 @)
m=0 oo
Symbolicky
k—1
T;k) = ZO’ 5(k m 1)+Tf(k)
m=0

Greenova funkce hyperbolické rovnice v jedné prostorové proménné
Necht a > 0. Pro viechna (t,z) € R? a libovolny redlny parametr ¢ definujme
1

—, x—at <& <zx+at,
Glz,&t) =42

0, jinak;
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0
povsimnéme si také, Ze pro ¢ < 0 je G(z&,t) = 0. Vypocitame distributivni derivaci aG(z, &, t).
Pro kazdou testovaci funkci ¢ € D(R?) plati

<8at (xgt)‘ (tx)> < xft‘at tm)>=

—/G(:uf,t)%go(tm)dtdx: —%/%gﬁ(t,x)dtdx.

A

Mnozina A C R? je takové, e na ni je funkce G(-,¢&, -) nenulovd, tj.
A={(t,2) eR*: 0<t, E—at<z<{+at}=
:{(t,x)ERQ: x <E, g;x<t}u{(t,x)eﬂ§2:€§x, JE;€<t}.

Podle Fubiniovy véty tedy mizeme posledni integral rozepsat ve tvaru

£ ) oo [ oo
0 0
— / /ago(t,m)dt dx—i—/ /gg&(t,x)dt dz| =
—00 \&—=z

e\
oG ol
—00 E

V prvnim z integralti zavedeme substituci s =

a upravime ho

¢ 0
1 — 1 1
5 (p(faaf > 5/()@36—&9 5/@(5,6—@3)(13:
—00 e} 0

w\»—*

7(/00637_ —as))p(s, x)d”’f) ds =3 /H 8(z — (& —at))p(t, )dtdw =

= L(H®I(z— (€ —at) | p(t.2)).

. . /10 . . x . s 1 o
Ve druhém z integralti zavedeme substituci s = a upravime ho analogickym zptsobem

% “’(x;f*”) do = 3 (H(t)6( — (€ +at)) | o(t,x)).

Celkem tak dostavame

<68t (z,&,t) ‘ olt, x)> =1(HM)6(x— (E—at)) | o(t,2))+ 3 (HB)S(z — (£ +at)) | ot z)) =
= (3(0(e — (€ —at) +o(x— (+at) ) HQ) | (t.2) ).

a tedy s vyuzitim vztahu (A.4) miZzeme psét, ze

gt (@,6,1) = 1 (6(x +at—§)+5(xfat—£))H(t):%(6(£f(x+at))+5(§—(:c—at))>H(t)

ve smyslu distribuci.
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Derivace distribuce podle parametru posunuti

Necht funkce f a g jsou diferencovatelné skoro vSude na R, tj. maji lokdlné integrabilni derivaci. Pak plati

dp

— 00

<ag@ww>—7§p@>mMWWMm—7f@mmxﬂmwum%—

=ﬁh»/f@—wmwmmz—ﬂm@@w«wm
tedy
3g(p)Tf ,
_ g) .,
o g'(p) 9Ty
Cviceni

1) Vypoditejte druhou distributivni derivaci funkce f(x) = |z|.

2) Necht H je Heavisidova funkce a polozme xy = zH (z), x_ = —xH(—x). Vypoditejte distributivni derivace
téchto funkci.

3) Uréete distribuci 26 (x)

4) Funkce G proménnych ¢t a x s parametrem ¢ je ddna vyrazem

1

—, |lz—at] <€ <z+at,
Gz, &,1) = { 20

0, jinak;

jedné se o Greenovu funkci pro hyperbolickou rovnici na polopfimce s Dirichletovou okrajovou podminkou.

0
Vypocitejte distributivni derivaci &G(I’ & t).

Vysledky: 1) 20(x) 2) 2/, = H(x)
at

) , 2" =—H(—z) 3) (-1)"nlé(z)
4) L6z +at—&+d(x—at—¢) —

S(—x+at—&) —6(—x —at — &))H(z)H(t)
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Dodatek B

Okrajové ulohy pro obycejné
diferencialni rovnice

B.1 Formulace uloh

Necht pro éisla xg, 21 plati —oo < z¢ < 21 < 0o0. Symbolem Ck(xo, x1) ozna¢me mnozinu funkei k-krat spojité
diferencovatelnych na intervalu (xo,z1); zejména C°(zg,71) oznaéme mnozinu funkci spojitych na intervalu
(0, 1).

B.1.1 Diferencialni operator a diferencialni rovnice
Budte a,b,c € C%xg,71) a necht a(z) # 0 pro x € (zo,x1). Linedrni diferencidlni operdtor druhého Fddu
L = L(a,b,c) : C*(zg,71) = C°(x0, 1) definujeme piedpisem

Ly(z) = a(z)y"(x) + b(x)y (z) + c(2)y(x)

pro kazdé = € (xg,z1). Rovnice
Ly = g€ %, 1)

je obycejna linearni diferencidlni rovnice druhého radu; v pfipadé g = 0 homogenni, v opa¢ném nehomogenni.
Budte p € C'(z9,71), q¢ € C°(xg,21). Pak operdtor L(—p, —p’,q) dany vztahem
!
L(=p, =, @)y(z) = —p(2)y"(z) —p'(@)y'(x) + q(x)y(z) = —(p(2)y'(2)) + a(2)y()
nazveme samoadjungovany. Kazdy linedrni diferencidlni operator druhého fadu L(a, b, c), pro jehoz koeficienty
a, bplati a € C(zg,71) a b(z) = a/(z) pro = € (xo,z1) je samoadjungovany. Rovnice tvaru
/
—(p(@)y'(2)) +a(2)y(z) = f(x), =€ (z0,21)
se nazyva samoadjungovand na intervalu (zg, z1) nebo Sturmova-Liouvilleova rovnice.

Plati: Kazdou linearn{ diferencialni rovnici s koeficientem a € Cl(x¢, 1) lze vyjadiit v samoadjungovaném
tvaru.

D.: Bud

tedy
p(z)a(z)y” () + p(2)b(2)y' (z) + p(z)c(z)y(z) = p(z)g(z)
je samoadjungovand rovnice (p = —pa, q = pc, f = pg).O
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B.1.2 Okrajové podminky
Budeme hledat feSeni rovnice
Ly(z) = g(z),

na intervalu (xo, z1), které v krajnich bodech spliiuje nékteré z néasledujicich podminek.
Dirichletova podminka v levém krajnim bodé:

y(x0) = yo, mnebo lim y(z) = yo;

T—xo+

splnéni prvni rovnosti pozadujeme v pripadé, Ze o > —oo a feSeni ma byt v bodé xg spojité zprava.
Neumannova podminka v levém krajnim bodé:

y/(xo) =19, nebo lim y’(m) = 9.

T—xo+

Robinova podminka v levém krajnim bodé:

y'(z0) = Yoy(zo) mebo lim ¢'(z) =70 lim y(z).

T—To+ T—To+

Newtonova podminka v levém krajnim bodé:
aoy(wo) + Boy'(z0) = yo, mebo lim (aoy(z) + Boy' (z)) = o,
T—xTo+

pricemz o + B2 # 0.
Povsimnéme si, ze Newtonova podminka v sobé zahrnuje Dirichletovu (pro 8y = 0, ap = 1), Neumannovu
(pro ag =0, By = 1) i Robinovu (pro ag # 0 # Bo, yo =0, 70 = —%) podminku.
0

Analogicky zavadime Dirichletovu, resp. Neumannovu, resp. Robinovu, resp. Newtonovu podminku v pravém
krajnim bodé rovnostmi

y(z1) =y1, resp. ¥ (z1) = w1, resp. ¥ (1) = ny(z1), resp. ary(z1) + By’ (z1) =

(pokud z1 < 0o a v bodé z1 pozadujeme spojitost zleva), nebo obecnéji

lim y(x) =y;, resp. lim ¢'(z) =y, resp. lim 3 (z) =7 lim y(x),

T—T1— T—rT1— T—T1— T—T1—

X

resp. lgdrll_ (oqy(z) + Bry' () = 1.

Podminka omezenosti v levém, resp. pravém krajnim bodé:

limsup |y(x)| < oo, resp. limsup|y(z)| < oo.

x—xo+ T—xr1—

Podminky rizného typu lze kombinovat; miizeme naptiklad pozadovat splnéni Neumanovy podminky v levém
krajnim bodé a podminky omezenosti v pravém krajnim bodé.

Podminky periodicnosti:
y(zo) = y(x1), v (o) = y'(21).

Jakékoliv okrajové podminky nazveme homogenni, jestlize s libovolnymi dvéma funkcemi u, v, které této
podmince vyhovuji, vyhovuje téZe podmince i jejich libovolna linedrni kombinace kju + kov.

Newtonovy podminky s yo = y; = 0, podminky omezenosti i podminky periodi¢nosti jsou homogenni.

Okrajova tloha, v niz rovnice i okrajové podminky jsou homogenni se nazyva homogenni okrajovd uloha,
v opacném piipadé nehomogenni okrajovd uloha. Mnozina feseni homogenni tlohy tvori vektorovy prostor; tento
vektorovy prostor je samoziejmé podprostorem prostoru vSech funkci, spliiujicich dané homogenni okrajové
podminky.
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B.1.3 Symetricky diferencialni operator
Rekneme, ze operdtor L je symetricky na mnoziné M C C?(xq, 1), jestlize pro vSechny u,v € M plati

1 x1

/Lu(w)v(m)dx = /u(m)Lv(w)dm .

xo xo

Bud L = L(—p, —p', q) samoadjungovany operator. Pak plati (s vyuzitim integrace ,per partes“)

7Lu(a:)v(m)d:n - 7u(x)Lv(x)dx =

= / {(p(x)v’(x))/u(x) — (p(x)u’(m))/v(x)] dz =
— [p(l‘)v’(m)u(x)]ié — /p(ag)v’(m)u’(gg)dx — [p(x)u’(x)v(a;)]i; + /p(x)u/(x)v’(x)dx =

= p(z)v' (z1)u(z1) — p(x0)v' (zo)u(zo) — plz1)u’ (x1)v(21) + p(x0)u’ (20)v(20) -
Tento vypocet umonuje dokazat nasledujici tvrzeni:

e Samoadjungovany operator L = L(—p,—p’,q) je symetricky na mnoziné funkci, které splituji homogenni
Newtonovy podminky v obou krajnich bodech.

D.: V tomto pripadé je

7Lu(x)v(x)dx - 7u(x)Lv(a:)dm -

= pla1) (v (@1)u(@1) — v/ (z1)v(@1)) — plwo) (v' (o) u(wo) — u'(wo)v(z0)) -

Je-li B # 0, pak u/(z0) = —%u(a:o), V(o) = —%v(xo» take v/ (zo)u(o) — ' (z0)v(xo) = 0.

0 0
Je-li ag # 0, pak u(zg) = —a—ou’(xo),v(xo) = —%v’(mo), takze opét v’ (zo)u(zo) — u'(xo)v(xo) = 0.
0 0

Analogicky ové¥ime, ze v'(x1)u(zy) — v/ (z1)v(zy) = 0. O

e Pokud je interval (zg,z1) koneény a funkce p splituje podminku p(z¢) = p(z1), pak samoadjungovany
operator L = L(—p,—p’, q) je symetricky na mnoziné funkei splitujicich podminky periodi¢nosti.

D.: V tomto pripadé€ je

7Lu(x)v(x)dx - 7U(I)Lv(x)dx _
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B.2 Vlastni cisla a vlastni funkce homogenni okrajové ulohy
Necht A € R. Uvazujme homogenni okrajovou tilohu pro rovnici
Lv(z) = Mv(z).

Tato tGloha mé vzdy trividind feseni v = 0. Pokud existuje netrividlni feSeni v = v(x), nazveme ho vlastni funkci
okrajové tulohy a parametr \ nazveme vlastnim cislem operdtoru L na prostoru funkci splnujicich okrajové
podminky.

Je-li A vlastni ¢islo operatoru L a v = v(x) je pFislusné vlastni funkce uvazované okrajové tlohy, pak také
funkce cv je pro libovolnou konstantu ¢ € R vlastni funkci.

Jestlize vlastnimu ¢islu A odpovida k linedrné nezavislych vlastnich funkci, fekneme, Ze A je k-ndsobné viastni
cislo; jestlize mu odpovidéa jedind (aZ na multiplikativni konstantu) vlastni funkce, mluvime o jednoduchém
vlastnim cisle.

Oznacme M mnozinu funkci splnujicich pfislusné homogenni okrajové podminky. Je-li operator L symet-
ricky na mnoziné My, a A1, A2 jsou jeho dvé rtizna vlastni ¢isla, pak odpovidajici vlastni funkce jsou ortogonalni
v prostoru £2(xg,zy).!

D.: Ponévadz A\; # Ag, je alespon jedno z ¢éisel A1, Az. Nechf pro uréitost A\; # 0. Pak plati

1 T 1
1 1
/vl(a:)vg(m)dx = 3 /Awﬂx)m(z)dm = 3 Lvy (z)vg(z)dx =
o ! o ! o
x1 Z1
1 A2
= — [ vi(z)Lug(x)de = = [ vi(x)ve(z)de,
)\1 /\1
xo Zo
)\2 T T
tedy <1 - )\> [ vi(z)va(z)dz = 0. Ponévadz A1 # Ao, je [ vi(z)ve(z)dz =0. O
1 xo Zo
B.2.1 Priklady:
Uvazujme samoadjungovany operator L = L(—1,0,0). Rovnici
—y"(x) = My(x) (B.1)

mizeme prepsat na tvar
y" () + Ay(z) = 0.

Reseni této homogenni linearni rovnice druhého fadu zavisi na znaménku parametru A. Obecné feSeni rovnice

je ddno vztahem
Aexp(ﬂx)—kBexp(—\/Wx), A <0,
y(z) = Az + B, A=0,
AcosV Az + Bsinv/ Az, A>0,

kde A, B jsou integra¢ni konstanty.

3
IProstor £2(zo,r1): Mnozina funkci definovanych na intervalu (zo, z1) takovych, Ze [ (f(:v))Qdm < 00, tvofi vektorovy prostor.

o
x1

Skalarni soucin funkei f, g v tomto prostoru zaviddime jako [ f(z)g(x)dz. Funkce f a g v tomto prostoru povazujeme za ekvivalentni,
zo

3
pokud [ (f(z) — g(a:))2dz = 0. Pokud ekvivalentni funkce ztotoznime, dostaneme prostor £2(xo, z1).
zg
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1) Dirichletovy podminky

Hledéme Feseni rovnice (B.1) na intervalu (0, ¢), které splituje Dirichletovy homogenni okrajové podminky
y(0) =0 =y(0).
Je-li A =0, pak v krajnich bodech intervalu (0, ¢) mé platit
y(0)=0=B, y()=0=Al+ B,

takze B = 0, v dusledku toho také A = 0 a rovnice mé pouze trivialni feseni.
Je-li A < 0, pak v levém krajnim bodé m4 platit y(0) = 0 = A + B, tj. B = —A. Proto v pravém krajnim
bodé pozadujeme
y(£) =0 = A/ — Ae V"M = 2Asinh/— X 4;

pro —A > 0 je vSak sinhy/—A¢ > 0 a z toho plyne, Zze A = 0. Rovnice (B.1) mé opét pouze trividlni feSeni.
Je-li A > 0, pak mé platit

y(0) =0= A4, takze y(f) =0 = BsinVAL.

k 2
Odtud plyne, 7evV/Al = kr pro k € Z, k # 0, tedy \ = (2“) pro k=1,2,3,..., nebof A > 0.

Vlastni ¢isla operatoru L(—1,0,0) s homogennimi Dirichletovymi podminkami na intervalu (0, £) a pfislusné
vlastni funkce jsou

k2 k
)\k:<€ﬂ-> ) fuk(;p):Sin%x’k:l’Z’&,_,,

2) podminky periodi¢nosti

Nyni hleddme feSeni rovnice (B.1) na intervalu (0, £), které spliiuje podminky periodi¢nosti
y(0) =y(0), y'(0)=y'(¢).
Je-li A < 0, pak je
y(z) = AeVe 1 BeVIRIe gy = \/W(Ae Nz _ Be— \A|9c>.

Ma tedy platit

A+ B =y(0) =y(l) = AV £ BeVIME /IN[(A = B) =y (0) =4'(¢) = ]\ [Ae NE_ Be~ W} :
neboli

(e Ne _ 1) A+ (e* e _ 1) B = o,

(e ‘MZ—l)Af(e’ ‘*lk1)B = 0.

Tato homogenni soustava algebraickyjch rovnic mé jediné feseni A = B = 0. Uloha m4 v tomto piipadé pouze
trividlni feSeni.

Pro A = 0 m4 rovnice feSeni y(z) = Ax + B, takze plati y'(x)
takze sta¢i pozadovat B = y(0) = y(¢) = A¢ + B. Z toho plyne A =
Ao = 0 a pfislusna vlastni funkce vy je nenulova konstanta.

Pro A > 0 je

= A. V tomto piipadé tedy y'(0) = v'(¢),
0. Dostavame tak, ze prvni vlastni ¢islo je

y(x) = AcosVx + Bsin VA, Y (x) = VX (—A sin vV \z 4 B cos ﬁx) i
Ma tedy platit

A=y(0)=y(0) = Acos VM + Bsin VX, VAB =1y (0)=y'(¢) =V (Bcos VM — Asin \F/\K) ,
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neboli

(cos VAL — 1) A+ (sin \[\E) B
(— sin \Aﬂ) A+ (cos VAL — 1) B

0,

0.

Tato homogenni soustava linedrnich (algebraickych) rovnic ma nenulové FeSeni pouze v pfipadé, Ze jeji matice
je singularni, tj.

0= —sinvVM  cosVM—1

Odtud plyne, Ze cos VA = 1, tedy

cos VAL — 1 sin VAC ‘ = (cosxf)\é)z —2cos VM + 1+ (sin\ﬂé)2 =2 (1 —cosﬁé).

2
A= (27) . k=1,2,3,....

Podminkam tlohy v takovém pripadé vyhovuji konstanty A =1, B =0 nebo A =0, B = 1. Kladnym vlastnim

2%\ >
Cislaim A\, = (;) tedy odpovidaji dvé vlastni funkce

2k
vg(z) = cos —Wx, Ok (z) = sin

14

Kladna vlastni ¢isla jsou tedy dvojnasobna.

k
7%, k=1,2.3,....

3) podminky omezenosti

Nakonec najdeme feSeni rovnice (B.1) na (0, 00), které splituje podminky omezenosti
y(x) je omezend pro x — 0+ a pro z — oo.
Je-li A <0, pak

lim [y(z)| =

Tr—00

0o, A#0,
0, A=0.

V tomto pfipadé tedy vSechna zaporna c¢isla A_ jsou vlastnimi ¢isly a pfislusné vlastni funkce jsou
v_(x) =eVI-Iz,

Podobné pro A =0 je

lim [y(z)| =

Tr—r00

oo, A#0,
B, A=0.

Cislo A\g = 0 je vlastnim ¢islem a piislugna vlastni funkce je
vo(x) = const # 0.

Pro A > 0 jsou vSechna TeSeni omezena, takze jakékoliv kladné ¢islo A4 je vlastnim cislem a piislusné vlastni
funkce jsou

vy (z) = cosy/ Ay x, U4 (z) = siny/ Ay .

B.2.2 Sturmova-Liouvilleova uloha

—(p(2)y (1)) + qlz)y(z) = My(x),  z€(0,0),
aoy(0) + Boy'(0) = 0 = ary(?) + By’ (0).

e Sturmova-Liouvilleova tloha ma nekone¢né mnoho vlastnich ¢isel A1, Ao, ..., pro kterd plati
min{g(z) : € [0,]]} < A\ < Ay < --+; lim A\, = 0.
n—roo
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e Kazdému vlastnimu ¢islu Sturmovy-Liouvilleovy tlohy pfislusi pravé jedna normovand vlastni funkce.

e Vlastni funkce v,, = v,(x) odpovidajici vlastnimu ¢islu A, ma v intervalu (0,¢) pravé n — 1 nulovych
bodi. Mezi kazdymi dvéma sousednimi nulovymi body vlastni funkce v, lezi pravé jeden nulovy bod
vlastni funkce v, 1. Zejména vlastni funkce v; neméni znaménko na intervalu (0, £).

e Posloupnost {v,,}5; normovanych vlastnich funkci Sturmovy-Liouvilleovy tdlohy tvofi tiplnou ortonor-
mélni posloupnost na [0, ¢]. Tj. je-li funkce f € £2(0,), pak Fourierova fada funkce f vzhledem k orto-
normalni posloupnosti {v, }° ; konverguje k funkci f podle stiedu (konvergence v prostoru £2(0,¢)). Je-li
funkce f navic spojitd a splituje homogenni okrajové podminky, je tato konvergence stejnomérna.

D.: J. KaLas, M. RAB: Obycejné diferencidlni rovnice, MU Brno 1995, str. 158-163.
Ditikaz je v téchto skriptech proveden pro pfipad p =1. O

Tvrzeni jsou ilustrovana prikladem B.2.1.1.
V pfipadé periodickych okrajovych podminek v piikladu B.2.1.2 maji vlastni ¢isla a pfislusné vlastni funkce
vSechny vlastnosti s vyjimkou jednoduchosti vlastnich ¢isel.

B.3 ResSeni nehomogenni okrajové tilohy

B.3.1 Nehomogenni rovnice s homogennimi Newtonovymi podminkami —
Fourierova metoda

Ly() = —(pla)y' (2) +a(2)y(x) = f(x), @€ (0,0),
aoy(0) + Boy'(0) = 0 = a1y(¢) + Biy'(0) .

e Najdeme posloupnost vlastnich ¢isel {A\,}52; a ortogonalni posloupnost pfislusnych vlastnich funkci
{vn}52; Sturmovy-Liouvilleovy tlohy, tj. rostouci posloupnost ¢isel {A,, }52 ; a posloupnost funkei {v,}22 4,
které splnuji:

Loy (z) = Aop(z),
aovn (0) + Bov,(0) = 0 = ayv,(€) + Brvl,(£).

e Funkci f vyjadiime ve tvaru

50 l
f@) = 3 duvala), kde dy = |v1”2 JEGIGES
L

n=1

e Reseni tlohy hleddme ve tvaru
y(@) =D cavn().
n=1

Musi tedy platit

Ly(x) = L(chvn<x)> = chLvn(x) = chAnvn(z)y
n=1 n=1

n=1
takze
[eS) o0
Z cn)\nvn (I’) = Z dnvn(x) )
n=1 n=1

z ¢ehoz plyne



pokud vSechna vlastni ¢isla jsou nenulova.
Hledané feseni tedy je

l
z) = £)de = On(&)nl®) ) e
e = n|vn||20/f e /< DI e ) ‘

n=

Oznacime-li

Ize Teseni zapsat

B.3.2 Nehomogenni rovnice s homogennimi Newtonovymi podminkami —
metoda variace konstant

Ly(z) = —(p(2)y'(2)) + q(x)y(z) =
aoy(0) + oy’ (0) = 0 = ary(f) + B1y'(£).

e Najdeme feseni u, v dvou pomocnych homogennich tloh

Lu = —(pu) +qu = 0,  agu(0) + fou/(0) = 0,
Lv = —(pv') +qu = 0, ajv(l) + o' () = 0.
Funkce u, v nejsou uréeny jednoznac¢né. Vezmeme ty, které jsou linedrné nezavislé.

e Pro Wronskidn W(z) = u(z)v'(z) — v/(z)v(z) funkel u, v plati p(z)W(z) = K, kde K je nenulovd
konstanta, nebot

(W) = (p(m/ — u’v))/ = pw + pu'v' + pw” —p'uv — puv —puV =
= (" +p)u —(pu" +p'u ) = (') u—(pu') v =quu—quv = 0,
kdyby K = 0, pak by W = 0, coz by byl spor s lineadrni nezavislosti.
e Reseni nehomogenni tilohy hleddme metodou variace konstant, tedy ve tvaru
y(@) = c(z)u(z) + ca(z)v(z) .
Funkce y mé byt feSenim dané nehomogenni rovnice, takze musi platit
li /
f = Llcu+cw) = —(plaru)) + geru — (p(ev)') + qegv =
= —p(fu+2du +ciu”) —p' (dju+ i) + qeru —
—p (chv + 2c5v" + cv) — P’ (chv + cav) + qeav =
= ¢ (—pu” —p'u' + qu) — pciu’ — p(fu+ ') —p'dlu+
ez (=pv" = p'v' + qu) — peyv’ — p (v + ') — plchy =
= e Lu—pép’ — (p(cyu)) + calv — pey’ — (p(chv)) =
= —p(du + ') — (p(clu+ c’gv))/.
Tato rovnost bude splnéna zejména tehdy, kdyZ funkce c¢1, ¢y spliiuji soustavu rovnic
ci(@)u(z) + cy(z)v(x) = 0, (B.2)
da)u'(z) + (@) () = ———.
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Plati tedy

o @ | e, 1 [u@ 0 | ful
C1(l') = W(Z) _ggz; ’U’(x) = K ) 2( ) = W(z) u/(x) _ig; ‘ = K
(B.3)
e Funkce y(z) mé spliiovat okrajové podminky, tj.
ao [c1(0)u(0) + 2(0)v(0)] + Bo [c1(0)u(0) + €1(0)u'(0) + c5(0)v(0) + c2(0)v'(0)] = 0,
ax [er (O)u(l) + 2 (Ov(0)] + 1 [c1 (Ou(l) + e (Ov' (€) + ca(O)v(l) + c2(OV'()] = 0,
po tpravé s vyuzitim (B.2)
c1(0) (aou(0) + Bou’(0)) + c2(0) (aov(0) + Fov'(0)) = 0,
c1(0) (equ(l) + Bru/(0)) + c2(£) (arv(€) + B1v'(0)) = 0;
kazda z funkci spliiuje jednu okrajovou podminku, tedy
2(0) (v (0) + Bov’(0)) = 0,
a1 (0) (aru(l) + pru/'(0)) = 0,
takze
61(6) = 07 62(0) = 0. (B4)

D) = g [1OuOdE,  aw = ¢ [fQuEd.
4

e Reseni tlohy je

Oznacime-li

lze TeSeni zapsat

B.3.3 Greenova funkce
Funkei G : [0, 4] x [0,¢] — R nazveme Greenovou funkci homogenni okrajové ulohy

) +al@)y() = 0, z€(0,0),

—(p(2)y' (x)
0y (0 ) =0 = ay(0) + By’ ().

aoy(O) + B

kde p(x) > 0 pro x € [0,1], jestlize
(i) G je spojita pro x € [0, £] x [0, ],
(ii) G je symetrickd, tj. G(z,§) = G(§, ),
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(iii) pro kazdé £ € [0,¢] mé funkce G(-,§) spojité derivace druhého Fadu,

(iv) pro kazdé £ € [0, /] je funkce G(-,&) FeSenim uvazované okrajové tlohy,

(¥) lim Gow.€)~ lm Galw.€) = 71% pro £ € (0, 0).

Plati: M4-li uvazovana homogenni okrajové tiloha jen trivialni feseni y = 0 a jsou-li p € C1(0,¢), g € C?(0, ),
existuje pravé jedna jeji Greenova funkce. Nehomogenni okrajova tloha

() = —(p(2)y'(x)) +ql@)y(z) = f(z), z€(0,0),
aoy(0)+6y(0) =0 = ay(0) + By’ ().

4
- / Gt

D.: I. KiGURADZE: Okrajové ulohy pro systémy linedrnich obycejnych diferencidlnich rovnic, MU Brno 1997,
str. 82. Diikaz je proveden pro mnohem obecnéjsi situaci. [J

ma pak jediné feSeni tvaru

B.3.4 Uloha s nehomogennimi okrajovymi podminkami

Ly(z) = —(p(x)y'(2)) +aqlz)y(x) = f(z), z€(0,8),
@oy(0) + Boy'(0) = wo, ary(l) + By’ () = y1.

Jestlize funkce w = w(x) spliuje okrajové podminky

apw(0) + Bow'(0) = yo, ayw(l) + Sw'(f) = 1
a funkce u = u(z) je feSenim tlohy
Lu(@) = f(z)— Lw(z)

s homogennimi okrajovymi podminkami

apu(0) + Bou'(0) = 0 = agu(f) + fru/(¢),

pak funkce
y(z) = u(z)+w(z)
je fesenim uvazované tlohy.
Funkci w je vhodné volit v co nejjednodussim tvaru, napfiklad polynom.

Cviceni
Reste okrajové tlohy
2
1) -y’ — fy’ =0, 2 €(0,1); y(1) = yo, y je omezend pro x — 0.

2) — (2? ’) =0, z € (1,00); y(1) = yo, lim y(x) = 0.
3) —(z¢/) =0, z € (1,00); y(1) = yo, ¥ je omezend pro x — oc.
4) —ay’ ~y =0, s & (1,2) u(0) = s 4(2) =0,
5) —22y" —xy' + k?y =0, v € (0,£); y(£) =1, y je omezend pro  — 0, ; k je parametr.
6) —xy” —y' = —xz, x € (0,4); y(0) =y(l) = 0
7) —y" =sinz, z € (0,27); ¢'(0) =y'(27) =
Najdéte vlastni funkce okrajovych tloh a vlastni ¢isla prislusnych operatoru
8) —v" = Xv, x € (0,£); v'(0) =2'(¢) =0.
9) —v" =X, z € R; v(x) = v(x + 2m).
10) —v" 4+ qv = dv, z € (0,£); v'(0) =0, v(f) =0; g je parametr.
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Reste okrajové tlohy
11) —y" —w?y = f(z), z € (0,€); y(0) = y(¢{) = 0; w je parametr.

12) —y" 3y = ", x € (0.m); y(0) = y(m) = 0.
13) Najdéte Greenovu funkci tlohy —y” +y =0, y(0) = y(1) = 0.
Y n2—Inx z\ Ik R
Vysledky: 1) y(x) = yo 2) y(x) = 2 3) y(x) = yo 4) y(x) = 112222 5) y(x) = (£)" 6) nemé reseni
7) y(z) =sinz — z + C, C je libovolnd konstanta 8) X, = ("7”)2, vy (2) = cos Yz, n=0,1,2,... 9) \, =n?,
2
vp(2) = Cp cosnz+ Dy, sinnz, Cy,, D, jsou libovolné konstanty, Cy # 0,n =0,1,2,... 10) A\, = ¢+ (M) ,

vn(z) = cos (Z"H)ﬂx 11) y(z) = Bsin Tz + 1 ff )sin E7(¢ —z)d¢ pro ¥ =k €N a {f(f) sin 2T ¢d¢ = 0,

B je libovolna konstanta,

—1ff )sinw(€ —x)df—;isri‘rf&ff )sinw(é —mdf—%ff %dﬁpro—gl\l
k

12) y(z) = k?};;kzg) = (cosfx — cotg/3m sm\fx) %(m —7)
k=1
sinh(1—x) sinh £ 0< 5 <zr<l1

13) G(2,8) = { qunS0BL o)’
) ( f) {smthis:;lhl(l—f), 0<uz <€S 1
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Dodatek C

Specialni funkce

C.1 Legendreovy polynomy
C.1.1 Definice

Legendretv polynom stupné n € NU {0} je pro kazdé z € R definovin vztahem
1 d"L

P, = 21",
@) = gige @~V
Zejména
Py(z) =1 Py(z) = $(3z% — 1) Py(z) = §(35z* — 3022 + 3)
Pi(z) ==z Py(z) = 3(52% — 3x) Ps(z) = £(632° — 70z* + 152)
Ponévadz
2 n _ - n k,.2(n—k) - (=1)"n! 5, o - (-1) 2n—2k
—1)" = 1 = = nl
("= 1) Z( k >( ) Kl(n — k)! Zk'(n—k)'
k=0 =0 k=
plati
1 d" <~ (D g
Py(z) = — n=2k
@) = wam — H(n— k)!
Tedy pro m € N je
b N DY T (R EDEm 2R e
T qem £ 2wl (2m — k) T da2m—1 22 2mkl(2m — k)l -
k=0 k=0
I ' (=1)*(4m — 2k) pAm—2k—1 _
da?m=1 £ 22kl (2m — k)
_ 2 B ()R (Am = 2R)(4m = 2k — 1) 4 o s
T dg2m? 22mkl(2m — k)l v -
k=0
e N G Vi G0 imoks _
© a2 L 22l (2m — k)l(4m — 2k — 2)! N B
_ Zm: (—1)*(4m — 2k)! L20m—k)
= 22mEl(2m — k)!(2m — 2k)! ’
analogicky
m—1
(—=1)F(4m — 2k — 2)! o k) —
Pm— (m ) 1
2m—1 D 92m=1k1(2m — k — 1))(2m — 2k — 1)1 ’

k=0
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souhrnné

P 1] (=1)k(2n — 2k)!

P 27kl (n — k)l (n — 2k)!

n3

" (C.1)

C.1.2 Rekurentni vztahy pro Legendreovy polynomy
Pomoci (C.1) 1ze odvodit:

2n+1 n
Poyi(z) = n+lxpn($)_m w1(z), n=12 (C.2)
Pl(z) = JW(Pn,l(x)—xPn(x)), n=12.... (C.3)

C.1.3 Véta
Legendretv polynom P, je pro kazdé n € NU {0} feSenim diferencialni rovnice

(1 - 22)y"(x) — 20y (2) + n(n + Vy(z) = 0 (C.4)
s podminkou y(1) = 1.

D.: Pron =0 je tvrzeni zfejmé. Necht tedy n > 0.

2zn(z? — 1)n1
2”'(mz—l) Pak n'(z) = %

tuto rovnost (n 4 1)-krat (s vyuzitim Leibnizovy formule):

(@ = DD @) + (0 + D200 (@) + D) = an (e @) + (0 D (a) |
(a2~ DD (@) + 207D ()~ + )y (a) = 0,

a ponévadz n™(z) = P,(z), vidime, Ze P,(r) je feSenim uvedené rovnice.

Polozme n(x) = , takze (22 — 1)1/ (x) = 2znn(z). Derivujme

Pfimym vypocétem ovéiime, ze Py(1) = P1(1) = 1. Odtud a z rekurentni formule (C.2) tplnou indukci
plyne, ze P,(1) = 1 pro kazdé n € NU {0}. O

Rovnici z tvrzeni véty lze také zapsat ve tvaru

(1- xz)y’(m))/ +n(n+1y(x) = 0. (C.5)

C.1.4 Véta (Orthogonalita Legendreovych polynomi)
Pro Legendreovy polynomy plati

1 0, m # n,
/Pn(sc)Pm(m)da: = 9
-1 2n+1’

m=n.

D.: Budte n,m € NU{0}. Rovnici (C.5) jednou napiseme pro y(z) = P,,(z) a vyndsobime P, (z), podruhé ji
napiseme pro y(z) = P,(x) a vyndsobime P,,(x):

(1 = 2?) Pl (2)) Pu(z) + m(m + 1) Py(z)Pu(z) = 0,
(1 = 2?)P.(2)) Pu(z) + n(n+ 1) P, (z)Pn(x) = 0.
Tyto rovnice odecteme, upravime a zintegrujeme v mezich od —1 do 1. Dostaneme
(1- xQ)P;l(a:))/ Pp(z) - ((1 - xQ)P,’L(x))/ Pp(z)+ (m(m+1) —n(n+ 1)) Py(z)Pn(z) = 0,
(@ =2 (Pr(@)Pa(@) = Pa(@)Pi(@) ) +(m —n)(m+n+1)Pa(@)Pu(z) = 0,
1
[(1_.%'2)(P12,L($)Pn<x)_Pm(x)Pé(x))]171+(m Ym+n+1 /Pn dr = 0,
-1
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a ponévadz prvni sc¢itanec se rovnd nule, plati pro m # n

/1 Py (2)Pp(x)dz = 0.

Pro vypocet |P,|* = [ (Pn(x))?dz pouzijeme n-krat metodu per partes. Pro zjednoduseni zapisu ozna-
~1

¢ime Q(x) = (2% — 1)" a uvédomime si, Ze 1 a —1 jsou 2n-nasobné kofeny polynomu Q.

/1 (Pp(z))?de = (2,37”)2 / QM (2)Q™ (z)dz =

1

—1 -1

— (—1)n <2nln!>2/1(2n)!(x2—1)"dx _ (—1)n%/1(x+1)"(x_1)ndx.

-1

1

Pro vypodet integralu [ (z + 1)"(z — 1)"dx opét pouzijeme n-krat metodu per partes:
21

/l(x +1)"(z — 1)"dz = [(x - 1)”%} 11 —/171(3: + 1)”—1%@; -

1

S /(x+1)"_1(x—1)”+1dx =

n+1
-1

1

_ n n—1 (Zil)nJrQ ! 77171/ n—2 o n+2 _
= oo [(Q:Jrl) vz |, 2 (z+1D)" 2 (z—1)"dz | =
21
(-1 [ (1)1 1
o nn — n—>2 _ 1\n+2 _ . n\n — _1\n _ 1\2n _
= it Dm+2) /(“1) (z—1)"" dw miDmto e Y /l(x 1)7de
PR Vo R ) PR o P ) sisall
~(2n)! 2n+1 . (2n) 2n+1 (2n)!(2n + 1)
Celkem tedy
1
2. e ()L ()2t 2
/(P"(”“")) &=V emr Y enen sy T Tyt
1
O
C.1.5 Véta
Legendreovy polynomy P, jsou vlastnimi funkcemi homogenni okrajové tlohy
- ((1- xQ)y’(ac))/ = \y(x), y(x) je omezend pro x — 1 — a proxz — —1+ (C.6)

prislugné k vlastnim &slim A = n(n+1), n =0,1,2,.... Jind vlastni &sla tato tiloha nema.
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D.: Reseni rovnice budeme hledat Frobeniovou metodou (tj. budeme feseni piedpokladat ve tvaru mocninné

fady). Mame
=D,
n=0
"(z) = Z napz™ "t = Z(n + Dapyia™,
n=1 n=0
(o) oo
(1 —2%)y/(z) = Z(n + Dappi12™ — Z(n + Dap2" 2 =
n=0 n=0
= Z n+ Dapp12” Z(n —Day_12" = a1 + 2az7 + Z ((n+Dans1 — (n—Dap_1)z",
n=2 n=2
—((1- x2)y’(as))/ = —2a9 — Z n((n+1)aps1 — (n—1ay_1)a" =
n=2
= —2ay — Z(n + 1) (nan — (n+ 2)ay42)z"™ = Z(n + 1) (nay, — (n + 2)ani2)z"
n=1 n=0
Tedy
Z n+1 nan— (n+2) an+2 Z)\anx".
n=0 n=0
Odtud plyne Aa,, = (n + L)na, — (n + 1)(n + 2)an12, takze
1)—A
Apyo = n(n+1) . (C.7)

(n+1)(n+2)

Fundamentalni systém feSeni rovnice (C.6) bude ddn mocninnou fadous ag =1 a a; = 0 a fadou s ag =0

aa; =1, tedy
a2 2k+1)(2k +2) — A
= b a2kt1 kde bg =1, b, = ( b
y1() kgo kT ) € 0g y Ok+41 2k + 2)(2k + 3) k>
x 2k(2k+1) — A
— 2k kd =1 = — (.
y2($) kX::OCkx s € Co y Ck+1 (% n 1)(2k—|— 2) Ck

Pokud A = n(n+1) pro néjaké n € NU{0}, je pravé jedna z funkei y;, y2 polynomem, druhd je vyjddiena
nekoneénou fadou. Pokud A # n(n+1) pro vSechna n € NU{0}, jsou obé funkce y1, yo» dany nekoneénymi
fadami. Vysetiime konvergenci téchto fad. Ponévadz

i |2 @R+ +2) A,
k—oo bk$2k+1 - k— o0 (2]{3 —+ 2)(2k —+ 3) ’
lim Crpr T2 22 Tim 2k2E+1) =X |
k—oo | cpx?k |7 kDo |2+ 1)(2k+2)| 7

fady konverguji absolutné a stejnomérné pro |z| < 1 podle limitniho podilového kriteria a diverguji pro
lz| > 1.

Dale plati

lim yi(x Zbk, lim y1(w Zwa zlgﬁ y2(z) = _lim y1(w ch

T—1+ —1-— —1-
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Ponevadz cleny posloupnosti {by } a {c; } od jistého indexu neméni znaménko, lze k vySetfovani konvergence

fad Z b, Z cr pouzit Gaussovo kriterium'. Jest

= k=0
by (2k +2)(2k + 3) 1 1 (A=2)(k+1)
= =14+-+— ,
by (2k+1)(2k+2) — A ko k2 (2k+1)(2k+2) — A
e (2k+1)(2k+2) _ l+i Mk(k+1)
cey1 2k(2k+1)—XN Tk k22kQ2k+1) -\

takze obé fady diverguji. Libovolna linedrni kombinace ay; + Sy2 funkei y1, yo s koeficienty takovymi, ze
|| + 18] > 0 je tedy v prislusném jednostranném okoli alespoii jednoho z bodit 1, —1 neohrani¢ena.

Jedind vlastni ¢isla uvazované ulohy tedy jsou A = n(n + 1) pro n € NU {0} a pfislusné vlastni funkce
jsou polynomy. [J

C.1.6 PridruzZené funkce k Legendreovym polynomitim

[m]

Pridruzené funkce Py, jsou definovany jako feSeni rovnice

(1—22)2" — 222 + (n(n +1)- -2 ) 2 =0, (C.8)

1— 22

£ (o) (im0 25) o

kterd jsou ohrani¢end na intervalu (—1,1).
V této rovnici zavedeme novou nezndmou funkci Y vztahem

neboli

=(1-2H)%Y(x).
Pak m
2= 2(1—33) T122Y + (1-2%)2Y = (1—2%)% ' (1 - 2°)Y' — maY),
(1—2?)2) = (1—2®)% (1 -2?)Y —me))/:
=-—mz(l—2%)% 1 (1-2?)Y —maY) +(1-2°)% (1 -2°)Y" — 22" — maY' —mY) =
= (1= (1= 22" = 2m+ Dol = 2V + (m%? —m(1 - 2%))Y ).

Tyto vyrazy dosadime do rovnice (C.8) a postupné upravujeme,

(1+2?)2 7 [(1—2?)?Y" —2(m+ Da(l — 22)Y' + (m®2® —m(1l — 2%)) Y + n(n+1)(1 +2°)Y —m?Y] =0
(1 -2V —2(m + Dzl — 2®)Y' + (m*2? —m(1l — 2?) + n(n + 1)(1 — 2®) —m?) Y = 0.

Rovnice (C.8) se tedy transformuje na rovnici

(1—2*)Y" —2(m+ 1Y’ + (n(n +1)—m(m+ 1))Y =0. (C.9)
oo
1 Gaussovo kriterium konvergence fady > an s nezdpornymi ¢leny:
n=0
Necht existuje ¢ > 0 a ohranicend posloupnost {©,}22 , takové ze =X+ By ——©n.
an+1 n nlte

o0
Je-li A > 1, pak fada Y a, konverguje.

n=1

oo
Je-li A < 1, pak fada ) ay diverguje.

n=1

OO
Je-liA=1ap>1, pak fada Y an konverguje.

n=1

oo
Je-lix=1ap <1, pak fada > an diverguje.

n=1
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Nyni budeme postupné derivovat levou stranu Legendreovy rovnice (C.4):

4 1—2%)y” —2zy' +nn+1)y| = (1 — 2By —2zy” — 2zy" — 2y +n(n+ 1)y =
dx
:(1—I2) " 4l,y//+( ( +1)_2)y/

% [(1 — 2%y — day” + (n(n+1) — 2)y'] =1 —2%)y" —2- 329" + (n(n+1)—2- 3)y”

atd. Obecné pro prirozené Cislo k£ dostaneme

k
% [(1- )y — 2zy + n(n + Dy] =(1- 22yt —2(k 4+ Dy + (n(n+1) — k(k+ 1))y(k);
x

tento vysledek lze ovéfit iplnou indukei. Derivujeme-li tedy m-krat Legendreovu rovnici (C.4), dostaneme

(1 —22)y™+2 —2(m + 1)ay™+D) + (n(n+1) —m(m+ 1))y(m) =0.
Porovnanim s rovnici (C.9) vidime, Ze feSeni Y rovnice (C.9) je m-krat zderivované feseni Legendreovy rovnice
(C.4), tj

dan
kde P,(z) je Legendretv polynom stupné n. P¥idruzené funkce jsou tedy dény vyrazem

m d™
7

P(a) = (1= a%) % T Pa(e).

Plati véta analogicka k vété C.1.5: Rovnice

2
(1—3:2)2”—21‘2"—!—()\— m )zzO

1— 22

m4 Fedeni ohranicené v intervalu (—1,1) pravé tehdy, kdyz A = n(n + 1) pro néjaké n = 0,1,2,.... Tato FeSeni
jsou pfidruzené funkce lem].

C.2 Cebysevovy-Laguerreovy polynomy
C.2.1 Definice

Cebyseviiv-Laguerretiv polynom stupné n € N U {0} je pro kazdé = > 0 definovan vztahem

x dn
L,(x) = %dx" (e7®a™).

Zejména
Lo(z) =1 Ly(z) =42 -2z +1 Ly(z) = 572t — 223 + 327 —dz + 1
Li(z)=—z+1 Ly(z) = —ta® + 322 — 3w + 1 Ls(z) = —3ga® + ot — 3% + 52 — 5w+ 1

C.2.2 Explicitni vyjadieni Cebysevova-Laguerreova polynomu

n
Necht L, (z) = > anxz®. S vyuzitim Leibnizovy formule dostaneme
k=0
Lp(z) = gzn: ﬂ Z 1)* ,wﬂxk — zn:(_l)k n ﬂk (C.10)
" - onl — dxk e - [T P k) k!’ ’
takze




Odtud dostaneme

n
Une+1y k! (k—|—1> o Elnlkl(n — k)! _ k—n
any  (E+ 1) (n> Rk + D)+ D -k -1 (k+1)2°
k
tedy
k—n

ank , k:O7172,...,TL—1, ano = <n) = 1.

nlk1) = 11)2 0

C.2.3 Rekurentni vztahy pro CebySevovy-Laguerreovy polynomy
S vyuzitim (C.10) dostaneme

nL,(x) = (—=1)* (Z) %xk + n,

e = a0t (3) et = S0 () et

tedy

nLn(z) — L, (z) = n+i(—1)k (Z) (k_ll)! (%_1) ok = n—|—"§(—1)k (Z) n];kmk _

k=1 2
n—1 _—
_ k(T n—Fk . B kLN—k .
= ;( 1) <k> v = kZ:O( 1) ISR
n—1 .
= IRV k) LR AN

Odtud dostaneme vyjadieni derivace CebysSevova-Laguerreova polynomu pomoci tohoto polynomu a polynomu
nizsiho stupné:

L' (z) = g(Ln(x)—Ln,l(x)). (C.11)

S vyuzitim (C.10) také dostaneme

k=1

B iy (n—1)! n k1 , a7l B
- Z(_l)kk!(n—k—l)! {n—k_l} (k—l)!+(_1) (n—1)!

k=1
— nz:_l(_l)k‘ (n — 1)' xk_l + (_1)n a:n_l —
& (k—D!(n —k)! (k —1)! (n—1)!
n—1 k n—1 k
_ IRV Gt L AR o VI A A WA
= 20D Min— k11K DV Ty ) = @),
k=0 k=0
Mame tedy dalsi rekurentni formuli
Ly(x) = Ly, _1(x) + Ly—1(z) = 0. (C.12)

Z formuli (C.11) a (C.12) dostaneme

=(Ln(®) = Lo-1(2)) = Liy(@) = Luoa (@),
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tedy
x x
Lo(z) = (1 - ﬁ) Looa@) + =Ly (), (C.13)
coz je formule pro vypocet Cebysevova-Laguerreova polynomu pomoci Cebysevova-Laguerreova polynomu stup-
né nizsiho a jeho derivace. NapiSeme-li tuto formuli pro n -+ 1 misto pro n a za L/, dosadime z (C.11), dostaneme

T
n+1

T n
n+lx

Loi(z) = (1 YLn(z) + (Ln(z) — Ly—1(z)).

Tuto rovnici upravime na tvar
(n+1)Ly11(z) = 2n+1—2z)L,(z) —nLly,_1(x).
Tento vzorec lze pouzit k postupnému vypoctu Cebysevovych-Laguerreovych polynomi z prvnich dvou

Lo(z) =1, Li(x)=1-x.

C.2.4 Diferenciilni rovnice pro CebySevovy-Laguerreovy polynomy
Derivovanim rovnice (C.11) dostaneme

Li(@) = =25 (Ln(@) = Lo-1(@) + = (L (2) = Ly (@)

T

Do této rovnice dosadime z (C.12) za vyraz L) (x) — L,

' _1(x) a upravime:

IL;;(I) = _g (L7,(I) - Ln_l(x)) — nLn_l(JC) ,

Li@) = =2La@)+ (2 =n) Loa(a).
ei(@) = L)+ (2 n) Lua(o)
Za vyraz L,_1(z) v posledni rovnici dosadime z (C.11) a dostaneme

n n(l —x)

SLle) = L)+ (-224(0) + La2)

T

po upraveé
zLl(z) = (x—1)L,(x) —nL,(x).

To znamend, ze Cebysevovy-Laguerreovy polynomy L, jsou fesenim diferencidlni rovnice
zy”(z) + (1 — 2)y'(2) + ny(z) =0,

nebo v samoadjungovaném tvaru
(xe*‘”y’)/ +mne Ty =0.

Cebysevovy-Laguerreovy polynomy jsou fesenim této rovnice s okrajovymi podminkami

y(0) =1, lim e *y(z) =0.

Tr—00

C.2.5 Véta (Orthonormalita Ceby3evovych-Laguerrovych polynomii)

Pro Cebysevovy-Laguerreovy polynomy plati

/Lm(x)Ln(x)eizdlL' = L m=mn .
0, m#n
0
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D.: Pro kazdé 0 <! < n plati

Cflxnin__ll(efwxn) _ drn—t! i (_1)k1~7€+n _ i(_l)k(k+n)(1§—|—n—l)(k+l+l)xk+l _

n—I1 |
dz — k! =

|
= k' (k+1)
takze
dn—l e
xligl_;'_ dgn—t ( x ) - 0’

n—I
také plati ey (e7*a™) = P(x)e*, kde P(z) je néjaky polynom, takze

x

dn—l
. —T, .n
xlggo L, (x) e ( ) =0
pro kazdé m € N.
Necht pro uréitost je m < n. UvaZujme integral
J = /L ()Ly(z)e "dz = l/L (x)d—n (e™%a™) da
N " " onl T dgn '
0 0
K jeho vypoctu pouzijeme m krét metodu per partes a vztahy (C.14), (C.15):
J = ~ [Lm(m)dxn_1 (e "2 )]0 —/Lm(:v)idxn_1 (e™2™)dz | =
0
1 7 , dn—l o (_l)m ® dam dn—m
0 0
S vyuzitim C.2.2 dostaneme
_ (_1)m OO(_l)m m 'dn—m —x_n _ 1 r dan=m —x_n
J = ] - m m'dx"*m (e x )dx = 3| qpom (e T )dac.
0 0

Je-li m = n, pak podle C.4.2 je

1 Vi 1 1
J = —=[e"a"der = =T(n+1) = —=nl = 1,
n! n! n!
0

Jeli m < n, pak podle (C.14) a (C.14) je

O

7 véty plyne, Ze funkce
Yn(z) = e *PLy(z), n=0,1,2,...

tvoif ortonormélni posloupnost v prostoru £2(0, 00).
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C.2.6 Zobecnéné Cebysevovy-Laguerreovy polynomy

Zobecnény Cebyseviiv-Laguerreitv polynom stupné n € NU {0} je pro vSechna realnd z > 0 a s > —1 definovan

vztahem
eJC dTL
Q(z) = —a°— (e "a"*).

n! dz™

Tyto polynomy jsou fesenim diferencidlni rovnice
ay(z) + (s + 1= a)y' () + ny(x) =0,

nebo v Samoadjungovanérn tvaru
+1, — / —
(.Z's 18 xy/) + ne xxsy =0.

Zobecnéné Cebysevovy-Laguerreovy polynomy spliiuji rekurentni formule

(n+D)Q () = @n+s+1-2)Q(x) = (n+5)Q;_1(7)

L@ = 2 (@)~ (1 Q@) |
Q@) - Q@) = Qi)
Lo = -~

a rovnici
P(n+s+1)
— . m=n

[ @ @ai@e sar - n! ;
0 0, m#n

oo

piitom I'(n + s + 1) = [ e~ t"*¢d¢, sr. C.4. Z posledni rovnice plyne, Ze funkce
0

n!

o° — 8/24—1/2
n(@) = e e s T

Q@) n=0,1,2,...

tvori ortonormaln{ posloupnost v prostoru £2(0, 00).

Reseni rovnice zy”(z) + (s + 1 —z)y'(z) + \y(z) = 0 v oboru polynomii

Reseni hleddme ve tvaru polynomu
o0
y(@) =Q(z) = > qrz*, g =0prok>n
k=0

zatim neurceného stupné n. Pak je

Q' (z) = Z kqpah—1 = Z(k‘ + Dgp1z®, z2Q'(z) = Z kqpa®,
k=1 k=0 k=1
Q"(x) =D k(k— Dgea*™2, 2Q"(2) = k(k — Dgra* ™ =" k(k + 1)grsra”.
k=2 k=2 k=1
Po dosazeni do rovnice dostaneme
Z (k(k + Dgri1 + (s + 1)(k + Dars1 — kar + Agi) 2" + (s +1)g1 + Ago = 0
k=1
a odtud ) k— X
— _ aw, k=1,2,...

T ZierlfJo» dk+1 = ErDktst )

Rovnice méa tedy feSeni v oboru polynomt pouze pro A = n € {0,1,2,...}. Tento polynom je stupné n a je
urcen jednoznac¢né az na aditivni konstantu qq.
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C.3 CebysSevovy-Hermiteovy polynomy
C.3.1 Definice

Cebyseviiv-Hermitetiv polynom stupné n € NU {0} je pro kazdé = € R definovéan vztahem

2 d” g2
Hy(z) = (-1)"e" e
Zejména
Hy(z) =1 Hy(z) = 422 — 2 Hy(z) = 162* — 4822 + 12
Hy(z) =2z Hj(z) = 823 — 127 Hs(z) = 322° — 16023 + 120z

C.3.2 Rekurentni vztahy pro CebySevovy-Hermiteovy polynomy

S vyuzitim Leibnizovy formule pro vypocet vyssi derivace souc¢inu funkci dostaneme pro kazdé n > 1

Hypa(2) = (-1)"He™ & = (—1)"+1€'T2d7n(_2xe_12> = 2(—1)"e" . (J?e_ﬁ) -

¢ dx"“e dam dzm
- 92 1)» z2 . n dk dnik —z? 2 1)" z? n d” —z? n dnil —z? _
= 2N 2 ) gt e = 20D o) Tt ) @t =
qr ) dn—l
= 22(-1)"e" dxne‘”z —2n(~1)""te” dxnfle‘“z = 2zH,(z) — 2nH,_1 (),
tedy
Hp1(z) — 22Hy,(z) + 2nH,—1(x) = 0. (C.16)

Této rovnice lze vyuzit k postupnému vypocétu Cebysevovych-Hermiteovych polynomt pomoci prvnich dvou.
Dale plati

d 2 d” 2 2 d” 2 e s 2
o n_x —z o n_.x —x n+1_x —x .
H! (z) = s (—1)"e i = 2x(—1)"e ey —(=1)"*e TS =
= 2zH,(z) — Hy1(x).
Odtud s vyuzitim (C.16) dostaneme
H!(z) = 2nH, (), (C.17)

tj. vyjadfeni derivace polynomu H, pomoci polynomu nizsiho stupné.

C.3.3 Diferenciilni rovnice pro CebySevovy-Hermiteovy polynomy

S vyuzitim vztahti (C.17) a (C.16) dostaneme
H!(z) = (2nH,—1(z)) = (20Hn(2) — Hopa(x)) = 2H,(2) + 20H),(z) — H, 1 () =

= 2H,(z) +2zH] () —2(n+ 1)H,(x) = 2zH](z) — 2nH,(x).

Pro kazdé n € NU {0} je tedy CebySeviiv-Hermitetiv polynom H,, () feSenim diferencialni rovnice
y'(2) — 24y (z) + 2ny(z) = 0, (C.18)
nebo v samoadjungovaném tvaru
2 4 2
(e*“ y’) +2ne "y = 0.

Poznamenejme jesté, ze CebySeviiv-Hermitetv polynom je fesenim rovnice (C.18) s okrajovymi podminkami

. 7I2 . . 7:”2 .
Igrzlooe y(z) = Ilirrgoe y(x) = 0.
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C.3.4 Véta (Orthogonalita CebySevovych-Hermiteovych polynomii)

20/ =
/ Hm(.'L')Hn(.'IJ)e de.’E = { ' f7 . " .

D.: Pro urcitost budeme pfedpokladat, ze m < n. Oznacme

x

Pro vypocet tohoto integralu pouzijeme m krat metodu per partes; pfitom vyuzijeme (C.17) a skuteénost,
Ze pro libovolny polynom P plati

lim e_””2P(a:) = lim e‘””ZP(x) = 0.

T——00 T—00
n 2 o] ® , dn—l 2
J = (-1) {Hm(m)e }_OO— Hm(x)me dez | =
rL dn ! —;L'2 n— r dn_Q —x?
= 12m/Hm 1 d o 1 dz = (—1) 22m2(m—1) / Hm,g(:v)me dz =
s dnfm
= = (-1)" " ™m2M™ml! e " da
e
Je-li m < n, pak
n—maeom ' dn_m ! —$2 -
J = (-1) 2™m P o = 0;
je-li m = n, pak podle (C.21) je
J = 2"n! / e de = 2"nl/7.
O
Z véty plyne, ze funkce
—x2/2
Yo = - Hy(z), n=012,...

vV 2rnly/m

tvoif ortonormélni posloupnost v prostoru £2(—oco, 00).

C.3.5 Rekurentni vztahy pro koeficienty CebySevovych-Hermiteovych polynomi

o0
Hled4dme feseni rovnice (C.18) ve tvaru mocninné fady y(z) = > a,izF.

Plati
2ny(z) = Z 2Nzt
=0
2xy'(x) = Zkaankxkfl = ZQkankxk,
- k=0
y/l(x) = Z k — 1 ankx -2 = Z I{i(]{} — 1 G,n]g.'lf Z k’ + 2 an(k+2)xk .
k=0 k=2 k=0
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Po dosazeni do rovnice (C.18) dostaneme

Z [(k +2)(k + L)ang o) — 2kank + 2naze] ¥ = 0,
k=0

a tedy
2(n —k)
= =% 4k, n=012...n-2
An(k+2) k+2)(k +1) QAnk n n

C.4 Funkce I
C.4.1 Poznamky

o0
1. Nevlastni integral [ e *t*~!d¢ absolutné konverguje pro kazdé = > 0.
0

1
D.: Jeli z > 1, integral [e "¢~ 'd¢ neni nevlastni.
0

Jeli z < 1, vezmeme § € (0,2). Pak lim ¢!7°|e~**~!| = lim e "#*~% = 0 a podle limitniho
t—0+ t—0+

srovnavaciho kriteria pro nevlastni integraly druhého druhu a vzhledem k tomu, Ze nevlastni integral

1 1
J t~*dt konverguje pro k < 1, také nevlastni integrél [ |e~*t*~!|d¢ konverguje.
0 0

Dale je
1 1 11 1
lim ((z+1)Int—t) = lim ((w—i—l)ln—):— lim m:_oq
t—o0 T—0+ T T T—0+ T
nebot podle de I’'Hospitalova pravidla plati
. . In7T . 1 .
lim 7ln7= lim —— = lim —5 =— lim 7 =0,
T—0+ T—04 = T—=0+ —== T—0+
takze podle véty o limité slozené funkce dostaneme
lim ¢? |e7ttm71’ = lim e 4"t = lim @ttt — 0 < o0,
t—o00 t—o00 t—o00
(oo}

Podle limitniho srovnévaciho kriteria pro nevlastni integraly prvniho druhu a z toho, ze f 2 kon-
. 1

verguje, nyni dostdvame, Ze také integral [ |e~'¢*~!| dt konverguje. [J
1

2. Pro z > 0 polozme

oo
I'(z) = /e’ttz’ldt. (C.19)
0
Pro kazdé = > 0 a kazdé n € NU {0} pak plati
r 1
@) = —L@tntl (C.20)
x(zx+1)-(x+n)
D.: Uplnou indukei:
Integraci ,per partes* dostaneme I'(z+1) = [ e 't*dt = — [e~!%],  +a [ e 't*~1dt = 2T (v), takze
0 0

(C.20) plati pro n = 0.

Podobné I'(z +n + 2) = f e—tpTtntlqs — _ [eftt:v+n+1]
0
= (z+n+1)T(z+n+1), coz je indukéni krok. [J

o0

o0
o T @ +n+1) { e ttrtndt =
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Podle (C.19) je
1) = /e_tdt = —[e_t}go = 1.
0

Z (C.20) nyni pro kazdé n € NU {0} plyne

~ I'mn+2)  T(n+2)
C1-2---(n+1)  (n+1)!

1=T(1) ti. T(n+2) = (n+ 1),

tedy pro kazdé n € N je I'(n) = (n — 1)!.

C.4.2 Definice

Funkce T" je pro kazdé x > 0 definovana vztahem (C.19), pro z < 0, z ¢ Z je funkce I' definovana vztahem
(C.20), kde za n vezmeme [—z] = —[z] — 1, t.j.

DomI =R\ {0,-1,-2,...}.

C.4.3 Véta
1. Pro kazdé x € DomT plati

(x4 1) =2l(x) neboli I'(z)=(r—1)IT'(zx-1)

a pro kazdé n € N plati
Fz)=(x-1)(xz—-2) - (z—n)'(x—n).

2. Pro kazdé x € R\ Z plati

™
I'x)r'l—x) = .
()T ?) sin T
D.:
) . : . Fz+1)
1. Pro 2 > 0 byl prvni vztah dokdzén v C.4.1.2, pro z € (—1,0) je podle definice I'(x) = —, ) coz
je prvni vztah a pro z < —1 je
I(x — [z]) Nx+1—[z+1])
zI'(x) ==z = =T'(z+1),
(@) zz+1)--(z—[z]—-1) (z+1)(z+2)---(z+1-[z+1]-1) ( )
coz je opét prvni vztah. Ten druhy z ného plyne indukci.
2. Necht z € (0,1). Pak
(oo} oo
D(2)[(1 —=) = /e*ttffldt/efﬁs*xds = // e (o) gmmr—1qsdt .
0 0 [0,00) % [0,00)
., t . U uv « . s ‘
Polozime u = s+t, v = —, nebolis = ——, t = . Podle véty o transformaci dvojného integralu
s v+1 v+1
dostaneme
i v+1\" [ w \"v+1 U
I'x)l'(1 - = - du | ds =
(z)0(1 = ) / /e ( u ) (v—i—l) w (v+1)2 wyes
0 \o
® ® r—1 ® r—1
= /e*“du/v dv = /v dv.
v+1 v+1
0 0 0
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Podle zndmého vzorce z teorie integralu [Jarnik, 12, str. 277-281] je

oo

p*1 ™
dv = — .
v+1 sin Tx
0
T

Necht > 1. Pak podle 1. je I'(z) = (z — 1)(x — 2) - -+ (z — [z])T'(z — [z]). 1 — & < 0, takZe podle

definice

I'(1—x+[z]) ()P = 2 4 [2])

Nl-2) = =

Q-2)2-2)(z] —2) (@-D-=2)-(z—[z])’

z — [z] € (0,1), takze podle jiz dokdzaného je

M@ -2) = (DTG - B - ) = (DT
= (=1l T — ()] _ T
(-1 sin mx cos w[x] — cos mx sin 7] (=1) (—1)l=l sin 7o sinTz

(2 — [z])

Necht = < 0. Pak podle definice je I'(z) = (1) ( [z] — 1)
x(x — |z —

a podle 1. je

Ml-z)=—2(-z—1) (—z+1+[2)T(1-2+[2]) = (-)Flz@@+1)- (z - [z] - YT (1 — 2 + [2]).

Opét = — [z] € (0,1) a podle jiz dokdzaného
71'

™

L@l -2) = (-)F @~ )1 -2+ ) = (-1

O

Znéme-li I'(x) pro z €

(3
Polozime-li v C.4.3.2 z = %,

sinm(x — [z])

sinwz

,1], 1ze podle C.4.3 vypocitat I'(x) pro jakékoliv 2z € DomT'. Jiz vime, ze I'(1) = 1.

dostaneme
2
1 1
<r ()) = - = 1 neboli r() = 7.
2 sin 5 2
Odtud také plyne
T 1 i 1 T 1 1
/e_zzda: = 5/e—tt—%dt = 5/e—tt%—ldt = 5T (2> = g (C.21)
0 0 0
Podle vét z teorie integralt zavislych na parametrech plati
7 T ot et
lim I'(z) = lim /e_ttw_ldt =[S at = 00, nebot lim —— = lim e* =1>0,
z—04 z—0+ t t=0+ 3 t—0+
0 0
¢ r 1
lim I'(z) = lim e+l = I'(1) lim — = —oc0.
z—0— x—0— T z—=0—x
C.4.4 Logaritmicka derivace funkce I
d I'(z)
Vo) = fl@) = 5
Omezime se na Dom ¢ = (0, 00).
Podle C.4.3 plati
1
Yatl) = >4yl
1
P(r) = w<x_n>+kz_lek proneN, n<zx
n—1 1
= eN C.22
“atn) = W@+ oy wron (C22)

(1l —xz)—9Y(x) = mcotgmz
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Tyto vztahy lze vyuzit pro vypodet hodnot funkce v, zndme-li ¢)(x) pro z € [%, 1].
Podle vét z teorie integralta zavislych na parametrech plati pro x > 0

d o0 o0
I'(z) = ﬁ/e_ttm_ldt = /e_tt"’_llntdt. (C.23)
0 0
Polozime v = —I'(1) = — [ e 'Intdt = 0.5772157--- (Eulerova konstanta). Dosadime-li v (C.22) 1 za z,

0
dostaneme

Yn+1) = _WJFZ%
k=1

Plati (tzv. Frullaniho integral)

T e—6 et
Int = /%d@ (C.24)
0
Dosadime do (C.23) a dostaneme
F/(I) _ /efttzfl /%df dt = /g e*&\/e*ttzfldti/eft(§+1)tx71dt d¢ =
0 0 0 0 0
Ool o0
= /g e_EF(aﬂ)—/e_t(EH)tx_ldt d¢.
0 0

Ve vnitinim integralu zavedeme substituci u = ¢(¢ + 1) a dostaneme

oo o0 r—1
du 1 1
7t(£+1)t$71dt — / u< u ) _ / —um1qy = T
0/e ) N A )

takze

M=
—
—~
2
+
—
N—
SN—"
[oN
S
Il
=
&
N—
o\g

@
|
m
[oN
I
I
0\8

72"

—

2
&
—

S—

COZ znamena, ze
= —dé— | ———.
e =) e O/£(£+1)””

Ve druhém integralu zavedeme substituci ¢ + 1 = e:

/§§+1 / _1etr_/1—e—t
0 0 0

a v prvnim pfeznacime integra¢ni proménnou. Dostaneme

W(z) = /(et_t - le_;t) at. (C.25)

Zejména pro x = 1 dostaneme




Odecteme-li posledni dvé rovnice, dostaneme
F ot t
e t—e™ "
= — dt
vie) = —v+ [ G
0
Zavedeme substituci n = e~

1

1— ,,77;—1

Bud s € (0, 1) libovolné ¢islo. Funkee 1 — n—n* je na intervalu [0, s] spojité, takze podle prvni Weierstrassovy

véty je na tomto intervalu ohranicena. Existuje tedy konstanta ¢ > 0 takova, ze

" =" = " = 0®] < s"e

o0

pro kazdé n > 1 a kazdé n € [0, s]. Geometrickd fada > cs™ konverguje. Podle Weierstrassova kriteria tedy
n=+

rada

o0 o0
Z (nn - nn+171) - 11— 77171 + Z (nn _ nn+zfl)
n=1

n=0
konverguje absolutné a stejnomérné na intervalu [0, s]. Odtud plyne, Ze nasledujici vypocet je korektni.

/81‘”11(177 = j((l—n”)én") dip = O/Sni(n” ) di
_ i (5"“ 8“”) . (C.27)

1-n
0 0
_ Z/ (nn _nn+m—1) dn
n=0 0 n=0

Pfitom posledni fada konverguje stejnomérné na intervalu [0, s]; vzhledem k tomu, Ze s bylo libovolné &islo

n+tl n+z

() - Yoy

D

n=0

z intervalu (0, 1), tato fada konverguje lokdlné stejnomérné na intervalu [0,1). Rada

n=0

n+1_n+x

konverguje podle Cauchyova-Maclaurinova Kriteria. Z C.27 nyni plyne
sntl o gnte = 1 1
( >:Z<n+1_n+x>'
n=0

n+x s
) lim —
n+l n+x

o s—1—
n=0

1
oo
( sl s

dn = 1 —
n=lm ) (=505

n=0

/ 1— ,'7:6—1
L—n
0
Odtud a z C.26 dostavame vyjadieni logaritmické derivace funkce I' ve tvaru
1
) . (C.28)

—( 1
) = _7+Z;)<n+1 Cn+a

C.4.5 Rozvoj funkce I' ve Weierstrasstiv nekonec¢ny soudin

0=+ ()

Podle (C.28) je
d
— InT
"

Integrujeme-li tuto rovnost podle ¢ v mezich od 1 do « + 1, dostaneme

Inl(z+1) = —'yx—i—i(%—ln(l—f—%)) .

1 OO « T
e = @ [[ed (145
' Terp € He (1+

BIE]

38

1+

Odtud dostaneme
M(z+1) = e * H e
n=1
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C.4.6 Asymptotické vyjadieni funkce I

Z (C.25) s vyuzitim (C.24) dostaneme

" s o—tEa—t —t —te
I‘f—f—l / e dt:/ e’ e q —
T(E+1) S l—et t et —1
0 0

Zintegrujeme tuto rovnost podle £ v mezich od 1 do x:

s 1 e—t _ e—tw
InT(xz+1)—InT(2) = zlne—z+1+ = lnx ] ; de.
0
o . 1 1 1 1 )
Pii oznaceni f(t) = 377 —|— 7)7as vywsitim I'(z + 1) = 2T'(z), '(2) = 1 mdme
InT'(z) = (x - ;) Ine—-—z+1- /f(t)e*tdt + / f(t)e t=de. (C.29)
0 0
Oznac¢me
I = / F(e=tdt, J = / Fet2dt,  w(z) = / F(He=t=dt .
0 0 0
Plati:

fe At — | ft)e~tdt = [ ft)e 2dt—< [ f () e M2t =
O/ O/ 2 O/ 2

-/ 1, 1=y e_t/thz/ L2
t et —1 t t et -1/ t
0

1_14_ 1 e—t+ _t/2 % _
2 t et—1 1 t

et et _et/2 N et ]o e t/2 _ o= + et . e t(1—et) g B
2 t et — et —1 t
0

> \
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Tt —t)2
/Ldt
t

0

(et g ) tm (et ) 11

12 2 2
—t _ ,—t/2 1 —t _ —t/27° 1
Y I e R PO WP S e il P S
a t 2 t 0 2
“t_e U2 ] 1 1 11
= —hmi—thQ = lim(—-e¥?+e ') —ZIn2 = = — -In2.
t—0 t 2 t—0 2 2 2 2
Polozime-li v (C.29) x = 3, dostaneme
1
coz spolu s predchozim vysledkem da
1 1 1 1 1

Dosadime do (C.29) a dostaneme

InT'(z) = (:c - ;) Ine—z+ %1n27r+w(x).

Funkce f je na intervalu (0, 00) klesajici, tlim ft)=0a
—00

) tet —t —2et +2 4 2t et 4tet —2et 41
lim f(¢t) = lim = lim =
=0+ t—0+ 2t2 (et — 1) t—0+ 4t (et — 1) + 2t2et
—el +e! +te! el + te!

1. — 1' =
150+ (41 Al)et 1 (40 + 262)et — 4 10+ 8+ 4t + 4+ 8122t 12

COZ znamena, ze

T T 17 1 1
= e dt| < e At < = [e At = —— [e7¥]° = —
i)l = | [ foe ] < [lrwle e < o e ey = oo
0 0 0
z CehoZ plyne, ze lim w(xz) = 0, takZe pro velkd x lze psat
Tr—r0o0
1 1 , T
Inl'(z) = (z— 3 Inx —ax+ 51n27r, neboli I(z) ~V2rz® 2e™ 7. (C.30)
Odtud dostaneme )
n!l = T(n+1) ~V2r(n+1)"T2e !
a ponévadz
)rtze -l 1 1\" 11
lim (FD"2 e — 2 lim <1+> 14 = ~el = 1,
Nn— 00 nn+§ e—"n € n—oo n n e

lze psat
n n
n! ~+\2mn (—)
e

pro velkd n (Stirlingova formule).
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C.5 Besselovy funkce

C.5.1 Definice

Obycejna linedrni homogenni rovnice druhého fadu
2.1 / 2 2 _
w7y (z) + 2y (2) + (27 — v )y(z) = 0,

kde v € R, z € (0,00) se nazyva Besselova rovnice fddu v.

Rovnici (C.31) lze ekvivalentné zapsat
!
x(my’(w)) + (2® = v*)y(z) = 0.

C.5.2 Reseni rovnice (C.31) Frobeniovou metodou

Hleddme néjaké feseni rovnice (C.31). Budeme pfedpoklddat, Ze je tvaru
o0
y(x) = agr” + apz”tt + a2x0+2 4o = Zakl"”k,
k=0

kde o € R je tzv. charakteristicky soucinitel, jehoz hodnotu uré¢ime pozdéji. Pak je

22y = apo(c—1)z° + ay(c+ Dozt + > ap(o+k)(o+k—1)zotF,
k=2
vy (z) = apoz’ + ai(c+ Dzt + Y ap(o+k)zotR,
k=2
w?y(r) = > ap_ox”th
kO:o2
—v2y(z) = —2qpx® — V¢arx®tt 3 (—vPag)zotR.

k=2

Tedy

ao(0? — )27 + ay(0® + 20+ 1 — vz + Z (ar(0? + 20k + k* — 12) + ap_2) 27 % = 0,
k=2
takze (C.32) je formélnim FeSenim Besselovy rovnice (C.31) pokud plati rovnosti
ap(0? —v?) =
ar(0® +20+1-1v7%) =
ap(0? + 20k +k*> —v*) +apr_o = 0, k=23, ...

Prvni z téchto rovnosti je splnéna, pokud ¢ a v vyhovuji tzv. charakteristicke rovnici
c°—v: =0, tj.o = +v.
Polozime ¢ = v a dosadime do zbyvajicich rovnosti. Dostaneme

a1(21/ + 1)
ak(21/ + ]C)k‘

0
ag—2, k:2,3,....

(C.31)

(C.32)

Rovnost (C.34) a rovnosti (C.35) s lichymi indexy k, tj. K = 2m + 1 pro vhodné m € N, jsou zfejmé splnény,

pokud agy+1 =0, m=0,1,2,....
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Najdeme podminky, za jakych jsou splnény rovnosti (C.35) se sudymi indexy k. Pokud 2v + k # 0 pro
k=2,4,6,...,2m, pak

_ a2(m—2)
o — — Aom-1) 22(m—1)(m—-14+v) _ G2(m—2) L
" 22m(m +v) 22m(m + v) 2dm(m — )(m+v)(m —14+v)
(-1)"ao (C1)magl(1 + )

- 2mm(m —1)---1-(m+v)(m—1+v)---(1+v) 22mml(m+v)(m—1+v)---(1+)T(1+v)
B (=D)™aol(1+v)
S 22nT(m+ D)I(m+v+ 1)

Tento vypocet naznacuje, ze lze volit

1 (—1)m
T2 +1) T 2mw (ot D(m v+ 1)

ao

Pokud 2v + k = 0 pro néjaké k = 2m;, pak 2v + k je celé zaporné ¢islo pro vSechna k = 2,4,6,...,2(m; —1) a
2v + k > 0 pro vSechna k = 2(mq + 1),2(mq + 2),.... Tedy 1 +v,2+ v,...,m1 + v nejsou v defini¢nim oboru
funkce ' a m; +v+1,m; +v+2,... v ném jsou. V takovém piipadé lze volit

_ (=™
—22m D (m+ ) (m +v + 1)

ap =ag = -+ = dy(m;—1) =0, a2m pro m > mj.

Snadno ovéfime, ze pti uvedené volbé budou rovnosti (C.35) splnény pro kazdy sudy index k.
Formalni feSeni rovnice (C.31) je tedy tvaru

oo

1 N\ 2k+v
y(@) = k:zkﬂ(il)kl‘(lwr DI(k+ v +1) (5) ’ (C-36)

kde
b — 0, v ¢ (—00,0]NZ,
0 —v, vE (—o0,0NZ.
Abychom ovéfili, Ze se jednd o TeSeni, je potfeba ukazat, Ze tato fada konverguje pro kazdé = > 0. Pro polomér
konvergence r mocninné fady

e 1
S(a?) = Z(*l)k 22kr‘(k- + 1)1‘(k; +v+ 1)z2k

podle Cauchyovy-Hadamardovy véty a s vyuzitim (C.30) plati

1_ lim sup % ! =
e Tk Tk v+ 1)

_ L lim 2f 1
© 2k—oo \[ 27(k + 1)RH/2(Ek 4 v 4 1)ktr+1/2e—2k+r -1

:O’

takze tato fada konverguje absolutné a stejnomérné pro kazdé x € R. Rada (C.36) tedy konverguje absolutné a
stejnomérné pro kazdé x > 0. (Pro x = 0 nemusi byt y(x) = 2.S(x) vibec definovéna.)

C.5.3 Definice

Funkce s . 1 7\ 2k+v
Jy(x) = ];(—1) Tk+1)I(k+v+1) (5)

se nazyva Besselova funkce pruniho druhu vddu v. Je-li pro néjaké k € NU {0} ¢islo k + v + 1 celé nekladné (tj.
k+v+1¢DomT), klademe k-ty ¢len uvaZované fady roven 0.
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Oznacme

o'} 1 x\ 2k
uu(x) = kzz:(](_l)kr(k+1)r(k+y+1) <§>

C.5.4 Poznamka

_ 1 / _
uV(O) - F(V—Fl), uu(o) =0
D.: Prvni vzorec plyne z toho, ze I'(1) = 1.
> 2%k N 2k—1 © L N 2k—1
/ — _1 k - — _1 k - —
() kzzo( S GT O r T D) (2) kz:l( TR ITGE v 1) (2)
i 1 N 2k—1
= —1)* = .
kzz:l( ) FE)Nk+v+1) (2)

(Posledni rovnost plyne z faktu, ze I'(k + 1) = kI'(k).) O

C.5.5 Vlastnosti Besselovy funkce prvniho druhu

1. Funkce J,(z) je spojitd na (0, 00).
D.: Plyne z toho, Ze u,(z) jakoZto sou¢et mocninné fady je funkce spojita. OJ

1, v=20
2. x1_1>I(I)l+Ju(CU)= 0, v>0neborveZ\{0} .
co(—1)M | v e (~00,0)\Z

D.: Plyne bezprostfedné z C.5.4. [J

3. Pro n € N plati J_,(z) = (—1)"J,(x) pro vSechna z € (0, 00).

) . ® (—1)* z\2Zk-n = (—1)k+n x\2k+n .
Do Jon(z) = ,;:: D(k+ 1)T(k—n+1) (5) STk 4+ DIk +1) (5) = (Z1)"n(@).
O

!

4. (27 ), (2)) = =2 " Jp4a(2), (ac”Jl,(x))/ =a"J,_1(z).
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D.: Plati:

—v I —v - 1 AN l =
(z7"J(z) = <2 Z(_l)kp(k+1)r(k+u+1) (5) ) -

=0
=2 i_o:(l)k o0 (k + 1)?;1@ oD (g)%_l =
=2 g(_l)kr(k + 1)rl(€k fu+1) @)%—1 -

- T G-

- TV% 2(_1)k+1 Tk + 1)sz Tr+2) (@% B

= 2 é(l)kr(k + 1)ng +v+2) (g)%l -

= (g)y g(_l)kr(k ¥ 1)r2/< 12 (g)%ﬂ -
= v go(_l)knk +1)I(k i (v+1)+1) (g)my+1

Druhy vztah lze dokazat analogicky. [J

2v 1
Cvae) = —J@) = (@), J(2) = 5 (Ja() = Do ().
Prvni formule (rekurentni vzorec) umoziuje vypocitat J,11(x) ze znalosti J, (x) a J,—_1(z); druha formule
je vzorec pro derivaci Besselovy funkce prvniho druhu.

D.: Prvni formuli z 4. vynasobime z”, druhou ™" a rozepiseme derivaci souc¢inu. Tim dostaneme
! v ! v
T = 0@ = —dea@), T+ DL = Joa).
Odectenim téchto rovnic dostaneme prvni formuli, se¢tenim druhou. O

. Plati

c- (=" z\* o~ (=DF a2k
JO(z):ZF(kH)F(kH) (5) =2 (k1)? (5) ’

k=0 k=0
R G0l T\HH_won  (FDF gy
Tulw) = ,;)F(’” D (k + 2) (5) 5,;0 (k+1)(k1)? (5)

[2 2
cJipa(x) = — 08T, Jijo(x) = —sinz.

D.: Ponévadz podle C.4.3 je pro kazdé k € NU {0}

r(k+;) _ (k_;> (k_g)m(k_%?—l)r(;) _ (21@—1)(2212_3)...1\/7?:
(2k)! k)

- (Qk)!!zkﬁ L
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kde (2k)!! = 2k(2k — 2)(2k — 4) - -+ 2, tak plati T'(k + )T (k+ 3) = &! ](€'2Q)k VT = (22]2 V7 a tedy

oo

1 2k 1/2 22kr 2k
J—l/QZZ(*l)kr(kH)r (/c+§) \/72 k ( ) -

k=0
2k 2
=\/— Z(— =4/—cosz.
T ! T
k=0

Rekurentni formule uvedené v 5 spolu s vyjadienim funkei Jo, J1, J-pn, J_1/2, J1/2 uvedenymi v 6, 3 a 7
umoznuji vypocitat Besselovy funkce 1. druhu libovolného celo¢iselného a polociselného radu.

Druhy vztah se dokaze analogicky. O

C.5.6 Véta (Nulové body Besselovych funkci celoéiselného fadu)

Funkce J,, n =0,1,2,... mé jednoduché nulové body x,1,Tn2, Tns,... takové, ze
0<Tp1 <Tpo < Tpz < -+, hma:nk—oo
k—o0
a posloupnost {z, } p—, nema hromadné body. Funkce J,,, n = 1,2, ... ma navic n-nasobny nulovy bod z,9 = 0.

D.: Viz napf. G.N.Watson, A Treatise on the Theory of Bessel Functions, Cambridge University Press, 1922,
kap. XV. O

C.5.7 Véta (Orthogonalita Besselovych funkci celoc¢iselného Fadu)

Besselovy funkce J,, n =0,1,2,... spliuji pro kazdé a > 0 a vSechna k,! € N rovnost
0

(22t g) (B , k1
/ & (F2e) g (F2te) ag = o) b

D=

kde x5 (resp. x,;) je k-ty (resp. I-ty) jednoduchy nulovy bod funkce J,.

D.: Polozme f(€) = Ju (“2¢), 9(¢) = Jo (“24¢). Pak

YOty (), SO (2 ()

Znk 3o

Ponévadz J,, je FeSenim Besselovy rovnice (C.31), plati

T = () () (e (P2 ((B22) ) 0 (22)) -
— (Y ()" - n2) 19).

de;(zﬁ) . % dﬁ(f) N ((wak)? _ ;) £(©) = 0.

ddggf) + zdig) + ((xa”l) 22) f(& =o.

Prvni rovnost vynasobime £g, druhou vynasobime £ f a odecteme je:

tedy

Analogicky dostaneme

E@f" — 19"+ (9f — f9) +Efg ((“) - (x"l)2> —0.

a
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Po tpravé
22, —

nk nl __ 0

2 ]

a

Ef"+d ' =gt —f9") +(gf — fd)+¢fyg
d / ny — ah —ahy
a (€(f = f9) = =—F"2Efg.
Integraci posledni rovnosti v mezich od 0 do a dostaneme

a
2 2

a(9(a) f'(a) — f(a)g'(a)) = Zn—Tuk / EF(©)g(€)de .

a2

Ponévadz f(a) = J, (—a) =0ag(a) =J, (%a) = 0, plati

o- iz o (229 (29

takze pro k # [ je dokazovana rovnost splnéna.

Ponévadz J,, spliiuje Besselovu rovnici (C.31), plati pro kazdé = > 0 rovnost
22T, (x) = n?J,(z) — aJ), (x) — 22! ().

Integraci per partes s vyuzitim této rovnosti dostaneme
2 L, 2 2 ’
z(Jn(2)) do = 5% (Jn(2))” = [ 2*Jn() ], (z)dz =

= 22 (Jul@))” - / (n2 (@)1 () = 2( () = 22T}/ (2) T () dar =

n? ! x? !
— 5 (@)’ - [ ( o [(a@)?] - [Q(Jm))ﬂ > do =
_ %xQ(Jn(z))z =2 (@) + S (@) = S (Ia@) + (Ta@)?) = - (Tale),

Podle C.5.5.5 je (Jn(x))2 + (J,’l(x))2 = (Jn(x))2 + (Jn—1(z) — Jn+1(x))2 a tento vyraz je podle C.5.5.2

pro = z pravého okoli nuly ohranic¢eny. To znamené, ze
2

Jim T [(J@)” + ()] =o.

Dale podle C.5.5.2 je také

Plati tedy

Jeln (e a2 [anora-
0 n 3
2

k
- ;k [”0; (@) + (Ta(za)?) = 5 (nlen)?| = 5 (i (wu)”

Podle C.5.5.4 je
n

—e g (1) = (27 n(@))" = o (@) + 2T (@),
takze J! (2nk) = —Jnt1(znk). Celkem tedy

2

r 2
[ £ (22 a6 = & st
0
coz je dokazovand rovnost pro k = 1. [J
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C.5.8 Véta

Necht v € Z a v je FeSenim Besselovy rovnice (C.31) linedrné nezévislé na J,,. Pak | lim wv(x)

z—0+

= Q.

D.: Oznacme
Ju(x) v(x)
Jy(z) v'(z)

wronskian funkei J,,, v. S vyuzitim faktu, Ze J, a v jsou feSenim rovnice (C.31) dostaneme

W =W(x)=W(x;J,,v) = = J,(2)v'(z) — J,(x)v(x)

d d
—W=— (L' =Jv)=Jv + 0" —Jv—Jv =J0" —Jv=
dz dz
2 _ .2 _ / 2 _ .2 JI/ _ J/ 1 1
R N T R
x x x x
w
Wronskidn W tedy spliiuje diferencidlni rovnici W’ = ——, coZ znamend, Ze
x
C
Wx) =—
()=,

kde C je n&jakd nenulova konstanta (nebot funkce J,, v jsou nezévislé). Déle plati

A (o) _ o _W_C
dz \J,) J2 Jz o xJ2

Bud a > 0 libovolnd konstanta. Integraci posledni rovnosti v mezich od = do o dostaneme

@) o
Ju(z) z/g(J,,(g))z’

kde D = v(o;) je konstanta. Odtud plyne, Ze pro kazdé = € (0, ) plati

— x - QL
v(z) = Jy(x) | D Cﬂg/g(@(&))2

a tedy

[e3

. o . de
i, v(a) = D lig, Jte) = C lig o) [ (0

x

(14+¢)? v=0
g2, veZ\ {0}
0 > 0 takové, ze pro vSechna £ € (0,9) je (Jl,(ﬁ))2 < 7. Odtud plyne, ze pro z € (0, ) plati

Bud € > 0 libovolné. Polozme n = { Pak 7 > 0 a podle C.5.5.2 k nému existuje

« ) a «

« )
d§ d¢ de¢ 1 [d¢ de¢ 1.6 d¢
V= ot e et e [
! £(7.(9) / £(7,(9)) / £(7,(9)) >n/ ¢ / €97 mow / £(7.(9)

T 4

tedy

& d 1.4
lim —— > | —— + - lim In— = oo.
Lyl £(1.9)° 5/ G

x

Odtud vzhledem k C.5.5.2 a (C.37) dale plyne, ze pro v =0 je

Ilirrol+ v(z) = (—sgnC) oo
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a pro v € Z\ {0} podle de 'Hospitalova pravidla a podle C.5.5.5 je

§e 1
o 2 - 2
z E(J, Jy
lim v(z) = —-C lim J,(z) / # = —C lim 5(7(5)) = —C lim M =
z—0+ r—04+ g(Jy (6)) z—0+ 1 x—0+ _ Jy (x)
Ju () (J,(x))?
2
=-C li =—-C i .
mi%l%» .’EJL', xi%lJr I(Jy_l(ilf) — Jy+1($))
Podle C.5.5.2 je funkce x — J,_1(2) — J,41 v pravém okol nuly ohranicend a tedy lir(r)1+v(:zz) =o00. 0
—

C.5.9 Véta
Je-li v € Z, jsou Besselovy funkce prvniho druhu J, a J_, feSenim rovnice (C.31) a jsou linearné nezavislé.

D.: Funkce J,, J_, byly v C.5.2 nalezeny jako feSeni rovnice (C.31). Staci tedy ovéfit tvrzeni o nezavislosti.
Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, ze v > 0.
Wronskian funkci J,, J_, je

W(xvjl/,Jfl/) =

Podle C.5.4 pro v ¢ Z plati ‘ lim W(z,J,,J_,)
x—04

= 00, coz znamena, ze pro né€jaké z > 0 je

Wz, J,,J-,) # 0 a tedy podle zndmé véty z teorie linedrnich homogennich oby¢ejnych diferencialnich
rovnic funkce J,, J_, tvofi fundamentélni systém Feseni rovnice (C.31). O

Pro v ¢ Z tedy Besselovy funkce prvniho druhu J, a J_,, tvof fundamentalni systém feSeni rovnice (C.31).
V piipadé v € Z mame pouze jedno bazové feseni (sr. C.5.5.3).
C.5.10 Definice

Funkce Y, definovand pro kazdé v € R a kazdé x € (0, 00) vztahem

Yo(z) = lim Je(x) cos T — J_e(x)
E—v sin €

se nazyva Besselova funkce druhého druhu vddu v. (Nékdy také Neumannova funkce.)

Pokud v € Z, je jmenovatel zlomku za limitou nenulovy a tedy pro v ¢ Z lze psat

Jy(x) cosmv — J_,(x) .

sin v

Y, (z) =

Je-li v = n € Z, jsou Citatel i jmenovatel zlomku za limitou nulové a limitu lze tedy vypocitat podle de I’'Hospital-
ova pravidla:
1 0 0
Y;L = - a5 Jv —(=D)" |=— —v .
@ = (o), - [
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C.5.11 Véta

Funkce Y, je FeSenim rovnice (C.31) pro libovolné v € R. Pro wronskian funkei J, a Y, plati W(«, J,,Y,) = —
T
(Funkce J, a Y, tedy tvofi fundamentalni systém Feseni rovnice (C.31).)

D.: Viz napf. G.N.Watson, A Treatise on the Theory of Bessel Functions, Cambridge University Press, 1922,
str. 58-76. [

C.5.12 Poznamka

Besselovy funkce druhého druhu spliiuji stejné vztahy, jako funkce prvniho druhu:

(xﬂ’Yl,(z))/ = -z 'Y, 41(x),
(az”Yy(x))/ = 'Y, 1(x),
Vi) = 2¥() - Vi),
V@) = 5~ Yon(@)
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Dodatek D

Laplacetiv operator v krivocéarém

souradném systému

n
0%u
Ay = 922
€T
i=1 ?
podrobnéji
n
A A 0%u J;l,xg,...,mn)
u(x17.’172,...,$n)— T1,T2,.e, :L’nu(x17x2>"‘7xn E 2
i=1 Li
Soufadnice x1, xa, ..., Z, transformujeme na soutfadnice ¢, go, . .., g,. Pak je
Ty = ’(QI7q25"'aQTL)7 qgi = Qi<$1,l‘2,...,$n),
ou Z Ou 0g;
ox; 8q] ox;’

Pu =0 [(0udg;\ = [0q =~ OPu Og, Oudq\
or2 ;8% <(’9q]8x1> N Z T ]gaq]aqk z; +87qj8x? B

proi=1,2,... n. Tedy

"~ 0%u 9q; Oq Ou &%q; | _
Aq1 q2,. Z_: ( 6(1 an 8331' (9.7’ Z 6q] 6331 =

j k=1

- dq; Oqx
jz_:l 3(] 8qk <Lz: 8le alz) Z 3(]] <i_

Specialni pripady:

Polarni soufadnice v roviné

T =rcosp, y=rsiny, r =+ 22+ y?, np:arctgg+g(1—sgnx)+2k7r
x

V tomto pfipadé je

or T or Y dy —y dp

9r 2y y2 Oy \Ji2+yr  Ox  22+yP Oy
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x
/IZ +y2 [ P —
8%r B Vaz+y? y? 0?r 2

T
81'2 x2_~_y2 - (x2+y2)3/27 872/2 - (x2+y2)3/27
o 2x o 2y
o2 _y:r2+y2’ 6y2 - z2+y2’
a dale

O\ (OB (0 0\ P L ordp orde
oz oy) a2y Oz |

= — =0
Ay a2 4+y2)% 2 Oxdz  dydy
Pr Or_ _yHzr 1 Do Pe_
ax2 ay2 - (.’L‘2+y2)3/2 - ,r’ axQ ayZ — Y.

Laplacetv operator transformovany do polarnich soufadnic tedy je
0%u or\> or\? 0%u [(Orde Ordp 0%u Op 2 Op 2

AT = — _— _— _— _— _— _— _—

i or? ((5‘z> + <8y) +8r8<,0 (896 Ox +5‘y ay) +8g02 (5‘:5) + (8y) +

ou (0*r 0% ou (%0 9%p Pu  10% 10u
t— ezttt 7s ) = =
or \0x? = 0y? Op \ 0r2  0y?

- + — .
or?2  r29¢%  ror
Tento vysledek miizeme zapsat ve tvaru

A 10 ou 1 0%u

u = —-——=—|r— —=—
nY ror \ Or r2 0?2
Cylindrické souradnice v trojrozmérném prostoru

T=rcosp, y=rsingp, z=2z, r =22 + 92, gozarctgg—i—g(l—sgnx)—ﬁ—Zlm, z=z
T

o100y 12 o
mpath = or " or r2 002 022

Sférické souradnice v trojrozmérném prostoru

T =rcospcost, y=rsinpcosd, z =rsind,

r=vx2+ 92+ 22, go:arctgg—l—z(l—sgnx)—i—Zkﬂr, 9 = arcsin ——o
T 2 /22+y2+32
A u = ig TQ@ +¥@+;ﬁ Cosﬁaiu
me? T T 2 g or r2cos?2 ¥ dp?  r2cost OV 09
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