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Abstrakt

Cilem této bakalaiské prace je sestavit sbirku feSenych piikladt z pravdépodobnosti a
statistiky. Sbirka bude doplnénim k jiZ existujicim u¢ebnim textim, vytvorenym k pied-
métu M4122. V textu jsou uvedeny teoretické zaklady, které jsou vyuzity k vyfeSeni
prikladd. Soucdsti jsou rovnéz nevytesené piiklady, slouzici k procvi¢ovani probrané latky.

Abstract

The aim of this Bachelor thesis is to compile a collection of exercises in probability
and statistics. The collection will be added as supplement to existing textbooks, created for
the course M4122. Theretical foundations has been introduced within the text, which are
than used as reference for solving problems. Also included are unsolved examples, used
to practice the subject materia.
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Uvod

Tato bakaldrskd prace vnikla pfedev§im proto, aby poskytla poslouchaciim predmétu
M4122 podrobny postup feseni prikladii podobnych t€m, které jsou soucdsti cviceni. Sbirka
byla vytvofena jako dopliiujici u¢ebni text, neni tedy ur¢ena pro samostatné studium. Tvori{
ji pét kapitol a celkem 54 podrobné feSenych a 33 nevyfeSenych pfikladil s vysledky. Na
zacatku kazdé kapitoly je zdkladni sezndmeni s latkou, kterd bude v této kapitole probrana.
Béhem kapitoly se postupné vénujeme teorii, kterd je nezbytnd k vyfeSeni zadanych tloh.
Teorie je Cerpana ze skript Mgr. Jana Koldcka, Ph.D. a pani RNDr. Marie Forbelské, Ph.D.,
kterd jsou uvedena v literatuie. Pfiklady jsou postupné vyfeSeny a vysvétleny. Na konci
kazdé kapitoly se nachazi cviceni s tlohami, slouZici studentim k opakovéani a procvic¢eni
probrané latky.

Na uplném zacatku prvni kapitoly se seznamime se zdkladnimi definicemi ndhodnych
veli¢in a jejich funkcemi, déle pak probereme ciselné charakteristiky rozdéleni pravdé-
podobnosti, tedy stfedni hodnotu, rozptyl, kvantily, kovariance a korelacni koeficient. Na
konci kapitoly budeme fesit ikoly na charakteristiky nahodnych vektorti. Tyto charakte-
ristiky budeme dale pouZivat v celé praci. Druha kapitola se zabyvéa centrdlnimi limitnimi
vétami: Markovova a CebySevova nerovnost se pouZivaji pfedeviim v dokazovani vét,
my vSak ukdZeme, jak lze s jejich pomoci vyteSit urcité dlohy. Do této kapitoly patii také
centrdlni limitn{ véta. Ve tfeti kapitole pouze pfipomeneme definici normélniho rozdéleni
a uvedeme definice rozdélenich z néj odvozenych, kterd budeme potifebovat v dalsi casti
sbirky. Ctvrtou kapitolu vénujeme teorii odhadd, tzn. nestrannosti a konzistenci odhadd,
metodam konstrukce bodovych odhadi, a na konci internalovym odhadim. Pata kapitola
¢aste¢né navazuje na Ctvrtou ve smyslu, Ze pfi testovani statistickych hypotéz budeme
pouZzivat intervalové odhady. Tato kapitola je tedy vénovéna testnovani hypotéz. V ptiloze
jsou pak uvedeny kvantilové tabulky pro urcitd rozdélent.

Vsechny definice a véty v této praci byly Cerpany z [1], [2], [3] a [7]. Inspiraci pro
tvorbu nékterych pfiladti jsme nalezli v [6], [8], [9] a [10]. Tabulky v pfiloze byly Cerpany z
[5]. Bakalarska prace byla zpracovana v systému IXTEX, s vyjimkou tabulek v pfiloze prace,
které byly zpracovany v programu Excel, a obrazk, které byly zpracovdny v programu
TikzEdt.

—IX—



Prehled pouzitého znaceni

Pro snazsi orientaci v textu zde Ctenari pfedkladame prehled znaceni, které v praci neni

definované.

@0 e vVEEZY R

®

, )
Q, o/, P)
A(6)

Bi(n; 0)
Po(A)
Ge(0)
NeBi(n; 6)
Ro(a; D)
Ex(A)

~—~

jevova o-algebra na Q

borelovskd mnozinova o-algebra na R
mnozina vSech pfirozenych ¢isel
mnoZzina vSech redlnych cisel

spocetnd mnoZina redlnych cisel
pravdépodobnost

elementarni jev

prostor elementarnich jevil

mnoZina moznych hodnot parametru 6
jevové pole

pravdépodobnostni prostor

alternativni rozdé€leni s parametrem 6
binomické rozdé€leni s parametry n a 0
Poissonovo rozdéleni s parametrem A
geometrické rozdéleni s parametrem 6
negativné binomické rozdéleni s parametry n a 0
rovnomérné rozdéleni s parametry a a b

exponencidlni rozdéleni s parametrem A



Kapitola 1

Ciselné charakteristiky rozdéleni
pravdépodobnosti

Distribuéni a pravdépodobnostni funkce diskrétni nahodné veli¢iny a distribuéni funkce a
hustota ndhodné veliiny spojitého typu predstavuji celkové charakteristiky téchto velicin.
Nicméné u spousty praktickych problému neni ani potfeba charakterizovat ndhodnou
veli¢inu v celosti. VétSinou ndm staci pouze spocitat nékteré ¢iselné charakteristiky, coz
nam vyznamné usnadni prici, a ty nam pak ukazuji na dilezité vlastnosti ndhodnych
veli¢in. Postupné se sezndmime se vSemi témito ¢iselnymi charakteristikami, ale jeSté
pred tim se seznamime se zdkladnimi definicemi ndhodnych veli¢in a jejich funkcemi,
které je popisuji. Pfipomindm, Ze zde je uvedend pouze teorie nutnd k vyfeseni zadanych
uloh. Zbyvajici teorii naleznete v uvedené literature.

Definice 1.1. Necht’ (Q, </ , P) je pravdépodobnostni prostor, X : Q — R je takové
zobrazent, Ze pro Vx € R plati

{weQ:X(w) §x}:X’1((—oo,x])€ .

Pak X nazyvdme nahodnou velicinou vzhledem k jevovému poli (Q, <7 ).

Definice 1.2. Necht’ X je ndhodnd velicina definovand na pravdépodobnostnim
prostoru (2, </, P). Pak funkci

Fx(x) = P(X <x),

kde x € R, nazyvdame distribuéni funkci nahodné veliciny X.

Definice 1.3. Necht’X je ndhodnd velicina definovand na pravdépodobnostnim pro-
storu (Q, o7 | P) a Fx jeji distribucni funkce. Pak mnoZinovou funkci Px, definovanou
vztahem

Px(A) = P(X € A),

kde A € B a B je borelovskd mnozinovd c-algebra na R, nazyvime rozdéleni
pravdépodobnosti nahodné veliciny X.
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Poznamka: Definici borelovské mnozinové c-algebry & viz ve [1, str. 11].

Definice 1.4. Rekneme, Ze ndhodnd velicina X je diskrétniho typu, pokud existuje
nejvyse spocetnd mnozZina M C R takovd, Ze plati

a budeme ji znacit X ~ (M, px).

Definice 1.5. Necht’X je diskrétni ndahodnd velic¢ina. Pak funkci

kde x € M, nazyvdme pravdépodobnostni funkci diskrétni ndhodné veliciny X a
mnoZinu M oborem hodnot X.

Definice 1.6. Rekneme, Ze ndhodnd velicina X definovand na (Q, <7, P) je abso-
lutné spaojitého typu, jestlize existuje nezdpornd integrovatelnd funkce fx takovd,
Ze rozdéleni pravdépodobnosti

Px(B) = /fx(x)dx pro VB € A,
B

a budeme je znacit X ~ fx(x). Funkci fx nazyvdme hustotou rozdéleni pravdépo-
dobnosti nahodné veliciny X absolutné spojitého typu.

Kdyz jsme se seznamili s definicemi ndhodnych veli¢in, miZeme nyni popsat i jejich
¢iselné charakteristiky. Pojem, ktery ma nejrozsitenéjsi aplikaci predevS§im ve statistice,
ale 1 v jinych oborech, je stredni hodnota. Ostatnimi vyznamnymi pojmy jsou rozptyl a
smérodatnd odchylka, kovariance, korelacni koeficient a kvantily. VSechny tyto vlastnosti
maji aplikovatelnost pii pocitini mnohych ukolu.

1.1 Stredni hodnota a rozptyl nahodné veliciny

Stfedni hodnota je matematicka hodnota, ktera pfedstavuje ofekavanou (stiedni, primér-
nou) hodnotu ndhodné veliiny.
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Definice 1.1.1. Necht’ X je ndhodnd velicina definovand na (Q, <7, P) a necht’
existuje integrdl / X (w)dP(w) < 0. Potom Cislo
Q

E(X) = [ X(0)dP(o)
/

nazyvdame stredni hodnotou ndhodné veliciny X. Pokud uvedeny integrdl neni ko-
necny nebo neexistuje, rikame, Ze stiedni hodnota nahodné veliciny X neexistuje.

Véta 1.1.2. VLASTNOSTI STREDNI HODNOTY. Necht’ X, Xy, X, jsou ndhodné
veli¢iny definované na pravdépodobnostnim prostoru (Q, <7, P), a € R je konstanta.
Potom plati

1. JestliZe PX =a)=1<EX)=a;
2. E(aX) =aE(X);

3. E(X1+X2) =E(X)) +E(X2);

4. Necht’X| a X, jsou nezdvislé ndhodné veliciny = E (X1X,) = E(X))E(X2).

Diikaz: Vlastnosti sttedni hodnoty plynou piimo z vlastnosti integrald a integrovatel-
nych funkcf.

Dusledek 1.1.3.

1. Je-li nahodnd velicina diskrétniho typu, potom plati

E(X)= Z xpx (x),

xeM
za predpokladu, Ze pripadnd nekonecnd rada absolutné konverguje.
2. Je-li ndhodnd velicina absolutné spojitého typu, potom plati

(o)

E(X) = / xfi (x)dx,

—o0

za predpokladu, Ze nekonecny Riemannitv integrdl absolutné konverguje.

Nyni uvedeme nékolik piiklada stiedni hodnoty.

Priklad 1. Kamardd ndm nabidl, Ze si s ndmi zahraje hru: hazeni kostkou. V pfipad¢, ze
hodime sudé Cislo, obdrzime od kamarada 3 K¢. Jestlize hodime pétku, ddme kamarddovi
1 K¢. Pokud padne jednicka, zaplatime 5 K¢&; trojka nikomu zisk nepfinese. Vyplati se ndm
hrat takovou hru?
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Reseni: Abychom se dozv&déli, zdali v takové hite ziskdme n&jaké penize, nejjednodussi
zpusob, jak to zjistit, je, Ze spo¢itime ocekavanou (stfedn{) hodnotu zisku. Oznac¢me jako
X nahodnou velicinu, kterd udava pocet korun, jez ziskdme z jedné hry. Pravdépodobnost,
Ze hodime jakékoliv Cislo je %. Lépe to miizeme vidé€t v nasledujici tabulce:

Cislo| 1 (2|34 5 |6
X |5/3]0[3]-1]3
px() | & lelsl6] s | %

Tabulka 1.1. Pravdépodobnostni tabulka.

Potom Ize stfedni hodnotu zisku lehce spocitat:

1

6
1 1 1 1 1
E(X)=Y xipx(xi) =(=5)- =+3-—+0- - 43—+ (=1)- - +3- - == =0,5.
i=1

1
6 "6 6 6 6 "6 2
Ocekavany zisk pii jedné hte je 0,5 K¢, tedy 5 K¢ pri 10 zopakovanych hréch.

Priklad 2. Necht X a 'Y jsou ndhodné veli¢iny definované nésledujicim zptisobem:

0,1 prox=—10; 10,
0,2 prox=20;35,

X)) =
PXO) =004 prox=20,
0 jinak,
0,1 proy=—-6;0,
(y) = 0,2 proy=9,
priy)= 0,3 proy=—-2;3,
0 jinak.
Spocitejte:
a) E(X);
b) E(X?);

(
c) E(3X +2Y);
d) E(X3 —41?).
Reseni:
a) Stejné jako v ptfedchozim piikladu spocitdme stfedni hodnotu:

5
EX) =Y xipx(x;) = (=10)-0,1+10-0,1+0-0,2+5-0,2+20-0,4 = 9.
i=1
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b) Tento piipad se mirné lisi od pfedchoziho. Podivejme se jak:
5
E(X*) =Y x7px(xi) = (—10)*-0,14+10*-0,1+0%-0,2+5-0,24+20%-0,4 =
i=1

= 165.

Takovym zplisobem lze samoziejmé spoéitat také E(X3), E(X4), ...
¢) Zde uz pouZijeme vlastnosti stfedni hodnoty:
E(3X +2Y) =3E(X)+2E(Y).

Musime tedy najit stfedni hodnotu E(Y'). Lze lehce spocitat, ze E(Y) = 1,5. Stfedni
hodnotu E(X) uz mame, takZze muzeme pokracovat dal:

E(3X+2Y)=3E(X)+2E(Y)=3-942-1,5=30.
d) V tomto piipade se jedna o kombinaci dvou predchozich pripadi:
E(X? —4Y%) = E(X?) —4(Y?).

Spocitdme postupné:

5
E(X°) =) xipx(x)=
i=1

(=10)3-0,14+10%-0,14+0%-0,2+5%.0,24+20%.0,4 = 3225,

Vipy (yi) =

Mm

E(Y?) =
i=1
=(—6)2-0,14+0%-0,1+9%-0,24(—2)?-0,3+3%.0,3 =23,7.

Nyni mlizeme spocitat:

E(X3—4Y?) =E(X?) —4(Y?) =3225—4-23,7 = 3130, 2.

Priklad 3. Doba Zivotnosti X4 opotfebovaného pristroje A (ddna v rocich) ma rozdéleni
s hustotou:

1/1

- —x+1> pro0 <x <2,
fx(x) = 3<2

0 jinak.

Oveéite, zda je fx(x) opravdu hustotou a spocitejte stfedni dobu Zivotnosti piistroje A.
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Reseni:

Nezédpornd funkce fx(x) je hustotou, jestlize

/ fx(x)dx = 1. Ovéfme tento pozadavek:

Obrazek 1.1. Hustota.

1 /1 1, 11 12
— [ (ixr)do= | =R hox| =2 =1
/fx<x>dx /3(2)“r )dx {12x+3x10 373
oo 0

Funkce fx(x) je opravdu hustotou. Jak vime z definice, stfedni hodnotu ndhodné
veli¢iny absolutné spojitého typu pocitime pomoci integralu:

1 /1 1, 1
E(XA)—/fo(X)dX—/x§(§x—}—1>dx_/<6x —f—§x>dx_
o 5 /
_ ix3+lx2 2_‘_‘+%_Q
- 93 9

Stfedni doba Zivotnosti pfistroje A je tedy % roku.

V nékterych pripadech nestaci znat pouze stfedni hodnotu néjaké ndhodné veliCiny,
coz muizZeme vidét na nasledujicim piikladu:

Priklad 4. Kdyz fekneme, Ze primérna teplota je v néjakém mésté 15 °C, mame dojem,
Ze je tam pifjemné klima, ale to také miiZe znamenat, Ze je v 1ét€ 40 °C a v zimé -10 °C.

Proto kromé stfedni hodnoty n€jaké ndhodné veli¢iny potfebujeme védét, jaka je od-
chylka, tj. jaky je rozptyl moznych hodnot ndhodné veli¢iny kolem stiedni (o¢ekdvané)
hodnoty.

Uvedeme definici a vlastnosti rozptylu, a potom na nékolika ptikladech ukdZzeme, jak
se pocita a jak ho lze vyuZit v praxi.

Definice 1.1.4. Necht’X je ndhodnd velicina definovand na (Q, <7,P). Potom Cislo
k
We=E(X-E(X))

nazyvdame k-tym centrdalnim momentem ndhodné veliciny X za predpokladu, Ze
uvedené stredni hodnoty pro k=1, 2, ... existuji.
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Definice 1.1.5.

1. Rekneme, Ze ndhodnd velicina X md konecny druhy obecny moment, jestlize
W =E(X?) <
2. Druhy centrdlni moment nazyvdame rozptyl a znacime
D(X)=E(X—E(X))’= .

3. Cislo
o =+/D(X)

nazyvdame smérodatnou odchylkou ndhodné veliciny X.

Véta 1.1.6. VLASTNOSTI ROZPTYLU. Necht’ X, X1, X jsou ndhodné veliciny de-
finované na (Q, </, P) s konecnymi druhymi momenty, a € R je konstanta. Potom

plati
1. PX=a)=1=D(X)=0;

D(X) =E(X?) - E*(X);

N w0

D(X; +X2) = D(X1) + D(Xp), pricemZ X; a X, jsou nezdvislé ndhodné ve-

(X
(

D(aX) = a’D(X);
(

liciny.

Duikaz: Viz [1, str. 75].

Priklad 5. Honza se rozhodl vyzkousSet své schopnosti ve stfelbé lukem na terc. Prav-
dépodobnost Ze netrefi teré a tudl’i neziske’l Zadné body je 50% Terc je rozdélen tak, Ze

body, vné&jsi ¢ast jeden bod. Spomteﬁe ocekdvany pocet bodu pri deseti pokusech a také o
kolik se odchyli mozné hodnoty od ocekédvané.

20

Obrazek 1.2. Ter¢.

Reseni: Necht X je ndhodn4 veliGina, kterd predstavuje pocet bodd. Nejprve musime
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v

zjistit, jaky je pomér vnitini a vnéjsi ¢asti. Spocitdme obé& plochy, kdyz vime, Ze r =

=
%

T
P =rn :RZE,

T T
P=Rrn-rr=Rn-R> =R>>.
2 2
Vidime tudiz, Ze se plochy rovnaji, coz znamen4, Ze je pravdépodobnost zdsahu obou
Casti stejnd. RozepiSeme tedy pravdépodobnosti dosazeni kazdého poctu bodu:

0,5 prox=0,
px(x)=140,25 prox=1,2,
0 jinak.

Jak jsme uz vidéli, o¢ekdvany pocet bodil spocitdime pomoci definice stfedni hodnoty:
3
E(X)=Y xipx(x;)=0-0,5+1-0,254+2-0,25=0,75.
i=1

Ocekavany pocet bodi pii 10 pokusech je 7,5. Ddle podle definice spocitime rozptyl,
abychom z néj dostali hledanou odchylku:

D(X)=E(X —E(X))’= E(X?) — EX(X) =
=0%-0,5+1%2.0,25+2%-0,254+0,75%> = 1,25+0,5625 = 1,8125.

Rozptyl oznacuje kvadratickou odchylku od stfedni hodnoty. Smérodatna odchylka je:

o =+/D(X)=1+/1,8125=1,34629.

Priklad 6. Spocitejte D(3X 4 2) ndhodné veli¢iny X definované v ptikladu 3 na strané 5.
Reseni: Pouzijeme vlastnost rozptylu:

D(3X +2) =9D(X).

Potfebujeme tedy spocitat pouze rozptyl D(X ). Abychom jej spocitali, musime nejprve
vypoditat E(X?):

2 2
1/1 1 1
2\ A — -3 2.2 —
E(X)—/x 3(2x+1)dx /(6x —|—3x)dx
0
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14 [/10\%*) 26
D(3X +2) =9D(X) :9(E(X2)—E2(X))=9<3— (3) > =,

Nyni definujeme nésledujici funkci a nékolik jejich vlastnosti, které nim vyznamné
usnadni pocitdni mnohych tkoll, coZ miizeme vidét na prikladu €. 7 na strané 9.

Definice 1.1.7. Funkce I je pro a > 0 definovand predpisem

= /x“lexdx.
0

Véta 1.1.8. VLASTNOSTI I' FUNKCE. Jeji nejcastéji pouZivané vlastnosti pro
a> 0, neNjsou

1. T'(a+1) =al'(a);

1
20z )=m
(2)="

3. T(n)=m-1).

Diikaz: Viz [1, str. 38].

Priklad 7. Doba X do vybiti baterie urCovand v rocich se fidi rozdélenim s hustotou:

2¢=%* prox >0,
X) =
fx ) {O prox < 0.

Spocitejte jeji stfedni hodnotu Zivotnosti.

Reseni:

E(X)= /xfx /erzxdxlzdx dr

—o0

17 1 1 1
~ftetdt=T(Q2) == 11==.
2/6 1@ =3 2
0

Stfedni hodnota jeji Zivotnosti je tedy pul roku.

V praxi se opakované setkdvame s nékterymi rozdélenimi diskrétnich a spojitych né-
hodnych veli¢in. Znalost jejich stifednich hodnot a rozptylii mize mit velky vyznam pfi
feSeni mnohych tloh. Nékterd rozdéleni nemaji stifedni hodnotu ani rozptyl, coz ukdzeme
na nésledujicim piikladu. Poté za ucelem snadnéjSiho pocitani uvedeme jiz zminéné cha-
rakteristiky.

Priklad 8. Dokazte, ze stiedni hodnota a rozptyl standardniho Cauchyho rozdéleni
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neexistuji.

Reseni: Cauchyho rozdéleni pravdépodobnosti je definovano hustotou v ndsledujicim
tvaru:

fx(x;a;b) = T prox € R,

b2+ (x—a)?)
pficemZ a € R, b > 0 jsou dand Cisla.

Pro a =0 a b = 1 dostaneme tzv. standardni Cauchyho rozdéleni, které je specidlnim
pfipadem Studentova t-rozdéleni s jednim stupném volnosti. Zapisujeme X ~ ¢(1), anebo
X = %, kde U; ~ N(0,1) pro i = 1,2 (vice ve 3. kapitole). Potom dostavame hustotu
vyjadienou vztahem:

1
fx(x) = p- prox € R.

(1+x2)

Pocitame tedy jeji stfedni hodnotu a rozptyl:

[} [}

E(X)= /xfx(x)dx _ /

—oo —oo

X
(1 +x2)

Jedna se tedy o lichou funkci. Jeji integrdl se rovna nule, kdy x € (—a,a), a € R,
ale neexistuje, pokud a je nevlastni bod. Pokud dany integral neexistuje, plyne z toho, Ze
hledan4 stfedni hodnota ndhodné veli¢iny a zaroven jeji rozptyl neexistuji.

X ~ A(6) Bi(n; 0) | Po(A) | Ge(6) | NeBi(n; 0)
E(X) 7] no A id n=?
0 0
1-6 1-6

Tabulka 1.2. Stiedni hodnota a rozptyl dilezitych diskrétnich rozdéleni.
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X ~ | Ro(a;b) | Ex(A) | N(u; 62) | x*(n) | t(n) F(ny;ny)
atb ! I Mo
E(X) 2 A H " 0 ny—2
—a)? n n?(ny+np—
D(X) o= - c? 2n | —3 rlmin2) 4
12 A2 n=2 | na(n1—2)*(n;—4)

Tabulka 1.3. Stiedni hodnota a rozptyl diilezitych spojitych rozdéleni.

Priklad 9. Necht' X; a X, jsou stochasticky nezdvislé ndhodné veli€iny z exponencidl-
niho rozd€leni. Vypocitejte stiedni hodnotu ndhodné veli¢iny Y, kde Y = min{X;,X>}.

Reseni: Vime, Ze exponencidlni rozdéleni ma nasledujici rozdéleni a distribu¢ni funkce:

Ae i prox; > 0, l—e ™™ pro0<ux <1,
fox) = { Pro X a  Fyl)= { P ’

0 jinak, 0 jinak.
kde i = 1, 2. Nyni miiZeme pocitat:

Fy(y) =P(Y <y) =P(min{X;, X} <y) =1—P(min{X1, X2} > y)=
=1-PX; >yANXo>y)=1-PX;>y)-PXa>y) =

=1-(1-P(X1 <) (1-PX2<y)=1—(1-Fx,(») (1 - Fx,(y))=
=l-(1-(1—e™)(1-(1—e™))=1-eM.e™=1-¢eM.

Z toho plyne, Ze:
) =Fp(y) = (1—e M) =24 2M,

Kone¢né mizeme spocitat stfedni hodnotu:

—24y 2Ay=l‘ .
/ny Jdy = /Mye 2Ady =di|
1 1
-t = —1!=
= / te tdr = 59 T(2) = 5711 = 77

Vyuzitim I" funkce jsme dostali stfedni hodnotu rovnou ﬁ

IPlati pouze pro n > 1, jinak neexistuje.
ZPlati pouze pro n; > 2, jinak neexistuje.
3Plati pouze pro n > 2, jinak neexistuje.
“4Plati pouze pro n; > 4, jinak neexistuje.
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1.2 Kvantily

V této podkapitole uvedeme jednak definici kvantilu, jednak kvantily, které jsou velmi
¢asto pouZzivané: medidn, dolni a horni kvartil.

Definice 1.2.1. Necht’Fy je distribucni funkci a a. € (0, 1). Potom funkce
Fel(a) = 0(a) = inf{x € R : Fx(x) > a}.
se nazyvd kvantilovd funkce a cislo
Xa = 0(a)

se nazyvd o-kvantilem rozdéleni s distribucni funkci Fx (x).

Pozndmka 1.2.2. Mezi casto pouZivané kvantily patii
1. xo 5 — dolni kvartil;

2. x5 —medidn;

3. X075 — horni kvartil.

Odhady kvantili jsou dobfe vyuzitelné v matematické statistice. Zde se budeme zabyvat
spise ,.teoretickymi* piiklady. Pfiklady na odhady kvantili budeme fesit v kapitole 4.

Priklad 10. Kuba leti letadlem z mésta A do mésta B, pficemz obé mésta jsou na stejné
zemépisné vysce. Mésto A se nachdzi na zemépisné Sifce 6° a mésto B na zemépisné Sitce
49°. VyuZzitim definice kvantilu spocitejte, na jaké zemépisné Sifce se Kuba nachdzi, pokud
letadlo uletélo 17 % cesty.

Reseni: Vzhledem k tomu, Ze se mésta nachdzi na stejné zemépisné vysce, hustotu
vzdalenosti mezi témito mésty si miZeme predstavit funkci rovhomérného rozdélent:

1

fx(x)=< b—a
0 jinak.

prox € (a,b), a<b,

Vime, Ze jeji distribu¢ni funkce mé tvar:

0 prox < a,
xX—a

Fx(x) = ,_—, PrOX€ (a,b), a <b,
1 prox > b.

Podle definice kvantilu je ¢t-kvantil roven inverzni distribu¢ni funkci v bodé . Zapi-
sujeme
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Fy' (@) =xq = Q(at),

z ¢ehoZ plyne, Ze

Fx(xa) = .

Nyni miZeme pokraovat ve vypoctu:

X —a
At =

xq—a=o(b—a),
xq = 0t(b—a)+a.

:a’

My vS8ak potfebujeme spocitat, kde se nachazi Kuba, kdyZ urazil 17% cesty, tzn.
sedmnécty kvantil:

x0.17 = 0,17(49 — 6) +6,
X0,17 = 13,31.

Vidime, Ze po preletu 17 % cesty se Kuba nachdzi na zemépisné Siice 13,31°.

Priklad 11. Spocitejte medidn, dolni a horni kvartil ndhodné veli¢iny X s nésledujici
distribuéni funkei Fy (x):

1
x—sz prox € (0,2),
Fx(x) =10 pro x € (—eo,0],
1 pro x € [2,00).

Reseni: Nejprve spocitame kvantil ve vSeobecném tvaru, potom za o dosadime odpo-
vidajici ¢isla:

FX(XOC) =a,
1
Xog — Z.x(zx — (X,
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ProtoZe po&itdme funkce za x € (0, 2), x nemiZe byt v&ts{ jak 2. TudiZ ndm zGstava
pouze jedno feSeni:

xqg=2-2v1—a.

Nyni miZeme dosadit za « Cisla, jejichz kvantily pocitame:

X0,25 =2-241 —0,25 %0,268,
X5 =2—24/1-0,5~0,586,
X0,75 =2-2 1—0,75: 1.

Za o 1ze samoziejmé v piipadé potfeby dosadit jakékoliv &islo z intervalu (0, 1).

1.3 Kovariance a korelac¢ni koeficient

V této podkapitole se budeme zabyvat kovarianci a korelacnim koeficientem (dale jen
korelace). Kovariance je stifedni hodnota soucinu odchylek dvou ndhodnych veli¢in od
jejich stfednich hodnot, zatimco korelace ukazuje na stupeni zdvislosti dvou ndhodnych
veli¢in.

V celé této podkapitole budeme predpoklidat, Ze ndhodné veli¢iny maji kone¢né druhé
momenty.

Definice 1.3.1. Kovarianci dvou ndhodnych velicin X a Y nazyvdme cislo

C(X,Y)
CX,Y)= E(X—EX))(Y—E(Y)) a cislo R(X,Y) = —————-— nazgyvdme
(X,Y) ( (X)) ( (Y)) (X,Y) ST "
korelacni koeficient.
Véta 1.3.2.

1. Necht'(X,Y) ~ (M, px y(x,y)) jsou ndhodné veliciny diskrétniho typu, po-
tom plati

CX,Y) = ( X): (x—EX)) (y—E(Y))px.x(x,).

2. Necht'(X,Y) ~ fx y(x,y) jsou ndhodné veli¢iny absolutné spojitého typu,
potom plati

C(X,Y)://(x—E(X))(y—E(Y))dFXJ(x,y).

Duikaz: Viz [1, str. 77].
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Véta 1.3.3. VLASTNOSTI KOVARIANCE A KORELACE. Necht’X aY jsou ndahodné
veliciny, ay, az, b1, by € R jsou koeficienty. Potom plati

1. C(X,X) =D(X);

4. Jsou-li ndhodné velic¢iny X a Y nezdvislé, pak C(X,Y) =R(X,Y) =0;
POZOR: Obrdcené neplati!

D(X)D(Y);

6. C(a1 +aX, by —l—sz) = aszC(X, Y),'

7. R(ay +aX, b1+ bY) =R(X,Y)sign(axby), je-liay #0a by #0;

8 D(X+Y)=D(X)+D(Y)+2C(X,Y).

Duikaz: Viz [1, str. 79].

Z vlastnosti kovarianci a korelaci mtizeme vidét, Ze korelace nabyva hodnoty v intervalu
[—1,1]. Korelace v hodnoté —1 znamend zcela nepiimou zdvislost, naproti tomu hodnota
1 znamend, Ze veli€iny jsou ve zcela pfimé zavislosti. AvSak nulové korelace ukazuje na
to, Ze mezi statistickymi veli¢inami neexistuje Zadna linearni zavislost. Také vidime, Ze
nezéavislost ndhodnych veli¢in implikuje nulovou kovarianci, zatimco nulovd kovariance
neimplikuje nezdvislost ndhodnych velicin, ale nepfitomnost jakéhokoliv linedrniho vztahu
mezi nimi.

Predtim, nez za¢neme feSit priklady na kovarianci a korelaci, uvedeme definici ndhod-
ného vektoru:

Definice 1.3.4. Necht'X = (X1, ..., X,) : Q — R" je zobrazeni definované na prav-
dépodobnostnim prostoru (Q, o7 | P) takové, Ze pro ¥x € R" plati

{loeQ:X(w)<x}ed.

Pak X nazyvdme n-rozmérnym ndahodnym vektorem.

Podivejme se na nékolik ptikladii kovarianci a korelact:

Priklad 12. Spocitejte kovarianci mezi ndhodnymi veli¢inami U a 'V, jestlize U = X +Y
aV =Y —X, pficemz X aY jsou nezadvislé nahodné veli¢iny.

Reseni: 7 nezavislosti dvou ndhodnych veli¢in plyne nulovd kovariance. Postupné
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pocitame:

c(U,V)

D(U)D(V)’
CWU,V)=R(U,V)\/DU)D(V)=R(X+Y,Y —X)\/D(X—l—Y)D(Y—X) =

— (R(X,Y) —R(X,X)+R(Y,Y) —R(Y, X)) \/(D(X) +D(Y))’ =
=(1-1)-(D(X)+D(Y))=0.

RWU,V)=

Tady vidime, Ze mezi ndhodnymi veli¢inami U a V neexistuje linedrni vztah.

Jesté predtim, neZ se dostaneme k ndsledujicimu prikladu, pfipomeiime si dvé véty.
Prvni popisuje margindlni pravdépodobnostni funkci a margindlni hustotu, druhd jejich
vlastnosti v pripadé nezavlislosti ndhodnych velicin, kterou v nasledujicim prikladu bu-
deme pouZzivat.

Véta 1.3.5. Pro piirozené k < n méme indexy {iy,...,ix} C {1,....,n} a

{1 ooy gty = {1, oy n\ {1 ooes i)

1. Necht’X ~ (M, px). Pak margindlni ndhodny vektor X* md margindlni prav-
dépodobnostni funkci rovnu

p;(((X*):p;((Xi“...,Xik):P<X*:X*): Z Z pX(x17-"7xn)7

leeMjl xjnfkeMjnfk

kde M = My X --- X My, pricemZ M; je obor hodnot ndhodné veliciny X;, pro
i=1,..,n

2. Necht’X ~ fx(x). Pak margindini ndhodny vektor X* md margindlni hustotu

rovnu
) = s ) = POC =x) = [ oo [ (o, )y,

Duikaz: Viz [1, str. 47].
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Veéta 1.3.6.
1. Méjme diskrétni ndhodny vektor X = (X1, ..., Xn), ~ (M, px). Pak Xy, ..., X,
Jjsou nezavislé, prave kdyz
n
Px(x1, oy Xp) = HPXi(Xi) pro Vx=(x1, ..., x,) € R",
i=1

kde pro i =1, ..., n je px,(x;) margindlni pravdépodobnostni funkce ndhodné
veliciny X;.

2. Mé&jme absolutné spojity ndhodny vektor X = (X, ..., Xn)/ se sdruZenou hus-
totou fx(xi, ..., xp). Pak Xy, ..., X, jsou nezdvislé, pravé kdyz

n
x(xp, ey xn) = Hin(x,-) pro sv. x=(x1,...,x,) € R",
i=1

kde proi=1, ..., n je fx,(x;) margindlni hustota ndhodné veliciny X;.

Duikaz: Viz [1, str. 50].

Priklad 13. Mame k dispozici dvé kostky, kterymi hdzime ve stejny Cas: Cervenou a
modrou. Pokud ¢ervenou kostkou hodime sudé Cislo, obdrzime za né€j jeden bod, zatimco
za liché ¢islo dostaneme 2 body. Kdyz hdzime modrou kostkou a hodime ¢islo 1, obdrZzime
1 bod, pokud hodime 2 nebo 3, obdrZime 2 body a za ¢isla 4, 5 nebo 6 dostaneme 3 body.
Pravdépodobnostni funkce nahodného vektoru X = (X, Y)/, kde prvni slozka oznacuje
pocet bodi dosazenych ¢ervenou kostkou a druha slozka ukazuje na pocet bodi ziskanych
modrou kostkou, pocita pravdépodobnost dosaZeni bodd jednim hodem. Dokazte, Ze mezi
témito dvéma veli¢inami neexistuje Zddnd linearni zavislost.

Reseni: Mame dokdzat, Ze zadané ndhodné veliciny jsou linedrné nezavislé mezi sebou.
Potom plati:

px.y(x,y) = px(x)py (y).

Hodnoty pravdépodobnostni funkce ukdZeme nejlépe pomoci pravdépodobnostni ta-
bulky:

X\Y | 1]2|3]|pxx)
. | L[I[L[ I
12 6 4 2
1 1 1 1
2 \1nlgla| 2
pr) | ¢ 1 315] 1

Tabulka 1.4. Pravdépodobnostni tabulka.
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pxy(x,y)

Obrdzek 1.3. Pravdépodobnostni funkce.

ZapiSeme zv1ast pravdépodobnostni funkce:

(1 |
- proy=1,
(1 6 proy
— prox=1,
2 1
1 — proy= 27
pX(x> =3 - pro x = 2, a pY(y) = ?
2 — proy= 37
(0 jinak, 2
0 jinak.

Abychom ur¢ili zavislost mezi veli¢inami, musime spocitat jejich korelaci. Jak jsme jiz
vidéli na pfedchozim ptikladu, pfedtim neZ spocitime korelaci, musime nejprve spocitat
jejich stfedni hodnoty, rozptyly a kovarianci:

lepx Xi) = %—FQ

3

1 1 7
=) 1o —42-+3. 2=+
:yijyj 6+ 3+ 3’

2 3
= Z szy]pX Y xzayj)

i=1j=1

1 1 1 1 7
—1-1-—+1-2.—+1. —21—22—2 1=
SH12e+1:3. 04 5224230 =1,
7 37
C(X,Y)=E(XY)~E(X)E(Y) =5 -5 3 =0=R(X,Y) =0.

Pfipad nulové kovariance ndim implikuje nulovou korelaci, ¢imz miZeme dokazat, Ze
mezi danymi veli¢inami neexistuje linedrni zavislost, aniZ bychom pocitali ostatni veliCiny.

Priklad 14. Spocitejte konstantu ¢ tak, aby ndhodné veli¢iny X a Y byly ve zcela
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nepiimé zavislosti. Ndhodny vektor ma nésledujici simultdnni hustotu:

1

—(1-x) _
—le —|—cy> rox,y < |—1,1],
fxr(xy)= 4( P | |
0 jinak.

Reseni: Uz bylo zminéno, Ze zcela nepiim4 zavislost dvou ndhodnych veli¢in znamend,
Ze korelace mezi témito dvéma veli¢inami je —1. Abychom byli schopni spocitat korelaci,
nejprve musime spocitat stiedni hodnoty, rozptyl a kovarianci mezi t€émito ndhodnymi
veli¢inami, ale jeSté pred tim spocitdme jejich margindlni hustoty:

o 1 1 1
. 1 1
fx(x) = /fx,y(x,y)dyz/z(e a )+cy)dyzz/e ldy+1/cydy=
Zoo e e

1 1
1 1 1
fr(y) = /fX,Y(xa}’)dx:/Z<€(lx)—i—Cy)dx:Z/eXIdx—i—Z/cydx:
e 1

1 x_ll 1 1_1 1 cy cy_ez—l—Zezcy—l
‘[e } 1*‘[0”6] Ti i i YT T aE

Ted, kdyZ zndme jejich margindlni hustoty, miZeme spoditat jejich stfedni hodnoty a
rozptyly:

1 U==x V =€
E X2 — 2 — 2 x—1 —
(X7) /x fx(x)dx ) x“e* dx S ey ]
21
1 r 1 1
= §<xzex_1 1 /2xex_1dx>: 5(1 —z)—/xex_ldx:
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(o)

1
y(e 21 2e%cy—1
E(Y)= /yfy 102 )dyz

L1 _

—o00

42
—00 _1
1 1 1
2 3 2
y cy y
= [ Zd —dy— | ==dy=
/4 y+/ 2 V7 ) 42%
-1 -1 -1
371 471 3 71
c 1 1 c c 1
S T S O B
12]_, 8 ;. L12e 12 12 8 8 12e
_ez—l
T 6e?

o 11

1
/XYfXY (x,y dxdy://zxy(ex_l+cy)dxdy:
Joo 15

l—l
»—\,_.
B

e L L— 8\8

—N—

g ) _e ey
6 2|, 12 12
2 2 4 2
B ) 2oy €75 1\" e —5e"—2
D00 =B - B0 =50 - (1) = S

D(Y) :E(Yz) _EZ(Y) _ 62__1 . (E)zz 362 —2€2C2 —3

C(X,Y)=E(XY)-EX)EY)=0-— -~ =—=>

Ted konecné spocitame korelaci, z ¢ehoZ plyne hledana konstanta c:

1 ’ 1
y cy
4dy+/ > b /4e2
|

11 1
b x—1 2
xy(eXI+cy)dy dx:/</xe4 ydy+/%dy>dx:
- 1 -1 ~1

- 1
xexflyz 1 N @ 1 dx:/ xe&! _xexfl +ﬂ+_
8 |, [ 12], o\ 8 g 12

cx
12

&
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X, Y —5
R(X,Y)= oy _ — 362 —— =—1=
\/D(X)D(Y) \/e —25:4 -2 3e —128eezc -3
c _\/64—562—2 3e2 —2e2¢2 -3
3e2 2e4 18¢2

ProtoZe 3¢2 je kladné ¢&islo, musi platit ¢ > 0. Ziskanou rovnici umocnime a vyfeSime:

c? (et —5e*—2)-(3e* —2e%c? - 3)

9t 3660 ’
’ 360 —2e0¢2 — 3¢* — 15¢* 4+ 10e*c? + 15¢2 — 6e* + 422 + 6
c =
4¢2 ’
3, 9, 9 1, 5 3
2 4 2 2 4 2
=gty (—56 T3 “)*@’
1, 5 3, 9, 9 3
2_4__2:_4__2_ s
¢ (26 2e> 3¢ T2 it
8,83¢> 210, 15,
2 ~1,15,
¢ +1,07.

ProtoZe vime, Ze hledana konstanta ¢ > 0, existuje jenom jediné feSeni; ¢ se pribliZzné
rovna 1,07.

1.4 Charakteristiky nahodnych vektoru

V piedchozi podkapitole jsme uvedli pojem ndhodného vektoru. Zde uvidime, jaké jsou
jeho Ciselné charakteristiky a na prikladu ukdzeme, jak se pocitaji.

Definice 1.4.1. Necht' X = (X1, ..., X)) : Q — R" je ndhodny vektor definovany
na pravdépodobnostnim prostoru (Q, </, P). Potom stiedni hodnotu ndhodného
vektoru X nazyvdme vektor

/

EX)=(E(X)), ... E(X,)) .

Definice 1.4.2. Necht'X = (X1, ..., Xy)' : Q = R" je ndhodny vektor definovany na
pravdépodobnostnim prostoru (., </, P). Potom varianéni (kovarianéni) matici
nahodného vektoru X nazyvdme matici

D(X) =var(X) = cov(X,X) =C(X,X) = (C(Xi, Xj)) i':117m7n'
J=1,...,n
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Definice 1.4.3. Necht' X = (X1, ..., X)) : Q — R" je ndhodny vektor definovany
na pravdépodobnostnim prostoru (Q, <7, P). Potom korela¢ni matici ndhodného
vektoru X nazyvdme matici

R(X) = cor(X) = R(X,X) = (R(X;, X)) i=1,...n-

j=l.n

Priklad 15. Ve ttid¢€ je 25 zaka; 11 chlapct a 14 dévcat. Ucitelka ma ndhodné vybrat
jedno dité, které bude mit na starosti tfidni nasténku. Mame nahodny vektor X = (X, Xz)’ ,
ktery je definovan takto:

1 vybere-li chlapce, 1 vybere-li divku,
X1 = N a Xy = .
0 jinak, 0 jinak.

Spocitejte varian¢ni a korela¢ni matice vektoru X = (Xi, X3)'.

Reseni: U piikladu 13 ne strang 17 jsme uZ uvad&li pravdépodobnostni tabulku, a to

udélame také zde. Vime, Ze pravdépodobnost vybéru chlapce je é—;, zatimco pravdépodob-

nost vybéru divky je %:

Xi\X2 | 0 | 1| px,(x1)
0 0|43 X
1 | %o 3
px,(x2) | 5| 3 1

Tabulka 1.5. Pravdépodobnostni tabulka.

Z toho lze snadno spocitat:

2
11 14 11
( 1) izzlxltpxl<xlz> 25+ 25 257
a
E(xy) 22: (62) =0 1o, 14 14
= X9. X7.)=0-— c—_ = —
27 P 25" 25 25
Stejné:
E(x?) iz ()=1 oo 14 1
=) Xi x,)=1-— C— =,
O L TR TR T

a
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2
11 14 14
i:zi ? 25" 25 25

Je zfejmé, 7e E(X1X;) = 0, nebot pravdépodobnost, Ze najednou vybere dvé déti, je

nulova. Potom Ize spocitat:
11 14 154

CX1,X2) =EX1Xp2) —EX))E(Xp) =0——-—=——==C(Xp, X)).
(X1, X2) = E(X1X2) — E(X))E(X2) 55 55 = "5 = C(X2, X1)
Pottebujeme jesté rozptyly:
11 121 154
DX)=EX})—E*X)) =z — = —
14 196 154
D(Xo)=E(X?)—E*X)) =2 ——— = ——.
Nyni miZeme spocitat korelace mezi nimi:
C(X1, X
R(X1, Xo) = (X1, X) = —1=R(X,Xi).
D(X;)D(X>)

Kone¢né mdme vse, abychom sestavili kovarian¢ni a korelacni matice:

154 /1 -1 I -1
cov(X):@(_l | ), a cor(X):(_1 1).

Vsimnéme si, Ze se diagonalni prvky kovarian¢ni matice rovnaji rozptylim a korela¢ni
matice rovnaji jedné, nebot R(X, X) = 1.

1.5 Cviceni

1. Necht X je ndhodnd veli¢ina, kterd udava pocet rubii pii 3 hodech minci. Spocitejte
sttedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny.

[E(X)=1,5; D(X) =3]

2. Dva hraci hazi kostkou. Prvni hra¢ pred hodem zaplati néjakou sumu. Druhy hrac
po svém hodu zaplati prvnimu tolik penéz, kolik hodil na kostce. Kolik penéz ma
zaplatit prvni hra¢, aby hra byla férova?

[E(X)=3,5]

3. ProdavaC zmrzliny utrzi 1200 K¢, kdyZ je pékné pocasi, a 400 K¢, kdyz je pocasi
Spatné. Kolik prodavac utrzi, kdyZ je pravdépodobnost, Ze bude Spatné pocasi 35 %?
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[E(X) = 920]

4. Televizory s riznymi poruchami pfinaseji do dilny na opravy. Necht' X je nahodna
velic¢ina udavajici ¢as opravy televizoru, s nasledujici distribu¢ni funkei:

Fx(x> =

l—e™ prox>0,
0 pro x < 0.

Naleznéte ocekdvanou hodnotu a rozptyl této ndhodné veliCiny.
[E(X)=1; D(X)=1]

5. Necht'je X ndhodn4 veli¢ina definovand ndsledujicim zptisobem:

.
—  prox =4,
10
6
— prox=35,
px(x) = 130
— prox=2,
10
jinak.
\
Spocitejte:
a) E(3X +4);
b) E(X3);
¢) D(1—-2X).

[a)E(3X +4) = 16; b)E(X?) = 83,8; ¢)D(1 —2X) =7,2]

6. Dokazte, 7e D(X) = E(X?) — E*(X).
7. Dokazte, Ze se stiedni hodnota a rozptyl ndhodné veli¢iny X

a) binomického rozdé€leni Bi(n; 0), rovnaji E(X) =n6 a D(X) =n6(1—0);
1 1
b) exponencialniho rozdéleni Ex(A), rovnaji E(X) = 72 D(X) = 72

¢) normdlniho rozdéleni N(u; 62), rovnaji E(X) = u a D(X) = 2.

8. V krabicce mame 4 bilé a 5 Cernych kouli. X je ndhodnd velicina, kterd udava
pocet vytazenych bilych kouli ze 3 pokusii s vracenim kouli do krabicky. Nakreslete
distribuni funkci a pouZitim definice kvantilu spocitejte xo 15, X025, X0,83 a X0,99-

[x0,15 = 1; x025 = 1; x0,83 = 2; x0,99 = 3]
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9. Necht X ~ Ex(A). Spoéitejte horni a doln{ kvartil, pro A = 2.
[x0725 = 07 1438; X0,75 = 0,6931]
10. Necht' X, Y a Z jsou vzdjemné nezdvislé ndhodné veli¢iny. Spocitejte

a) stfedni hodnotu transformované ndhodné veli¢iny U = X2 + XY + Y2, pokud
E(X)=4E(Y)=—6,D(X)=1D(Y)=4aR(X,Y)=0,3;
b) korelaéni koeficient R(V, W), kdeV =X +Z a W =Z —3Y, ptiCemz
EX)=4,EY)=2,E(Z)=17,DX)=5,DY)=1aD(Z)=09.
3v7
[a)E(U) = 33,6; b)R(V, W) = 1—[]

11. Néhodny vektor X = (X, Y)’ mé ndsledujici simultdnni hustotu:

4xy prox,y € [0, 1],

fxy(x,y) = {

0 jinak.
Spocitejte kovarianci a korelaci mezi ndhodnymi veli¢inami X a Y.
[C(X,Y)=0; R(X,Y)=0]

12. Necht X = (X1, X»)' je ndhodny vektor, jehoZ hodnoty pravdépodobnostni funkce
jsou dané pravdépodobnostni tabulkou:

X\X o1
1 1

0 15|z

1 1

I J3]3

Tabulka 1.6. Pravdépodobnostni tabulka.

Naleznéte kovarianci a korelaci mezi ndhodnymi veli¢inami X; a X>.

1 V35
X, X)=——: R(X1,X0) = ———
[C(X1, X2) Tk (X1, X2) 35 ]
13. Na stole mame balicek karet licem dolti. Ndhodné vybereme jednu kartu. Ndhodné
veli¢iny X1, X, a X3 jsou definovany nasledujicim zptisobem:

1 vybereme-li esa,
X = ..
0 jinak,

1 vybereme-li ¢ernou ddmu,
Xy = ..
0 jinak,

1 vybereme-li ¢ervenou kartu,
X3 = ..
0 jinak.
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Vypoététe kovarianéni a koreladni matice ndhodného vektoru X = (X1, X», X3)'.

2 1 1 1 Y3 _\3
169 338 26 30 6
_ 1 25 L|. _ V3 1
[covX)=| —333 G ~—;:|:corX)=]|-% 1 -3
1 _1 1 _V3 1 1
26 52 1 6 5



Kapitola 2
Limitni véty

V této kapitole se sezndmime s limitnimi vétami, které maji jak teoreticky, tak prakticky
vyznam v pravdépodobnosti a statistice. Jedna se o zdkon velkych Cisel a centrdlni limitni
vétu. Zakon velkych ¢isel ma spiSe vyznam v teorii, proto se jim nebudeme zabyvat (¢tenafi
se 0 ném mohou dozvédét v [1]). Centrdlni limitni véta (CLV) je velmi uZite¢na pfi feSeni
mnoha tkold, ale jesté pfed ni se zminime o dvou nerovnostech, které se Casto pouZzivaji
v dokazovani CLV a s jejichZ pomoci si ukdzeme, jak lze vyfeSit nékteré dlohy. Jde o
Markovovu a CebySevovu nerovnost.

2.1 Markovova a CebySevova nerovnost

Nejprve je dilezité zminit, Ze timto zplisobem lze nalézt pouze odhad, nikoliv presné
feSeni. Pravé proto nemiiZeme s jistotou fict, Ze feSeni je vZdy spolehlivé, i kdyZ po-
moci téchto dvou nerovnosti 1ze snadno vyfeSit nékteré dlohy. Snadnost vyfeSeni, jakoZ i
nespolehlivost feSeni nejlépe uvidime na prvnich dvou ptikladech.

Véta 2.1.1. Necht’X je ndhodnd velicina definovdna na pravdépodobnostnim pro-
storu (Q, 9/ ,P) a necht’ existuji E(X) a D(X). Potom pro libovolné € > 0 plati
Cebysevova nerovnost

D(X)
g’

P(X ~E(X)| > ¢) <

Diikaz: Viz [1, str. 77].

_27—
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Véta 2.1.2. Necht’X je ndhodnd velicina definovdna na pravdépodobnostnim pro-
storu (Q,.o/ ,P) a necht’existuje E(X), pricem? P(X > 0) = 1. Potom pro libovolné
€ > 0 plati Markovova nerovnost

E(X)
£

PX>¢)<

Diikaz: Plyne z ditkazu CebySevovy nerovnosti (ndvod: misto rozptylu po&itime stiedni
hodnotu).

Nyni na dvou velmi podobnych piikladech ukdZeme, Ze feSeni neni vzdy spolehlivé:

Priklad 1. Primérny pocet cestujicich vlakem z Brna do Prahy je 2000 lidi denné. Jaka
je pravdépodobnost, Ze v jednom dni bude cestovat 5000 1idi?

Reseni: V zadani nemame dano odchyleni po&tu lidi od pramé&rného podtu, takze vime
pouze sttedni hodnotu a ulohu vyfeSime pouzitim Markovovy nerovnosti (pro € = 5000):

P(X >¢) <@,

€

2000
P(X > 5000) < 2220 _ 0 4,
(X >5000) < 5505 =0

Pravdépodobnost, Ze denné bude cestovat 5000 lidi, je mensi nez 0,4.
Nyni uvedeme jesté jeden téméf stejny priklad, pouze jej nepatrné upravime:
Priklad 2. Primérny pocet cestujicich vlakem z Brna do Prahy je 2000 lidi denné,

pficemz vime, Ze rozptyl poctu je 1300 lidi. Jakd je pravdépodobnost, Ze v jednom dni
bude cestovat vic nez 5000 1idi?

Reseni: Ted mame dany rozptyl, takze kromé stfedni hodnoty E (X ) = 2000 vime také
D(X) = 1300. Nyni ulohu vyfesime pouZzitim CebySevovy nerovnosti (pro € = 5000):

P(X—E(X)| > ¢) < 25

P(|X —2000| > 5000) < = 0,000052.

V prvnim pifikladu jsme dostali pravdépodobnost mensi jak 0,4, zatimco v druhém
mensi jak 0,000052. Miizeme fict, Ze druhé feSeni je mnohem redlnéjsi neZ prvni.

Priklad 3. Primérny kadetnik ostiiha denné 10 lidi. Spocitejte:

a) pravdépodobnost, Ze ve stfedu ostiiha alespon 12 lidi;
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b) pravdépodobnost, Ze v sobotu ostfthd maximdlné 18 lidi.

Reseni:

a) Ptame se, jakd je pravdépodobnost, Ze pocet ostithanych lidi bude vétsi nebo roven
12, tzn. vétSinez 11:

P(X >e¢) < E(X)

b) Ted se hledand pravdépodobnost vztahuje na méné nez 18 lidi véetné.

px <) < EX)

IN o

1-P(X >¢)

Timto piikladem jsme ukdzali, jak se pocitad pravdépodobnost v zavislosti na zadané
maximalni nebo minimdlni hodnoté.

Vzhledem k malé spolehlivosti feSeni ziskaného pomoci téchto dvou nerovnosti, pou-
Zivame tento zptisob tehdy, kdyZ nevime, jaké rozdéleni ndhodna veli¢ina ma. V takovém
pifipad€ nemame zadny jiny zptsob, nez ukol ,,néjak™ vyfesit. Podivejme se, co se stane
kdyZz zname rozdéleni ndhodné veli¢iny:

Priklad 4. Necht X je ndhodna veli¢ina se stfedni hodnotou E(X) = # a rozptylem
D(X) = %. Spocitejte:
a) P(|X —E(X)| > b?)j), pro kazdé b > a;
b—a
3

b) P(|X —EX)| > ), pro kazdé b > a, pfi¢emz X ~ Ro(a; b).

Reseni:

a) ProtoZe nevime, jaké ma ndhodna veli¢ina X rozdéleni, pravdépodobnost spoc¢itime
pomoci CebySevovy nerovnosti:

PUX ()] > ¢) < 25

a+b| b—a\ _ 9(b—a)?
P ‘X— ‘ < ~0,75.
< 2 1773 )_12(b—a)2
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b) Nyni vime, Ze ndhodnd veli¢ina m4 rovnomérné rozdéleni, a proto tento priklad

vyre$ime jinak:
PX —E(X)| > £) (’X_a+b’>b;a>_l_ <‘X_a+b‘_bga):
b—a a+b _b—a
—1-pP( = <X — < —
( 3 - 2 — 3 )
Sa+b 5b ;
:1—P< D ex< >=1—/fx<x)dx=
D N’ al
a v
a+5b
Pl xX—a &
—1— de=1— _
/b—a {b a| satb
Sagrb
a+5b Sa+b
4(b— 2 =
% L% a _4(b-a) 2_03
b—a b—a 6(b—a) 3

Vidime, Ze pravdépodobnost je zde téméf 2, 5-krat mensi nez v pripadé feSeni a).

2.2 Centralni limitni véta

A7 dosud jsme pracovali pouze s jednotlivymi ndhodnymi veli¢inami nebo vektory. Cen-
trdlni limitni véta vyZzaduje posloupnost ndhodnych veli¢in (nebo nahodnych vektort),
které maji stejné rozdéleni. UkaZeme si vlastnosti té€chto posloupnosti, které nebudou za-
viset na pocateénim rozdéleni zminénych nahodnych veliin (nebo vektord) a plati pfi
posloupnostech s n ndhodnych pokust.

Jesté predtim, nez piejdeme k CLV, uvedeme piiklad, s jehoZ pomoci zavedeme pojem
centrované a standardizované ndhodné veliCiny:

Priklad 5. Necht' X je ndhodna veli¢ina se stfedni hodnotou E(X) = u a rozptylem
D(X) = o2

a) Necht C =X — u, spocitejte E(C) a D(C);

b) Necht U = =-E spocitejte E(U) a D(U).

Reseni:
a) Podivejme se, jak bude vypadat feSeni:

EC)=EX—-—pu)=EX)—E(u)=p—pn=0,.
D(C) =D(X —u) =D(X)+D(u) = 6* 40 = o*
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b) Podobneé:

D(U) :D<}%>:D(§)+D(%>: %o%@: I

Nyni mizeme definovat pojem centrované a standardizované nahodné veliciny:

Definice 2.2.1. Necht’ {X,}:_, je posloupnost nezdvislych ndhodnych velicin de-
finovanych na pravdépodobnostnim prostoru (Q, </, P), a necht’ E(X;) = W a
D(X;) = Giz, proi=1,...,n. Potomproi=1, ..., nfikdme, Ze ndhodnd velicina

1. C; = X; — U, je centrovand = E(C;) = 0 a D(C;) = 67;

1

— Hi

1

X.
2. U==

je standardizovand = E (U;) =0 a D(U;) = 1.

Ted piejdeme k piikladu, ktery ndm ukaze, jak vypada standardizovany priimér:
P¥iklad 6. Pokud je X, primér vzdjemn& nezdvislych nahodnych veli¢in se stfedni

hodnotou E(X;) = p; a rozptylem D(X;) = Giz pro i =1,...,n, spocitejte standardizovany
pramér Uy .

v —_— n . v ,
Reseni: Oznacime prumér X,, = % Y X; a spocitame jeho stfedni hodnotu a rozptyl:

— 1 & 1 &
E(Xn):ZZE(X,):r—lZul:_(ul+ ),
i=1 i=1
— 1 & 1 &
D(Xn):n—zz"D(Xl):;20}2:—2(0124-...4-63).
i=1 i=1

- - lnXi—ln i lnXi_i nXi—i
U _Xn_E(Xn>_ni§1 ”Elu _”El( ‘u)_igl( Hi)
. = — — —

n D )_( | n | n n
(Xn) = .Zl (;12 1 -21 o-l.2 .21 (7,-2
= 1= 1=

Pokud E(X;) = t a D(X;) = 6% proi = 1, ..., n, potom je
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Nyn{ uvedeme prvni verzi CLV, kterd fikd, Ze standardizovany primér Uy, nezdvislych
ndhodnych veli¢in konverguje k normalnimu rozdéleni.

Véta2.2.2. LINDEBERGOVA-LEVYHO CLV. Necht'{X, }*_, je posloupnost nezdvis-
Iych ndhodnych velicin definovanych na pravdépodobnostnim prostoru (2, <, P) se
stejnym rozdélenim se stiedni hodnotou | a rozptylem 62. Potom ndhodné veliciny

maji asymptoticky standardizované normdlni rozdéleni N (0, 1). Oznacujeme

Uz, ~N(0;1).

Duikaz: Viz [1, str. 92].

Pozndmka 2.2.3. Necht’®(u) je distribucni funkce standardizovaného normdlniho
rozdéleni. Potom plati

1. ©(—u)=1—-P(u);

2. P(Ug <u)=®(u)=1—®(—u) = 1 —P(Ug < —u)=PUsg >—u).

Nejlépe tuto problematiku objasnime na piikladech:

Priklad 7. Doba potiebnd k objeveni a odstranéni poruchy stroje ma stfedni hodnotu
E(X) =20 minut a rozptyl D(X) = 225 minut. Jaka je pravdépodobnost, Ze doba potiebna
k objeveni a opraveni 50 vzdjemné nezavislych poruch nepiekroc¢i 15 hodin?

Reseni: Nejprve oznatime potfebné velidiny:

X; ... doba potfebnd k nalezeni a opraveni i-té poruchy (pro i = 1,...,50);

Y, ... suma vSech dob potiebnych k nalezeni a opraveni poruch;

Z ...ndhodny jev, zZe doba objeveni a opraveni vSech poruch nepiekroci 15 hodin (tj.
900 minut).

Zde sice nevime, jaké rozdéleni maji tyto ndhodné veli¢iny, ale vime, Ze vSechny jej

maji stejné. Proto na zdkladé Lindebergovy-Lévyho CLV miizeme tato rozdéleni aproxi-
movat normalnim rozdélenim. Stiedni hodnota ndhodné veli¢iny Y, je tedy

50
u=E®Y,) =Y E(X;)=>50-20= 1000,
i=1

a rozptylem
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2 __ nez. 3 D — . _
o2 =D(Y,)"Z ¥ D(X;) = 50-225 = 11250.
i=1

Nyni jiZ neni problém urcit hledanou pravdépodobnost:

Y,—1 —1
P(Y, € Z) = P(¥, < 900) = P( n— 1000 900 OOO) — P(Uy < —0,9428) —

<
V11250 — /11250 =
= ®(—0,9428) = 1 — ®(0,9428) = 1 — 0,82639 = 0, 17361.

Vidime tedy, Ze pravdépodobnost, Ze hledand doba nepiekroci 15 hodin, je 17 %.

Priklad 8. Zivotnost elektrické zehlicky Philips ma exponencidlni rozd&leni se stfedni
hodnotou E(X) = 3 roky.

a) Odhadnéte pravdépodobnost, Ze priimérna Zivotnost 200 prodanych Zehlicek prevysi
42 mésicu.

b) Jakd ma byt zaru¢ni doba, aby pravdépodobnost piekroceni primérné Zivotnosti 100
Zehlicek byla maximélné 5 %?

c) Kolik musime vzit Zehlic¢ek, aby pravdépodobnost piekroceni primérné Zivotnosti
pres 42 mésictli byla nejvice 95 %?

Reseni:
a) Pravdépodobnost jsme uz odhadovali. Podivejme se, jaka bude v tomto piipadeé:

X; ... Zivotnost i-té Philips Zehli¢ky (proi =1, ..., 200);
Z ...ndhodny jev, Ze primérnd Zivotnost 200 prodanych Zehli¢ek prevysi 42 mésicu (tj.
3,5 roki).

1
Vime, Ze stiedni hodnota exponencidlniho rozdé€leni je E(X) = 1= 3. Z toho plyne,

1 1
zeA=-aDX)=-—=09.
Vzhledem k tomu, Ze se jedna o primér ndhodnych veli¢in, stfedni hodnota ziistane
stejna, tj.

. 1 200
u=EX,) = - Y E(X;) =3,
i=1
zatimco rozptyl bude

, - |\ nez. 1200 B 9 B
c?=D(X,) = =) D(X;) = -— =0,045.

2
i
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X,—3 _35-3
/0,045 ~ /0,045
= ®(2,357) = 0,99061.

PX,€Z)=P(X,<3,5) = P( ) = P(Uyg, <2,357) =

Zde je hledana pravdépodobnost pfili§ vysokd, o néco vice nez 99 %.
b) Podivejme se, jak bude vypadat feSeni tentokrat:

X; ... Zivotnost i-té Philips Zehlicky (pro i = 1,...,100);

Z, ...odhadovana zaru¢ni doba;

Z ...ndhodny jev, zZe pravdépodobnost prekroceni primérné Zivotnosti 100 Zehlicek
bude 0,05.

Stfedni hodnota bude stejnd jako diive, u = 3, ale rozptyl bude

c?=D(X )niz'i%)z)(x) =2 0,09
e e [

_ — X,—3  Zi— Zy—
P(Xnez):P(Xngza):P< 3 Za 3):P(UX< 2 3)30,05,

/0,09 ~ /0,00
Zy—3
P <0,05
(52)z00s

Y

Zy—3
0,3

< up,05 = —up,95 = —1,645,

Z, < 2,5065.

Vidime tedy, Ze hledand zaruka musi byt 2 a pil roku, coz je 30 mésicu.

¢) Nyni odhadujeme pocet Zehlicek, aby pravdépodobnost, Ze primérna Zivotnost pie-
kroci 42 mésict byla nejvice 95 %:
n ...odhadovany pocet Zehlicek;
X; ... Zivotnost i-té Philips Zehli¢ky (proi =1, ..., n);
Z ...néhodny jev, Ze pravdépodobnost, Ze primérna Zivotnost prekro¢i 42 mésict, bude
95 %.

: . 9 R
Rozptyl je nyni 62 = =, stiedni hodnota zlistav4 stejna.
n

X,—3
Vo

3,5-3

px, e -p(X 2 yne 22 ) p (g, < 22 va) <00s

<1><3’53_3ﬁ)§ 0,95,
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3,5-3
3

Vi <ugos = 1,645,

Vn<9,87=n<97,4169.
Pocet Zehlicek je tedy 97.

Ted se podivejme na druhou verzi CLV, tzv. Moivre-Laplaceovu vétu.

Véta 2.2.4. MOIVRE-LAPLACEOVA INTEGRALNI VETA. Necht’Y,, je ndhodnd ve-
licina, kterd uddvd pocet vispéchii v posloupnosti {X;}"_| nezdvislych alternativnich
pokusui s pravdépodobnosti tispéchu 6. Potom ndhodné veliciny

Y, —n6
Ug =2 2 N0;1).

oo /nO(1—0)

Dutkaz: Viz [1, str. 94].

Jinymi slovy, ndhodna veli¢ina Y, je binomickd ndhodnd velicina. Z toho je ziejma jeji
stfedn{ hodnota E(Y,) = n6 arozptyl D(Y,) =n6(1—0).

Poznamka: Zde pouzivdme tzv. opravu na spojitost:
P(X<a)=PX<a+1)=PX <a+0,5),
kde X je diskrétni ndhodnd veli¢inaa a € N.

Uvidime to na nésledujicim piikladu:

Priklad 9. Prijimaci zkousky se zicastnilo celkem 9000 studentd v ramci celé uni-
verzity. Jaka je pravdépodobnost, Ze pfijimaci zkousku tspéSné slozi maximalné 6900
studentd? Pravdépodobnost, Ze student zkousku sloZi, je 75 %.

Reseni: Je to binomické rozdéleni s n = 9000 a 6 = 0,75.

Y, ... pocet uspésné sloZzenych pfijimacich zkouSek;
B ...nahodny jev, Ze prijimaci zkousku uspésné slozi maximalné 6900 studentd.

Potfebujeme spocitat P(Y, € B), kde Y,, ~ Bi(9000; 0,75), pticemz E(Y,)) = n6 = 6750
aD(,)=n6(1-06)=1687,5:
P(Y, € B) = P(Y, < 6900) = P(Y, < 6901) = P(Y, < 6900,5) =
_ P(Yn —E(Y,) _ 6900,5 —E(Yn)): P( _ 6900,5 —6750):

VD, — /D) X

X =" /1687,5
= P(Ux- < 3,6636) = ®(3,66) = 0,99987.

Hledand pravdépodobnost je tedy 99 %.
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Nyni se zaméfime na dal$i moZzné priklady, ale jesté pfedtim uvedeme jednu vétu:

Pozndmka 2.2.5. Necht’ug, jsou kvantily standardizovaného normdlniho rozdélent,
kde a € (0;0,5). Potom plati

Ug = 1 - ul_a.

Priklad 10. Do obchodu pfislo 560 lidi. 190 z nich ukonc¢ilo nakupovéni za 15 minut
anebo méné. 470 lidi zistalo 40 minut nebo méné. Spocitejte stfedni hodnotu a rozptyl
doby ndkupu v obchodé.

Reseni: Oznacme

X ...délka trvani nakupu;
X ~ N(u; 62).

Vime, ze P(X <15)=0,34 a P(X <40) = 0,84. Z toho dostivame dvé& rovnice o
dvou nezndmych:

X—u 15 X—u 40—
P( B “):0,34, P( 40 “):0,84,
(o) (0}
15— 40 —
P(ang “):0,34, P(ang 0 “):0,84,
15— 40 —
cp( “):0,34, a cp( 0 “):0,84,
(o) (o)
15— u 40—
o = U034 = —UQ,66, = U0,84,
B-u — 0,412, 40-u =0,994.

Z toho snadno dostaneme, Ze u = 22,325 a o= 316,128.

Priklad 11. Chceme slavit narozeniny v restauraci, ve které mizeme zarezervovat
pouze 20 mist, a chtéli bychom pozvat 17 kamaradii a 12 kamaradek. Avsak ve stejny vecer
se hraje dulezity zépas, takze pravdépodobnost, Ze pfijde kamarad, je 40 %. Kamaradka
ptijde s jistotou na 90 %. Samoziejmé nechceme, aby se stalo, Ze pfijde vice lidi, neZ mdme
zarezervovanych mist. Mizeme zarezervovat pouze 20 mist s rizikem 1%, Ze pfijde vice
nez 20 1idi?

Reseni: Na zikladé uvedenych pravdépodobnosti chceme spoéitat, kolik lidf piijde s
jistotou 99 %. Pravdépodobnost, Ze nékdo piijde, at' uZ kamarad, nebo kamaradka je
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17-0,4412-0,9

0 29

= 0,6068.

TudiZ mdme binomické rozdéleni s nezndmym parametrem n a 8 = 0,6068. Ozna¢me:

X ... celkovy pocet lidi, ktef{ pfijdou;
Z ... pravdépodobnost, Ze prijde méné nez 20 lidi.

Stredni hodnota a rozptyl jsou tedy:

E(X) =n6 = 0,6068n,
D(X) =n(1—0)6 = 0,2385n.

P(X€Z)=P(X <20)=P(X <19)=P(X <19,5) =

_ (X—EX) _20—EX)\ [, _ 20—0,60681)
-( VD) ~ /D) )=r(vn < s ) =0

2,326,

20 —0,6068n

J/0.23850 0T
20— 0,60687 = 1,1359,/n.

Uvedeme substituci y/n =t a dostdvame kvadratickou rovnici:
0,60687% + 11,1359 —20 = 0.

ProtoZe t musi byt kladné, vyfeSenim této rovnice, dostividme pouze jedno feSeni:
t =4,8808, takZe n = 23,8222 = n = 23.
Nemuzeme tedy pocitat s tim, Ze ptijde pouze 20 lidi, takze zarezervujeme néjakou jinou
restauraci.

2.3 Cviceni

1. Necht' X je ndhodna veli¢ina, kterd udava pocet navstévnikti Brnénské muzejni noci
v roce 2015.

a) Odhadnéte pravdépodobnost, Ze v roce 2015 bude méné nez 7000 navstévnikd,
pokud je stiedni hodnota E(X) = 5500;

b) Odhadnéte pravdépodobnost, Ze muzejni noc navstivi mezi 3000 a 4000 na-
vitévniky, pokud je stfedni hodnota E(X) = 3500 a rozptyl D(X) = 500.

[2)0,214; b)0,998]
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2. Balicky vazici 1kg tieSni maji sttedni hodnotu 120 tfeSni a rozptyl 900 tfesni. Jaka je

pravdépodobnost, Ze celkovy pocet tfeSni ve 20 nakoupenych bali¢cich nepfekroc¢i
2500 treSni?

[0,77035]

3. Nédhodné jsme vybrali 1000 aut a podivali jsme se na ujetou vzdalenost v uplynulém
roce. 80 z nich ujelo vice nez 35000 km, zatimco 700 z nich ujelo vice neZ 10000 km.
Spocitejte stredni hodnotu a rozptyl ujetych kilometrt.

[ = 16791,08; 6% = 12960,082]

4. Podle statistiky chodi 65 % studentti do menzy kazdodenné.

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze maximalné 1150 studentti chodi do menzy, pokud
jsme ndhodné vybrali 1700 studentti?

(b) Kolik studenti musime vybrat, aby pravdépodobnost, Ze alespont 1000 chodi
do menzy byla 99 %?

[a)0,98956; b)1473]

5. Pravdépodobnost tispéchu prvniho servisu u primérného hrace tenisu je 48 %. Kolik
prvnich servisi musi hra¢ odpalit, aby pravdépodobnost 70 tspésnych servist byla
90 %?

[129]
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Normalni a odvozena rozdéleni

Tato kapitola ndm slouzi pouze k tomu, abychom se sezndmili s rozdélenimi odvozenymi
z normalniho rozdé€leni. V tabulce 1.3. jsme uvedli stfedni hodnoty a rozptyly téchto roz-
déleni, nyni je definujeme a ukdZeme vlastnosti. Jde o standardizované normdlni rozdélent,
x? rozdéleni, Studentovo t rozdéleni a Fisherovo-Snedecorovo F rozdélent. Tato rozdéleni
budeme potiebovat predevsim v dalSich kapitolach.

Na zacétku si jeSté pfipomeiime, jaky tvar ma hustota normdlniho rozdéleni a jaké
rozdéleni ma transformovand ndhodnd veli¢ina:

Definice 3.1. Necht’X je ndhodnd velicina, kterd md normdlni rozdéleni s parametry
u € R a o? > 0. Potom jeji hustota md tvar

1 1/x—u 2
fx(x)= 2ncexp<—§( S )),pm‘v’xER.

Zapisujeme X ~ N(u; 62).

Véta 3.2. Necht'X je ndhodnd velicina, kterd md normdini rozdéleniX ~ N(u; 62), a
necht'a, b € R, b # 0 jsou konstanty. Potom linedrni transformace ndhodné veliciny
Y = a+ bX md normdlni rozdéleni, a to

Y =a+bX ~ N(a+bu; b*c?).
Specidlné ndahodnd velicina

X —
v=""F N0
(02

md standardizované normdlni rozdéleni.

Duikaz: Viz [1, str. 61].

O standardizovaném normdlnim rozdéleni jsme se jiZ zminili difve, podivejme se tedy
na ta dalsi:

-39
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Definice 3.3. Rekneme, Ze ndhodnd velicina X md y? rozdéleni s v > 0 stupni
volnosti, pokud jeji hustota md tvar

prox >0,

2
0 Jjinak.

Zapisujeme X ~ x*(Vv).

Véta 3.4. Necht’Uy,...,U, jsou nezdvislé ndhodné veliciny se standardizovanym
normdlnim rozdélenim, tj.

Ui~N(0;1), proi=1,...n.

Pak ndhodnd velicina

md x? rozdéleni o n stupnich volnosti.

Duikaz: Viz [1, str. 64].

Nez prejdeme k piikladim, uvedeme jesté ostatni odvozena rozdé€lent:

Definice 3.5. Rekneme, Ze ndhodnd velicina X md Studentovo t rozdéleni s v > 0
stupni volnosti, pokud jeji hustota md tvar

v+l1
2 yrl

(vl -2
( 2 vé(%—kl) , prox € R.

)
K= e

Zapisujeme X ~ t(V).

Véta 3.6. Necht’ ndhodné veliciny U ~ N(0; 1) a K ~ x%(v) jsou nezdvislé. Pak
ndhodnd velicina U
T'=—=~1t((V
i
VE

md Studentovo t rozdéleni o v stupnich volnosti.

Diikaz: Viz [1, str. 66].
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Definice 3.7. Rekneme, %e ndhodnd velicina X md Fisherovo-Snedecorovo F roz-
déleni s vi > 0 a v, > 0 stupnich volnosti, pokud jeji hustota md tvar

r(szrw) Vi "71 v Vi ,"1; 2
-~ & ‘7 — S _ >
fe(x) = r(g)r(%)(w) v (vzy“> proy =0,

0 Jjinak.

Zapisujeme X ~ F(vi; v2).

Véta 3.8. Necht’ ndhodné veliciny Ki ~ x*(v1) a Ky ~ x*(v2) jsou nezdvislé. Pak
ndhodnd velicina Ky
FZI—ZNF(Vl;Vz)
Kyvi

md Fisherovo-Snedecorovo F rozdéleni o vy a v, stupnich volnosti.

Diikaz: Viz [1, str. 67].
V nasledujicim piikladu probereme vSechna zminénd rozdéleni.

Priklad 1. Necht X; jsou nezavislé ndhodné veli¢iny z normdlniho rozdéleni se stiedni
hodnotou E (X;) = 0 arozptylem D(X;) = 1 proi = 1,...,5. UrCete, jaké rozdéleni pravdeé-
podobnosti maji nasledujici transformované ndhodné veli¢iny:

a) Yi =2X1+X — X5+4;

8X, +2X4—3
b) YZZ\/_1+ 4 :
V3
5
o) 3=Y X7
i=1
5 XP-2Xi X3+ X3
2X + X
e) Y5:—1+ z;
7
Y X7
i=3
3X?
Y = 1
DY =X ix

Reseni: Postupné pocitdme:

a) Zde se ocividné jednd o normélni rozdéleni. Spocitejme pouze stfedni hodnotu a
rozptyl:
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b)

c)

d)

E(Y1)=E2X1+X2—X3+4) =2E(X))+E(Xp) —E(X3)+E(4) =4,
DY) =D(2X1+X, —X3+4) =4D(X;) + D(X2) + D(X3) + D(4) =6.
Z toho plyne Y; ~ N(4;6).

Nyni spocitdme stiedni hodnotu a rozptyl:

E(Y,) =E <\/§X1 —\l—/§X4 —3> _ %(\/@(Xl) +2E(Xs) —E(3))= —V/3,
D(ry) = p VI T2 =3 — L 8p(x)) +4D(x5) + D(3))= 4
2) = 7 =3 1 4 =4.

Zde mame opét Y» ~ N(—+/3; 4).
Tento piipad je jednoduchy, nebot feSeni plyne piimo z definice:
Y3 = X7+ X5+ X7+ X7+ X3 ~ x*(5).

Zde uz musime vyraz mirné upravit:

2 2 2
X2-2XX3+X2 <X1 —X3>
: .

Yy =X+ =X+ N

Spocitejme nyni stfedni hodnotu a rozptyl vyrazu v zavorce:

E (lexs) _ \% (E(X)) — E(X3))=0,

Xi—-Xs3\
D( V2 )‘

(D(X1)+D(X3))=1,

| =

Z toho plyne Yy ~ x2(2).

42
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2X;+X
&) YS:L,

7
Y X7
i=3

Urceme nejprve rozdéleni Citatele:

E(2X,+X) =2E(X))+E(X;) =0,
D(2X1+X,) =4D(X,)+D(X3) = 5.
Tedy 2X; +X> ~ N(0; 5).

Vydélime-li cely zlomek s v/5, potom:

2X) +X !
“atd N(0;1) a ZXi2 ~ x2(5), tedy celkem Y5 ~ ¢(5).
V5 i=3

f) Zde je ocividné, Ze
X{ ~ x3(1),
X3 +X3+X5 ~ x*(3),

coz celkem dava Yg ~ F(1; 3).

3.1 CvicCeni

1. Necht'X; ~ N(0; 1) jsounezavislé ndhodné veli¢iny proi = 1,..., 15. UrCete rozdéleni
pravdépodobnosti ndsledujicich ndhodnych velicin:
a) Y1 = X1 +2Xo +3X3;
b) Y, =3X, — X| +4—2Xj3;
4X) +3X3 —V11X5+ 12
NG ;

d) Ya=X7+X7+X2

C) Y3:

1 5
e) ¥s =X+ 3 Y XP 4+ X X3 — XuXs;
i=2
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3
2Y X;
f) Yg = i=1 :
15
Y X7
j=4
X
g Y=
X2
X7+ X3+ X7

i=5

13 '
ﬁ+52ﬁ+&&—&&

44

[a)Y] ~ N(0; 14); b)Y, ~ N(4; 14); c)Y3 ~ N(216;6); d) Y4 ~ x*(3);
e)Ys ~ x%(3); DY ~1(12); @Y7 ~ F(1;1); h)Yz ~ F(3;3)]
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Teorie odhadu

V této kapitole se zaCneme zabyvat statistickymi metodami k feSeni tloh. Na rozdil od
teorie pravdépodobnosti, kde se pfedpokladd, Ze jsou pravdépodobnostni prostor (Q, <7, P)
a rozdéleni pravdépodobnosti ndhodnych veli¢in zndmé, v matematické statistice mame
n nezdvislych pozorovani hodnot sledované ndhodné veli¢iny X a jejich vysledky, tj.
mame x; = X(®y), ..., x, = X(w,), kde @y, ..., @, € Q. Na zdkladé té&chto pozorovani
jsme potom schopni udélat vypovéd o rozdéleni zkoumané ndhodné veli¢iny. Predtim,
nez se dostaneme k feSeni tkoll, uvedeme zdkladni pouzivané pojmy: ndhodny vybér,
statistiku a vybérové charakteristiky.

Definice 4.1. Nihodny vektor X, = (X1, ..., X,)' nazyvdme ndhodnym vybérem
rozdélent pravdépodobnosti P, pokud

1. Xi, ..., X, jsou nezadvislé ndhodné veliciny;
2. X1, ..., X, maji stejné rozdéleni pravdépodobnosti P.

Libovolny bod x,, = (x1, ..., X,)', kde x; je realizace ndhodné veliciny X;, pro i =
1, ..., n, budeme nazyvat realizaci ndéhodného vybéru X,, = (Xy, ..., X,)". Cislo n
nazyvdme jako rozsah nahodného vybéru.

Definice 4.2. Libovolnou ndhodnou velicinu T,, kterd je funkci ndhodného vybéru
X, = (Xi, ..., Xu)', budeme nazyvat statistikou, tj. T, = T (X1, ..., X)) .

—45—
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Definice 4.3. VYBEROVE CHARAKTERISTIKY. Necht’' X, = (X1, ..., X,) je nd-
hodny vybér rozsahu n z rozdéleni s distribucni funkci F (x; 0), kde 8 € ©,a ® C R"
Jje parametricky prostor. Potom statistika
— 1 &
1. X,= - Y Xi se nazyvd vybérovy priimér;
izl

n
Z 2 se nazyvd vybérovy rozptyl;
i=1

3. S = V82 se nazyvd vybérovd smérodatnd odchylka;

=— Z oo x] ) se nazyvd vybérovd (empirickd) distribuc¢ni funkce.

Piikladem empirické distribu¢ni funkce se nebudeme zabyvat (viz [2, str. 2]).

Nyni, kdyZ jsme se seznamili se zakladnimi pojmy, miiZeme uvést také definice odhadd
parametrl a ukdzat, jak se pocitaji.

4.1 Nestrannost a konzistence odhadu

V této podkapitole se budeme zabyvat bodovymi odhady, coz v praxi znamena najit né¢jakou
statistiku 7, tak, aby nejlépe aproximovala parametr 0. JeSté neZ se zamétime na nestranné
a konzistentni odhady, ukazeme si priklad odhadu kvantilu:

Priklad 1. Nasledujici tabulka udavd mzdy zaméstnanct, pocet zaméstnancu, jakoz i
kumulativni ¢etnost (vyjadienou v procentech) zaméstnancti v podniku. RozloZte mzdovy
interval na 4 stejné intervaly podle poctu pracovnikd, ktefi patfi do piisluSného intervalu.
Odhadnéte také procento pracovnikil, ktefi jsou ,,bohati*, jestliZze je bohatstvi ureno
mési¢nou mzdou 25000 K&.

Mzdy (v K¢) | Pocet zaméstnancti | Kumulativni ¢etnost v %

méné nez 10001 45 4.5
10001 — 12000 55 10
12001 — 15000 110 21
15001 — 18000 120 33
18001 — 21000 150 48
21001 — 24000 200 68
24001 — 30000 180 86

30001 — 50000 140 100
Celkem 1000 -

Tabulka 4.1. Zaméstnanci.
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Reseni: Rozdélit n&jakou usporddanou fadu na 4 ,stejné dlouhé“ znamena nalézt
medidn, dolni a horni kvartil. Rozdélime tedy vSechny pracovniky do 4 skupin tak, Ze
do prvni skupiny bude patfit ¢tvrtina zaméstnancii s nejmenSimi mzdami atd. Z tabulky
vidime, Ze 25 % patii do ¢tvrté skupiny pracovniki s mzdovym intervalem 15001 — 18000.
To znamend, Ze nejvyssi plat, ktery 25 % pracovnikl dostava, se nachazi v tomto intervalu.

Pro pfibliZzny vypocet kvartili pouZijeme linedrni interpolaci, kde xq »5 bude rozdélovat
interval, ve kterém se nachazi ve stejném poméru, jako hledand mzda rozdé€luje ptislusSny

interval.

R25— 15000 2521
18000 — 15000 33— 21"

Z toho lze lehce spocitat £ 25 : 12(%p 25 — 15000) = 12000,
£o,25 — 15000 = 1000,
X025 = 16000.

Podobné zjistime, Ze:

£050—21000 50 —48 £075 —24000 7568
24000 — 21000 78 — 48’ 30000 — 24000 86 — 68’
30(%0,50 — 21000) = 6000, a 18(£0.75 — 24000) = 42000,
Xo,50 — 21000 = 200, Xo,75 — 24000 = 2333.3,
£0,50 = 21200, £0.75 = 26333, 3.

Odhadli jsme tedy, Ze 25 % zaméstnanct md plat mensi jak 16000, polovina dostéva
méné nez 21200 a tfi Ctvrtiny méné nez 26333, 3.
Nyni jest€ odhadneme, jaké procento zaméstnanych dostava vice nez 25000. Ted zndme

mzdu, hledame kvantil:

25000 — 24000  £— 68
30000 — 24000 86— 68’
6000(% — 68) = 18000,
£—68=3,

£=71.

Kone¢né mame procento pracovniki, ktefi ,,nejsou bohati , tzn. Ze ,,bohatych* pra-

covniki je 29 %, coz je 290 ze 1000.
MiZeme jeSté spocitat, Ze primérna mzda je 22180 K¢&. Vidime tedy, jak tyto dvé

hodnoty mtizou byt odlisné.

Nyni uvedeme definice nestrannosti a konzistence odhadu parametrti (ostatni naleznete

v [2]):
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Definice 4.1.1. Necht’' X,, = (X1, ..., X»)' je ndhodny vybér rozsahu n z rozdéleni
pravdépodobnosti Py, kde 0 je vektor nezndmych parametrii. Necht’y(0) je dand
parametrickd funkce. Potom je statistika T,, = T (X1, ..., X;,)’

1. nestrannym (nevychylenym) odhadem parametrické funkce y(0), pokud pro
VO € O plati Ey(T,,) = y(0);

2. asymptoticky nestrannym odhadem parametrické funkce y(0), pokud pro
VO € O plati li_r}n Eo(T,) =7(0);
n—roo

3. (slabé) konzistentnim odhadem parametrické funkce y(0), pokud pro Ve > 0
plati lim Po(|T, —¥(8)| > €) =0, 4. T, Lo, o).

Na zaklad¢ nasledujicich dvou pfikladii miiZeme odvodit zavér o nestrannych odhadech
stfednich hodnot a rozptyla:

PFiklad 2. Necht X,, = (X1, ..., X;;)" je ndhodny vybér z rozdéleni pravdépodobnosti
Py se stiedni hodnotou pt. Urcete zda je vybérovy primér X, nestrannym odhadem stfedni
hodnoty p.

™=

X;, a pocitame jeji sttedni hodnotu Eg7,,:

ReSeni: Zde mame statistiku 7, = X,, = yll
1

1

1 & 1 ! 1
EoTh=Eg( =) Xi|=-Eo( ) Xi|=—-nu=pn.
= o \i=1 n
Vybérovy primér je tedy nestrannym odhadem stfedni hodnoty.

Pfiklad 3. Necht' X, = (X1, ...,X,)’ je ndhodny vybér z rozdéleni pravdépodobnosti Py
se stfedni hodnotou u a rozptylem 2. Dokaite, Ze vyb&rovy rozptyl S? je nestrannym
odhadem rozptylu 62.

A . . n N EIoWd . Ml
ResSeni: Nyni mame statistiku 7, = §> = n%] Y (X; — X,)?%, a znovu poéitdime jej
i=1

stfedn{ hodnotu Eg(7,):
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1 & — 1 1 — \2
Eq(Tn) = G(le(xl_ n)z):n IEG(Z((XI_N)+(.U_XI1)) >_
i=1 i=1
1 " _ _
— o Y0 20— (=) + (X )=
i=1
1 ¢ _ _
= (Bl 280 0 )~ )+ oo~ )=
n— -1 \>—— ——
D(Xi)=0? D(X,)=2
I (2 v 2 | Y o’
Zn_12<6 +2Eg(Xitt — XiX, — 14 +.an)+7):
i=1
= — 2 07 +2Ep(Xipt) = 2B (XiX,,) — 2Eq (1) +2Ep (1X,) + —
i=1
_ Zn: o’ +2u*—2E ZX —2,u2+2u2+6—2 =
n—14 o n
1 &/ (n+1)c? 1
= 2u*—2E Xj+-X;
D e( L))
J#l
1 &/ (n+1)0? 5 1 1,
= 2u?—2E¢(-X; Y X;+-X?) )=
n—lé( n o o\ n J:le ]+n '
J#i
1 &/ (n+1)c? 1 o2+ u?
— 2u% —2-Ep(X;) - Eg ), X;j—2 =
n—ll.Z;( P TS o (Xi) 92 "
Hél
B " (n+1)o? 1 o2 +ur\
—n_ll;( - +2u*—2- S —1p =20 )=
— (n+1 o2 +2nu? —2(n—1)u* —20% —2u*)=
11(n6 + o4+ 2np? —2npu? +2u* —20% —2pu?) =
(”—1)52 2

=0".
—1

Vidime tedy, Ze vybérovy prumér je nestrannym odhadem stfedni hodnoty, stejné tak

vybérovy rozptyl je nestrannym odhadem rozptylu.

Pfiklad 4. Necht X,, = (X, ..., X;;)" je ndhodny vybér z rozdéleni pravdépodobnosti

n
Ge(6). Urcete konstantu k tak, aby statistika 7,, = k Z (X; — X;_1)? byla nestrannym od-

hadem stiedni hodnoty Potom urcete, zda je statlstlka T,, asymptoticky nestrannym

odhadem rozptylu =2 7 pro k= ;

Reseni: Aby statistika 7}, byla nestrannym odhadem parametru 6, musi platit
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Eg(T,) = 6. Na zékladé toho miZeme spocitat konstantu k:

Eo(T,) = Eq (ki<x,._x,.l>2): KEq (Z (%~ E06) ~ (xi —E(Xi>))2>=

=2 i=2

- kiEg ((Xi —E(X)*-2(Xi — E(X;)) (Xi—1 — E(X)) +
i=2

" 1-6 1 1-6
+(Xi1—E(X,~))2)=k(Z 5= —2:0+) — )z
i=2 0 i=2 0
1-6 1-6 6
=2%(n—1)—75—=—F— = k= :
(=1 o T 2m-1)

n
Dostali jsme vysledny tvar statistiky 7;, = b _y (X; — Xi_1)>.
=2

Pro k = }l je stfedni hodnota Eg(7},) nasledujici:

Eo(T,) = Eq G i(xi —Xi_1)2> = %Ee (i(x,- _Xi—1)2> _2(n —;2)(21 -6)

i=2 i=2
Potom je limita:

lim Eo(T,) = lim 20— DU =08) _ =2(1-6)

n—eo n—oo no? 62

Statistika 7' zde neni asymptotickym nestrannym odhadem rozptylu 1;—29.

Nyni uvedeme vétu o konzistentnim odhadu, kterd ndm velmi pomtize ve vypoctu:

Véta 4.1.2. Necht’ statistika T, = T(Xy, ..., X,) je nestranny nebo asymprtoticky
nestranny odhad parametrické funkce y(0) a plati

lim Dg(T;,) = 0.

n—yoo

Pak je statistika T, = T (X, ..., X)) konzistentnim odhadem parametrické funkce
7(6).

Dukaz: Viz [2, str. 7].

n
Priklad 5. Urcete, zda je statistika 7, = % Y X; konzistentnim odhadem parametru %
i=1
v ndhodném vybéru X,, = (X, ..., X;;)’ z exponencialniho rozdéleni Ex(A).

Reseni: Nejprve ovéfme nestrannost ¢i asymptotickou nestrannost odhadu:
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1 ¢ 1 & 1& 11
Ee(Tn):E(a(Z;Xi):Z;Ee(Xi)ZZ;I:I.

Vidime tedy, Ze statistika T je nestrannym odhadem parametru % Podle pfedchozi véty
urceme, zda je konzistentnim odhadem. Spocitejme nejprve rozptyl:

1 & 1 &
Dg(T,) = Dy (Z ;Xz): E;De(xi) =3 Z 2T 2

Urceme jeSté limitu:

1
lim Dg(T,) = lim —— =0.

n—o0 n—e A2pn
Muzeme fict, Ze statistika 7, je konzistentnim odhadem parametru %

Nyni uvedeme jesté jednu definici, ktera fikd, jak mame vybrat ten ,,nejlepsi* odhad,
kdyZ mame vice moznosti odhadu:

Definice 4.1.3. Necht’ T,, je nestranny odhad parametrické funkce y(0) a pro
v§echna 0 € © plati
Dy(T,) < Do(T,,),

kde T, je libovolny nestranny odhad parametru y(0). Potom odhad T, nazveme
nejlepsim nestrannym odhadem parametrické funkce y(0).

Podivejme se na piiklad:

Pfiklad 6. Mame nédhodny vybér X5 = (X1, ..., X5)’ se stfedni hodnotou p a rozptylem
o7 a ndsledujicf statistiky:

Ty = Xy,
2X1 — X
T2 = #7
2
X1 +Xo —|-X5
I3=——_-"—",
5
X1 +2X; + X5
4=+ >
4
Ts =2X1 — X,
X+ X
T, = 2245

2
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Najdéte nejlepsi linearni nestranny odhad stfedni hodnoty u.

Reseni: Aby statistiky 7j, pro i = 1, ..., 5 byly nestrannym odhadem stéedni hodnoty
W, musi platit Eg(7;) = u:

Eg(T) = E¢(X4) = 1,

2X; — X
Eo(Tr) = Eg <1T2)= %

X +X + X 3
Eo(T3) :E9<%25): ?“

X1+2X2+X5)—‘LL

Eo(Ty) :Ee( ;

Eg(T5) = Eo(2X1 — X2) = M,

X5 +X5>

Eg(Ts) = Eg ( >

Statistiky 77, Tu, T5 a Tg jsou nestrannym odhadem stfedni hodnoty p. Ovéime jesté
podminku z predchozi definice, tedy kterd z nich ma nejmensi rozptyl:

Dy(Ti) = Dg(X4) = 02,

16 8’

X; +2X; +X5)_ 662 302
0 = =

Dg(T4) = Dg (

Dg(Ts) = Dg(2X; — X;) = 552,

X>+Xs\ 202 o?

Dg(Tg) =D = )

0(T6) = Do ( 5 ) )

Nejmensirozptyl je Dy (1) = %, takZze statistika 74 je nejlepSim nestrannym linedrnim
odhadem stredni hodnoty L.

4.2 Konstrukce bodovych odhadu

Zminili jsme se jiZ o tom, co je to bodovy odhad a jaké vlastnosti pozorujeme. V této
podkapitole ukdZeme dvé metody, jak lze takovy odhad zkonstruovat. Jde o momentovou
metodu a metodu maximdlni vérohodnosti.
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4.2.1 Momentova metoda

Tato metoda je velice jednoduchd, i kdyZ vysledky nejsou piili$ ,.kvalitni. Spoc¢iva v
porovndni vybérovych obecnych momentu, definovanych vztahem M, = %f Xl.k pro
k=1,2,..., a obecnych momenti 11/ (6) pro k = 1,2,..., za pfedpokladu, Ze pré)zrlléhodny

vybér obecné momenty existuji.

Priklad 7. Necht' X,, je ndhodny vybér z exponencialniho rozdéleni Ex(A). Momento-
vou metodou odhadnéte parametr A.

Reseni: Protoze odhadujeme jeden parametr, staci ndm porovnani pouze prvnich mo-
mentu:

1
w=EX) = T proi=1,..,n,

1 ¢ =
M =-YXx'=X.
=1

Kdyz tyto dvé hodnoty porovndme, dostadvdme odhad A= XL

Priklad 8. Necht X,, je ndhodny vybér z rovnomérného rozdéleni Ro(a; b). Momento-
vou metodou odhadnéte parametry a a b.

Reseni: Narozdil od piedchoziho piikladu, kde jsme odhadovali pouze jeden parametr,
zde odhadujeme dva, takZe budeme potfebovat alesponi dvé rovnice:

b
nui :E(Xl)l = %’ proi= 1, ..., n,

1&
! __
M_Zg&,

o b

2 3 3 2 2
> X b’>—a a“+ab+b )

uézE(Xi)zz/xfx(X)dx:/b_adx:3(b_a) = T proi=1,

. g

n
. 2

M) ;;&,
a+b 1¢&

Upravme obé€ rovnice nésledujicim zptsobem:
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(452) - (5x)-

4 2
a*+2ab+b* = —Z(ZX) ,

3 n
a®+ab+b* = —ZXi2~
iz

Odecteme druhou rovnici od prvni a dostaneme:

4 n 2 n )
— E(,_Z{X’> —E;X,- :

Z toho vyjadiime a, dosadime do prvni ptivodni rovnice a ipravou dostaneme:

n

e ZX+ (Z >_%§;X’2:

VyteSenim této kvadratické rovnice dostdvame:

bir==-)Y Xjx4/-) X7—— X; ) .
1,2 n; n; ! n2<§{ )

Dosazenim do pivodni rovnice ziskdme:

:%i_i‘ix,-:p\/ Zx2 (gx)z

4.2.2 Metoda maximalni vérohodnosti

Na rozdil od predchozi metody je tato metoda Casto vyuzivdna pravé proto, Ze posky-
tuje ,.kvalitni “ vysledky. Zde budeme pracovat s tzv. vérohodnostni funkci nadhodného

vybéru, definovanou jako L(60; x1, ..., x,) = ]:I1 fx,(xi; 0). Hleddme tedy maximalné véro-

hodny odhad:

Definice 4.2.2.1. Odhad Oy  nazveme maximdlné vérohodnym, jestlize pro¥0 € ©
plati
L(QMLE; X1y eens xn) Z L(G; X1y eeny xn).

N 24

V tomto pripadé je snadnéjsi pracovat s logaritmem veérohodnostni funkce
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1(6;x) = InL(6;x). Odhad By dostaneme vyfeSenim systému rovnic

ﬁz(e X) ae Zlnfx (xi:61,...,6,) =0,proj=1,...m

Udélejme piiklad €. 7 (str. 53) touto metodou a porovnejme odhady.

Priklad 9. Necht' X,, je ndhodny vybér z exponencidlniho rozdéleni Ex(A). Metodou
maximdlni vérohodnosti odhadnéte parametr A.

Reseni: Nejprve ,,vytvorme* vérohodnostni funkci, kterou potom zlogaritmujeme a
zderivujeme:

L(l; X) = H l x, Hle Axi _ /’L”ei i=1 ‘,
i=1

n

—li i —A Y x 1l
I(A;x) =InL(A;x) =1In (/'L"e i—lx): InA" +1ne - nlnA — A in,
i=1

0 n n A
ﬁl(k X) 2’ i:ZIXiZOZ>AMLE:

1
&

Touto metodou jsme dostali stejny vysledek jako u metody predchozi.

Priklad 10. Necht'X,, je ndhodny vybér z negativné binomického rozdéleni NeBi(n; 0).
Metodou maximalni vérohodnosti odhadnéte parametr 6.

Reseni: Pfipomenme si nejprve, jak vypada pravdépodobnostni funkce negativné bi-
nomického rozdéleni:

X

1
(”” )9”(1—6))‘ prox>0, 0 €(0,1),
px(x) =
0 jinak.

Dalsi postup je uz znamy:

L(0;x) = ﬁpxi(e;xi) = ﬁ <n+i2_ 1> 0"(1—0)% =

i=1

i (Ul (Hi_ 1)) 6" (1-0)=",

1=
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1(6;x) =1InL(6;x) = ln[

" 1 ¥
zlnn("+x’ FIn0” £In(1— @) =
i=1 Xi
_1 n
:Zln<n+xl >+n21n9—|—2x,-ln(1—9),
i=1 5 Ai i=1
0 n | A n
—I1(0;x) = — — —— =0=16 — _
89< X) 0 _ei:1x MLE =%

Odhad je tedy Oyre = .

56

Driive, nez udélame dalsi priklad, vzpomenime si na funkci I' z prvni kapitoly a zade-
finujeme dalsi funkci (digamma funkce), kterou pouZijeme k vyiesSeni nékterych priklada

a je definovand jako logaritmickd derivace funkce I'.

Definice 4.2.2.2. Funkce W je definovand predpisem

Y(m) = % InT'(m).

Dalsi priklad nebudeme fesit, jenom nam ukéze, jak Ize vyuZzit digamma funkci. Tento
priklad nelze vyfeSit v obecné formé, pouze numericky, vyuzitim nékteré z numerickych

metod.

Priklad 11. Necht X, je ndhodny vybér z rozd€leni s hustotou:

Amym—1
Folr) = (m_l)'e*)“‘ prox>0,m e N,
0 jinak.

Najdéte odhady parametri A a m metodou maximalni vérohodnosti.

Refeni: Vyuzijeme nasledujici vlastnost: I'(m) = (m — 1)!:

n

L(A;m;x) = fol.(l; m; x;) = ﬁ e =L,

pn [T !
; i=1
i=1 i1 L(m) (F(m)>n

A ixi
i=1

Y
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A mn ﬁ x’."_l .
i=1 ' AL
_—— ¢ =
(T(m))”
-1 ix[

n
:lnlm"—Hon;-"*l—ln(F(m))"+1ne sl —
i=1

I(A;m;x) =1InL(A; m;x) = ln<

=mnnA+(m—1)) Inx;—nIn[(m)— 2 Y x;.
=1

= i=1

Nyni odhadujeme dva parametry, takZe budeme mit dvé derivace:

d mn & m
1) ﬁl(l,m,X):T—iZI){fl‘:O:}A:):(’
0 n 1
2) %l(l,m, X):nlnl—l—izzilnxi—n‘ll(m):0=>‘P(m):ln)»+zi;lnxi.

Z téchto dvou rovnic Ize tedy numericky volbou vhodného itera¢niho procesu odhad-
nout parametry A a m (napf. Newtonovou metodou; viz [4]).

4.3 Intervalové odhady

Dosud jsme se zabyvali bodovymi odhady parametrd, presnéji, odhad parametrické funkce
7(0) jsme uréovali jednim &islem. Zde piejdeme k intervalovym odhadiim parametrické
funkce y(6). To znamend, Ze vytvoiime interval, jehoZ krajni body jsou statistiky, tak,
Ze skuteénd hodnota parametrické funkce y(60) je s velkou spolehlivosti uvnitf tohoto
intervalu. Podivejme se na definici intervalového odhadu:

Definice 4.3.1. Necht’X,, = (X1, ..., X)' je ndhodny vybér z rozdéleni pravdépodob-
nosti s distribucni funkci F (x; ), 6 € @. Ddle, necht’y(0) je parametrickd funkce,
o€ (0,1)aD=D,(X,), H=H,(X,) jsou statistiky. Potom interval [D; H| na-
zveme 100(1 — ot) % intervalem spolehlivosti pro parametrickou funkci y(0), jestliZe

P(Dn<Xn) < 7(9) < Hn<Xn>): l—a.

JestliZe
P(Da(X,) <¥(8))=1-a,

potom statistiku D = D, (X,,) nazyvdme dolnim odhadem parametrické funkce y(0)
se spolehlivosti 1 — a. JestliZe

P(Y(O) < Hn(Xn)): l—a,

potom statistiku H = H,(X,,) nazyvdme hornim odhadem parametrické funkce y(0)
se spolehlivosti 1 — Q.
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Kvantily jsme se uz zabyvali ve 2. kapitole. V nasledujici tabulce uvedeme ditribu¢ni
funkce rozdé€leni, kterymi se zde budeme zabyvat, jakoZ i jejich kvantily a vlastnosti téchto
kvantild, jejichZ hodnoty naleznete v tabulce (viz pfilohy).

X~ | N0 2w o Fn,m)
distr.fce d Gy H, Onm
kvantil Ug X2 (n) to(n) Fy(n,m)
vlastnosti | ug = —u_gq — to = —ti—q | Fo(n,m) = _
Fl*(x(mvn)

Tabulka 4.2. Kvantily dtlezitych rozdé€leni.

Konstrukce intervalovych odhadl zac¢ind nalezenim vhodné pivotové statistiky pro
piisluSny parametr. Ohrani¢ime ji spravnymi kvantily a z ni vyjadiime hledany parametr.
Postupné se sezndmime se vSemi pivotovymi statistikami a na piikladé ukdZeme, jak
odhadneme konkrétni parametr ve zvoleném intervalu.

4.3.1 Intervalové odhady parametria normalniho rozdéleni

V této Casti se budeme zabyvat statistikami, jejichZ ndhodné vybéry maji normélni roz-
déleni.

Definice 4.3.1.1. Necht’X,, je ndhodny vybér z N(u; 62). Potom, pro nezndmé u,
kdyZ je 62 zndmé, je pivotovd statistika

je 100(1 — @)% interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu [ pFi zndmém o2,

— (o}
D=X,—ui—og—F

Vn
je dolni odhad stiedni hodnoty | pFi zndmém 62 se spolehlivosti 1 — a,

— (0}
H=X,+u_o—F—

v

2

je horni odhad stiedni hodnoty [l p¥i zndmém 6~ se spolehlivosti 1 — Q.
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Pozndmka: Interval spolehlivosti neni ani nutné znét, 1ze jej snadno odvodit z pivotové
statistiky.

vvvvv

avivaz zdarma. Hmotnost uvedend vyrobcem je 5 kg. Prvnich 15 vyrobenych baleni vazilo
nasledujici hmotnosti: 5,02; 5; 4,97; 4,99; 5; 4,99; 4,99; 4,98; 5,01; 5,01; 5; 4,96; 5; 5;
4,99. Vyrobni linka je nastavend na 5kg s povolenou smérodatnou odchylkou 0,05 kg.
Sestrojte 95 % interval pro stfedni hodnotu za predpokladu, Ze se hmotnost fidi normalnim
rozdélenim.

Reseni: Zde mame sestrojit interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu, pfi¢em? roz-
ptyl zndme (o2 = 0,052). VyuZijeme pivotovou statistiku U, ale jesté predtim spocitime
vybérovy prumér:

. 1 15
Xn==) X;=4,994.
i3

Potfebujeme vytvorit 95 procentn{ interval, tzn. Ze 100(1 — &t)% = 95% = a = 0,05.
Nyni miZeme vytvofit interval, ktery dosadime do pivotové statistiky:

X,—u B
P(ugf pn \/ﬁgul_g)—o,95,

c
Mo,ozsﬁ <X,—u< M0,975%>= 0,95,
_ _ c
X —uo,975\/— <u SXn_MO,OZSW =0,95,

<u S)_(n+u0975£):07957

o
vn RV

1,96 1,96
P 47994_M <pu §47994+M):0’95,
V15 V15

P(4,9686 < u < 5,0193)= 0,95.

Stredni hodnota hmotnosti baleni je s pravdépodobnosti 95 % v intervalu
[D, H] = [4,9686;5,0193|.
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Definice 4.3.1.2. Necht’X,, je ndhodny vybér z N(i; 62). Potom, pro nezndmé L,
kdy? je 6% nezndmé, je pivotovd statistika

X,—u
T = 5

N

~tn—1),

kde X, je vybérovy priimér a S je vybérovd smérodatnd odchylka. Potom

_ s S
D H) = |Xy—1,_a(n—1)"=,Xp+1;_a(n—1)"=

v’ Vi
je 100(1 — a)% interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu L pFi nezndmém c?,

— S
D :Xn_tlfa(n_ 1)_

Vn
je dolni odhad stiedni hodnoty | pFi nezndmém 6* se spolehlivosti 1 — o,

_ S
H=Xutt1 aln—1)-=

n

je horni odhad sti‘edni hodnoty u p¥i nezndmém o se spolehlivosti 1 — a.

Priklad 13. Na vybrané pobocce v bance je méfena délka uzavirani bézného uctu,
ktera ma normdlni rozdéleni, s nasledujici vysledky (v minutich): 5,4; 7,7; 5,4; 6,2; 6.,8;
6,7;4,9; 8,1;7,9; 5,3; 8,5; 6,5; 6,3; 6,5; 6,4; 5,4. Sestrojte 95 % interval spolehlivosti pro
oc¢ekavanou délku uzavirani smluv.

Reseni: Nyni nezndme rozptyl, proto pouZijeme piislusnou pivotovou statistiku 7.
Spocitejme vybérovy prumér a smérodatnou odchylku:

o 1 16
X,=-) X;=6,5,
ni=

1 16 o
Y (Xi—X,.)*=1,1906 = S =1,0911.
i=1

§? =

n—1
Zde je rovnéz o = 0,05. Dosadime:

X

P(tg(n—l) < S

A< gn-1) =095

S — S
P(lo,025(15)% <Xp—u< l07975(15>%) =0,95,
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_ S — S
P(Xn —10975(15)—= < p <X, +lo,975(15)—> =0,95,

Vn Vn
2,131-1,0911 2,131-1,0911
P(6,5—;§u§6,5+;> =0,95,
V16 V16

P(5,9187 < u <7,0812) =0,95.

S pravdépodobnosti 95 % je tedy ofekavana stfedni hodnota délky uzavirani smlouvy
v intervalu [D, H| = [5,9187;7,0812].

Definice 4.3.1.3. Necht’X,, je ndhodny vybér z N(u; 62). Potom, pro nezndmé ¢,
kdy? je WU nezndmé, je pivotovd statistika

s2 )
Kz(n—l)gwc (n—1),

kde S? je vybérovy rozptyl. Potom

(n—1)S* (n—1)8?

O -1 2D

je 100(1 — a)% interval spolehlivosti pro rozptyl G° p¥i nezndmém L,
 (n—1)$?
x%—a(n - 1)
je dolni odhad rozptylu 6* p¥i nezndmém i se spolehlivosti 1 — o,

(n—1)8?

H =
x3(n—1)

je horni odhad rozptylu 6* pri nezndmém u se spolehlivosti 1 — a.

Priklad 14. Sestrojte 90 % interval spolehlivosti pro rozptyl 62, pokud jsme ze 30 tidaji
pri kontrole dodrzovani terminu splatnosti ivéru v bance spocitali vybérovou smérodatnou
odchylku § = 0,23. Termin splatnosti tvéru ma normdlni rozdélent.

ReSeni: Na rozdil od predchozich dvou piikladt, kde jsme odhadovali interval pro
sttedni hodnotu, zde mdme odhadnout interval spolehlivosti pro rozptyl. Zde je o =0, 1.
Vyuzijeme statistiku K:

2

S
P(%%(I’l—l) < (I’l—l)? S%%g(l’l—l)) :0,9,
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29 245(29
p X505(29) <1 < X0,95(29) — 0.9,
(n— l)S2 02~ (n—1)82

_ 2 _ 2
p (n—1)S 2<(n 1)S>:O,9,

X, 95 29 X§,05(29)

v

<o <

29-0,0529 _ , 29-0,0529) _
426 9~ 17,7 Y

P(0,0360 < 6> < 0,0866) = 0,9.

Hledany 90 % interval spolehlivosti pro 62 je tedy [D, H] = [0,0360; 0,0886)].

Definice 4.3.1.4. Necht’X,, je ndhodny vybér z N(u; 62). Potom, pro nezndmé ¢,
kdyZ je 1 zndmeé, je pivotovd statistika

1 n
:G_g (n)

Potom . .
_Zl(Xi—N)Z ZI(Xi—H)z
D, H) = |= , =
DT AW

je 100(1 — &) % interval spolehlivosti pro rozptyl 62 pii zndmém U,

n

Y (Xi—u)?

i=1

D=
X (1)

je dolni odhad rozptylu 6* p¥i nezndmém L se spolehlivosti 1 — o

Trs

(X;i—u)?
H:l

x5(n)

je horni odhad rozptylu 6> pii zndmém U se spolehlivosti 1 — o

Priklad 15. Odhadnéte 99 % interval spolehlivosti pro rozptyl 62, jestlize jsme béhem
4 dnd sledovali vyvoj hodnoty portfolia s normalnim rozdélenim a mame nésledujici
vysledky: 415,9; 418,8; 418,4; 419,1. Stiedni hodnota je u = 416,7.

Reseni: Nyni znime stfedni hodnotu, potfebujeme interval spolehlivosti pro rozptyl.
Pouzijeme pivotovou statistiku Q:
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2 4 1 2 4
p X.005(4) <1< %0,995( ) — 0,99,

37 "o 13.7
13,7, 13,7
— << < — | =
Pliag=©° —0,207> 0,99,

P(0,9194 < 6 < 66, 1835) = 0,99.
Hledany 99 % interval spolehlivosti pro 62 je tedy [D, H] = [0,9194; 66, 1835].

Doposud jsme pocitali oboustanné intervaly spolehlivosti. Nyni si ukdZeme, jak se
pocitaji dolni a horni odhady.

Priklad 16. Nahodny vybér X,, ma normélni rozd€leni a predstavuje poCet odpracova-
nych dnt za mésic. deajejsou nasledujici: 12; 23; 21; 17; 19; 16; 13; 25; 16. Urcete 95 %
pravostranny interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu u.

Reseni: Hledame horni odhad pro neznamou stfedni hodnotu p¥i neznimém rozptylu.
Pouzijeme pivotovou statistiku 7':

P(u <20,7201) =0,95.
Horni odhad pro stfedni hodnotu se spolehlivosti 95 % je H = 20,7201.

Priklad 17. Sedm bali¢kl cukru ma nasledujici hmotnosti v gramech: 993; 1001; 999;
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1005; 1000; 997; 995. Odhadnéte 95 % levostranny interval spolehlivosti pro rozptyl o2,
jestlize hmotnost m4 normélni rozdé€leni.

Reseni: Zde potiebujeme pivotovou statistiku pro odhad rozptylu pfi nezndmé stfedni
hodnoté:

2
P((n— D3, <2t aln- 1>) _ 0,95,

~

_1 2
P( " S 2) —0,95,
75095

6-15,9523
<o) =
126 ) 0,95,

P(7,5963 < 6%) =0,95.
Dolni odhad pro rozptyl se spolehlivosti 95 % je D = 7,5963.

Zatim jsme se zabyvali intervalovymi odhady pro jeden ndhodny vybér. V dalsi casti
ukdzeme, jak urcit interval spolehlivosti pro dva nezdvislé vybéry.
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Definice 4.3.1.5. Necht’X,,, je ndhodny vybér rozsahu ny z normdlniho rozdéleni
N(u; 62), X, je jeho vybérovy priimér. Ddle necht’X,,, je ndhodny vybér rozsahu
ny z normdlniho rozdéleni N (Ly; 622), X, je jeho vybérovy priimér. Predpoklddejme,
Ze oba vybéry jsou nezdvislé. Potom, pro nezndamy rozdil strednich hodnot |1 — U,
kdyZ jsou 0'12 a 622 zndmé, je statistika

U< 5 =
XnI_XnQ (712 622
w T
Potom
. F LB ot o3
[D,H]: an_an_MI,Q _+_,an_Xn2+ulfﬂ _+_
2\ m ny 2V m nj

Jje 100(1 — o) % interval spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot [ — Uy kdyZ jsou
612 a 622 nameé,

_ c?
i
D=X, — X, —t1_q|| -+

2
%
ni nj

je dolni odhad rozdilu strednich hodnot W, — U, kdyZ jsou 612 a 622 ndmé se

spolehlivosti 1 — a,
o ol o3
H:an_Xn2+ul—a —+—=
ni ny

je horni odhad rozdilu strednich hodnot W — Uy, kdyZ jsou 612 a 622 Zndmé se
spolehlivosti 1 — q.

Priklad 18. Zkousku dé€lalo 9 studentli; 5 muzi a 4 Zeny. Jejich vysledky byly né-
sledujici: 63; 75; 78; 80; 93 a 66; 79; 81; 96. Spocitejte 95 % interval spolehlivosti pro
rozdil stfednich hodnot vysledkl muzii a Zen u zkousky, pokud se vysledky fidi normalnim
rozdélenim. Rozptyly jsou (712 =38la 622 =49.

Reseni: Vyuzijeme statistiku Uy _x pro rozdil stfednich hodnot, kde o = 0,005.
nl nz
Spocitejme vybeérové praiméry:

_ 1
X, = S Y X1, =778,

Nyni mdme vSechno, abychom vytvofili interval:
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X, X, — (1 —
P(ug S nj np (lu’l lu“2) §u1%>:0’95’

2 2
o, 9
ny np

% _% o} 3
Pl Xp —Xn, —upor5\| —+—=< 1 — 0 <
n ny

2 2
— — o (0
SXm _Xn2+u07975 n_1+n_§):07957

P(—13,1543 < g — pp < 7,7543)=0,95.

Pro rozdil stiednich hodnot p; — i, je 95 % interval spolehlivosti
[D, H] = [—13,1543; 7,7543].
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Definice 4.3.1.6. Necht’X,,, je ndhodny vybér rozsahu ny z normdlniho rozdéleni
N(ui; 62), Xp, je jeho vybérovy primér a St jeho vybérovy rozptyl. Ddle necht’
X, je ndhodny vybér rozsahu ny z normdlniho rozdéleni N(ly; 622), Xn, je jeho
vybérovy priumér a S% jeho vybérovy rozptyl. Predpoklddejme, Ze oba vybéry jsou
nezadvislé. Potom, pro nezndmy rozdil stiednich hodnot || — Uy, kdyZ jsou 0'12 a 622
nezndmé, ale plati 612 = 622 = 02, je statistika

X — Xy _(.ul_.UZ) niny
T v =-—! 2 ~tng+ny—2),

kde ) 2
2 (n1 —DST+ (12— 1)S;
12 ni+ny—2 '
Potom
— — ni+n
(D, H] = |Xp, —Xp, —11_a(n1 +n2—2)S124 a—
2 niny
_ — n +np
X =X +11_a(n1+n2—2)S12 o

Jje 100(1 — o) % interval spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot [ — Uy kdyZ jsou

612 a 622 nezndmé, ale plati 612 = 622 = 02,
— — ni+np
D =X, —Xp, —ti—a(ni+n2—2)S1»
niny

je dolni odhad rozdilu stiednich hodnot | — W, kdyZ jsou 612 a 622 nezndmé, ale
plati 612 = 622 = o2, se spolehlivosti 1 — a,

ny+np

H=X, —Xn, +t1—a(n+n—2)S1»
niny

je horni odhad rozdilu stiednich hodnot [y — W, kdyZ jsou 612 a 622

plati 612 = 622 = 62, se spolehlivosti 1 — o.

nezndmé, ale

Priklad 19. Vyfteste predchozi ptiklad za predpokladu, Ze se rozptyly rovnaji 612 = 622.

Reseni: Zde krom& vyb&rovych pramérd, které jsme uZ vypocitali v pfedchozim pii-
kladé, potfebujeme rovnéz vyberové rozptyly:

1 - v
S%:ZZ(XL.—X,“) =115,7,

4
Y (X, —X,,)* =151,



Kapitola 4. Teorie odhadu

(1 —1)S?+ (np—1)$3

St =
12 ny+ny—2

= 130,8285.

Pouzijeme statistiku Tyﬂl X,

y R
Pl < Xm=Xn—( “2),/ M2 o ]=0,95,
2 Si2 ny+ny 2

— — ny+n
P<Xn1_an_l0,975(nl+n2_2)512 P <up—p <

_ — ny+np
< Xn, — X, +10.975(01 +12 —2)S12 =0,95,
ninp

P(—20,8463 < p; — py < 15,4463)=0,95.

95 % interval spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot p; — U je tedy
[D, H] = [—20,8463; 15,4463].

68
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Definice 4.3.1.7. Necht’X,,, je ndhodny vybér rozsahu ny z normdlniho rozdéleni
N(ui; 62), Xp, je jeho vybérovy primér a St jeho vybérovy rozptyl. Ddle necht’
X, je ndhodny vybér rozsahu ny z normdlniho rozdéleni N(ly; 622), Xn, je jeho
vybérovy priumér a S% jeho vybérovy rozptyl. Predpoklddejme, Ze oba vybéry jsou
2
nezdvislé. Potom, pro nezndmy podil rozptylu %, kdyZjsou i, Up, 0'12 a 622 nezndmeé,
2
Jje statistika
St o3
Forjo = S—%'G—ENF(m—l;nz—l)-

Potom

Y 1 s? 1
S5 Fia(m—1Lm—1)" 85 Fa(n—1n—1)

[DaH]:

2
je 100(1 — a)% interval spolehlivosti pro nezndmy podil rozptyli %, kdy? jsou
2
Ui, Ua, 612 a 622 nezndameé,
2
S 1

D=-1.
S% Flfa(l’ll — 1,1’12— 1)

2
Jje dolni odhad pro nezndamy podil rozptylii Z_;Z’ kdy? jsou 1y, Uy, 612 a 622 nezndmé
se spolehlivosti 1 —
5 1
-5 Fa(nl—l ny—1)

je horni odhad pro nezndmy podil rozptylu kdyz jsou Uy, Up, Gl a (72 nezndmé

se spolehlivosti 1 —

Priklad 20. Pti zkoumani inteligence u déti ve dvou skupindch na matefské Skole jsme
obdrZeli nasledujici vysledky s normélnim rozdélenim: 71; 76; 82; 90; 93; 101; 103; 112
a75;77; 80; 83; 92; 95; 99; 100. Spocitejte 99 % interval spolehlivosti pro podil rozptylu.

Reseni: Pii potitani hledaného intervalu pouZijeme statistiku FGlz Jo? ale nejdiive
vypocitdme vybérové priméry a rozptyly:

_ 13
1:§; =

(X1, — X, )2 = 199,4285,

9]
>—t\>
\IIH
'Moo

i=1

1 8
X, = g Z = 87,625,
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8
Z Xy, — =101, 125.

\IIH

Ziskané hodnoty dosadime do statistiky:

S? o3
P F%(nl—l,nz—l)gs—% G_1<F1 oc(nl—lnz—l) =0,99,

52 1 o’ _S§? 1
S Fl_,(nl—l ny—1) o SZF%(nl—l,nz—l)

st 1 o2 &
P(sZ F0995(7 7) < 1 = S2F0995<n27n1)> =0,99,

2

(0 2219 < —
2

5 <17 5220) =0,99.

Dostali jsme 95 % interval spolehlivosti pro podil rozptyla [D, H| = [0,2219; 17,5220].

Poslednim piipadem, kterym se zde budeme zabyvat, jsou tzv. pdrové vybéry.

Véta 4.3.1.8. Necht’ X1 = (X1, 1), ... Xy = (X, Yn)' Jje ndhodny vybér z
M1

dvourozmérného normdlniho rozdéleni N,(U;X), s parametry [ = it a
2
2
(¢ pO102 2 2 ;
X= ! Jkdeuy, up eR, 07 >0,05 >0ape(0,1). Proi=1,....n
(p0162 o2 ) M1, H2 i 2 p<(0,1)

oznacme
Zl = Xi - YH

ddle
— 1 &
%:ZZZ

Jje vybérovy priumér a

vybérovy rozptyl. Potom

\5_ Z +1t_ a(n—l)\fﬁ

je intervalovy odhad parametrické funkce U = | — Uy o spolehlivosti 1 — o

ID,H|=|Z,~t;_a(n—1)
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Duikaz: Viz [2, str. 62].
Spocitejme posledni priklad v této ¢asti:

Pfiklad 21. Necht X, = (73; 61; 105; 92; 56; 77; 68)’ je ndhodny vybér z normélniho
rozdéleni, ktery uddva vahy zkoumanych Zen, vyjadiené v kilogramech, diive nez zacaly
uZzivat ¢aj na hubnuti. Po 7 mésicich uzivéni Caje, se Zeny znovu vézily s nasledujicimi
vysledky: Y, = (65;57;92; 86;52;71;60)". Spocitejte 95% interval spolehlivosti pro
rozdil vah zkoumanych Zen.

Reseni: Spotitejme viechny hodnoty uvedené v piedchozi véts:

Z,=(8; 4; 13; 6; 4; 6; 8),

1 7
Z,=-Y 7 =1,
7i:1

S? = (Zi —Zn)?* = 12.

1

1 n
n—1=%4
1=

Vytvorime interval:

NI

P(tg(n—l) <= u\/r_zgtlg(n—l)> = 0,95,

_ S — S
P (Zn — l0,975(6)% <u<z, +l0,975(6)%> =0,95,

P(3,7961 < pu <10,2038)=0,95.

95 % interval spolehlivosti pro rozdil vah je tedy [D, H| = [3,7961; 10,2038|.

4.3.2 Intervalové odhady zaloZené na centralni limitni vété

Doposud jsme se zabyvali odhady parametri normalniho rozdéleni. Nyni uvedeme in-
tervaly spolehlivosti pro parametry z dalSich rozdé€leni, zalozenych na centrdlni limitn{
véte.
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Véta 4.3.2.1. Necht’X,, = (X1, ..., X»)' je ndhodny vybér z rozdéleni s konecnymi dru-
— 1 &

hymi momenty, kde (8) = E(X;) a 6*(0) =D(X;), proi=1,....,naX, = — ZX,-
n:=

je vybérovy priimér. Necht’S? je (slabé) konzistentnim odhadem rozptylu c*(6).
Potom, pro nezndmou st¥edni hodnotu [L(0), je statistika

v =X S“( ) m A N0, 1).

Potom

[DyH]: Xn_ul_%%’xn—f—ul_%% ,

kde S je vybérovy rozptyl, je intervalovym odhadem o asymptotické spolehlivosti
1 — a pro nezndmou stiedni hodnotu 1 (0),

— S
D ZXn—Ml—a%

Jje dolni odhad stiedni hodnoty 1L(0), o asymptotické spolehlivosti 1 — o
S
Vn

je horni odhad stiedni hodnoty LL(0) o asymptotické spolehlivosti 1 — o,

H:)_(n"‘ulfoc

Duikaz: Viz [2, str. 63].

Dfive jsme se jiZ zminili o tom, Ze alternativni rozdéleni pii dostate¢né velkém poctu
opakovani ma pfiblizné normalni rozdélen{ se stfedni hodnotou 6 a rozptylem 6(1 — 6).
ProtoZe X, je konzistentnim odhadem stiedni hodnoty 8, miiZeme provést aproximaci pfi
pouziti statistiky U, ke konstrukci intervalového odhadu stfedni hodnoty. Podivejme se,
jak v tomto pfipadé bude vypadat interval spolehlivosti:
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Dusledek 4.3.2.2. Necht’X,, = (X1, ..., X,,)' je ndhodny vybér s alternativnim roz-
délenim A(0). Potom

_ [ X,(1-X,) — [ X,(1-X
2 n 2 n

je intervalovym odhadem o asymptotické spolehlivosti 1 — o pro nezndmy parametr
0,

D, H] =

_ X,(1-X,
D=X,—uj_q M

_ X,(1-X
H=X,+uj_q M

Jje horni odhad nezndmého parametru 0 o asymptotické spolehlivosti 1 — .

Stejné tak aproximujeme stiedni hodnotu a rozptyl u Poissonova rozdéleni pii tvofeni
intervalového odhadu, kde se oba rovnaji A:

Dusledek 4.3.2.3. Necht’X,, = (X, ..., X»)' je ndhodny vybér s Poissonovym roz-

délenim Po(A). Potom
— Xy < X
Xn_ul—% Yn,Xn—i—ul_% 7}1

Jje intervalovym odhadem o asymptotické spolehlivosti 1 — o pro nezndmy parametr

A € (0,00),

D, H] =

D=X,—u ¢

:|§<|

Jje dolni odhad nezndmého parametru A o asymptotické spolehlivosti 1 —

H=X,+tuq

=|§<I

je horni odhad nezndmého parametru A o asymptotické spolehlivosti 1 — a.

Podivejme se, jak to vypada na piikladech:

Priklad 22. Pri provadéni ankety k novému tarifu v telekomunikaéni spole¢nosti bylo
zkoumdno 150 lidi. 126 z nich mélo dobré zkuSenosti s tarifem. Urcete 95 % interval
spolehlivosti pro podil nespokojenych klientd.
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Reseni: Mame alternativni rozd&leni, kde je ndhodn4 veli¢ina definovand jako
_J 1 kdyzi-ty zakaznik neni spokojeny,
o kdyz i-ty zdkaznik je spokojeny.

proi=1,...,150.X, je v tomto ptipadé X, = 4 = 0, 16. VyuZijme odpovidajici statistiku,
kdyz je stfedni hodnota 6 a rozptyl 6(1 — 6):

N\Q

P( < }Z( )\/_<u1 a>:0,95.

Provedeme diive zminénou aproximaci:

X,
P gg_——fm g ) =095,

( —M0975\/ 0 <X, +M0975\/ >—0 95,

P(0,1013 < 6 <0,2186) = 0,95.

Mizeme s 95 % pravdépodobnosti fict, Ze je procento nespokojenych klientti v intervalu
[D, H] = [0,1013; 0,2186], tj. mezi 10,13 % a 21,86 %.

Priklad 23. Vedouci plaveckého stadionu posunul zaviraci dobu v letni sezoné z 20:00
na 21:00 hodinu. Béhem letni sezony, kterd zac¢ini 21. Cervna a konéi 22. fijna, pfislo
béhem této posledni hodiny 651 plavct. Odhadnéte 90 % interval spolehlivosti pro stiedni
hodnotu prichodu plavci béhem posledni hodiny, jestlize pocet plavct pfichazejicich v
urcitém ¢ase ma Poissonovo rozdéleni.

Reseni: Letni sezona v naSem piipadé trva 93 dnd. Podil plavcd, kteff pfijdou béhem

posledni hodiny za den X, = 69531 = 7. Vytvofme odpovidajici interval a dosadme jej,

pficemz stiedni hodnota a rozptyl se rovnaji A:
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_ IX _ X
P (Xn —upos|| — <A < X,+uoos —n> =0,9,
n ’ n

P(6,5486 <A <7,4513) =0,9.

Zde je hledany interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu [D, H| = [6,5486; 7,4513].

4.4 CviCeni

1. Ndhodné jsme vybrali 12 ¢tenafi v knihovné, a ptali jsme se jich, jak dlouho
primérné ¢tou denné. Odpovédi byly nasledujici (v minutach): 30; 120; 60; 90;
15; 45; 60; 60; 30; 90; 60; 45. Vypocitejte:

a) vybérovy pramér;
b) vybérovy rozptyl;

¢) vybérovou smérodatnou odchylku denniho ¢teni.
[a) X, = 58,75; b)S? = 877,84; ¢)S = 29,6283]

2. Necht'X,, ~ Ro(0; 7) je ndhodny vybér. DokaZte, Ze statistika T, = 2X , je nestrannym
odhadem parametru 7.

3. Metodou maximalni vérohodnosti odhadnéte parametr 8 ndhodného vybéru X,,
které je z geometrického rozdéleni s pravdépodobnostni funkci:

() = (1—0)*6 proxeNy, 8 €(0,1),
0 jinak.

Xurg = ——=
[(XmLE T Xn]
4. Vyfteste predchozi pfiklad momentovou metodou a porovnejte vysledky.
K=
14X,

5. Pii vyrobé zahradnich hadic se kontroluje jejich tloustka. Z vysledkti 15 méfeni
mame ndsledujici udaje (v mm): 10; 9; 10; 11; 9; 12; 11; 10; 10; 13; 12; 8; 14; 11; 9.
Predpokladejme, Ze sledovana veli¢ina nd normalni rozdéleni.

a) Odhadnéte 95 % interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu tloustky hradic,
pokud je smérodatné odchylka o = 2,5.
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10.

b) Kontrola vyrobniho procesu teprve zacind a smérodatnou odchylku o jesté
nezname. Odhadnéte stfedni hodnotu tloustky hadic.

[a)[D, H] = [9,7998; 11,4001]; b)[D, H] = [9,8910; 11,3089]]

. Kolik Zen bychom museli vybrat, pokud chceme odhadnout jejich stfedni vysku se

spolehlivosti 99 % pti smérodatné odchylce 6 cm? Dovolujeme si chybu £0,5cm.
Vysky se fidi normélnim rozdélenim.

[n =956]
P1i testovani spotfeby urcitého typu motoru pii rychlosti 50km/hod, byly zjiStény

ndasledujici hodnoty (I/100km): 3;2,9; 3,2; 3,5; 2,8; 3,1; 3; 3,1; 2,4. Odhadnéte rozptyl
a sestrojte 90 % interval spolehlivosti, jestlize predpokldddme normalni rozdélent.

[[D, H] =[0,0335;0,1904]]
Béhem jednoho tydne byl pocitan pocet lidi jezdicich v MHD bez jizdenky. Vysledky
maji normdlni rozd€leni a jsou nasledujici: 15; 3; 7; 10; 18; 23; 5. Odhadnéte 95 %

pravostranny interval spolehlivosti pro rozptyl 62, kdyZ je u = 12.

[H = 149,7695]

. Nahodn¢ jsme vybrali 28 studentii, mezi kterymi bylo 12 studentti a 16 studentek,

ktefi odpovidali na otdzku, jak dlouho se u¢i denné ve zkouSkovém obdobi. Spocitali
jsme, Ze se studenti u¢i primérné 6 hodin denné, zatimco studentky se primérné uci 8
hodin denné. Predpokldddme, Ze se vysledky fidi normalnim rozdélenim. Spocitejte
95 % interval spolehlivosti pro rozdil stitednich hodnot, pokud o1 =7 a 6, = 4.

[[D, H] = [—6,4190; 2,4190]]

Na rodicovské schiizce mélo 30 rodi¢h hlasovat, zda souhlasi, Ze déti pojedou na
vylet do Vidné. Kazdy rodi¢ musel hlasovat, tedy fict zda souhlasi, nebo ne. Ze 30
rodi¢i vylet podpofilo pravé 18 z nich. Spocitejte 90 % interval spolehlivosti pro
podil rodi¢u hlasujicich pro vylet.

[[D, H] = [0,4528;0,7471]]
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Testovani statistickych hypotéz

Posledni kapitolu vénujeme testovdni hypotéz. Césteéné navazujeme na predchozi kapitolu
v tom smyslu, Ze budeme pouZivat pivotové statistiky. Tato kapitola je pouze dtvodem do
testovani statistickych hypotéz, které se budou béhem dalsich kurzl v rdmci studia do-
pliiovat a rozSifovat.

Maéame ndhodny vybér X,, = (X, ..., X;;)’ rozsahu n z rozdéleni pravdépodobnosti s dis-
tribuéni funkci F(x; 0), které zdvisi na parametru 0 = (0, ..., 6,,) € ©, kde ® C R™ je
parametricky prostor. Otazkou je, zda parametr 0 patfi do néjaké neprazdné podmnoziny
®y C ©? ProtoZe nemiZeme s jistotou fict, Ze patii, nazveme tvrzeni 8 € @y nulovou hy-
potézou. Strucné oznaCme Hy : 6 € ©¢ C ©. Zbyvajici moznosti je, Ze patii do podmnozZiny
®; = O\ 0Oy, kterou nazveme alternativni hypotézou. Oznatme H, : 0 € ®; = @ \ Q.
Dile, je-li mnoZina ®( jednobodové, pak fikdme, Ze hypotéza Hy je jednoducha. V opac-
ném piipade je hypotéza Hy sloZena. Stejné to plati i pro alternativni hypotézu. O platnosti
nulové hypotézy rozhodujeme na zakladé ndhodného vybéru X,, tak, Ze platnost hypotézy
Hj bud zamitneme nebo nezamitneme. Na testovani pouZijeme tzv. testovaci statistiku
T, = T(X,). Na ndkladé realizace ndhodného vybéru spocitime hodnotu testovaci sta-
tistiky 7, = T(x,,). Zvolime vhodny kriticky obor W, pak, je-li 7, € W, hypotézu 6 € O
zamitdme; pokud ne, hypotézu nezamitame. MuZe se stat, Ze hypotézu zamitneme, i kdyz
je spravnd, v tomto piipadé se dopustime chyby prvniho druhu. Jestlize hypotézu neza-
mitneme, i kdyZ neni spravnd, dopustime se chyby druhého druhu.

Poznémka: PakliZe neni v textu uvedeno jinak, povazujeme za o = 0,05. Cislo o se nazyva
hladinou vyznamnosti.

Podrobnou teorii naleznete v [2].

Ve 4. kapitole jsme jiZ odvodili intervalové odhady, pomoci kterych dostdvame celou fadu
kritickych obort testl. Prehled takto ziskanych testi uvidime v ndsledujicich tabulkéch:

—77—
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Hy H,; Hypotézu Hy zamitidme, pokud Predpoklady
W=po | W# Mo X — polv/n > ouy_a o zndmé
W=y | 1> o (X —to)v/n > oup_g 02 zndmé
w=po | K< Ho (X —Ho)y/n < —0ui_q c? zndmé
L=Uy | W # Uo X — polv/n > St;_a(n—1) 62 neznamé
L=y | [> U (X — Uo)r/n > St;_g(n—1) 02 neznimé
H=Uy | u<HUo (X — o) y/n < —St;_o(n—1) 62 nezndmé
—1)S§? L
o’=o0} | 0 #0} % ¢ (ng(n— 1), xlz_%(n— 1)) U neznamé
2
o’=o0§ | 0°>0} % >y (n—1) L nezndmé
2
o’=o0} | 0’<c} ("_6(1)2)5 <x2(n—1) U neznamé
Tabulka 5.1." Tabulka test pro jeden ndhodny vybér z normalniho rozd&len.
Hy H, Hypotézu Hy zamitame, pokud Predpoklady
Y % of , o I P
W=y | Uy # W | Xn, — X, | > g\ o+ 5> Oj a 05 zndmé
= | W # U | | Xn — Xy > tl,%(nl +n —2)512\/% o7 = 07 nezndmé
2
612:622 61275622 i—%¢ (F%(nl—l,nz—l), U1 a U nezndmé
Fl_%(nl - 1, ny — 1))

Tabulka 5.2.% Tabulka testl pro dva nez4vislé ndhodné vybéry z normdlniho rozd&len.

Hy H, Hypotézu Hy zamitidme, pokud | Predpoklady
X—
W= Ho | L F# Mo | sf("\/ﬁzul_% 0<0%(0) <o
X_
H=Ho | 1 # o Sl >y g X, ~ Po(i)
= _X=po| > o X ~A
P=Dpo | PF Do \/m\/ﬁ—ul—7 n (p)

Tabulka 5.3.> Tabulka asymptotickych testéi pro ndhodné vybéry.

Na prvnim piikladé ukdZeme vSeobecny postup, jak se provadi testovani statistickych
hypotéz, které vétSinou budeme pouZivat i k feSeni ostatnich dloh.

IPfevzato z [2, str. 75].
Zpfevzato z [2, str. 75].
3PFevzato z [2, str. 75].
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Priklad 1.* Zastupci ekologického hnuti vystupuji proti vystavbé nové tovarny v ob-
lasti, ve které je Zivotni prostiedi poznamendno primyslovou ¢innosti. Jednim z argument,
ktery pouzivaji, je nizka porodni vdha novorozencii v dané oblasti. Primérnd hmotnost 40
ndhodné vybranych novorozenct narozenych v této oblasti byla 3010 g. Ma smysl pouZit
tento argument proti vystavbé nové tovarny, jestlize porodni vdha zdravé populace ma
normdlni rozdé€leni se stfedni hodnotou 3300 g a smérodatnou odchylkou 476 g?

Reseni: Zaprvé, musime formulovat nulovou a alternativni hypotézu. Nulova hypotéza
je takova, Ze vychazime ze soucasného stavu a ovérujeme jeji platnost. Zde predpokladdme,
Ze stfedni hodnota porodni véhy je 3300g, takze Hp : u = 3300. Cilem je zamitnout
hypotézu, a proto za alternativni zvolime to, co chceme dokdzat; zde je to niZs$i porodni
védha, takze H; : u < 3300.

Zadruhé, musime vybrat vhodné testovaci kritérium. Volba zdleZi na hypotéze, kterou
testujeme a rozdéleni, které ma sledovand veli¢ina. Zde testujeme hypotézu o stiedni hod-
noté normalniho rozdéleni, pricemz rozptyl zname, takZe pouzijeme uz znamou pivotovou
statistiku U.

Zatteti, zvolime hladinu vyznamnosti «. Zde neni presné uvedeno, jakd je hladina
vyznamnosti, a proto bereme 5 %, tj. a = 0,05.

Zactvrté, musime stanovit kriticky obor W. Stanovujeme ho podle alternativni hypo-
tézy. Zde mame levostrannou hypotézu, protoZze obor moznych hodnot parametru u je
vymezen nalevo od 3300. Kriticky obor je tedy

W = {—oosug o5} = {—o0; —up 95} = {—o0; —1,645}.
Nyni ndm jesté zGstava spocitat hodnotu testovaciho kritéria a udélat zaveér:

X, — 10 —
n “\/ﬁ:wm:_;gsm,

U=—5 476

V tomto piipadé¢ patii hodnota testovaciho kritéria do kritického oboru:
U € W = Hy zamitdme na hladin€ vyznamnosti & = 0,05.

Na 5 % hladin€ vyznamnosti jsme potvrdili, Ze porodni vdha novorozenct je niZ$i nez
u zdravé populace, takZe zastupci ekologického hnuti mizou pouZit tento argument proti
vystavbé nové tovarny.

Priklad 2. Vyrobce kavovart tvrdi, Ze stroj je nastaveny tak, Ze pii jedné prfipravé
kavy natoci 30 ml se smérodatnou odchylkou 5 ml. Pfedpoklddejme, Ze objem kdavy je
nahodn4 velicina, kter4 se fidi normédlnim rozdélenim. Chceme zkontrolovat, zda pfi zméné
kavovaru nedoslo ke zméné smérodatné odchylky. Pfi 10 pfipravach kdvy jsme dostali
nésledujici objemy (v ml):

4Ptevzato z [10, str. 82].
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31; 28; 36; 32; 27; 30; 25; 24; 31; 33.

Reseni: Chceme ovéfit tvrzeni vyrobce, Ze presnost kdvovaru méfend smérodatnou
odchylkou je Sml, proti hypotéze, Ze se pfesnost po vyméné kavovaru zménila:

H()!GZS,
H1267§5.

Tyto testy jsou ekvivalentni hypotézdm:

Hy: 62225,
H, : 6% #25.

Odhadujeme rozptyl pfi neznamé stiedni hodnoté, takze za testovaci kritérium vybe-
reme pivotovou statistiku K.

Zvolime o = 0,05.
Kriticky obor se fidi dvoustrannou hypotézou, takze
W ={0: X5025(9)} U{XG975(9): 00} = {05 2,7} U{19; o}

POZOR: x? nemiize mit ziporné kvantily!

Spocitejme jesté vybérovy primér, rozptyl a hodnotu testovaciho kritéria:
1y
Xy=-Y Xi=29,7,

iz

1

n—1:
l

§* =

n
(X; —X,)* = 13,7889,
=1

§? 9-13,7889

=4.964.
o2 25 96

K ¢ W = Hj nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0, 05.

Nasim testem se nepodafilo zamitnout tvrzeni vyrobce o uddvané presnosti kdvovaru.

Testy z pfedchozich dvou prikladl byly jednovybérové v normalnim rozdéleni. Dals{
bude dvouvybérovy v normalnim rozdéleni. Statistiky zlstavaji stejné jako v predchozi
kapitole.

Priklad 3. Ve skolnich novinach bylo napsano, zZe divky nejrychleji rostou v obdobi

mezi 11 a 13 roky, zatimco chlapci nejrychleji rostou mezi 13 a 15 roky. MiZeme potvrdit
teorii, Ze v obdobi 12 let jsou dévcata vySsi nez chlapci, jestliZze jsme ve stejné Skole
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nahodné vybrali Zaky 6. tfidy a méfenim jejich vySek dostali nasledujici tidaje (v cm) a
vysky se fidi normélnim rozdélenim:

chlapci (X,,): 132; 128; 134; 129; 139; 133; 141; 130; 122;

dévcata (X,,): 138; 142; 157; 124; 134; 132; 139?

Reseni: Zadané ddaje piedstavuji dva ndhodné vybéry. Z toho je o&ividné, Ze budeme
délat dvouvybérovy test. Ovéfujeme, zda jsou dévcata v daném obdobi vyssi nez chlapci.

Hy: == — =0,
Hy: o < pp =y — i <0.
Odhadujeme rozdil stfednich hodnot pfi neznamych rozptylech (anizZ vime, zda jsou

stejné). Takovou statistiku jsme zatim nefesili. Proto zde nejprve zavedeme jednu ,,pomoc-
nou* hypotézu o rovnosti rozptyla.

2_ 2 o3
H():61262:>H():—2:1,

1

2, 2 o3
H1161#62:>H116—127£1.

V ramci pomocné hypotézy pouZijeme FGlz Jo? statistiku.
Za o zvolime 5 %.

Kriticky obor se nyni fidi dvoustrannou hypotézou, takZe bude

W = {0; Fo,025(8; 6) } U{Fp,975(8; 6); 00} = {0; Foors(6:8) 9751(6; 3) }U{Fo,975(8; 6); w}z

= {0;0,2149} U {5,6; oo}.

Pro statistiku F, 0?2/ potiebujeme spocitat vybérové rozptyly:

=132,
ny = 138.

<l 2l

57 =33,
S35 =104,3334.
St o7  104,3334

22 = 2700 1 2 31616.

Fotjd =@ 52~ 33

Fclz /o2 ¢ W = Hj nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0,05.
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Véfime, Ze 612 = 622, protoZze Hy jsme nezamitli. Ale POZOR: formalné to nemame

dostatecné podepieno!
Pokracujeme v naSem testu. Nyni miZeme zvolit statistiku 7y ¢ .
1 2

Za o znovu zvolime 5 %.

Novy kriticky obor je tedy
W = {—0011005(14)} = {—o0; —1095(14) } = {—o0; —1,761}.

Pro tuto statistiku potfebujeme jesté spocitat S%Z:

(m —1)S7+(na—1)S3  8-33+6-104,3334

S?, = =63,5714
12 n+ny—2 14 ’ ’
X, — X, — - 132—-138—0 /9-7
Tw 3 = nj n (;ul .uZ) ninz _ 1,493,
) S12 ny+np \/63,5714 9+7
TYnl X, ¢ W = Hj nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0,05.

Na zdklad€ naseho testu nemizeme odvodit zavér, Ze dévcata jsou v tomto obdobi
opravdu vyssi nez kluci.

Na poslednim piikladu uvidime, jak se hypotézy testuji pii parovych vybérech.

Priklad 4. Majitel vlastni dvé restaurace se stejnou nabidkou, pfi¢emZ prvni se nachazi
na periferii mésta, druhd v centru. Zakaznici preferuji chodit na obéd do prvni restaurace,
a to proto, Ze si mysli, Ze je levn&jsi. Nahodné jsme vybrali 10 zdkazniki, ktefi chodi na
obéd do prvni restaurace, a ziskali tak ¢astky, které za obédy zaplatili. Zaroven jsme ziskali
&astky, které by zaplatili, kdyby chodili do druhé restaurace na stejny ob&d. Céstky jsou
nasledujici:

Prvni restaurace: 109; 118; 131; 45; 76; 73; 110; 118; 189; 46.

Druha restaurace: 118; 141; 151; 48; 81; 89; 114; 126; 194; 64.

MizZeme tvrdit s rizikem omylu 1%, Ze ceny v druhé restauraci jsou vysS$i nez v prvni,
pokud ceny v obou restauracich maji normélni rozdéleni?

ReSeni: Mame dva nahodné vybéry X, = (X, ..., X,) a Y, = (17, ..., ,))’, kde X;
je cena ob&du ndhodné vybraného zdkaznikli v prvni restauraci a ¥; cena v druhé, pro
i=1,..,n,14.i=1,...,10. Jde o ptipad, kde ndhodné veli¢iny X; a ¥; jsou pozorovany
u stejné jednotky za jinych podminek, a proto ma smysl uvaZovat rozdil hodnot kazdého
paru. Mluvime tedy o parovém testu.

Ukolem je tedy provést test o rovnosti cen v obou restauracich, proti hypotéze, Ze jsou
ceny v prvni restauraci niZ$i nez v piipadé druhé restaurace.
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Ho: == — =0,
Hy: o < pp =y — i <O0.

ProtoZe jde o parové vybéry, zavedeme ,,novy* ndhodny vybér Z, a stfedni hodnotu
u, které se rovnaji rozdilu predchozich dvou:

Z,=X,—-Y,= (-9, —23; —20; —3; —5; —16; —4; —8; —5; —18)/,
U= Hx —Hy.
Z toho nam plynou nové hypotézy ekvivalentni uz zadanym:

Hy:u=0,
Hy:u<O.

PouZijeme statistiku pro parové vybéry T'.
Na rozdil od pfedchozich dvou pfikladi zde mame zadané oo = 0,01.

Kriticky obor tvofime na zdkladé levostranného testu, tedy W = {—o0;1001(9)} =
{—00; —t()799(9)} = {—00; —2,821}.

Spocitejme jesté vybérovy prumér a rozptyl, které jsou potfebné k vypocitani hodnoty
testovaciho kritéria:

Zn=-Y Z=—11,1,

S| =

i=1

1 & _
§2 = (Zi—Z,)* = 55,2112,
n—15

S = /35,2112 = 7,4304,

T:z"

—u “11,1-0
— ——7/10 = —4,7240.
5 Vv 7,4304 7240

T € W = Hp zamitame na hladin€ vyznamnosti &« = 0,01.

Timto testem jsme zamitli tvrzeni, Ze se ceny v restauracich rovnaji, takZe podle naSeho
testu jsou ceny opravdu nizsi v prvni restauraci nez ve druhé.
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5.1 Cviceni

1.

Trolejbusy projizdéjici centrem mésta maji primérnou rychlost s normalnim rozdéle-
nim 20 km/hod. Vedouci MHD rozhodli, Ze zméni trasu trolejbusti, aby zvysili jejich
primérnou rychlost. Na nové trase byly naméfeny ndsledujici rychlosti v ndhodné
vybranych hodinéch: 23; 19; 27; 24, 17; 20; 21. Bylo toto rozhodnuti spravné?

[Rozhodnuti nebylo spravné.]

. Vyrobce elektrickych strojkt tvrdi, Ze pouZitim nové vyrobni technologie prodlouZi

primérnou vydrZ baterie ze 100 hodin na 103 hodiny. Tato veli¢ina ma normalni
rozdélen{ s rozptylem 62 = 16. Na zdkladé 12 testovanych strojki jsme zjistili, Ze
prumérna vydrz baterie je 102 hodiny.

a) Je tvrzeni vyrobce, Ze se prumérna vydrZ baterie zvysi, spravné?

b) Uvedl vyrobce spravny rozptyl, pokud je vydrZ testovanych strojkt nasledujici:
99; 102; 107; 103; 100; 101; 98; 110; 103; 100; 101; 100? Vime, Ze u = 100.

[Tvrzeni neni spravné; Neuvedl spravny rozptyl.]

. U osmi ndhodné vybranych zakaznikli byly zjistény nésledujici doby ¢ekani (ve

dnech) na objedndni v kadetnickém salonu: 7; 9; 2; 13; 4; 6; 7; 10. Pani kadetnice
tvrdi, Ze stiedni hodnota ¢ekdni jejich zdkazniki na objedndni neni vétsi jak 7 dni.
Je toto tvrzeni spravné?

[Tvrzeni neni spravné.]

Smérodatnd odchylka ro¢nich teplot v konkrétnim mésté, méfena v obdobi 100 let je
8° C. Méfena je rovnéz stiedni denni teplota 15. dne v mésici béhem poslednich 15
let a je spocitand smérodatna odchylka 8° C. JestliZe predpokldaddame, Ze teploty maji
normdlni rozdéleni, miZeme na hladiné vyznamnosti 1% tvrdit, Ze se smérodatna
odchylka teplot v poslednich 15 let zmenSila?

[NemuzZeme tvrdit.]



Zaveér

Cilem této bakaldrské prace bylo vytvorit sbirku vyfesenych prikladii z pravdépodobnosti a
statistiky, kterd umoZni poslouchactim pfedmétu M4122 snadnéjsi pfipravu k zdpoctovym
testim a zavéreénym zkouskam.

Na zédklad¢ vlastnich zkuSenosti z tohoto kurzu jsem citila, Ze vypracovani takové
sbirky by privitali vSichni studenti, ktefi kurz navStévovali. V kazdé kapitole jsem se
snazila shrnout zdkladni teorii, kterd je v souladu s prednaskami Mgr. Jana Kol4dcka, Ph.D.
a kterd by umoznila studentim snazsi feSeni zadanych dloh. Pfiklady jsou navrzeny tak,
aby odpovidaly tkolim, které jsou feSeny ve cvicenich. I kdyZ jsem pfed zahdjenim prace
méla dojem, Ze jeji psani nebude obtizné, vytvoreni takové sbirky nebylo viibec snadné.
Bylo to piedev§im z toho diivodu, Ze jsem se snazila sama vytvorit ptiklady, které by
byly podobné t€m, co se pocitaji na cvi¢enich, ovSem ne Uplné stejné. Jednim z nejvétSich
problémii bylo formulovat zadan{ tak, aby nebylo tplné odtrZzené od reality i s ohledem na
kone¢ny vysledek. To mohu pripsat své vlastni nezkusenosti pfi vytvareni dkolil. Nejtézsi
¢ast prace spocivala ve vymysleni ,teoretickych® piikladi, jednak kvili jiZ zminénému
zamérnému vynechdvani piikladl vypracovanych na pfednaskach a cvicenich, jednak je
takovych prikladi i v literatuie velmi maélo, nékde nejsou dokonce obsazeny vibec. Proto
muze mit ¢tendf pocit, Ze té€chto piikladii neni v praci dostatecné mnoZzstvi a Ze nékteré z

nich jsou jednodussi. U ostatnich piikladi jsem se snaZila, aby byly zajimavé a podporovaly
kritické myslent.
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Prilohy

Priloha 1. Distribu¢ni funkce normalniho rozdé€leni.

Priloha 2. Distribu¢ni funkce normalniho rozdé€leni - pokracovani.

Priloha 3. Kvantily normovaného normdlniho rozdéleni.

Priloha 4. Kvantily y? rozd&leni.

Priloha 5. Kvantily 2 rozdéleni - pokradovani.

Priloha 6. Kvantily Studentova ¢ rozdéleni.

Priloha 7. Kvantily F o5 Fisherovo-Snedecorova rozdéleni.

Priloha 8. Kvantily F o5 Fisherovo-Snedecorova rozdé€leni - pokraCovani.
Priloha 9. Kvantily F 975 Fisherovo-Snedecorova rozdéleni.

Priloha 10. Kvantily F 975 Fisherovo-Snedecorova rozdéleni - pokracovani.
Priloha 11. Kvantily Fj 99 Fisherovo-Snedecorova rozdéleni.

Priloha 12. Kvantily Fj 99 Fisherovo-Snedecorova rozdé€leni - pokracovani.
Priloha 13. Kvantily Fj 995 Fisherovo-Snedecorova rozdéleni.

Priloha 14. Kvantily Fj 995 Fisherovo-Snedecorova rozdéleni - pokracovani.
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Prilohy
i &) i B(n) i &) i &)
0,00 0,50000 040 063542 0.80 0,78814 1,20 (,88493
0.01 0,30390 041 0.63910 0.81 0,79103 121 0,33636
0,02 0,50793 042 066276 0.82 079380 1,22 0,88877
0,03 0,31197 043 0,66640 0,83 0,79673 123 0,39063
0,04 051595 044 067003 084 079055 124 0,30251
0,03 0,51904 043 0.67364 0,83 0,80234 125 0,39435
0,06 052392 046 067724 0.36 0,30511 126 0,30617
0.07 0.32790 047 0,68082 0.87 0,30785 127 0,89706
0,08 0,53188 048 0,68430 0,38 0,31057 1,28 (0,30073
0.09 0,33386 049 0,68793 0,89 081327 129 0.90147
0.10 0,53983 0,50 069146 0,50 081504 1,30 0.90320
0.11 0,34380 031 0,60497 091 0.,81830 131 0.90490
0,12 054776 0,52 0.60847 0,92 0.32121 132 0.906353
0.13 0,35172 0,33 0,70194 0,93 0,82381 133 0.00824
0,14 0,53567 034 0,70540 004 082639 134 0,20088
0.13 0,33962 0.33 0,70834 0.93 0,82804 133 091149
0.16 0,56356 0,36 071226 0,96 033147 1,36 0,91300
0.17 0,36749 0.37 0,71366 0.97 0,83308 1.37 0.91466
0,13 057142 0,58 071904 0,93 0.33646 1,38 091621
0.19 0,37333 059 0,72240 0.9 0,83891 139 091774
020 0,57926 0.60 072575 1,00 034134 1.40 001924
021 0,38318 0.61 0,72007 1.01 0,84373 141 0,92073
022 058706 0.62 073237 1,02 034614 142 0.02220
023 0,39095 0.63 0,73363 1.03 0,84330 143 0.,92364
024 0,50483 0.64 0,73891 1,04 0,35083 144 092507
023 0,39871 0.63 0,74215 1.05 0.,85314 145 0,92647
026 0.60257 0.66 074337 1,06 0,33543 1.46 002786
027 0,60642 0.67 0,74857 1.07 0.85760 147 092022
028 061026 0.68 073175 1,08 (,85903 1.48 0,93056
029 0,61400 0.69 0,73490 1,00 0.86214 149 093139
030 061791 0,70 073804 1,10 0.36433 1,50 0,03319
031 062172 0.71 0,76115 1.11 0.836630 1.51 093448
032 062532 0,712 076424 1,12 0,86864 1,52 093574
033 0,62930 0.73 0,76730 1.13 0.87076 1.53 0.,93600
034 0,63307 074 0,77035 1,14 0,37286 154 093822
0,33 0,63633 0.73 0,77337 1.15 0,87493 | ] 0,93043
036 0.64053 0.76 0,77637 1,16 0,37608 1,56 0.24062
037 0,64431 0.77 0,77933 1.17 0,87900 1.37 094179
038 064303 0,78 0,78230 1,18 0,88100 1,58 0,94205
039 063173 079 0,78324 119 0,33208 159 0,94408

Priloha 1. Distribu¢ni funkce normélniho rozdéleni.



Prilohy

i &) i B(n) i &) i &)
1.60 0.94520 2,00 097725 240 000180 3,10 0,00003
1.61 0.94630 20 097778 241 0,99202 312 0.99910
1.62 0.94733 2.0 097831 242 000224 3,14 000016
1.63 004845 203 0,97832 243 0,99245 3,16 0.90021
164 0,04950 204 0,57932 244 0,00266 3,18 0,00026
1.65 0,95053 205 097932 243 0.90236 320 0,90031
1.66 095154 2,06 0,98030 246 0,90305 322 0,00036
1.67 0.05234 207 0,93077 247 0.,90324 324 0,99040
1.68 0,95352 2,08 008124 248 0,00343 3,26 000044
1.69 0,05449 200 0,98169 249 0,99361 328 0,90043
1,70 0,95543 210 008214 2,50 009379 3,30 0,00052
1.711 0,93637 211 0,93257 252 0,00413 332 0,99053
172 095728 2,12 0,98300 2.5 0.00446 334 0,00058
1.73 005818 213 0,93341 2.56 0,99477 336 0,90061
1,74 0,95907 2.14 0,08382 258 0,09506 338 000084
1.75 0.95004 213 0,93422 260 0,993534 340 0,90066
1,76 0.96080 2,16 098461 262 0,09560 342 000060
1.77 0.96164 217 0.98500 264 0,99385 344 0,90071
1,78 096246 2,18 098537 2,66 0,00600 346 0,00073
1,79 0.96327 219 098574 2,68 0,99632 348 099075
1,80 0.96407 220 098610 2,70 0,00633 3,50 000077
1.81 0,96485 221 0,93645 27 0,90674 AT 0.90031
1,82 096362 2 0,98679 24 0,00603 3,60 000084
1.83 0.96638 223 093713 2.76 099711 3.63 0,99037
1,84 096712 224 098745 2,78 000728 3,70 (000080
1.85 096784 2325 093778 2.80 0,90744 375 090001
1.86 0,06856 226 0,08800 2.8 0,00760 3,30 (0,00003
1.37 0.96926 227 098340 284 0,99774 3,83 0,90004
1,88 0,96005 2238 0,08870 2,36 0,00738 3,90 (0,00005
1,39 0.97062 229 093300 2,38 0.99301 395 0,90006
1,90 0,57128 2,30 0,08023 2,50 000813 400 000007
191 097193 231 0,98936 2. 0,99325 4,03 0,90007
192 0,97257 232 (0,08083 2 0,00836 410 (0,00008
193 097320 233 0.90010 296 0,90346 4.13 0,90003
104 0,97381 234 0,00036 258 000856 420 (0,00000
195 097441 235 0,90061 3,00 0,99363 423 0,90000
1.96 0.97500 236 0,003086 3.02 000874 430 (0,00000
197 097358 237 090111 304 0,90332 433 0,90000
1,98 0.97615 238 000134 3.06 0,00890 4 40 (0,00000
190 0.97670 239 0,99158 3,08 0,99397 443 1,00000

Priloha 2. Distribu¢ni funkce normalniho rozdé€leni - pokracovani.
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Prilohy
P Ip P Ip P Ip P Ip
0,500 0,000 0,750 0.674 0,950 1,645 0,975 1,960
0,510 0,023 0,760 0,706 0,951 1,633 0,976 1.970
0,520 0,050 0,770 0,739 0,952 1,665 0977 1,505
0,530 0073 0,730 0,772 0,933 1,673 0,978 2,014
0,540 0,100 0,790 0,306 0,954 1,685 0,979 2,034
0,550 0126 0,300 0,342 0,933 1,695 0,930 2,054
0,560 0,151 0,810 0,378 0,956 1,706 0,981 2073
0,570 0176 0,320 0913 0,957 [ by 0,982 2,097
0,580 0,202 0,830 0,954 0,958 1,728 0,983 2,120
0,500 0228 0,340 0,904 0,939 1,739 0,984 2,144
0,600 0,233 0,850 1,036 0,960 1,751 0,985 2,170
0,610 0279 0,360 1,080 0,961 1.762 0,936 2197
0,620 0,305 0,870 1,126 0,962 1,774 0,987 2226
0,630 0332 0,330 1.175 0,963 1,787 0,988 2257
0,640 0,358 0,800 1227 0,964 1,790 0,080 2290
0,650 0,383 0,200 1282 0,963 1812 0,900 2326
0,660 0412 0,905 1311 0,966 1,825 0,991 2,366
0.670 0,440 0,210 1341 0967 1,838 0,992 2,409
0,680 0,468 0,915 1372 0,968 1,852 0,993 2457
0,600 0,496 0,920 1,405 0,969 1,866 0,904 2512
0,700 0,524 0,925 1440 0,970 1,881 0,995 2376
0,710 0.333 0,930 1476 0971 1,806 0,996 2,652
0,720 0,383 0,935 1514 0,972 1911 0,997 2,748
0,730 0,613 0,240 1555 0973 1927 0,993 2878
0,740 0,643 0045 1,508 0,974 1,943 0,000 3,000

Priloha 3. Kvantily normovaného normélniho rozdéleni.



Prilohy

ve | oooos | oo01 0,005 001 0,025 0,03 0.1
1 00630 | 00516 | oo043e | o0316 | 00308 | o230 | 00158
2 00210 | 00220 | oot00 | ooz201 | 00506 | 01030 | 02110
3 00153 | 00243 | 00717 | 01150 | 02160 | 03520 | 035840
4 00639 | 00908 | 02070 | o29m0 | 04840 | 07110 | 1.0600
5 01580 | 02100 | 04120 | 05540 | 08310 | 11500 | 16100
6 029090 | 03810 | 06760 | 08720 | 12400 | 16400 | 22
7 04850 | os0%0 | oo9ss0 | 12400 | 1ev00 | 21700 | 2.8300
8 07100 | 08570 | 13400 | 16500 | 21800 | 27300 | 3.4%00
9 09720 | 11500 | 17300 | 20000 | 27000 | 33300 | 41700
10 2600 | 14800 | 21600 | 235600 | 32500 | 39400 | 48700
11 15000 | 12300 | 26000 | 30500 | 38200 | 45700 | 55800
12 19300 | 22100 | 30700 | 35700 | 44000 | 52300 | 63000
13 | 23100 | 26200 | 35700 | 41100 | 50100 | 58000 | 7.0400
14 | 27 30400 | 40700 | 46600 | 56300 | 65700 | 7.7900
15 | 31100 | 34%00 | 46000 | 52300 | 62600 | 72600 | 25500
16 | 35400 | 39400 | 51400 | 58100 | 69100 | 79600 | 93100
17 | 39800 | 44200 | 57000 | 64100 | 75600 | 86700 | 10,100
18 | 44400 | 49000 | 62600 | 70100 | 82300 | 93900 | 10.900
19 | 49100 | 54100 | 68400 | 76300 | 89100 | 10100 | 11,700
20 | 54000 | 59200 | 7.4300 | 82600 | 93900 | 10900 | 12400
21 50000 | 64500 | so300 | 80000 | 10300 | 11600 | 13200
22 | 64000 | 69800 | 86400 | 95400 | 11000 | 12300 | 14,000
23 | 69200 | 75300 | 92600 | 10200 | 11700 | 13100 | 14800
24 | 74500 | 80800 | 98000 | 10900 | 12400 | 13800 | 15700
25 70000 | 86500 | 10500 | 11500 | 13000 | 14600 | 16500
26 | 85400 | 92200 | 11200 | 12200 | 13800 | 15400 | 17300
27 | 90000 | osgo00 | 11800 | 12900 | 14600 | 16200 | 18100
28 | 96600 | 10400 | 12500 | 13600 | 15300 | 16900 | 18900
20 | 10200 | 11000 | 13100 | 14300 | 16000 | 17700 | 19800
30 10800 | 11600 | 13800 | 15000 | 16300 | 18500 | 20600

Priloha 4. Kvantily y? rozd&leni.
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Prilohy

VP 09 095 0975 0.99 0,995 0999 | 09995
1 271 3,84 5,02 6.63 7,88 10.80 12,10
2 461 3.99 7.38 921 10,60 13.80 1520
3 6.25 7.81 0,35 11.30 12,80 16,30 17,70
4 7.78 949 11,10 1330 14,90 18,50 20,00
5 0.4 11.10 12,80 15,10 16,70 20,50 2210
6 10,60 12,60 14,40 16.80 18,50 72,50 24,10
7 12,00 14.10 16,00 18,50 20,30 2430 26,00
8 13.40 15,50 17,50 20,10 22,00 26,10 27.90
9 14,70 16,90 19,00 21,70 23,60 27.90 20.70
10 16,00 18.30 20,50 2320 2520 29,60 31,40
11 17.30 19.70 21,90 2470 26,80 31,30 33,10
12 18,50 21,00 2330 2620 28,30 32,90 34,80
3 19,80 2240 24.70 27,70 20,80 34,50 36,50
14 21,00 23.70 26,10 29.10 31,30 36,10 38,10
15 2230 25,00 2750 30,60 32,80 37,70 39,70
16 23,50 2630 28,80 32,00 3430 3930 4130
17 24,80 2760 30,20 1340 35,70 40,80 4290
18 26,00 28.90 31,50 34,80 3720 4230 4440
19 27,20 30,10 32,00 36,20 38,60 43,80 46,00
20 28,40 3140 34.20 37.60 4000 | 45200 | 4730
21 20,60 32,70 35,50 18,00 41,40 46,80 40,00
2 30,90 33.90 36,80 4030 42,80 4830 50,50
23 32,00 3520 38,10 4160 4420 49,70 52,00
24 3320 36,40 39.40 43.00 45,60 51,20 53,50
25 34,40 37,70 40.60 4430 46,90 52,60 54,90
26 35,60 38,90 41,90 45,60 4830 34,10 56,40
27 36,70 40,10 4320 47.00 49 60 33,50 57,90
28 37.90 4130 44,50 4830 51,00 36.90 59,30
29 39,10 4260 45,70 4060 52,30 58,30 60,70
30 4030 43 80 47,00 30,90 53,70 39,70 22

Priloha 5. Kvantily y? rozdélen{ - pokracovani.
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Prilohy

VP 09 0,95 0,975 0,99 0,993
1 3,078 6,314 12706 | 31821 | 63657
2 1.886 292 4,303 6.963 9,925
3 1,638 2353 3,182 4541 5,841
4 1,353 2132 2,776 3,747 4,604
5 1476 2015 2571 3,365 4032
6 1.440 1.943 2447 3,143 3,707
7 1415 1,805 2,365 2,008 3490

1,397 1.860 2,306 2,896 3335
o 1,393 1,833 2,262 2821 3,250

10 1372 1812 2228 2,764 3,169
11 1,363 1,796 2201 2718 3,106
12 1336 1,782 2,179 2,681 3,055
3 1,350 1771 2,160 2650 3,012
14 1,345 1761 2,145 2,624 2977
35 1,341 1,753 2,131 2602 2947
16 1337 1,746 2,120 2,583 2921
17 333 1,740 2,110 2,567 2,808
18 1330 1.734 2,101 2,552 2,878
19 1328 1,720 2,003 2530 2,861
20 1,325 1.725 2,086 2,528 2,845
21 1323 1,721 2,080 2518 2,831
22 1321 1.717 2,074 2,508 2819
23 1319 1,714 2,060 2,500 2,807
24 1,318 1711 2,064 2492 2,797
25 1316 1,708 2,060 2485 2787
26 1,315 1,706 2,056 2479 2,779
27 1314 1,703 2,052 2473 2771
28 1313 1,701 2,048 2467 2,763
20 1311 1,600 2,045 2462 2756
30 1310 1.697 2,042 2457 2,750

Priloha 6. Kvantily Studentova ¢ rozdéleni.



Prilohy 93
Wy 1 2 3 4 i 6 7 3 9
1 | 161450 | 190500 | 215710 | 224,580 | 230160 | 233.000 | 236770 | 238,880 | 240540
2 18,513 19,000 19164 19247 19206 19330 19,353 19371 19,385
3 | 10128 | 9552 | 9277 | oa17 | o014 | 8041 9397 | 8845 | ss812
4 1,709 6,044 6,501 6,333 6236 6,163 6,004 6,041 3,900
5 6608 | 5736 | s410 | s102 | soso | 4950 | 4876 | 4818 | 4773
6 5,087 3,143 4737 4534 4387 4284 4207 4147 40090
ssor | 4737 | 4347 | 4120 | 39m2 | 3866 | 3787 | 376 | 367
3 3318 4430 4.066 3,838 3,688 3,381 3,501 3,438 3,388
0 si17 | 4257 | 3863 | 3633 | 3482 | 2274 | 3203 | 323 3,179
10 4063 4.103 3,708 3478 3326 32117 3136 3072 3.020
11 | 4844 | 39082 | 3587 | 3357 | 3204 | 3005 | 3012 | 2048 | 2306
12 4747 3,385 3,490 3230 3.106 2,996 2013 2,840 2,796
13 | 4667 | 3806 | 3411 | 3170 | 3005 | 2015 | 2832 | 2767 | 2714
14 4,600 3,739 3344 3,112 2058 2,848 2,764 2600 2646
15 | 4543 | 3682 | 3287 | 3056 | 2000 | 27010 | 2707 | 2641 | 2588
16 4404 3,634 3230 3,007 28352 2,741 2657 2591 2538
17 | 4451 | 3502 | 3197 | 2065 | 2810 | 2600 | 2614 | 2548 | 2404
13 4414 3,355 3,160 2028 2,773 2.661 2577 2510 2436
19 | 4381 | 3522 | 3127 | 2805 | 2740 | 2628 | 2544 | 24717 | 2423
20 4351 34093 3,098 2,866 2711 2,300 2514 2447 2393
21 | 4325 | 3467 | 3073 | 2840 | 2685 | 2573 | 2488 | 2421 | 2366
2 4301 3443 3,040 2817 2 661 2,349 2464 2397 2342
23 | 4270 | 3422 | 3028 | 2796 | 2680 | 2528 | 2442 | 2375 | 2320
24 4260 3403 3,000 anm 2621 2,508 2423 X355 2300
25 | 4242 | 3385 | 2001 | 2750 | 2603 | 2400 | 2405 | 2337 | 2282
26 4223 3,360 2973 2,743 2587 2474 2388 23211 2266
27 | 4210 | 3354 | 2060 | 2728 | 2572 | 2450 | 23713 | 2305 | 2250
28 4196 3,340 2047 2714 2558 2445 2330 2291 2236
2 4183 | 3328 | 2934 | 2701 | 2545 | 2432 | 2346 | 2278 | 223
30 4171 3,516 2022 2,600 2534 2421 2334 2266 2211
40 | 4085 | 3232 | 283 | 2606 | 2450 | 2336 | 2240 | 2180 | 2124
&0 4.001 3.150 2,138 P ] 2368 2234 2,167 2007 2,040
120 | 3020 | 3072 | 268 | 2447 | 2200 | 2175 | 2087 | 2016 | 1950
a0 3,842 2,996 2,605 2372 2214 2,000 2010 1,938 1,880

Priloha 7. Kvantily Fj 95 Fisherovo-Snedecorova rozdéleni.
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Prilohy

W'y 10 12 13 20 24 30 40 60 20 @x

1 | 241,880 | 243.010 | 245,950 | 248,010 | 249,050 | 250,000 | 251,140 | 252,200 | 253250 | 254,320
2 10306 | 19413 | 19420 | 19446 | 19454 | 19462 | 192471 | 19479 | 19487 | 19496
3| 8786 | 8745 | 8703 | 8660 | 8630 | 8617 | 8504 | 8572 | 8540 | 8527
4 3,064 3,012 3,838 3,803 3,774 3,746 3,717 3,688 3,638 3,628
5| 4735 | 4678 | 4610 | 4558 | 43527 | 4496 | 4464 | 4431 | 4308 | 4365
6 4 060 4000 3,938 3874 3,842 3.808 3774 3,740 3,703 3.660
7 | 3637 | 3575 | 3510 | 3445 | 3411 | 3376 | 3340 | 3304 | 3267 | 3230
3 3,347 3284 3,218 3130 3,115 3079 3043 3,005 2967 2928
o | 3137 | 3073 | 3006 | 29037 | 2001 | 2864 | 2826 | 2787 | 2748 | 2707
10 | 2978 29013 2,845 2774 27137 2,700 2,661 2621 2,580 2538
11 | 2854 | 2788 | 2710 | 2646 | 2600 | 25710 | 2531 | 2400 | 2448 | 2405
12 2753 2687 2617 2544 2,306 2 466 2426 2384 2341 2206
3| 2671 | 2604 | 2533 | 2450 | 2420 | 2380 | 2330 | 2207 | 2252 | 2206
14 | 2,602 2534 2,463 23588 2340 2308 22 2223 2178 2131
15 | 2544 | 2475 | 2404 | 2328 | 2288 | 2247 | 2204 | 2160 | 2114 | 2066
16 | 2494 24235 2352 2276 X235 219 2151 2,106 2,050 2010
17 | 2450 | 2381 | 2308 | 2230 | 2190 | 2148 | 2104 | 2058 | 2011 | 1960
13 2412 2342 2260 2191 2130 2,107 2063 2017 1,968 1017
19 | 2378 | 2308 | 2234 | 2156 | 2114 | 201 | 2006 | 198 | 1930 | 1878
20 ] 2348 2278 2203 2124 2083 2030 1,904 1,946 1,896 1.843
21| 2321 | 2250 | 2176 | 2006 | 2054 | 2010 | 1965 | 1917 | 1866 | 1812
22 2297 2226 2,151 20711 2028 1,084 1,938 1,890 1,838 1,783
23| 2275 | 2204 | 2128 | 2048 | 2005 | 1961 | 19014 | 1865 | 1813 | 1757
2 2295 2183 2,108 2027 1,034 1,930 1,802 1,842 1,790 1.733
25 | 2237 | 2165 | 2080 | 2008 | 1964 | 10190 | 1872 | 1822 | 1768 | 1711
26 | 2220 2143 2072 1,990 1.046 1.901 1,833 1,303 1,749 1.601
27 | 2204 | 2132 | 2056 | 1974 | 19030 | 1984 | 1836 | 1785 | 1731 | 167
28 2190 2113 2,041 1,959 1,915 1.860 1.820 1,769 1,714 1.654
20 | 2177 | 2105 | 2028 | 1945 | 1001 | 1854 | 1806 | 1754 | 1608 | 1638
30 ] 2165 2002 2013 1,932 1,887 1.841 1,792 1,740 1,684 1.622
40 | 2077 | 2004 | 1925 | 183 1703 | 1744 | 1693 | 1637 | 1577 | 1500
60 1,993 1017 1,836 1,748 1,700 1.649 1,504 1,334 1.467 1380
120 1011 | 1834 | 1751 | 1650 | 1608 | 1554 | 1495 | 1420 | 1352 | 1254
oo 1,831 1.752 1,666 1,571 1.517 1.430 1,304 1313 1221 1,000

Priloha 8. Kvantily F; o5 Fisherovo-Snedecorova rozdéleni - pokracovani.



Prilohy 95
Wy 1 2 3 4 i 6 7 3 9
1 | 647,700 | 790500 | 864,160 | 290580 | 021850 | 937.110 | 048220 | os6.660 | 963280
2 38,306 30.0:00 30165 30248 30208 30331 30335 30373 30387
3 | 17443 | 16044 | 15430 | 15101 | 14885 | 14735 | 14624 | 14540 | 14473
4 12218 10,649 0970 0603 0363 9197 0,074 3,980 8.903

10007 | 8434 | 7764 | 7308 7146 | 6978 | 6853 6,757 6,681
7260 | 6359 | 6227 5,988 5820 | 569 | 3600 | 5523
8,073 6,542 5800 | 5523 5,285 5019 | 4995 | 4800 | 4823
751 | 6060 | 5416 | 5053 | 4817 | 4632 | 4529 | 4433 | 4357
0 7200 | 5715 5018 | 478 | 4488 | 4320 | 4197 | 4100 | 4026
10 | 6937 5436 | 4826 | 4468 1236 | 4072 | 3950 | 38355 3,779
11 | 6724 5256 | 4630 | 4275 | 404 3.881 3750 | 3664 | 3588
12 | 63554 | 5096 | 4474 | 4121 3.891 3728 | 3.607 3512 3436
13 | 6414 | 4965 | 4347 | 3096 | 3767 3604 | 3483 | 3388 3312
14 | 6208 | 4857 | 4242 3,892 3,663 3500 | 3380 | 3285 3209

| I = S W ]
o
(=)
rn
[F]

15 | 6200 | 4765 | 4153 | 3804 | 3576 | 3415 31203 | 3100 | 3123
16 | 6115 | 4687 | 4077 3720 | 3502 3341 | 3219 | 3125 3,049
17 | 6042 | 4619 | 4011 3,663 3438 3277 1,156 | 3061 | 2985
18 | 5978 | 43560 | 3954 | 3.608 3,382 3221 | 3100 | 3005 | 2929
19 | 5022 | 4508 1003 | 3559 | 3333 3,172 3,051 2056 | 2.8%
20 | 5872 | 4461 | 38% | 3515 3289 | 3128 | 3007 | 2913 | 2837
21 | 5827 | 4420 | 3819 | 3475 3250 | 3000 | 2060 | 2874 | 2,708
22 | 5786 | 4383 | 3783 340 | 3215 3035 | 2934 | 2839 | 2763
23 | 5750 | 4340 | 3751 3,408 3,184 3023 | 2902 | 2808 | 2731
4 | 57 | 4319 | 3m 3379 | 3155 | 2995 | 281 | 277 2,703
25 | 5686 | 4201 1604 | 3353 3020 | 2960 | 2848 | 2753 | 2677
26 | 5659 | 4266 | 3670 | 3329 | 305 | 2945 | 2824 | 2729 | 2653
27 | se33 | 4242 1647 | 3307 3083 | 2923 | 2802 | 2707 | 2631
28 | se10 | 4221 | 3626 | 3286 | 3063 | 2903 | 2782 | 2687 | 2611
2 5588 | 4201 1607 | 3267 3044 | 2888 | 2763 | 2869 | 259
30 | 3568 | 4182 | 3580 | 3250 | 3027 | 2867 | 2746 | 2651 | 2337
40 | 542 | 4051 3463 | 3126 | 200 | 2744 | 2624 | 250 | 245
60 | 5286 | 3925 | 3343 3008 | 2786 | 2627 | 2507 | 2412 | 2334
120 | 5152 3,805 3227 | 2804 | 2674 | 2515 | 2305 | 2200 | 22m
w | 5024 | 3689 | 3116 | 2786 | 2567 | 2408 | 2288 | 2192 | 2114

Pfiloha 9. Kvantily Fj 975 Fisherovo-Snedecorova rozdélent.



96

Prilohy
W'y 10 12 13 20 24 30 40 60 20 @x
1 | 968,930 | 976,710 | 984 870 | 593 100 | 907 250 | 1001 400] 1005,600 ] 1009,800] 1014, (00 1018 300
2 30308 | 32415 | 30431 | 30448 | 30456 | 30463 | 30473 | 30481 | 39490 | 30498
3 | 14410 | 14337 | 14253 | 14167 | 14124 | 14081 | 14037 | 13002 | 13047 | 13002
4 3,844 8,731 8,637 8,360 8511 3.461 8411 8,360 3,309 8,237
5| 6619 | 6525 | 6428 | 6320 | 6278 | 6227 | 6175 | 6125 | 6060 | 6012
6 3,461 3,366 3,260 3,168 3,117 3,063 3,013 4930 4903 4840
7| 4761 | 4666 | 4568 | 4467 | 4415 | 4362 | 4300 | 4256 | 4100 | 4142
3 4295 4200 4.101 4000 3,047 3,804 3,840 3,784 3,728 3.670
o | 3064 | 3868 | 3760 | 3667 | 3614 | 3560 | 3506 | 3440 | 3302 | 3333
10 3,717 3.621 3522 3419 3,363 3311 3255 3,198 3,140 3,080
11 | 3526 | 3430 | 3330 | 3226 | 3173 | 3.118 | 3061 | 3004 | 2044 | 2883
12 3374 3277 3177 3073 EX1) LY 2963 2906 2,848 2,787 2725
3| 3250 | 3153 | 3053 | 2048 | 2803 | 2837 | 2788 | 2720 | 2659 | 2596
14 3,147 3,050 2,040 2844 2,780 2732 2674 2614 2552 2487
15 | 3060 | 2063 | 2862 | 2756 | 2701 | 2644 | 2585 | 2524 | 2461 | 2305
16 | 2986 2 880 2,788 2681 2623 2568 2500 2447 2383 2316
17 | 2002 | 2825 | 2723 | 2616 | 2560 | 2502 | 2442 | 238 | 2315 | 2247
13 2,866 2,760 2,667 2,550 2,503 2445 2384 2321 2236 2187
19 | 2817 | 2720 | 2617 | 2500 | 2452 | 2304 | 2333 | 2270 | 2203 | 2133
20| 277 2676 2573 2,463 2408 2349 2287 2223 2136 2083
21| 2735 | 2637 | 2534 | 2425 | 2368 | 2308 | 2247 | 218 | 2114 | 204
22 2,700 2602 2,498 2380 2332 272 2210 2,145 2076 2.003
23 | 2668 | 2570 | 2467 | 2357 | 2200 | 2230 | 2176 | 2111 | 2042 | 1968
2 2.640 2541 2437 2327 2260 2200 2146 2080 2010 1,933
25 | 2614 | 2515 | 2411 | 2300 | 2242 | 2122 | 2118 | 2052 | 1981 | 1906
26 | 2390 2491 2387 2276 X217 2,157 2003 2026 1,933 1878
27 | 2568 | 2460 | 2364 | 2253 | 2195 | 2133 | 2060 | 2002 | 19030 | 1853
28 2,547 2443 2344 2231 2174 2112 2048 1,980 1,907 1.820
20 | 2520 | 2430 | 2325 | 2213 | 2154 | 2002 | 2028 | 1950 | 1886 | 1807
30 ] 2511 2412 2307 2,193 2136 2014 2,000 1,940 1,866 1,787
40 | 2388 | 2288 | 2182 | 2068 | 2007 | 1943 | 1875 | 1803 | 1724 | 1637
60 | 2270 2160 2.061 1,945 1882 1815 1,744 1.667 1,581 1482
120 2157 | 2055 | 1945 | 1825 | 1760 | 1600 | 1614 | 13530 | 1433 | 1310
oo 20438 1,945 1,833 1,709 1.640 13536 1,484 1388 1,268 1.000

Pfiloha 10. Kvantily Fp 975 Fisherovo-Snedecorova rozdéleni - pokracovéni.



Prilohy 97

Vol 1 2 3 4 5 6 7 3 9
1 | 4052200 | 4999500 | 5403.500 | 5624.600 | 5763.700 | 5859,000 | 5928300 | 5981600 | 6022500
2 | 98503 | 99000 | 99166 | 99249 | 99209 | 99332 | 99356 | 99374 | 99388
3 | 34116 | 30817 | 20457 | 28710 | 28237 | 27911 | 27672 | 27480 | 27345
4 | 21198 | 18000 | 16694 | 15977 | 15522 | 15207 | 14976 | 14799 | 14639

16258 | 13274 | 12060 | 11392 | 10967 | 10672 | 10456 | 10280 | 10158
13.745 | 10925 | 9780 | 9.148 8746 | 8466 | s260 | s.102 7976
12246 | 9547 g.451 7,847 7460 | 7.191 6.993 6840 | 6719
11259 | 8649 | 7391 7006 | 6632 | 6311 | 6178 | 6029 | 5911
o | 10561 | 8022 | 6992 6422 6,037 5,802 3.613 5467 5,351
10 | 10044 | 73559 | 6552 | 3994 | 5636 | 5386 | 5200 | 5057 | 4942
11 | o646 | 7206 | 6217 3,668 5316 | 5060 | 4886 | 4745 | 4632
12 | 9330 | 6927 5.953 3412 5064 | 4821 | 4640 | 4499 | 4388

GO o~ &m0 La

13 | o074 6,701 5730 | 5205 | 4862 | 4620 | 4411 | 4302 | 4101
14 | 8862 | 6315 5564 | 5035 | 4695 | 4436 | 4278 | 4140 | 4030
15 | 8683 6359 | 5417 | 4803 | 4556 | 4318 | 4142 | 4005 3,805
16 | 8531 | 6226 | 5202 | 47713 | 4437 | 4202 | 4026 | 3800 | 3780
17 | 8400 | 6112 5085 | 46690 | 4336 | 410 1027 | 3791 3,642
18 | 8285 | 6013 5002 | 4579 | 4428 | 4015 | 3841 3,705 3,397
19 | 8185 5026 | 5010 | 4500 | 4171 3030 | 3765 | 3.63 3,523
20 | so96 | 5849 | 4938 | 4431 | 4103 3871 | 3699 | 3564 | 3457
21 | so17 5780 | 4874 | 4360 | 408 3,812 1640 | 3506 | 3308
2 | 7945 5719 | 7817 | 4313 3.988 3758 | 3.587 3453 3,346
23 | 7881 5664 | 4765 | 4264 | 3930 | 3710 | 3530 | 3406 | 3200
4 | 7823 5614 | 4718 | 4218 3,895 3667 | 349 | 3363 3256
25 | 7770 | 5568 | 4676 | 4177 3,855 3,627 3457 34 | 3217
2% | 7721 5526 | 4637 | 4140 | 3818 3591 | 3421 3,288 3,182
27 | 7677 5488 | 4601 4106 | 3785 3,338 31388 | 3256 | 3140
28 | 7636 | 5453 | 4568 | 4074 | 3754 | 3528 | 3358 3226 | 3.120
2 7,598 5.421 453 4,045 3,725 3500 | 3330 | 3.108 3,002
30 | 7563 5390 | 4510 | 4018 3699 | 3474 | 3305 3.17 3,067
40 | 7314 5170 | 4313 | 3828 3,514 3,201 3024 | 2993 | 2888
60 | 7077 | 4977 | 4126 | 3649 | 3339 | 3119 | 2953 | 282 2,719
120 | 6851 | 4787 3040 | 3480 | 3174 | 2956 | 2702 | 28663 | 255
w | 6635 | 4605 | 3782 3319 | 3017 | 2802 | 2639 | 2511 | 2407

Priloha 11. Kvantily Fj 99 Fisherovo-Snedecorova rozdéleni.



Prilohy

wvi| 10 12 15 20 24 30 40 60 20 .
1 |6035 8300|6106 300]6157.300| 6208, 700 6234.600] 6260, 700] 6286 300 6313,000] 6332 400] 6366.000
2 | 99399 | 99416 | 99432 | 99449 | 99458 | 99.466 | 99474 | 99483 | 99491 | 99501
3 | 27220 | 27052 | 26872 | 26600 | 26598 | 26505 | 26411 | 26316 | 26221 | 26,125
4 | 14546 | 14374 | 14198 | 14020 | 13929 | 13838 | 13745 | 13652 | 13,558 | 13.463
5 | 10051 | osss | 9722 | 9553 | 9467 | 9370 | 9201 | 9202 | 9112 | 9020
6 | 7874 | 718 | 73559 | 7396 | 7313 | 7229 | 7143 | 7057 | 6969 | 6.880
7| 6620 | 6460 | 6314 | 6155 | 6074 | 5902 | 5908 | 5824 | 5737 | 5650
g | 5814 | 5667 | 5515 | 5339 | 5279 | s.a98 | 5116 | 5032 | 4946 | 4839

o | 5257 | 5111 | 4962 | 4808 | 4720 | 4640 | 4567 | 4483 | 4308 | 4311
10 | 4849 | 4706 | 4558 | 4405 | 7327 | 4247 | 4165 | 4082 | 3997 | 3.909
11 | 4530 | 4397 | 4251 | 4009 | 4021 | 3941 | 3860 | 3,776 | 3,690 | 3.603
12| 4206 | 4155 | 4010 | 3858 | 3781 | 3701 | 3619 | 3536 | 3449 | 3361
3| 4100 | 3960 | 3815 | 3665 | 3587 | 3507 | 3425 | 3341 | 3255 | 3165
14 | 3939 | 3800 | 3656 | 3505 | 3427 | 3348 | 3266 | 3.181 | 3.004 | 3.004

15 | 3805 | 3666 | 3522 | 3372 | 3204 | 3214 | 3,032 | 3047 | 2960 | 2.868
16 | 3691 | 3553 | 3409 | 3259 | 3181 | 3101 | 3018 | 2933 | 2845 | 2753
17 | 3593 | 3455 | 3312 | 3162 | 3084 | 3003 | 2921 | 2835 | 2746 | 2653
18 | 3508 | 3371 | 3227 | 3077 | 2999 | 2919 | 2835 | 2749 | 2. 2,566
19 | 3434 | 3207 | 3153 | 3003 | 2925 | 2844 | 2761 | 2674 | 2584 | 2480
20 | 3368 | 3231 | 3088 | 2938 | 2859 | 2779 | 2695 | 2608 | 2517 | 2421
21| 3310 | 3173 | 3030 | 2880 | 2801 | 2720 | 2636 | 2,548 | 2457 | 2360
22| 3258 | 3021 | 2978 | 2827 | 2749 | 2668 | 2,583 | 2495 | 2403 | 2306
23| 3211 | 3074 | 2931 | 2781 | 2702 | 2620 | 2536 | 2447 | 2354 | 2256
24 | 3168 | 3032 | 2889 | 2738 | 2659 | 2577 | 2492 | 2404 | 2310 | 2211
25 | 3120 | 2903 | 2850 | 2699 | 2620 | 2,538 | 2453 | 2364 | 2270 | 2,160
26 | 3004 | 2958 | 2815 | 2664 | 2585 | 2503 | 2417 | 2327 | 2233 | 2132
27| 3062 | 2926 | 2,783 | 2632 | 2,552 | 2470 | 2384 | 2204 | 2198 | 2007
28 | 3032 | 2896 | 2753 | 2602 | 2522 | 2440 | 2354 | 2263 | 2,167 | 2064
20| 3005 | 2869 | 2726 | 2574 | 2495 | 2412 | 2325 | 2234 | 2138 | 2034
30 | 2979 | 2843 | 2700 | 2549 | 2469 | 2386 | 2299 | 2208 | 2111 | 2

40 | 2801 | 2665 | 2522 | 2369 | 2288 | 2203 | 2,114 | 2019 | 1917 | 1805
60 | 2632 | 2496 | 2352 | 2198 | 2115 | 2029 | 1936 | 1836 | 1726 | 1.601
120 2472 | 2336 | 2092 | 2035 | 195 | 1860 | 1763 | 1656 | 1533 | 1381
oo | 2321 | 2185 | 2039 | 1878 | 1791 | 1696 | 13592 | 1473 | 1325 | 1.000

Priloha 12. Kvantily F 99 Fisherovo-Snedecorova rozdéleni - pokracovani.




Prilohy 99
Wy 1 2 3 4 i 6 7 3 9
1 16211 20000 21613 22500 23056 23437 23713 23025 24001
2 1908500 | 199000 | 199170 | 199250 | 199300 | 190330 | 199360 | 199370 | 199300
3 55552 | 49700 | 47467 | 46196 | 45302 | 44938 | 44434 | 44126 | 43322
4 31,333 26,284 24239 23155 22,436 21915 21,622 21352 21,139

712785 | 18314 | 16530 | 15556 | 14940 | 14513 | 14200 | 13961 | 13772
18635 | 14544 | 12917 | 12028 | 11464 | 11073 | 10786 | 10566 | 10391
16236 | 12404 | 10882 | 10050 | 9522 9,155 8,985 8,678 8,514
14688 | 11042 | 9397 3.805 8330 | 7932 7694 | 7496 | 7339
o | 13614 | 10107 | 8717 795 | 7471 7134 | 6885 6,693 6,541
10 | 12826 | 9427 3,081 7343 | 6872 | 6345 | 6303 | 6116 | 5968

GO o~ &m0 La

11 | 12226 | so12 7600 | 6881 6422 6,102 5,963 3,642 5,537
12 | 11754 | 8310 | 7226 | 6521 | 6071 5,757 3,525 3,345 5,202
13 | 11374 | 8187 | 6926 | 6234 | 5701 5,482 5.253 5076 | 4935
14 | 11060 | 7922 | 6680 | 3998 3,362 5257 5031 | 4857 | 4717
15 | 10798 | 7.701 6476 | 5803 5372 5,071 4847 | 4674 | 4536
16 | 10575 | 7514 | 6303 3,638 5212 | 4913 | 4692 | 4521 | 4384
17 | 10384 | 7354 | 6156 | 5497 5075 | 4770 | 4550 | 438 | 4254

18 | w218 | 7215 | 6028 5375 | 4956 | 4665 | 4445 | 4276 | 4141
19 | 10073 | 7004 | 5916 | 35268 | 4853 | 4561 4345 | 4177 | 4043

20 | 9944 | 6987 5,818 5074 | 4762 | 4472 | 4257 | 4090 | 393
2 0830 | 6801 5730 | soo1 | 4681 | 4303 | 4170 | 4013 3,880
22 | o127 | 6806 | 35652 | 5017 | 4609 | 4323 | 4100 | 3944 | 3812
23 | o635 6730 | 5582 | 4950 | 4544 | 4250 | 4047 | 3822 3,750
24 | 9551 | 6661 5519 | 4890 | 4486 | 4202 | 3991 3826 | 3.695
25 | 0475 6,308 5462 | 4835 | 4433 | 4150 | 3930 | 3776 | 3645
26 | 9406 | 6341 5409 | 4785 | 4384 | 4103 | 3893 3730 | 3599
37 | 934 6439 | 35361 | 4740 | 4340 | 4050 | 3850 | 3.688 3,557
28 | 9284 | 6440 | 5317 | 4698 | 4300 | 4020 | 3811 3649 | 3519
2 0230 | 6396 | 5276 | 4650 | 4262 3.083 3775 | 3.613 3483
30 | 9180 | 6353 5239 | 4623 | 4228 3949 | 3742 3580 | 3451
40 | =828 6066 | 4976 | 4374 | 398 | 3713 1500 | 3350 | 322
60 | 8495 5795 | 472 4140 | 3760 | 3492 | 3291 3134 | 3,008
120 | 8170 | 5539 | 4497 | 39021 3,548 3,285 3087 | 2933 | 2808
w | 7879 | 5208 | 4279 | 3715 3350 | 3001 | 2897 | 2744 | 2621

Priloha 13. Kvantily Fj 995 Fisherovo-Snedecorova rozdéleni.



Pitlohy 100
wvi| 10 12 15 20 24 30 40 60 20 .
1 | 24204 | 24426 | 24630 | 24836 | 24040 | 25044 | 25148 | 25253 | 23350 | 25465
2 | 199,400 | 199.420 | 199.430 | 199,450 | 199.460 | 199.470 | 199.470 | 199.480 | 199.490 | 199,510
3 | 43686 | 43387 | 43085 | 42778 | 42622 | 42466 | 42308 | 42,140 | 41080 | 41820
4 | 20967 | 20705 | 20438 | 20167 | 20030 | 19.892 | 19752 | 19611 | 19468 | 19325
5 | 13618 | 13384 | 13146 | 12003 | 12,780 | 12656 | 12530 | 12402 | 12274 | 12144
6 | 10250 | 10034 | 9814 | 9589 | 9474 | 9358 | 9241 | 9122 | 9002 | 88
7 | 8380 | 8176 | 7968 | 7754 | 7645 | 7735 | 7423 | 7300 | 7193 | 7076
g | 7211 | 7015 | 6814 | 6608 | 63503 | 6396 | 6288 | 6177 | 6065 | 5951
o | 6417 | 6227 | 6033 | 5832 | 5720 | 5625 | 5510 | 5410 | 5300 | 5188
10 | 5847 | 5661 | 5471 | 5274 | 5173 | 5071 | 4966 | 4859 | 4750 | 4630
11| 5418 | 5236 | 5040 | 4855 | 4756 | 4654 | 4551 | 4445 | 4337 | 4226
12| 5086 | 4906 | 4721 | 43530 | 4432 | 4331 | 4228 | 41235 | 4015 | 3904
3| 4820 | 4643 | 4460 | 4270 | 4173 | 4073 | 3970 | 3866 | 3758 | 3647
14 | 4603 | 4428 | 4247 | 4059 | 3961 | 3862 | 3760 | 3.655 | 3547 | 3.436
15 | 4424 | 4250 | 4070 | 3883 | 3786 | 3687 | 3585 | 3480 | 3372 | 3260
16 | 4272 | 4099 | 3921 | 3734 | 3638 | 3538 | 3437 | 3332 | 3224 | 3112
17 | 4142 | 3971 | 3703 | 3607 | 3511 | 3412 | 3311 | 3206 | 3.007 | 2084
18 | 4031 | 3860 | 3683 | 3498 | 3402 | 3303 | 32010 | 3096 | 2987 | 2873
19 | 3933 | 3763 | 3587 | 3402 | 3306 | 3208 | 3.106 | 3000 | 2801 | 2776
20 | 3847 | 3678 | 3502 | 3318 | 3222 | 3123 | 3022 | 2916 | 2.806 | 2.690
2| 377 | 3602 | 3427 | 3243 | 3047 | 3049 | 2947 | 2841 | 2730 | 2614
22| 3703 | 3535 | 3360 | 3176 | 3081 | 2982 | 2880 | 2,774 | 2663 | 2546
23| 3642 | 3475 | 3300 | 3117 | 3021 | 2922 | 2820 | 2713 | 2602 | 2484
24 | 3587 | 3420 | 3246 | 3062 | 2967 | 2868 | 2765 | 2659 | 2,546 | 2428
25 | 3537 | 3370 | 3096 | 3013 | 2018 | 2819 | 2716 | 2609 | 2496 | 2377
26 | 3492 | 3325 | 3052 | 2969 | 2873 | 2774 | 2671 | 2,563 | 2450 | 2330
27| 3450 | 3284 | 3010 | 2928 | 2832 | 2733 | 2630 | 2522 | 2408 | 2287
28 | 3412 | 3246 | 3073 | 289 | 2794 | 2695 | 2592 | 2483 | 2369 | 2247
20| 3377 | 3211 | 3038 | 2855 | 2759 | 2660 | 2,557 | 2448 | 2333 | 2210
30 | 3344 | 3179 | 3006 | 2823 | 2727 | 2628 | 2524 | 2415 | 2300 | 2176
40 | 3117 | 2953 | 2781 | 2508 | 2502 | 2402 | 2296 | 2,184 | 3064 | 1932
60 | 2904 | 2742 | 257 | 2387 | 2200 | 2187 | 2079 | 1962 | 1834 | 1.688
120 2705 | 2544 | 2373 | 2188 | 2080 | 1984 | 1871 | 1747 | 1606 | 1431
o | 2519 | 2358 | 2187 | 2000 | 1898 | 1789 | 1669 | 1533 | 1364 | 1.000

Pfiloha 14. Kvantily Fp 995 Fisherovo-Snedecorova rozdéleni - pokracovéni.
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