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ÚSTAV MATEMATIKY A STATISTIKY
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Autor: Milena Topalović
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Abstrakt

Cı́lem této bakalářské práce je sestavit sbı́rku řešených přı́kladů z pravděpodobnosti a
statistiky. Sbı́rka bude doplněnı́m k již existujı́cı́m učebnı́m textům, vytvořeným k před-
mětu M4122. V textu jsou uvedeny teoretické základy, které jsou využity k vyřešenı́
přı́kladů. Součástı́ jsou rovněž nevyřešené přı́klady, sloužı́cı́ k procvičovánı́ probrané látky.

Abstract

The aim of this Bachelor thesis is to compile a collection of exercises in probability
and statistics. The collection will be added as supplement to existing textbooks, created for
the course M4122. Theretical foundations has been introduced within the text, which are
than used as reference for solving problems. Also included are unsolved examples, used
to practice the subject materia.
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Prohlášenı́
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2.3 Cvičenı́ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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Úvod

Tato bakalářská práce vnikla předevšı́m proto, aby poskytla poslouchačům předmětu
M4122 podrobný postup řešenı́ přı́kladů podobných těm, které jsou součástı́ cvičenı́. Sbı́rka
byla vytvořena jako doplňujı́cı́ učebnı́ text, nenı́ tedy určena pro samostatné studium. Tvořı́
ji pět kapitol a celkem 54 podrobně řešených a 33 nevyřešených přı́kladů s výsledky. Na
začátku každé kapitoly je základnı́ seznámenı́ s látkou, která bude v této kapitole probraná.
Během kapitoly se postupně věnujeme teorii, která je nezbytná k vyřešenı́ zadaných úloh.
Teorie je čerpána ze skript Mgr. Jana Koláčka, Ph.D. a panı́ RNDr. Marie Forbelské, Ph.D.,
která jsou uvedena v literatuře. Přı́klady jsou postupně vyřešeny a vysvětleny. Na konci
každé kapitoly se nacházı́ cvičenı́ s úlohami, sloužı́cı́ studentům k opakovánı́ a procvičenı́
probrané látky.

Na úplném začátku prvnı́ kapitoly se seznámı́me se základnı́mi definicemi náhodných
veličin a jejich funkcemi, dále pak probereme čı́selné charakteristiky rozdělenı́ pravdě-
podobnostı́, tedy střednı́ hodnotu, rozptyl, kvantily, kovariance a korelačnı́ koeficient. Na
konci kapitoly budeme řešit úkoly na charakteristiky náhodných vektorů. Tyto charakte-
ristiky budeme dále použı́vat v celé práci. Druhá kapitola se zabývá centrálnı́mi limitnı́mi
větami: Markovova a Čebyševova nerovnost se použı́vajı́ předevšim v dokazovánı́ vět,
my však ukážeme, jak lze s jejich pomocı́ vyřešit určité úlohy. Do této kapitoly patřı́ také
centrálnı́ limitnı́ věta. Ve třetı́ kapitole pouze připomeneme definici normálnı́ho rozdělenı́
a uvedeme definice rozdělenı́ch z něj odvozených, která budeme potřebovat v dalšı́ části
sbı́rky. Čtvrtou kapitolu věnujeme teorii odhadů, tzn. nestrannosti a konzistenci odhadů,
metodám konstrukce bodových odhadů, a na konci internalovým odhadům. Pátá kapitola
částečně navazuje na čtvrtou ve smyslu, že při testovánı́ statistických hypotéz budeme
použı́vat intervalové odhady. Tato kapitola je tedy věnována testnovánı́ hypotéz. V přı́loze
jsou pak uvedeny kvantilové tabulky pro určitá rozdělenı́.

Všechny definice a věty v této práci byly čerpány z [1], [2], [3] a [7]. Inspiraci pro
tvorbu některých přı́ladů jsme nalezli v [6], [8], [9] a [10]. Tabulky v přı́loze byly čerpány z
[5]. Bakalářská práce byla zpracována v systému LATEX, s výjimkou tabulek v přı́loze práce,
které byly zpracovány v programu Excel, a obrázků, které byly zpracovány v programu
TikzEdt.

– ix –



Přehled použitého značenı́

Pro snazšı́ orientaci v textu zde čtenáři předkládáme přehled značenı́, které v práci nenı́
definované.

A jevová σ -algebra na Ω

B borelovská množinová σ -algebra na R
N množina všech přirozených čı́sel
R množina všech reálných čı́sel
M spočetná množina reálných čı́sel
P pravděpodobnost
ω elementárnı́ jev
Ω prostor elementárnı́ch jevů
Θ množina možných hodnot parametru θ

(Ω, A ) jevové pole
(Ω, A , P) pravděpodobnostnı́ prostor
A(θ) alternativnı́ rozdělenı́ s parametrem θ

Bi(n; θ) binomické rozdělenı́ s parametry n a θ

Po(λ ) Poissonovo rozdělenı́ s parametrem λ

Ge(θ) geometrické rozdělenı́ s parametrem θ

NeBi(n; θ) negativně binomické rozdělenı́ s parametry n a θ

Ro(a; b) rovnoměrné rozdělenı́ s parametry a a b
Ex(λ ) exponenciálnı́ rozdělenı́ s parametrem λ

– x –



Kapitola 1

Čı́selné charakteristiky rozdělenı́
pravděpodobnostı́

Distribučnı́ a pravděpodobnostnı́ funkce diskrétnı́ náhodné veličiny a distribučnı́ funkce a
hustota náhodné veličiny spojitého typu představujı́ celkové charakteristiky těchto veličin.
Nicméně u spousty praktických problémů nenı́ ani potřeba charakterizovat náhodnou
veličinu v celosti. Většinou nám stačı́ pouze spočı́tat některé čı́selné charakteristiky, což
nám významně usnadnı́ práci, a ty nám pak ukazujı́ na důležité vlastnosti náhodných
veličin. Postupně se seznámı́me se všemi těmito čı́selnými charakteristikami, ale ještě
před tı́m se seznámı́me se základnı́mi definicemi náhodných veličin a jejich funkcemi,
které je popisujı́. Připomı́nám, že zde je uvedená pouze teorie nutná k vyřešenı́ zadaných
úloh. Zbývajı́cı́ teorii naleznete v uvedené literatuře.

Definice 1.1. Necht’(Ω, A , P) je pravděpodobnostnı́ prostor, X : Ω→ R je takové
zobrazenı́, že pro ∀x ∈ R platı́

{ω ∈Ω : X(ω)≤ x}= X−1((−∞, x]
)
∈A .

Pak X nazýváme náhodnou veličinou vzhledem k jevovému poli (Ω, A ).

Definice 1.2. Necht’ X je náhodná veličina definovaná na pravděpodobnostnı́m
prostoru (Ω, A , P). Pak funkci

FX(x) = P(X ≤ x),

kde x ∈ R, nazýváme distribučnı́ funkcı́ náhodné veličiny X .

Definice 1.3. Necht’X je náhodná veličina definovaná na pravděpodobnostnı́m pro-
storu (Ω, A , P) a FX jejı́ distribučnı́ funkce. Pak množinovou funkci PX , definovanou
vztahem

PX(A) = P(X ∈ A),

kde A ∈ B a B je borelovská množinová σ -algebra na R, nazýváme rozdělenı́
pravděpodobnostı́ náhodné veličiny X .

– 1 –
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Poznámka: Definici borelovské množinové σ -algebry B viz ve [1, str. 11].

Definice 1.4. Řekneme, že náhodná veličina X je diskrétnı́ho typu, pokud existuje
nejvýše spočetná množina M ⊂ R taková, že platı́

PX(M) = 1,

a budeme ji značit X ∼ (M, pX).

Definice 1.5. Necht’X je diskrétnı́ náhodná veličina. Pak funkci

pX(x) = P(X = x),

kde x ∈ M, nazýváme pravděpodobnostnı́ funkcı́ diskrétnı́ náhodné veličiny X a
množinu M oborem hodnot X .

Definice 1.6. Řekneme, že náhodná veličina X definovaná na (Ω, A , P) je abso-
lutně spojitého typu, jestliže existuje nezáporná integrovatelná funkce fX taková,
že rozdělenı́ pravděpodobnostı́

PX(B) =
∫
B

fX(x)dx pro ∀B ∈B,

a budeme je značit X ∼ fX(x). Funkci fX nazýváme hustotou rozdělenı́ pravděpo-
dobnostı́ náhodné veličiny X absolutně spojitého typu.

Když jsme se seznámili s definicemi náhodných veličin, můžeme nynı́ popsat i jejich
čı́selné charakteristiky. Pojem, který má nejrozšı́řenějšı́ aplikaci předevšı́m ve statistice,
ale i v jiných oborech, je střednı́ hodnota. Ostatnı́mi významnými pojmy jsou rozptyl a
směrodatná odchylka, kovariance, korelačnı́ koeficient a kvantily. Všechny tyto vlastnosti
majı́ aplikovatelnost při počı́tánı́ mnohých úkolů.

1.1 Střednı́ hodnota a rozptyl náhodné veličiny
Střednı́ hodnota je matematická hodnota, která představuje očekávanou (střednı́, průměr-
nou) hodnotu náhodné veličiny.
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Definice 1.1.1. Necht’ X je náhodná veličina definovaná na (Ω, A , P) a necht’

existuje integrál
∫
Ω

X(ω)dP(ω)< ∞. Potom čı́slo

E(X) =
∫
Ω

X(ω)dP(ω)

nazýváme střednı́ hodnotou náhodné veličiny X. Pokud uvedený integrál nenı́ ko-
nečný nebo neexistuje, řı́káme, že střednı́ hodnota náhodné veličiny X neexistuje.

Věta 1.1.2. VLASTNOSTI STŘEDNÍ HODNOTY. Necht’ X , X1, X2 jsou náhodné
veličiny definované na pravděpodobnostnı́m prostoru (Ω, A , P), a∈R je konstanta.
Potom platı́

1. Jestliže P(X = a) = 1⇔ E(X) = a;

2. E(aX) = aE(X);

3. E(X1 +X2) = E(X1)+E(X2);

4. Necht’X1 a X2 jsou nezávislé náhodné veličiny⇒ E(X1X2) = E(X1)E(X2).

Důkaz: Vlastnosti střednı́ hodnoty plynou přı́mo z vlastnostı́ integrálů a integrovatel-
ných funkcı́.

Důsledek 1.1.3.

1. Je-li náhodná veličina diskrétnı́ho typu, potom platı́

E(X) = ∑
x∈M

xpX(x),

za předpokladu, že přı́padná nekonečná řada absolutně konverguje.

2. Je-li náhodná veličina absolutně spojitého typu, potom platı́

E(X) =

∞∫
−∞

x fX(x)dx,

za předpokladu, že nekonečný Riemannův integrál absolutně konverguje.

Nynı́ uvedeme několik přı́kladů střednı́ hodnoty.

Přı́klad 1. Kamarád nám nabı́dl, že si s námi zahraje hru: házenı́ kostkou. V přı́padě, že
hodı́me sudé čı́slo, obdržı́me od kamaráda 3 Kč. Jestliže hodı́me pětku, dáme kamarádovi
1 Kč. Pokud padne jednička, zaplatı́me 5 Kč; trojka nikomu zisk nepřinese. Vyplatı́ se nám
hrát takovou hru?
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Řešenı́: Abychom se dozvěděli, zdali v takové hře zı́skáme nějaké penı́ze, nejjednoduššı́
způsob, jak to zjistit, je, že spočı́táme očekávanou (střednı́) hodnotu zisku. Označme jako
X náhodnou veličinu, která udává počet korun, jež zı́skáme z jedné hry. Pravděpodobnost,
že hodı́me jakékoliv čı́slo je 1

6 . Lépe to můžeme vidět v následujı́cı́ tabulce:

čı́slo 1 2 3 4 5 6
X −5 3 0 3 −1 3

pX(x) 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

Tabulka 1.1. Pravděpodobnostnı́ tabulka.

Potom lze střednı́ hodnotu zisku lehce spočı́tat:

E(X) =
6

∑
i=1

xi pX(xi) = (−5) · 1
6
+3 · 1

6
+0 · 1

6
+3 · 1

6
+(−1) · 1

6
+3 · 1

6
=

1
2
= 0,5.

Očekávaný zisk při jedné hře je 0,5 Kč, tedy 5 Kč při 10 zopakovaných hrách.

Přı́klad 2. Necht’X a Y jsou náhodné veličiny definované následujı́cı́m způsobem:

pX(x) =


0,1 pro x =−10; 10,
0,2 pro x = 0; 5,
0,4 pro x = 20,
0 jinak,

pY (y) =


0,1 pro y =−6; 0,
0,2 pro y = 9,
0,3 pro y =−2; 3,
0 jinak.

Spočı́tejte:

a) E(X);

b) E(X2);

c) E(3X +2Y );

d) E(X3−4Y 2).

Řešenı́:

a) Stejně jako v předchozı́m přı́kladu spočı́táme střednı́ hodnotu:

E(X) =
5

∑
i=1

xi pX(xi) = (−10) ·0,1+10 ·0,1+0 ·0,2+5 ·0,2+20 ·0,4 = 9.
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b) Tento přı́pad se mı́rně lišı́ od předchozı́ho. Podı́vejme se jak:

E(X2) =
5

∑
i=1

x2
i pX(xi) = (−10)2 ·0,1+102 ·0,1+02 ·0,2+52 ·0,2+202 ·0,4 =

= 165.

Takovým způsobem lze samozřejmě spočı́tat také E(X3), E(X4), ...

c) Zde už použijeme vlastnosti střednı́ hodnoty:

E(3X +2Y ) = 3E(X)+2E(Y ).

Musı́me tedy najı́t střednı́ hodnotu E(Y ). Lze lehce spočı́tat, že E(Y ) = 1,5. Střednı́
hodnotu E(X) už máme, takže můžeme pokračovat dál:

E(3X +2Y ) = 3E(X)+2E(Y ) = 3 ·9+2 ·1,5 = 30.

d) V tomto přı́padě se jedná o kombinaci dvou předchozı́ch přı́padů:

E(X3−4Y 2) = E(X3)−4(Y 2).

Spočı́táme postupně:

E(X3) =
5

∑
i=1

x3
i pX(xi) =

= (−10)3 ·0,1+103 ·0,1+03 ·0,2+53 ·0,2+203 ·0,4 = 3225,

E(Y 2) =
5

∑
i=1

y2
i pY (yi) =

= (−6)2 ·0,1+02 ·0,1+92 ·0,2+(−2)2 ·0,3+32 ·0,3 = 23,7.

Nynı́ můžeme spočı́tat:

E(X3−4Y 2) = E(X3)−4(Y 2) = 3225−4 ·23,7 = 3130,2.

Přı́klad 3. Doba životnosti XA opotřebovaného přı́stroje A (dána v rocı́ch) má rozdělenı́
s hustotou:

fX(x) =


1
3

(
1
2

x+1
)

pro 0≤ x≤ 2,

0 jinak.

Ověřte, zda je fX(x) opravdu hustotou a spočı́tejte střednı́ dobu životnosti přı́stroje A.
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Řešenı́:

Nezáporná funkce fX(x) je hustotou, jestliže
∞∫
−∞

fX(x)dx = 1. Ověřme tento požadavek:
x

y

fX (x)

0 1 2

1

Obrázek 1.1. Hustota.

∞∫
−∞

fX(x)dx =
2∫

0

1
3

(
1
2

x+1
)

dx =
[

1
12

x2 +
1
3

x
]2

0
=

1
3
+

2
3
= 1.

Funkce fX(x) je opravdu hustotou. Jak vı́me z definice, střednı́ hodnotu náhodné
veličiny absolutně spojitého typu počı́táme pomoci integrálu:

E(XA) =

∞∫
−∞

x fX(x)dx =
2∫

0

x · 1
3

(
1
2

x+1
)

dx =
2∫

0

(
1
6

x2 +
1
3

x
)

dx =

=

[
1

18
x3 +

1
6

x2
]2

0
=

4
9
+

2
3
=

10
9
.

Střednı́ doba životnosti přı́stroje A je tedy 10
9 roku.

V některých přı́padech nestačı́ znát pouze střednı́ hodnotu nějaké náhodné veličiny,
což můžeme vidět na následujı́cı́m přı́kladu:

Přı́klad 4. Když řekneme, že průměrná teplota je v nějakém městě 15 ◦C, máme dojem,
že je tam přı́jemné klima, ale to také může znamenat, že je v létě 40 ◦C a v zimě -10 ◦C.

Proto kromě střednı́ hodnoty nějaké náhodné veličiny potřebujeme vědět, jaká je od-
chylka, tj. jaký je rozptyl možných hodnot náhodné veličiny kolem střednı́ (očekávané)
hodnoty.

Uvedeme definici a vlastnosti rozptylu, a potom na několika přı́kladech ukážeme, jak
se počı́tá a jak ho lze využı́t v praxi.

Definice 1.1.4. Necht’X je náhodná veličina definovaná na (Ω,A ,P). Potom čı́slo

µk = E
(
X−E(X)

)k

nazýváme k-tým centrálnı́m momentem náhodné veličiny X za předpokladu, že
uvedené střednı́ hodnoty pro k=1, 2, ... existujı́.
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Definice 1.1.5.

1. Řekneme, že náhodná veličina X má konečný druhý obecný moment, jestliže

µ
′
2 = E(X2)< ∞.

2. Druhý centrálnı́ moment nazýváme rozptyl a značı́me

D(X) = E
(
X−E(X)

)2
= µ2.

3. Čı́slo
σ =

√
D(X)

nazýváme směrodatnou odchylkou náhodné veličiny X .

Věta 1.1.6. VLASTNOSTI ROZPTYLU. Necht’X , X1, X2 jsou náhodné veličiny de-
finované na (Ω, A , P) s konečnými druhými momenty, a ∈ R je konstanta. Potom
platı́

1. P(X = a) = 1⇒ D(X) = 0;

2. D(X) = E(X2)−E2(X);

3. D(aX) = a2D(X);

4. D(X1 +X2) = D(X1)+D(X2), přičemž X1 a X2 jsou nezávislé náhodné ve-
ličiny.

Důkaz: Viz [1, str. 75].

Přı́klad 5. Honza se rozhodl vyzkoušet své schopnosti ve střelbě lukem na terč. Prav-
děpodobnost, že netrefı́ terč, a tudı́ž nezı́ská žadné body je 50%. Terč je rozdělen tak, že
poloměr vnitřnı́ho kruhu r je

√
2

2 R, kde R je poloměr terče. Vnitřnı́ část (kruh) přinášı́ dva
body, vnějšı́ část jeden bod. Spočı́tejte očekávaný počet bodů při deseti pokusech a také o
kolik se odchýlı́ možné hodnoty od očekávané.

r

R

Obrázek 1.2. Terč.

Řešenı́: Necht’X je náhodná veličina, která představuje počet bodů. Nejprve musı́me
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zjistit, jaký je poměr vnitřnı́ a vnějšı́ části. Spočı́táme obě plochy, když vı́me, že r = R
√

2
2 :

P1 = r2
π = R2 π

2
,

P2 = R2
π− r2

π = R2
π−R2 π

2
= R2 π

2
.

Vidı́me tudı́ž, že se plochy rovnajı́, což znamená, že je pravděpodobnost zásahu obou
částı́ stejná. Rozepı́šeme tedy pravděpodobnosti dosaženı́ každého počtu bodů:

pX(x) =


0,5 pro x = 0,
0,25 pro x = 1, 2,
0 jinak.

Jak jsme už viděli, očekávaný počet bodů spočı́táme pomocı́ definice střednı́ hodnoty:

E(X) =
3

∑
i=1

xi pX(xi) = 0 ·0,5+1 ·0,25+2 ·0,25 = 0,75.

Očekávaný počet bodů při 10 pokusech je 7,5. Dále podle definice spočı́táme rozptyl,
abychom z něj dostali hledanou odchylku:

D(X) = E
(
X−E(X)

)2
= E(X2)−E2(X) =

= 02 ·0,5+12 ·0,25+22 ·0,25+0,752 = 1,25+0,5625 = 1,8125.

Rozptyl označuje kvadratickou odchylku od střednı́ hodnoty. Směrodatná odchylka je:

σ =
√

D(X) =
√

1,8125 = 1,34629.

Přı́klad 6. Spočı́tejte D(3X +2) náhodné veličiny X definované v přı́kladu 3 na straně 5.

Řešenı́: Použijeme vlastnost rozptylu:

D(3X +2) = 9D(X).

Potřebujeme tedy spočı́tat pouze rozptyl D(X). Abychom jej spočı́tali, musı́me nejprve
vypočı́tat E(X2):

E(X2) =

2∫
0

x2 · 1
3

(
1
2

x+1
)

dx =
2∫

0

(
1
6

x3 +
1
3

x2
)

dx =

=

[
1

24
x4 +

1
9

x3
]2

0
=

2
3
+

8
9
=

14
9
,
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D(3X +2) = 9D(X) = 9
(
E(X2)−E2(X)

)
= 9

(
14
9
−
(

10
9

)2
)

=
26
9

.

Nynı́ definujeme následujı́cı́ funkci a několik jejich vlastnostı́, které nám významně
usnadnı́ počı́tánı́ mnohých úkolů, což můžeme vidět na přı́kladu č. 7 na straně 9.

Definice 1.1.7. Funkce Γ je pro a > 0 definovaná předpisem

Γ(a) =
∞∫

0

xa−1e−xdx.

Věta 1.1.8. VLASTNOSTI Γ FUNKCE. Jejı́ nejčastěji použı́vané vlastnosti pro
a > 0, n ∈ N jsou

1. Γ(a+1) = aΓ(a);

2. Γ

(
1
2

)
= π;

3. Γ(n) = (n−1)!.

Důkaz: Viz [1, str. 38].

Přı́klad 7. Doba X do vybitı́ baterie určovaná v rocı́ch se řı́dı́ rozdělenı́m s hustotou:

fX(x) =

{
2e−2x pro x > 0,
0 pro x≤ 0.

Spočı́tejte jejı́ střednı́ hodnotu životnosti.

Řešenı́:

E(X) =

∞∫
−∞

x fX(x)dx =
∞∫

0

2xe−2xdx
∣∣∣∣ 2x = t
2dx = dt

∣∣∣∣= 1
2

∞∫
0

te−tdt =
1
2

Γ(2) =
1
2
·1! =

1
2

.

Střednı́ hodnota jejı́ životnosti je tedy půl roku.

V praxi se opakovaně setkáváme s některými rozdělenı́mi diskrétnı́ch a spojitých ná-
hodných veličin. Znalost jejich střednı́ch hodnot a rozptylů může mı́t velký význam při
řešenı́ mnohých úloh. Některá rozdělenı́ nemajı́ střednı́ hodnotu ani rozptyl, což ukážeme
na následujı́cı́m přı́kladu. Poté za účelem snadnějšı́ho počı́tánı́ uvedeme již zmı́něné cha-
rakteristiky.

Přı́klad 8. Dokažte, že střednı́ hodnota a rozptyl standardnı́ho Cauchyho rozdělenı́
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neexistujı́.

Řešenı́: Cauchyho rozdělenı́ pravděpodobnosti je definováno hustotou v následujı́cı́m
tvaru:

fX(x; a; b) =
1

π
(
b2 +(x−a)2

) pro x ∈ R,

přičemž a ∈ R, b > 0 jsou daná čı́sla.

Pro a = 0 a b = 1 dostaneme tzv. standardnı́ Cauchyho rozdělenı́, které je speciálnı́m
přı́padem Studentova t-rozdělenı́ s jednı́m stupněm volnosti. Zapisujeme X ∼ t(1), anebo
X = U1

U2
, kde Ui ∼ N(0,1) pro i = 1,2 (vı́ce ve 3. kapitole). Potom dostáváme hustotu

vyjádřenou vztahem:

fX(x) =
1

π(1+ x2)
pro x ∈ R.

Počı́táme tedy jejı́ střednı́ hodnotu a rozptyl:

E(X) =

∞∫
−∞

x fX(x)dx =
∞∫
−∞

x
π(1+ x2)

dx.

Jedná se tedy o lichou funkci. Jeji integrál se rovná nule, kdy x ∈ (−a, a), a ∈ R,
ale neexistuje, pokud a je nevlastnı́ bod. Pokud daný integrál neexistuje, plyne z toho, že
hledaná střednı́ hodnota náhodné veličiny a zároveň jejı́ rozptyl neexistujı́.

X ∼ A(θ) Bi(n; θ) Po(λ ) Ge(θ) NeBi(n; θ)

E(X) θ nθ λ
1−θ

θ
n

1−θ

θ

D(X) θ(1−θ) nθ(1−θ) λ
1−θ

θ 2
n

1−θ

θ 2

Tabulka 1.2. Střednı́ hodnota a rozptyl důležitých diskrétnı́ch rozdělenı́.
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X ∼ Ro(a; b) Ex(λ ) N(µ; σ2) χ2(n) t(n) F(n1; n2)

E(X)
a+b

2

1

λ
µ n 01 n1

n1−2
2

D(X)
(b−a)2

12

1

λ 2
σ2 2n

n

n−2
3 2n2

1(n1+n2−2)

n2(n1−2)2(n1−4)
4

Tabulka 1.3. Střednı́ hodnota a rozptyl důležitých spojitých rozdělenı́.

Přı́klad 9. Necht’X1 a X2 jsou stochasticky nezávislé náhodné veličiny z exponenciál-
nı́ho rozdělenı́. Vypočı́tejte střednı́ hodnotu náhodné veličiny Y , kde Y = min{X1,X2}.

Řešenı́: Vı́me, že exponenciálnı́ rozdělenı́ má následujı́cı́ rozdělenı́ a distribučnı́ funkce:

fXi(xi) =

{
λe−λxi pro xi > 0,
0 jinak,

a FXi(xi) =

{
1− e−λxi pro 0 < xi < 1,
0 jinak.

kde i = 1, 2. Nynı́ můžeme počı́tat:

FY (y) = P(Y < y) = P(min{X1, X2}< y) = 1−P
(
min{X1, X2}> y

)
=

= 1−P(X1 > y∧X2 > y) = 1−P(X1 > y) ·P(X2 > y) =

= 1−
(
1−P(X1 < y)

)
·
(
(1−P(X2 < y)

)
= 1−

(
1−FX1(y)

)
·
(
1−FX2(y)

)
=

= 1−
(
1− (1− e−λy)

)
·
(
1− (1− e−λy)

)
= 1− e−λy · e−λy = 1− e−2λy.

Z toho plyne, že:

fY (y) = F
′

Y (y) = (1− e−2λy)
′
= 2λe−2λy.

Konečně můžeme spočı́tat střednı́ hodnotu:

E(Y ) =
∞∫
−∞

y fY (y)dy =
∞∫

0

2λye−2λy
∣∣∣∣ 2λy = t
2λdy = dt

∣∣∣∣=
=

1
2λ

∞∫
0

te−tdt =
1

2λ
Γ(2) =

1
2λ

1! =
1

2λ
.

Využitı́m Γ funkce jsme dostali střednı́ hodnotu rovnou 1
2λ

.

1Platı́ pouze pro n > 1, jinak neexistuje.
2Platı́ pouze pro n1 > 2, jinak neexistuje.
3Platı́ pouze pro n > 2, jinak neexistuje.
4Platı́ pouze pro n1 > 4, jinak neexistuje.
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1.2 Kvantily
V této podkapitole uvedeme jednak definici kvantilu, jednak kvantily, které jsou velmi
často použı́vané: medián, dolnı́ a hornı́ kvartil.

Definice 1.2.1. Necht’FX je distribučnı́ funkcı́ a α ∈ (0,1). Potom funkce

F−1
X (α) = Q(α) = inf{x ∈ R : FX(x)≥ α}.

se nazývá kvantilová funkce a čı́slo

xα = Q(α)

se nazývá α-kvantilem rozdělenı́ s distribučnı́ funkcı́ FX(x).

Poznámka 1.2.2. Mezi často použı́vané kvantily patřı́

1. x0,25 – dolnı́ kvartil;

2. x0,5 – medián;

3. x0,75 – hornı́ kvartil.

Odhady kvantilů jsou dobře využitelné v matematické statistice. Zde se budeme zabývat
spı́še „teoretickými“ přı́klady. Přı́klady na odhady kvantilů budeme řešit v kapitole 4.

Přı́klad 10. Kuba letı́ letadlem z města A do města B, přičemž obě města jsou na stejné
zeměpisné výšce. Město A se nacházı́ na zeměpisné šı́řce 6◦ a město B na zeměpisné šı́řce
49◦. Využitı́m definice kvantilu spočı́tejte, na jaké zeměpisné šı́řce se Kuba nacházı́, pokud
letadlo uletělo 17% cesty.

Řešenı́: Vzhledem k tomu, že se města nacházı́ na stejné zeměpisné výšce, hustotu
vzdálenostı́ mezi těmito městy si můžeme představit funkcı́ rovnoměrného rozdělenı́:

fX(x) =


1

b−a
pro x ∈ (a, b), a < b,

0 jinak.

Vı́me, že jejı́ distribučnı́ funkce má tvar:

FX(x) =


0 pro x≤ a,
x−a
b−a

pro x ∈ (a, b), a < b,

1 pro x≥ b.

Podle definice kvantilu je α-kvantil roven inverznı́ distribučnı́ funkci v bodě α . Zapi-
sujeme
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F−1
X (α) = xα = Q(α),

z čehož plyne, že

FX(xα) = α.

Nynı́ můžeme pokračovat ve výpočtu:

FX(xα) =
xα −a
b−a

= α,

xα −a = α(b−a),
xα = α(b−a)+a.

My však potřebujeme spočı́tat, kde se nacházı́ Kuba, když urazil 17% cesty, tzn.
sedmnáctý kvantil:

x0,17 = 0,17(49−6)+6,
x0,17 = 13,31.

Vidı́me, že po přeletu 17% cesty se Kuba nacházı́ na zeměpisné šı́řce 13,31◦.

Přı́klad 11. Spočı́tejte medián, dolnı́ a hornı́ kvartil náhodné veličiny X s následujı́cı́
distribučnı́ funkcı́ FX(x):

FX(x) =


x− 1

4
x2 pro x ∈ (0,2),

0 pro x ∈ (−∞,0],
1 pro x ∈ [2,∞).

Řešenı́: Nejprve spočı́táme kvantil ve všeobecném tvaru, potom za α dosadı́me odpo-
vı́dajı́cı́ čı́sla:

FX(xα) = α,

xα −
1
4

x2
α = α,

1−
(

1− 1
2

xα

)2

= α,(
1− 1

2
xα

)2

= 1−α,

1− 1
2

xα =±
√

1−α,

xα = 2±2
√

1−α.
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Protože počı́táme funkce za x ∈ (0, 2), x nemůže být většı́ jak 2. Tudı́ž nám zůstává
pouze jedno řešenı́:

xα = 2−2
√

1−α.

Nynı́ můžeme dosadit za α čı́sla, jejichž kvantily počı́táme:

x0,25 = 2−2
√

1−0,25≈ 0,268,

x0,5 = 2−2
√

1−0,5≈ 0,586,

x0,75 = 2−2
√

1−0,75 = 1.

Za α lze samozřejmě v přı́padě potřeby dosadit jakékoliv čı́slo z intervalu (0, 1).

1.3 Kovariance a korelačnı́ koeficient
V této podkapitole se budeme zabývat kovariancı́ a korelačnı́m koeficientem (dále jen
korelace). Kovariance je střednı́ hodnota součinu odchylek dvou náhodných veličin od
jejich střednı́ch hodnot, zatı́mco korelace ukazuje na stupeň závislosti dvou náhodných
veličin.

V celé této podkapitole budeme předpokládat, že náhodné veličiny majı́ konečné druhé
momenty.

Definice 1.3.1. Kovariancı́ dvou náhodných veličin X a Y nazýváme čı́slo

C(X , Y ) = E
(
X −E(X)

)(
Y −E(Y )

)
a čı́slo R(X , Y ) =

C(X , Y )√
D(X)D(Y )

nazýváme

korelačnı́ koeficient.

Věta 1.3.2.

1. Necht’(X , Y )′ ∼ (M, pX ,Y (x,y)) jsou náhodné veličiny diskrétnı́ho typu, po-
tom platı́

C(X , Y ) = ∑
(x,y)∈M

(
x−E(X)

)(
y−E(Y )

)
pX ,Y (x, y).

2. Necht’(X , Y )′ ∼ fX ,Y (x, y) jsou náhodné veličiny absolutně spojitého typu,
potom platı́

C(X , Y ) =
∞∫
−∞

∞∫
−∞

(
x−E(X)

)(
y−E(Y )

)
dFX ,Y (x, y).

Důkaz: Viz [1, str. 77].
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Věta 1.3.3. VLASTNOSTI KOVARIANCE A KORELACE. Necht’X a Y jsou náhodné
veličiny, a1, a2, b1, b2 ∈ R jsou koeficienty. Potom platı́

1. C(X , X) = D(X);
R(X , X) = 1;

2. C(X , Y ) =C(Y, X);
R(X , Y ) = R(Y, X);

3. C(X , Y ) = E(XY )−E(X)E(Y );

4. Jsou-li náhodné veličiny X a Y nezávislé, pak C(X , Y ) = R(X , Y ) = 0;
POZOR: Obráceně neplatı́!

5. |C(X , Y )| ≤
√

D(X)D(Y );
|R(X , Y )| ≤ 1;

6. C(a1 +a2X , b1 +b2Y ) = a2b2C(X , Y );

7. R(a1 +a2X , b1 +b2Y ) = R(X , Y )sign(a2b2), je-li a1 6= 0 a b1 6= 0;

8. D(X +Y ) = D(X)+D(Y )+2C(X , Y ).

Důkaz: Viz [1, str. 79].

Z vlastnostı́ kovariancı́ a korelacı́ můžeme vidět, že korelace nabývá hodnoty v intervalu
[−1,1]. Korelace v hodnotě −1 znamená zcela nepřı́mou závislost, naproti tomu hodnota
1 znamená, že veličiny jsou ve zcela přı́mé závislosti. Avšak nulová korelace ukazuje na
to, že mezi statistickými veličinami neexistuje žádná lineárnı́ závislost. Také vidı́me, že
nezávislost náhodných veličin implikuje nulovou kovarianci, zatı́mco nulová kovariance
neimplikuje nezávislost náhodných veličin, ale nepřı́tomnost jakéhokoliv lineárnı́ho vztahu
mezi nimi.

Předtı́m, než začneme řešit přı́klady na kovarianci a korelaci, uvedeme definici náhod-
ného vektoru:

Definice 1.3.4. Necht’X = (X1, ..., Xn)
′
: Ω→ Rn je zobrazenı́ definované na prav-

děpodobnostnı́m prostoru (Ω, A , P) takové, že pro ∀x ∈ Rn platı́

{ω ∈Ω : X(ω)≤ x} ∈A .

Pak X nazýváme n-rozměrným náhodným vektorem.

Podı́vejme se na několik přı́kladů kovariancı́ a korelacı́:

Přı́klad 12. Spočı́tejte kovarianci mezi náhodnými veličinami U a V , jestliže U =X +Y
a V = Y −X , přičemž X a Y jsou nezávislé náhodné veličiny.

Řešenı́: Z nezávislosti dvou náhodných veličin plyne nulová kovariance. Postupně
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počı́táme:

R(U,V ) =
C(U,V )√
D(U)D(V )

,

C(U,V ) = R(U,V )
√

D(U)D(V ) = R(X +Y, Y −X)
√

D(X +Y )D(Y −X) =

=
(
R(X , Y )−R(X , X)+R(Y, Y )−R(Y, X)

)√(
D(X)+D(Y )

)2
=

= (1−1) ·
(
D(X)+D(Y )

)
= 0.

Tady vidı́me, že mezi náhodnými veličinami U a V neexistuje lineárnı́ vztah.

Ještě předtı́m, než se dostaneme k následujı́cı́mu přı́kladu, připomeňme si dvě věty.
Prvnı́ popisuje marginálnı́ pravděpodobnostnı́ funkci a marginálnı́ hustotu, druhá jejich
vlastnosti v přı́padě nezávlislosti náhodných veličin, kterou v následujı́cı́m přı́kladu bu-
deme použı́vat.

Věta 1.3.5. Pro přirozené k < n mějme indexy {i1, ..., ik} ⊂ {1, ..., n} a
{ j1, ..., jn−k}= {1, ..., n}\{i1, ..., ik}.

1. Necht’X∼ (M, pX). Pak marginálnı́ náhodný vektor X∗ má marginálnı́ prav-
děpodobnostnı́ funkci rovnu

p∗X(x
∗) = p∗X(xi1, ..., xik) = P(X∗ = x∗) = ∑

x j1∈M j1

· · · ∑
x jn−k∈M jn−k

pX(x1, ..., xn),

kde M = M1×·· ·×Mn, přičemž Mi je obor hodnot náhodné veličiny Xi, pro
i = 1, ..., n.

2. Necht’X∼ fX(x). Pak marginálnı́ náhodný vektor X∗ má marginálnı́ hustotu
rovnu

f ∗X(x
∗) = f ∗X(xi1, ..., xik) = P(X∗ = x∗) =

∞∫
−∞

· · ·
∞∫
−∞

fX(x1, ..., xn)dx j1...dx jn−k .

Důkaz: Viz [1, str. 47].
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Věta 1.3.6.

1. Mějme diskrétnı́ náhodný vektor X = (X1, ..., Xn)
′ ∼ (M, pX). Pak X1, ..., Xn

jsou nezávislé, právě když

pX(x1, ..., xn) =
n

∏
i=1

pXi(xi) pro ∀x = (x1, ..., xn)
′ ∈ Rn,

kde pro i = 1, ..., n je pXi(xi) marginálnı́ pravděpodobnostnı́ funkce náhodné
veličiny Xi.

2. Mějme absolutně spojitý náhodný vektor X = (X1, ..., Xn)
′

se sdruženou hus-
totou fX(x1, ..., xn). Pak X1, ..., Xn jsou nezávislé, právě když

fX(x1, ..., xn) =
n

∏
i=1

fXi(xi) pro s.v. x = (x1, ..., xn)
′ ∈ Rn,

kde pro i = 1, ..., n je fXi(xi) marginálnı́ hustota náhodné veličiny Xi.

Důkaz: Viz [1, str. 50].

Přı́klad 13. Máme k dispozici dvě kostky, kterými házı́me ve stejný čas: červenou a
modrou. Pokud červenou kostkou hodı́me sudé čı́slo, obdržı́me za něj jeden bod, zatı́mco
za liché čı́slo dostaneme 2 body. Když házı́me modrou kostkou a hodı́me čı́slo 1, obdržı́me
1 bod, pokud hodı́me 2 nebo 3, obdržı́me 2 body a za čı́sla 4, 5 nebo 6 dostaneme 3 body.
Pravděpodobnostnı́ funkce náhodného vektoru X = (X , Y )

′
, kde prvnı́ složka označuje

počet bodů dosažených červenou kostkou a druhá složka ukazuje na počet bodů zı́skaných
modrou kostkou, počı́tá pravděpodobnost dosaženı́ bodů jednı́m hodem. Dokažte, že mezi
těmito dvěma veličinami neexistuje žádná lineárnı́ závislost.

Řešenı́: Máme dokázat, že zadané náhodné veličiny jsou lineárně nezávislé mezi sebou.
Potom platı́:

pX ,Y (x, y) = pX(x)pY (y).

Hodnoty pravděpodobnostnı́ funkce ukážeme nejlépe pomocı́ pravděpodobnostnı́ ta-
bulky:

X\Y 1 2 3 pX(x)

1 1
12

1
6

1
4

1
2

2 1
12

1
6

1
4

1
2

pY (y) 1
6

1
3

1
2 1

Tabulka 1.4. Pravděpodobnostnı́ tabulka.
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pX (x)

pX ,Y (x,y)
pY (y)

0 1 2

1

1

2

3

1
12

1
12

1
6

1
6

1
4

1
4

• •

• •

• •

Obrázek 1.3. Pravděpodobnostnı́ funkce.

Zapı́šeme zvlášt’pravděpodobnostnı́ funkce:

pX(x) =



1

2
pro x = 1,

1

2
pro x = 2,

0 jinak,

a pY (y) =



1

6
pro y = 1,

1

3
pro y = 2,

1

2
pro y = 3,

0 jinak.

Abychom určili závislost mezi veličinami, musı́me spočı́tat jejich korelaci. Jak jsme již
viděli na předchozı́m přı́kladu, předtı́m než spočı́táme korelaci, musı́me nejprve spočı́tat
jejich střednı́ hodnoty, rozptyly a kovarianci:

E(X) =
2

∑
i=1

xi pX(xi) = 1 · 1
2
+2 · 1

2
=

3
2
,

E(Y ) =
3

∑
j=1

y j pY (y j) = 1 · 1
6
+2 · 1

3
+3 · 1

2
=

7
3
,

E(XY ) =
2

∑
i=1

3

∑
j=1

xiy j pX ,Y (xi, y j) =

= 1 ·1 · 1
12

+1 ·2 · 1
6
+1 ·3 · 1

4
+2 ·1 · 1

12
+2 ·2 · 1

6
+2 ·3 · 1

4
=

7
2
,

C(X , Y ) = E(XY )−E(X)E(Y ) =
7
2
− 3

2
· 7

3
= 0 =⇒ R(X , Y ) = 0.

Přı́pad nulové kovariance nám implikuje nulovou korelaci, čı́mž můžeme dokázat, že
mezi danými veličinami neexistuje lineárnı́ závislost, aniž bychom počı́tali ostatnı́ veličiny.

Přı́klad 14. Spočı́tejte konstantu c tak, aby náhodné veličiny X a Y byly ve zcela
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nepřı́mé závislosti. Náhodný vektor má následujı́cı́ simultánnı́ hustotu:

fX ,Y (x, y) =


1
4

(
e−(1−x)+ cy

)
pro x, y ∈ [−1,1],

0 jinak.

Řešenı́: Už bylo zmı́něno, že zcela nepřı́má závislost dvou náhodných veličin znamená,
že korelace mezi těmito dvěma veličinami je−1. Abychom byli schopni spočı́tat korelaci,
nejprve musı́me spočı́tat střednı́ hodnoty, rozptyl a kovarianci mezi těmito náhodnými
veličinami, ale ještě před tı́m spočı́táme jejich marginálnı́ hustoty:

fX(x) =
∞∫
−∞

fX ,Y (x, y)dy =
1∫
−1

1
4

(
e−(1−x)+ cy

)
dy =

1
4

1∫
−1

ex−1dy+
1
4

1∫
−1

cydy =

=
1
4

[
ex−1y

]1

−1
+

1
4

[
cy2

2

]1

−1
=

ex−1

4
+

ex−1

4
+

c
8
− c

8
=

ex−1

2
,

fY (y) =
∞∫
−∞

fX ,Y (x, y)dx =
1∫
−1

1
4

(
e−(1−x)+ cy

)
dx =

1
4

1∫
−1

ex−1dx+
1
4

1∫
−1

cydx =

=
1
4

[
ex−1

]1

−1
+

1
4

[
cyx
]1

−1
=

1
4
− 1

4e2 +
cy
4
+

cy
4

=
e2 +2e2cy−1

4e2 .

Ted’, když známe jejich marginálnı́ hustoty, můžeme spočı́tat jejich střednı́ hodnoty a
rozptyly:

E(X) =

∞∫
−∞

x fX(x)dx =
1∫
−1

xex−1

2
dx =

1
2

1∫
−1

xex−1dx
∣∣∣∣u = x v′ = ex−1

u′ = 1 v = ex−1

∣∣∣∣=
=

1
2

(
xex−1

∣∣∣∣1
−1
−

1∫
−1

ex−1dx
)
=

1
2

(
1+

1
e2

)
−1

2

[
ex−1

]1

−1
=

=
e2 +1

2e2 −
1
2

(
1− 1

e2

)
=

e2 +1
2e2 −

e2−1
2e2 =

1
e2 ,

E(X2) =

∞∫
−∞

x2 fX(x)dx =
1
2

1∫
−1

x2ex−1dx
∣∣∣∣u = x2 v′ = ex−1

u′ = 2x v = ex−1

∣∣∣∣=
=

1
2

(
x2ex−1

∣∣∣∣1
−1
−

1∫
−1

2xex−1dx
)
=

1
2

(
1− 1

e2

)
−

1∫
−1

xex−1dx =

=
1
2
− 1

2e2 −
2
e2 =

e2−5
2e2 ,
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E(Y ) =
∞∫
−∞

y fY (y)dy =
1∫
−1

y(e2 +2e2cy−1)
4e2 dy =

1∫
−1

y
4

dy+
1∫
−1

cy2

2
dy−

1∫
−1

y
4e2 dy =

=

[
y2

8

]1

−1
+

[
cy3

6

]1

−1
−
[

y2

8e2

]1

−1
=

1
8
− 1

8
+

c
6
+

c
6
− 1

8e2 +
1

8e2 =
c
3
,

E(Y 2) =

∞∫
−∞

y2 fY (y)dy =
1∫
−1

y2(e2 +2e2cy−1)
4e2 dy =

=

1∫
−1

y2

4
dy+

1∫
−1

cy3

2
dy−

1∫
−1

y2

4e2 dy =

=

[
y3

12

]1

−1
+

[
cy4

8

]1

−1
−
[

y3

12e2

]1

−1
=

1
12

+
1

12
+

c
8
− c

8
− 1

12e2 −
1

12e2 =

=
e2−1

6e2 ,

E(XY ) =
∞∫
−∞

∞∫
−∞

xy fX ,Y (x, y)dxdy =
1∫
−1

1∫
−1

1
4

xy
(

ex−1 + cy
)

dxdy =

=

1∫
−1

[ 1∫
−1

1
4

xy
(

ex−1 + cy
)

dy
]

dx =
1∫
−1

( 1∫
−1

xex−1y
4

dy+
1∫
−1

cxy2

4
dy
)

dx =

=

1∫
−1

{[
xex−1y2

8

]1

−1
+

[
cxy3

12

]1

−1

}
dx =

1∫
−1

(
xex−1

8
− xex−1

8
+

cx
12

+
cx
12

)
dx =

=

1∫
−1

cx
6

dx =
[

cx2

12

]1

−1
=

c
12
− c

12
= 0,

D(X) = E(X2)−E2(X) =
e2−5

2e2 −
(

1
e2

)2

=
e4−5e2−2

2e4 ,

D(Y ) = E(Y 2)−E2(Y ) =
e2−1

6e2 −
(

c
3

)2

=
3e2−2e2c2−3

18e2 .

Nynı́ můžeme snadno spočı́tat kovarianci a korelaci mezi nimi:

C(X , Y ) = E(XY )−E(X)E(Y ) = 0− 1
e2 ·

c
3
=− c

3e2 .

Ted’konečně spočı́táme korelaci, z čehož plyne hledaná konstanta c:
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R(X , Y ) =
C(X , Y )√
D(X)D(Y )

=
− c

3e2√
e4−5e2−2

2e4 · 3e2−2e2c2−3
18e2

=−1 =⇒

=⇒ c
3e2 =

√
e4−5e2−2

2e4 · 3e2−2e2c2−3
18e2 .

Protože 3e2 je kladné čı́slo, musı́ platit c≥ 0. Zı́skanou rovnici umocnı́me a vyřešı́me:

c2

9e4 =
(e4−5e2−2) · (3e2−2e2c2−3)

36e6 ,

c2 =
3e6−2e6c2−3e4−15e4 +10e4c2 +15e2−6e2 +4e2c2 +6

4e2 ,

c2 =
3
4

e4− 9
2

e2 +
9
4
+ c2

(
−1

2
e4 +

5
2

e2 +1
)
+

3
2e2 ,

c2
(

1
2

e4− 5
2

e2
)
=

3
4

e4− 9
2

e2 +
9
4
+

3
2e2 ,

8,83c2 ∼= 10,15,

c2 ∼= 1,15,
c∼=±1,07.

Protože vı́me, že hledaná konstanta c≥ 0, existuje jenom jediné řešenı́; c se přibližně
rovná 1,07.

1.4 Charakteristiky náhodných vektorů
V předchozı́ podkapitole jsme uvedli pojem náhodného vektoru. Zde uvidı́me, jaké jsou
jeho čı́selné charakteristiky a na přı́kladu ukážeme, jak se počı́tajı́.

Definice 1.4.1. Necht’ X = (X1, ..., Xn)
′ : Ω→ Rn je náhodný vektor definovaný

na pravděpodobnostnı́m prostoru (Ω, A , P). Potom střednı́ hodnotu náhodného
vektoru X nazýváme vektor

E(X) =
(
E(X1), ..., E(Xn)

)′
.

Definice 1.4.2. Necht’X = (X1, ..., Xn)
′ : Ω→ Rn je náhodný vektor definovaný na

pravděpodobnostnı́m prostoru (Ω, A , P). Potom variančnı́ (kovariančnı́) maticı́
náhodného vektoru X nazýváme matici

D(X) = var(X) = cov(X, X) =C(X, X) =
(
C(Xi, X j)

)
i=1,...,n
j=1,...,n

.
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Definice 1.4.3. Necht’ X = (X1, ..., Xn)
′ : Ω→ Rn je náhodný vektor definovaný

na pravděpodobnostnı́m prostoru (Ω, A , P). Potom korelačnı́ maticı́ náhodného
vektoru X nazýváme matici

R(X) = cor(X) = R(X, X) =
(
R(Xi, X j)

)
i=1,...,n
j=1,...,n

.

Přı́klad 15. Ve třı́dě je 25 žáků; 11 chlapců a 14 děvčat. Učitelka má náhodně vybrat
jedno dı́tě, které bude mı́t na starosti třı́dnı́ nástěnku. Máme náhodný vektor X = (X1, X2)

′,
který je definován takto:

X1 =

{
1 vybere-li chlapce,
0 jinak,

a X2 =

{
1 vybere-li dı́vku,
0 jinak.

Spočı́tejte variančnı́ a korelačnı́ matice vektoru X = (X1, X2)
′.

Řešenı́: U přı́kladu 13 ne straně 17 jsme už uváděli pravděpodobnostnı́ tabulku, a to
uděláme také zde. Vı́me, že pravděpodobnost výběru chlapce je 11

25 , zatı́mco pravděpodob-
nost výběru dı́vky je 14

25 :

X1\X2 0 1 pX1(x1)

0 0 14
25

14
25

1 11
25 0 11

25

pX2(x2)
11
25

14
25 1

Tabulka 1.5. Pravděpodobnostnı́ tabulka.

Z toho lze snadno spočı́tat:

E(X1) =
2

∑
i=1

x1i pX1(x1i) = 1 · 11
25

+0 · 14
25

=
11
25

,

a

E(X2) =
2

∑
i=1

x2i pX2(x2i) = 0 · 11
25

+1 · 14
25

=
14
25

.

Stejně:

E(X2
1 ) =

2

∑
i=1

x2
1i

pX1(x1i) = 1 · 11
25

+0 · 14
25

=
11
25

,

a
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E(X2
2 ) =

2

∑
i=1

x2
2i

pX2(x2i) = 0 · 11
25

+1 · 14
25

=
14
25

.

Je zřejmé, že E(X1X2) = 0, nebot’ pravděpodobnost, že najednou vybere dvě děti, je
nulová. Potom lze spočı́tat:

C(X1, X2) = E(X1X2)−E(X1)E(X2) = 0− 11
25
· 14

25
=−154

625
=C(X2, X1).

Potřebujeme ještě rozptyly:

D(X1) = E(X2
1 )−E2(X1) =

11
25
− 121

625
=

154
625

,

D(X2) = E(X2
2 )−E2(X2) =

14
25
− 196

625
=

154
625

.

Nynı́ můžeme spočı́tat korelace mezi nimi:

R(X1, X2) =
C(X1, X2)√
D(X1)D(X2)

=−1 = R(X2, X1).

Konečně máme vše, abychom sestavili kovariančnı́ a korelačnı́ matice:

cov(X) =
154
625

(
1 −1
−1 1

)
, a cor(X) =

(
1 −1
−1 1

)
.

Všimněme si, že se diagonálnı́ prvky kovariančnı́ matice rovnajı́ rozptylům a korelačnı́
matice rovnajı́ jedné, nebot’R(X , X) = 1.

1.5 Cvičenı́
1. Necht’X je náhodná veličina, která udává počet rubů při 3 hodech mincı́. Spočı́tejte

střednı́ hodnotu a rozptyl náhodné veličiny.

[E(X) = 1,5; D(X) = 3]

2. Dva hráči házı́ kostkou. Prvnı́ hráč před hodem zaplatı́ nějakou sumu. Druhý hráč
po svém hodu zaplatı́ prvnı́mu tolik peněz, kolik hodil na kostce. Kolik peněz má
zaplatit prvnı́ hráč, aby hra byla férová?

[E(X) = 3,5]

3. Prodavač zmrzliny utržı́ 1200 Kč, když je pěkné počası́, a 400 Kč, když je počası́
špatné. Kolik prodavač utržı́, když je pravděpodobnost, že bude špatné počası́ 35%?
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[E(X) = 920]

4. Televizory s různými poruchami přinášejı́ do dı́lny na opravy. Necht’X je náhodná
veličina udávajı́cı́ čas opravy televizoru, s následujı́cı́ distribučnı́ funkcı́:

FX(x) =

{
1− e−x pro x≥ 0,
0 pro x < 0.

Nalezněte očekávanou hodnotu a rozptyl této náhodné veličiny.

[E(X) = 1; D(X) = 1]

5. Necht’je X náhodná veličina definovaná následujı́cı́m způsobem:

pX(x) =



1

10
pro x = 4,

6

10
pro x = 5,

3

10
pro x = 2,

0 jinak.

Spočı́tejte:

a) E(3X +4);

b) E(X3);

c) D(1−2X).

[a)E(3X +4) = 16; b)E(X3) = 83,8; c)D(1−2X) = 7,2]

6. Dokažte, že D(X) = E(X2)−E2(X).

7. Dokažte, že se střednı́ hodnota a rozptyl náhodné veličiny X

a) binomického rozdělenı́ Bi(n; θ), rovnajı́ E(X) = nθ a D(X) = nθ(1−θ);

b) exponencialnı́ho rozdělenı́ Ex(λ ), rovnajı́ E(X) =
1
λ

a D(X) =
1

λ 2 ;

c) normálnı́ho rozdělenı́ N(µ; σ2), rovnajı́ E(X) = µ a D(X) = σ2.

8. V krabičce máme 4 bı́lé a 5 černých koulı́. X je náhodná veličina, která udává
počet vytažených bı́lých koulı́ ze 3 pokusů s vracenı́m koulı́ do krabičky. Nakreslete
distribučnı́ funkci a použitı́m definice kvantilu spočı́tejte x0,15, x0,25, x0,83 a x0,99.

[x0,15 = 1; x0,25 = 1; x0,83 = 2; x0,99 = 3]
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9. Necht’X ∼ Ex(λ ). Spočı́tejte hornı́ a dolnı́ kvartil, pro λ = 2.

[x0,25 = 0,1438; x0,75 = 0,6931]

10. Necht’X , Y a Z jsou vzájemně nezávislé náhodné veličiny. Spočı́tejte

a) střednı́ hodnotu transformované náhodné veličiny U = X2 +XY +Y 2, pokud
E(X) = 4, E(Y ) =−6, D(X) = 1 D(Y ) = 4 a R(X ,Y ) = 0,3;

b) korelačnı́ koeficient R(V,W ), kde V = X +Z a W = Z−3Y , přičemž
E(X) = 4, E(Y ) = 2, E(Z) = 7, D(X) = 5, D(Y ) = 1 a D(Z) = 9.

[a)E(U) = 33,6; b)R(V,W ) =
3
√

7
14

]

11. Náhodný vektor X = (X , Y )′ má následujı́cı́ simultánnı́ hustotu:

fX ,Y (x,y) =

{
4xy pro x,y ∈ [0, 1],
0 jinak.

Spočı́tejte kovarianci a korelaci mezi náhodnými veličinami X a Y .

[C(X , Y ) = 0; R(X , Y ) = 0]

12. Necht’ X = (X1, X2)
′ je náhodný vektor, jehož hodnoty pravděpodobnostnı́ funkce

jsou dané pravděpodobnostnı́ tabulkou:

X1\X2 0 1

0 1
6

1
4

1 1
3

1
4

Tabulka 1.6. Pravděpodobnostnı́ tabulka.

Nalezněte kovarianci a korelaci mezi náhodnými veličinami X1 a X2.

[C(X1, X2) =−
1

24
; R(X1, X2) =−

√
35

35
]

13. Na stole máme balı́ček karet lı́cem dolů. Náhodně vybereme jednu kartu. Náhodné
veličiny X1, X2 a X3 jsou definovány následujı́cı́m způsobem:

X1 =

{
1 vybereme-li esa,
0 jinak,

X2 =

{
1 vybereme-li černou dámu,
0 jinak,

X3 =

{
1 vybereme-li červenou kartu,
0 jinak.
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Vypočtěte kovariančnı́ a korelačnı́ matice náhodného vektoru X = (X1, X2, X3)
′.

[cov(X) =


12

169 − 1
338 − 1

26

− 1
338

25
676 − 1

52

− 1
26 − 1

52
1
4

 ; cor(X) =


1 −

√
3

30 −
√

3
6

−
√

3
30 1 −1

5

−
√

3
6 −1

5 1

]



Kapitola 2

Limitnı́ věty

V této kapitole se seznámı́me s limitnı́mi větami, které majı́ jak teoretický, tak praktický
význam v pravděpodobnosti a statistice. Jedná se o zákon velkých čı́sel a centrálnı́ limitnı́
větu. Zákon velkých čı́sel má spı́še význam v teorii, proto se jı́m nebudeme zabývat (čtenáři
se o něm mohou dozvědět v [1]). Centrálnı́ limitnı́ věta (CLV) je velmi užitečná při řešenı́
mnoha úkolů, ale ještě před nı́ se zmı́nı́me o dvou nerovnostech, které se často použı́vajı́
v dokazovánı́ CLV a s jejichž pomocı́ si ukážeme, jak lze vyřešit některé úlohy. Jde o
Markovovu a Čebyševovu nerovnost.

2.1 Markovova a Čebyševova nerovnost
Nejprve je důležité zmı́nit, že tı́mto způsobem lze nalézt pouze odhad, nikoliv přesné
řešenı́. Právě proto nemůžeme s jistotou řı́ct, že řešenı́ je vždy spolehlivé, i když po-
mocı́ těchto dvou nerovnostı́ lze snadno vyřešit některé úlohy. Snadnost vyřešenı́, jakož i
nespolehlivost řešenı́ nejlépe uvidı́me na prvnı́ch dvou přı́kladech.

Věta 2.1.1. Necht’X je náhodná veličina definována na pravděpodobnostnı́m pro-
storu (Ω,A ,P) a necht’ existujı́ E(X) a D(X). Potom pro libovolné ε > 0 platı́
Čebyševova nerovnost

P(|X−E(X)|> ε)≤ D(X)

ε2 .

Důkaz: Viz [1, str. 77].

– 27 –
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Věta 2.1.2. Necht’X je náhodná veličina definována na pravděpodobnostnı́m pro-
storu (Ω,A ,P) a necht’existuje E(X), pričemž P(X > 0) = 1. Potom pro libovolné
ε > 0 platı́ Markovova nerovnost

P(X > ε)≤ E(X)

ε
.

Důkaz: Plyne z důkazu Čebyševovy nerovnosti (návod: mı́sto rozptylu počı́táme střednı́
hodnotu).

Nynı́ na dvou velmi podobných přı́kladech ukážeme, že řešenı́ nenı́ vždy spolehlivé:

Přı́klad 1. Průměrný počet cestujı́cı́ch vlakem z Brna do Prahy je 2000 lidı́ denně. Jaká
je pravděpodobnost, že v jednom dni bude cestovat 5000 lidı́?

Řešenı́: V zadánı́ nemáme dáno odchýlenı́ počtu lidı́ od průměrného počtu, takže vı́me
pouze střednı́ hodnotu a úlohu vyřešı́me použitı́m Markovovy nerovnosti (pro ε = 5000):

P(X > ε)≤ E(X)

ε
,

P(X > 5000)≤ 2000
5000

= 0,4.

Pravděpodobnost, že denně bude cestovat 5000 lidı́, je menšı́ než 0,4.

Nynı́ uvedeme ještě jeden téměř stejný přı́klad, pouze jej nepatrně upravı́me:

Přı́klad 2. Průměrný počet cestujı́cı́ch vlakem z Brna do Prahy je 2000 lidı́ denně,
přičemž vı́me, že rozptyl počtu je 1300 lidı́. Jaká je pravděpodobnost, že v jednom dni
bude cestovat vı́c než 5000 lidı́?

Řešenı́: Ted’máme daný rozptyl, takže kromě střednı́ hodnoty E(X) = 2000 vı́me také
D(X) = 1300. Nynı́ ulohu vyřešı́me použitı́m Čebyševovy nerovnosti (pro ε = 5000):

P(|X−E(X)|> ε)≤ D(X)

ε2 ,

P(|X−2000|> 5000)≤ 1300
50002 = 0,000052.

V prvnı́m přı́kladu jsme dostali pravděpodobnost menšı́ jak 0,4, zatı́mco v druhém
menšı́ jak 0,000052. Můžeme řı́ct, že druhé řešenı́ je mnohem reálnějšı́ než prvnı́.

Přı́klad 3. Průměrný kadeřnı́k ostřı́há denně 10 lidı́. Spočı́tejte:

a) pravděpodobnost, že ve středu ostřı́há alespoň 12 lidı́;
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b) pravděpodobnost, že v sobotu ostřı́há maximálně 18 lidı́.

Řešenı́:

a) Ptáme se, jaká je pravděpodobnost, že počet ostřı́haných lidı́ bude většı́ nebo roven
12, tzn. většı́ než 11:

P(X > ε)≤ E(X)

ε
,

P(X > 11)≤ 10
11

= 0,90.

b) Ted’se hledaná pravděpodobnost vztahuje na méně než 18 lidı́ včetně.

P(X ≤ ε)≤ E(X)

ε
,

1−P(X > ε)≤ E(X)

ε
,

P(X > ε)≥ 1− E(X)

ε
,

P(X > 18)≥ 1− 10
18

= 0,4.

Tı́mto přı́kladem jsme ukázali, jak se počı́tá pravděpodobnost v závislosti na zadané
maximálnı́ nebo minimálnı́ hodnotě.

Vzhledem k malé spolehlivosti řešenı́ zı́skaného pomocı́ těchto dvou nerovnostı́, pou-
žı́váme tento způsob tehdy, když nevı́me, jaké rozdělenı́ náhodná veličina má. V takovém
přı́padě nemáme žádný jiný způsob, než úkol „nějak“ vyřešit. Podı́vejme se, co se stane
když známe rozdělenı́ náhodné veličiny:

Přı́klad 4. Necht’X je náhodná veličina se střednı́ hodnotou E(X) = a+b
2 a rozptylem

D(X) = (b−a)2

12 . Spočı́tejte:

a) P
(
|X−E(X)|> b−a

3

)
, pro každé b > a;

b) P
(
|X−E(X)|> b−a

3

)
, pro každé b > a, přičemž X ∼ Ro(a; b).

Řešenı́:

a) Protože nevı́me, jaké má náhodná veličina X rozdělenı́, pravděpodobnost spočı́táme
pomocı́ Čebyševovy nerovnosti:

P(|X−E(X)|> ε)≤ D(X)

ε2 ,

P
(∣∣∣X− a+b

2

∣∣∣> b−a
3

)
≤ 9(b−a)2

12(b−a)2 = 0,75.
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b) Nynı́ vı́me, že náhodná veličina má rovnoměrné rozdělenı́, a proto tento přı́klad
vyřešı́me jinak:

P(|X−E(X)|> ε) = P
(∣∣∣X− a+b

2

∣∣∣> b−a
3

)
= 1−P

(∣∣∣X− a+b
2

∣∣∣≤ b−a
3

)
=

= 1−P
(
−b−a

3
≤ X− a+b

2
≤ b−a

3

)
=

= 1−P
(

5a+b
6︸ ︷︷ ︸
a′

≤ X ≤ a+5b
6︸ ︷︷ ︸
b′

)
= 1−

b′∫
a′

fX(x)dx =

= 1−

a+5b
6∫

5a+b
6

1
b−a

dx = 1−
[

x−a
b−a

] a+5b
6

5a+b
6

=

= 1−
a+5b

6 −a
b−a

+
5a+b

6 −a
b−a

= 1− 4(b−a)
6(b−a)

= 1− 2
3
= 0,3.

Vidı́me, že pravděpodobnost je zde téměř 2,5-krát menšı́ než v přı́padě řešenı́ a).

2.2 Centrálnı́ limitnı́ věta
Až dosud jsme pracovali pouze s jednotlivými náhodnými veličinami nebo vektory. Cen-
trálnı́ limitnı́ věta vyžaduje posloupnost náhodných veličin (nebo náhodných vektorů),
které majı́ stejné rozdělenı́. Ukážeme si vlastnosti těchto posloupnostı́, které nebudou zá-
viset na počátečnı́m rozdělenı́ zmı́něných náhodných veličin (nebo vektorů) a platı́ při
posloupnostech s n náhodných pokusů.

Ještě předtı́m, než přejdeme k CLV, uvedeme přı́klad, s jehož pomocı́ zavedeme pojem
centrované a standardizované náhodné veličiny:

Přı́klad 5. Necht’ X je náhodná veličina se střednı́ hodnotou E(X) = µ a rozptylem
D(X) = σ2.

a) Necht’C = X−µ , spočı́tejte E(C) a D(C);

b) Necht’U = X−µ

σ
, spočı́tejte E(U) a D(U).

Řešenı́:

a) Podı́vejme se, jak bude vypadat řešenı́:

E(C) = E(X−µ) = E(X)−E(µ) = µ−µ = 0, .

D(C) = D(X−µ) = D(X)+D(µ) = σ
2 +0 = σ

2
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b) Podobně:

E(U) = E
(

X−µ

σ

)
= E

(
X
σ

)
−E
(

µ

σ

)
=

1
σ

µ− µ

σ
= 0,

D(U) = D
(

X−µ

σ

)
= D

(
X
σ

)
+D
(

µ

σ

)
=

1
σ2 σ

2 +0 = 1.

Nynı́ můžeme definovat pojem centrované a standardizované náhodné veličiny:

Definice 2.2.1. Necht’{Xn}∞
n=1 je posloupnost nezávislých náhodných veličin de-

finovaných na pravděpodobnostnı́m prostoru (Ω, A , P), a necht’ E(Xi) = µi a
D(Xi) = σ2

i , pro i = 1, ..., n. Potom pro i = 1, ..., n řı́káme, že náhodná veličina

1. Ci = Xi−µi je centrovaná⇒ E(Ci) = 0 a D(Ci) = σ2
i ;

2. Ui =
Xi−µi

σi
je standardizovaná⇒ E(Ui) = 0 a D(Ui) = 1.

Ted’přejdeme k přı́kladu, který nám ukáže, jak vypadá standardizovaný průměr:

Přı́klad 6. Pokud je Xn průměr vzájemně nezávislých náhodných veličin se střednı́
hodnotou E(Xi) = µi a rozptylem D(Xi) = σ2

i pro i = 1, ...,n, spočı́tejte standardizovaný
průměr UXn

.

Řešenı́: Označı́me průměr Xn =
1
n

n
∑

i=1
Xi a spočı́táme jeho střednı́ hodnotu a rozptyl:

E(Xn) =
1
n

n

∑
i=1

E(Xi) =
1
n

n

∑
i=1

µi =
1
n
(µ1 + ...+µn),

D(Xn) =
1
n2

n

∑
i=1

D(Xi) =
1
n2

n

∑
i=1

σ
2
i =

1
n2 (σ

2
1 + ...+σ

2
n ).

Z definice standardizované náhodné veličiny máme:

UXn
=

Xn−E(Xn)√
D(Xn)

=

1
n

n
∑

i=1
Xi− 1

n

n
∑

i=1
µi√

1
n2

n
∑

i=1
σ2

i

=

1
n

n
∑

i=1
(Xi−µi)

1
n

√
n
∑

i=1
σ2

i

=

n
∑

i=1
(Xi−µi)√

n
∑

i=1
σ2

i

.

Pokud E(Xi) = µ a D(Xi) = σ2 pro i = 1, ..., n, potom je

UXn
=

n
∑

i=1
Xi−nµ

σ
√

n
=

Xn−µ

σ

√
n.



Kapitola 2. Limitnı́ věty 32

Nynı́ uvedeme prvnı́ verzi CLV, která řı́ká, že standardizovaný průměr UXn
nezávislých

náhodných veličin konverguje k normálnı́mu rozdělenı́.

Věta 2.2.2. LINDEBERGOVA-LÉVYHO CLV. Necht’{Xn}∞
n=1 je posloupnost nezávis-

lých náhodných veličin definovaných na pravděpodobnostnı́m prostoru (Ω, A , P) se
stejným rozdělenı́m se střednı́ hodnotou µ a rozptylem σ2. Potom náhodné veličiny

UXn
=

(Xn−µ)
√

n
σ

majı́ asymptoticky standardizované normálnı́ rozdělenı́ N(0,1). Označujeme

UXn

A∼ N(0; 1).

Důkaz: Viz [1, str. 92].

Poznámka 2.2.3. Necht’Φ(u) je distribučnı́ funkce standardizovaného normálnı́ho
rozdělenı́. Potom platı́

1. Φ(−u) = 1−Φ(u);

2. P(UXn
≤ u) = Φ(u) = 1−Φ(−u) = 1−P(UXn

≤−u) = P(UXn
>−u).

Nejlépe tuto problematiku objasnı́me na přı́kladech:

Přı́klad 7. Doba potřebná k objevenı́ a odstraněnı́ poruchy stroje má střednı́ hodnotu
E(X) = 20 minut a rozptyl D(X) = 225 minut. Jaká je pravděpodobnost, že doba potřebná
k objevenı́ a opravenı́ 50 vzájemně nezávislých poruch nepřekročı́ 15 hodin?

Řešenı́: Nejprve označı́me potřebné veličiny:

Xi ... doba potřebná k nalezenı́ a opravenı́ i-té poruchy (pro i = 1, ...,50);
Yn ... suma všech dob potřebných k nalezenı́ a opravenı́ poruch;
Z ... náhodný jev, že doba objevenı́ a opravenı́ všech poruch nepřekročı́ 15 hodin (tj.

900 minut).

Zde sice nevı́me, jaké rozdělenı́ majı́ tyto náhodné veličiny, ale vı́me, že všechny jej
majı́ stejné. Proto na základě Lindebergovy-Lévyho CLV můžeme tato rozdělenı́ aproxi-
movat normálnı́m rozdělenı́m. Střednı́ hodnota náhodné veličiny Yn je tedy

µ = E(Yn) =
50
∑

i=1
E(Xi) = 50 ·20 = 1000,

a rozptylem
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σ2 = D(Yn)
nez.
=

50
∑

i=1
D(Xi) = 50 ·225 = 11250.

Nynı́ již nenı́ problém určit hledanou pravděpodobnost:

P(Yn ∈ Z) = P(Yn ≤ 900) = P

(
Yn−1000√

11250
≤ 900−1000√

11250

)
= P(UXn

≤−0,9428) =

= Φ(−0,9428) = 1−Φ(0,9428) = 1−0,82639 = 0,17361.

Vidı́me tedy, že pravděpodobnost, že hledaná doba nepřekročı́ 15 hodin, je 17%.

Přı́klad 8. Životnost elektrické žehličky Philips má exponenciálnı́ rozdělenı́ se střednı́
hodnotou E(X) = 3 roky.

a) Odhadněte pravděpodobnost, že průměrná životnost 200 prodaných žehliček převýšı́
42 měsı́ců.

b) Jaká má být záručnı́ doba, aby pravděpodobnost překročenı́ průměrné životnosti 100
žehliček byla maximálně 5 %?

c) Kolik musı́me vzı́t žehliček, aby pravděpodobnost překročenı́ průměrné životnosti
přes 42 měsı́ců byla nejvı́ce 95 %?

Řešenı́:

a) Pravděpodobnost jsme už odhadovali. Podı́vejme se, jaká bude v tomto přı́padě:

Xi ... životnost i-té Philips žehličky (pro i = 1, ..., 200);
Z ... náhodný jev, že průměrná životnost 200 prodaných žehliček převýšı́ 42 měsı́ců (tj.

3,5 roků).

Vı́me, že střednı́ hodnota exponenciálnı́ho rozdělenı́ je E(X) =
1
λ
= 3. Z toho plyne,

že λ =
1
3

a D(X) =
1

λ 2 = 9.

Vzhledem k tomu, že se jedná o průměr náhodných veličin, střednı́ hodnota zůstane
stejná, tj.

µ = E(Xn) =
1
n

200

∑
i=1

E(Xi) = 3,

zatı́mco rozptyl bude

σ2 = D(Xn)
nez.
=

1
n2

200

∑
i=1

D(Xi) =
9

200
= 0,045.
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P(Xn ∈ Z) = P(Xn ≤ 3,5) = P

(
Xn−3√

0,045
≤ 3,5−3√

0,045

)
= P(UXn

≤ 2,357) =

= Φ(2,357) = 0,99061.

Zde je hledaná pravděpodobnost přiliš vysoká, o něco vı́ce než 99%.

b) Podı́vejme se, jak bude vypadat řešenı́ tentokrát:

Xi ... životnost i-té Philips žehličky (pro i = 1, ...,100);
Za ... odhadovaná záručnı́ doba;
Z ... náhodný jev, že pravděpodobnost překročenı́ průměrné životnosti 100 žehliček

bude 0,05.

Střednı́ hodnota bude stejná jako dřı́ve, µ = 3, ale rozptyl bude

σ2 = D(Xn)
nez.
=

1
n2

100

∑
i=1

D(Xi) =
9

100
= 0,09.

P(Xn ∈ Z) = P(Xn ≤ Za) = P
(

Xn−3√
0,09

≤ Za−3√
0,09

)
= P

(
UXn
≤ Za−3

0,3

)
≤ 0,05,

Φ

(
Za−3

0,3

)
≤ 0,05,

Za−3
0,3

≤ u0,05 =−u0,95 =−1,645,

Za ≤ 2,5065.

Vidı́me tedy, že hledaná záruka musı́ být 2 a půl roku, což je 30 měsı́ců.

c) Nynı́ odhadujeme počet žehliček, aby pravděpodobnost, že průměrná životnost pře-
kročı́ 42 měsı́ců byla nejvı́ce 95%:

n ... odhadovaný počet žehliček;
Xi ... životnost i-té Philips žehličky (pro i = 1, ..., n);
Z ... náhodný jev, že pravděpodobnost, že průměrná životnost překročı́ 42 měsı́ců, bude

95%.

Rozptyl je nynı́ σ2 =
9
n

, střednı́ hodnota zůstává stejná.

P(Xn ∈ Z) = P
(

Xn−3√
9

√
n≤ 3,5−3√

9

√
n
)
= P

(
UXn
≤ 3,5−3

3
√

n
)
≤ 0,95,

Φ

(
3,5−3

3
√

n
)
≤ 0,95,
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3,5−3
3
√

n≤ u0,95 = 1,645,

√
n≤ 9,87⇒ n≤ 97,4169.

Počet žehliček je tedy 97.

Ted’se podı́vejme na druhou verzi CLV, tzv. Moivre-Laplaceovu větu.

Věta 2.2.4. MOIVRE-LAPLACEOVA INTEGRÁLNÍ VĚTA. Necht’Yn je náhodná ve-
ličina, která udává počet úspěchů v posloupnosti {Xi}n

i=1 nezávislých alternativnı́ch
pokusů s pravděpodobnostı́ úspěchu θ . Potom náhodné veličiny

UXn
=

Yn−nθ√
nθ(1−θ)

A∼ N(0; 1).

Důkaz: Viz [1, str. 94].

Jinými slovy, náhodná veličina Yn je binomická náhodná veličina. Z toho je zřejmá jejı́
střednı́ hodnota E(Yn) = nθ a rozptyl D(Yn) = nθ(1−θ).

Poznámka: Zde použı́váme tzv. opravu na spojitost:
P(X ≤ a) = P(X < a+1)⇒ P(X ≤ a+0,5),
kde X je diskrétnı́ náhodná veličina a a ∈ N.

Uvidı́me to na následujı́cı́m přı́kladu:

Přı́klad 9. Přijı́macı́ zkoušky se zúčastnilo celkem 9000 studentů v ramci celé uni-
verzity. Jaká je pravděpodobnost, že přijı́macı́ zkoušku úspěšně složı́ maximálně 6900
studentů? Pravděpodobnost, že student zkoušku složı́, je 75%.

Řešenı́: Je to binomické rozdělenı́ s n = 9000 a θ = 0,75.

Yn ... počet úspěšně složených přijı́macı́ch zkoušek;
B ... náhodný jev, že přijı́macı́ zkoušku úspěšně složı́ maximálně 6900 studentů.

Potřebujeme spočı́tat P(Yn ∈ B), kde Yn ∼ Bi(9000; 0,75), přičemž E(Yn) = nθ = 6750
a D(Yn) = nθ(1−θ) = 1687,5:

P(Yn ∈ B) = P(Yn ≤ 6900) = P(Yn < 6901) = P(Yn ≤ 6900,5) =

= P
(

Yn−E(Yn)√
D(Yn)

≤ 6900,5−E(Yn)√
D(Yn)

)
= P

(
UXn
≤ 6900,5−6750√

1687,5

)
=

= P(UXn
≤ 3,6636) = Φ(3,66) = 0,99987.

Hledaná pravděpodobnost je tedy 99%.
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Nynı́ se zaměřı́me na dalšı́ možné přı́klady, ale ještě předtı́m uvedeme jednu větu:

Poznámka 2.2.5. Necht’uα jsou kvantily standardizovaného normálnı́ho rozdělenı́,
kde α ∈ (0; 0,5). Potom platı́

uα = 1−u1−α .

Přı́klad 10. Do obchodu přišlo 560 lidı́. 190 z nich ukončilo nakupovánı́ za 15 minut
anebo méně. 470 lidı́ zůstalo 40 minut nebo méně. Spočı́tejte střednı́ hodnotu a rozptyl
doby nákupu v obchodě.

Řešenı́: Označme

X ... délka trvánı́ nákupu;
X ∼ N(µ; σ2).

Vı́me, že P(X ≤ 15) = 0,34 a P(X ≤ 40) = 0,84. Z toho dostáváme dvě rovnice o
dvou neznámých:

P
(

X−µ

σ
≤ 15−µ

σ

)
= 0,34,

P
(

UXn
≤ 15−µ

σ

)
= 0,34,

Φ

(
15−µ

σ

)
= 0,34,

15−µ

σ
= u0,34 =−u0,66,

15−µ

σ
=−0,412,

a

P
(

X−µ

σ
≤ 40−µ

σ

)
= 0,84,

P
(

UXn
≤ 40−µ

σ

)
= 0,84,

Φ

(
40−µ

σ

)
= 0,84,

40−µ

σ
= u0,84,

40−µ

σ
= 0,994.

Z toho snadno dostaneme, že µ = 22,325 a σ2 = 316,128.

Přı́klad 11. Chceme slavit narozeniny v restauraci, ve které můžeme zarezervovat
pouze 20 mı́st, a chtěli bychom pozvat 17 kamarádů a 12 kamarádek. Avšak ve stejný večer
se hraje důležitý zápas, takže pravděpodobnost, že přijde kamarád, je 40%. Kamarádka
přijde s jistotou na 90%. Samozřejmě nechceme, aby se stalo, že přijde vı́ce lidı́, než máme
zarezervovaných mı́st. Můžeme zarezervovat pouze 20 mı́st s rizikem 1%, že přijde vı́ce
než 20 lidı́?

Řešenı́: Na základě uvedených pravděpodobnostı́ chceme spočı́tat, kolik lidı́ přijde s
jistotou 99%. Pravděpodobnost, že někdo přijde, at’už kamarád, nebo kamarádka je



Kapitola 2. Limitnı́ věty 37

θ =
17 ·0,4+12 ·0,9

29
= 0,6068.

Tudı́ž máme binomické rozdělenı́ s neznámým parametrem n a θ = 0,6068. Označme:

X ... celkový počet lidı́, kteřı́ přijdou;
Z ... pravděpodobnost, že přijde méně než 20 lidı́.

Střednı́ hodnota a rozptyl jsou tedy:

E(X) = nθ = 0,6068n,
D(X) = n(1−θ)θ = 0,2385n.

P(X ∈ Z) = P(X < 20) = P(X ≤ 19) = P(X ≤ 19,5) =

= P
(

X−E(X)√
D(X)

≤ 20−E(X)√
D(X)

)
= P

(
UXn
≤ 20−0,6068n√

0,2385n

)
= 0,99,

20−0,6068n√
0,2385n

= u0,99 = 2,326,

20−0,6068n = 1,1359
√

n.

Uvedeme substituci
√

n = t a dostáváme kvadratickou rovnici:

0,6068t2 +1,1359t−20 = 0.

Protože t musı́ být kladné, vyřešenı́m této rovnice, dostáváme pouze jedno řešenı́:
t = 4,8808, takže n = 23,8222⇒ n = 23.
Nemůžeme tedy počı́tat s tı́m, že přijde pouze 20 lidı́, takže zarezervujeme nějakou jinou
restauraci.

2.3 Cvičenı́
1. Necht’X je náhodná veličina, která udává počet návštěvnı́ků Brněnské muzejnı́ noci

v roce 2015.

a) Odhadněte pravděpodobnost, že v roce 2015 bude méně než 7000 návštěvnı́ků,
pokud je střednı́ hodnota E(X) = 5500;

b) Odhadněte pravděpodobnost, že muzejnı́ noc navštı́vı́ mezi 3000 a 4000 ná-
vštěvnı́ky, pokud je střednı́ hodnota E(X) = 3500 a rozptyl D(X) = 500.

[a)0,214; b)0,998]
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2. Balı́čky važı́cı́ 1kg třešnı́ majı́ střednı́ hodnotu 120 třešnı́ a rozptyl 900 třešnı́. Jaká je
pravděpodobnost, že celkový počet třešnı́ ve 20 nakoupených balı́čcı́ch nepřekročı́
2500 třešnı́?

[0,77035]

3. Náhodně jsme vybrali 1000 aut a podı́vali jsme se na ujetou vzdálenost v uplynulém
roce. 80 z nich ujelo vı́ce než 35000 km, zatı́mco 700 z nich ujelo vı́ce než 10000 km.
Spočı́tejte střednı́ hodnotu a rozptyl ujetých kilometrů.

[µ = 16791,08; σ2 = 12960,082]

4. Podle statistiky chodı́ 65% studentů do menzy každodenně.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že maximálně 1150 studentů chodı́ do menzy, pokud
jsme náhodně vybrali 1700 studentů?

(b) Kolik studentů musı́me vybrat, aby pravděpodobnost, že alespoň 1000 chodı́
do menzy byla 99%?

[a)0,98956; b)1473]

5. Pravděpodobnost úspěchu prvnı́ho servisu u průměrného hráče tenisu je 48%. Kolik
prvnı́ch servisů musı́ hráč odpálit, aby pravděpodobnost 70 úspěšných servisů byla
90%?

[129]



Kapitola 3

Normálnı́ a odvozená rozdělenı́

Tato kapitola nám sloužı́ pouze k tomu, abychom se seznámili s rozdělenı́mi odvozenými
z normálnı́ho rozdělenı́. V tabulce 1.3. jsme uvedli střednı́ hodnoty a rozptyly těchto roz-
dělenı́, nynı́ je definujeme a ukážeme vlastnosti. Jde o standardizované normálnı́ rozdělenı́,
χ2 rozdělenı́, Studentovo t rozdělenı́ a Fisherovo-Snedecorovo F rozdělenı́. Tato rozdělenı́
budeme potřebovat předevšı́m v dalšı́ch kapitolách.

Na začátku si ještě připomeňme, jaký tvar má hustota normálnı́ho rozdělenı́ a jaké
rozdělenı́ má transformovaná náhodná veličina:

Definice 3.1. Necht’X je náhodná veličina, která má normálnı́ rozdělenı́ s parametry
µ ∈ R a σ2 > 0. Potom jejı́ hustota má tvar

fX(x) =
1√

2πσ
exp

(
−1

2

(
x−µ

σ

)2
)
, pro ∀x ∈ R.

Zapisujeme X ∼ N(µ; σ2).

Věta 3.2. Necht’X je náhodná veličina, která má normálnı́ rozdělenı́ X ∼ N(µ; σ2), a
necht’a, b∈R, b 6= 0 jsou konstanty. Potom lineárnı́ transformace náhodné veličiny
Y = a+bX má normálnı́ rozdělenı́, a to

Y = a+bX ∼ N(a+bµ; b2
σ

2).

Speciálně náhodná veličina

U =
X−µ

σ
∼ N(0; 1)

má standardizované normálnı́ rozdělenı́.

Důkaz: Viz [1, str. 61].

O standardizovaném normálnı́m rozdělenı́ jsme se již zmı́nili dřı́ve, podı́vejme se tedy
na ta dalšı́:

– 39 –
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Definice 3.3. Řekneme, že náhodná veličina X má χ2 rozdělenı́ s ν > 0 stupni
volnosti, pokud jejı́ hustota má tvar

fX(x) =


1

2
ν

2 Γ(ν

2 )
x

ν

2−1e−
1
2 x pro x≥ 0,

0 jinak.

Zapisujeme X ∼ χ2(ν).

Věta 3.4. Necht’ U1, ...,Un jsou nezávislé náhodné veličiny se standardizovaným
normálnı́m rozdělenı́m, tj.

Ui ∼ N(0; 1), pro i = 1, ...,n.

Pak náhodná veličina

K =
n

∑
i=1

U2
i ∼ χ

2(n)

má χ2 rozdělenı́ o n stupnı́ch volnosti.

Důkaz: Viz [1, str. 64].

Než přejdeme k přı́kladům, uvedeme ještě ostatnı́ odvozená rozdělenı́:

Definice 3.5. Řekneme, že náhodná veličina X má Studentovo t rozdělenı́ s ν > 0
stupni volnosti, pokud jejı́ hustota má tvar

fX(x) =
Γ
(

ν+1
2

)
Γ
(1

2

)
Γ
(

ν

2

)ν
− 1

2

(
x2

ν
+1
)− ν+1

2

, pro x ∈ R.

Zapisujeme X ∼ t(ν).

Věta 3.6. Necht’ náhodné veličiny U ∼ N(0; 1) a K ∼ χ2(ν) jsou nezávislé. Pak
náhodná veličina

T =
U√

K
ν

∼ t(ν)

má Studentovo t rozdělenı́ o ν stupnı́ch volnosti.

Důkaz: Viz [1, str. 66].
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Definice 3.7. Řekneme, že náhodná veličina X má Fisherovo-Snedecorovo F roz-
dělenı́ s ν1 > 0 a ν2 > 0 stupnı́ch volnosti, pokud jejı́ hustota má tvar

fX(x) =


Γ
(

ν1+ν2
2

)
Γ
(

ν1
2

)
Γ
(

ν2
2

)(ν1

ν2

) ν1
2

y
ν1
2 −1
(

ν1

ν2
y+1

)− ν1+ν2
2

pro y≥ 0,

0 jinak.

.

Zapisujeme X ∼ F(ν1; ν2).

Věta 3.8. Necht’náhodné veličiny K1 ∼ χ2(ν1) a K2 ∼ χ2(ν2) jsou nezávislé. Pak
náhodná veličina

F =
K1ν2

K2ν1
∼ F(ν1; ν2)

má Fisherovo-Snedecorovo F rozdělenı́ o ν1 a ν2 stupnı́ch volnosti.

Důkaz: Viz [1, str. 67].

V následujı́cı́m přı́kladu probereme všechna zmı́něná rozdělenı́.

Přı́klad 1. Necht’Xi jsou nezávislé náhodné veličiny z normálnı́ho rozdělenı́ se střednı́
hodnotou E(Xi) = 0 a rozptylem D(Xi) = 1 pro i = 1, ...,5. Určete, jaké rozdělenı́ pravdě-
podobnosti majı́ následujı́cı́ transformované náhodné veličiny:

a) Y1 = 2X1 +X2−X3 +4;

b) Y2 =

√
8X1 +2X4−3√

3
;

c) Y3 =
5

∑
i=1

X2
i ;

d) Y4 = X2
2 +

X2
1 −2X1X3 +X2

3
2

;

e) Y5 =
2X1 +X2√

7
∑

i=3
X2

i

;

f) Y6 =
3X2

1
X2

2 +X2
3 +X2

4
.

Řešenı́: Postupně počı́táme:

a) Zde se očividně jedná o normálnı́ rozdělenı́. Spočı́tejme pouze střednı́ hodnotu a
rozptyl:
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E(Y1) = E(2X1 +X2−X3 +4) = 2E(X1)+E(X2)−E(X3)+E(4) = 4,

D(Y1) = D(2X1 +X2−X3 +4) = 4D(X1)+D(X2)+D(X3)+D(4) = 6.

Z toho plyne Y1 ∼ N(4; 6).

b) Nynı́ spočı́táme střednı́ hodnotu a rozptyl:

E(Y2) = E

(√
8X1 +2X4−3√

3

)
=

1√
3

(√
8E(X1)+2E(X4)−E(3)

)
=−
√

3,

D(Y2) = D

(√
8X1 +2X4−3√

3

)
=

1
3
(
8D(X1)+4D(X4)+D(3)

)
= 4.

Zde máme opět Y2 ∼ N(−
√

3; 4).

c) Tento přı́pad je jednoduchý, nebot’řešenı́ plyne přı́mo z definice:

Y3 = X2
1 +X2

2 +X2
3 +X2

4 +X2
5 ∼ χ2(5).

d) Zde už musı́me výraz mı́rně upravit:

Y4 = X2
2 +

X2
1 −2X1X3 +X2

3
2

= X2
2 +

(
X1−X3√

2

)2

.

Spočı́tejme nynı́ střednı́ hodnotu a rozptyl výrazu v závorce:

E

(
X1−X3√

2

)
=

1√
2

(
E(X1)−E(X3)

)
= 0,

D

(
X1−X3√

2

)
=

1
2
(
D(X1)+D(X3)

)
= 1,

X1−X3√
2
∼ N(0; 1).

Z toho plyne Y4 ∼ χ2(2).
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e) Y5 =
2X1 +X2√

7
∑

i=3
X2

i

.

Určeme nejprve rozdělenı́ čitatele:

E(2X1 +X2) = 2E(X1)+E(X2) = 0,

D(2X1 +X2) = 4D(X1)+D(X2) = 5.

Tedy 2X1 +X2 ∼ N(0; 5).

Vydělı́me-li celý zlomek s
√

5, potom:

2X1 +X2√
5
∼ N(0; 1) a

7

∑
i=3

X2
i ∼ χ

2(5), tedy celkem Y5 ∼ t(5).

f) Zde je očividné, že

X2
1 ∼ χ2(1),

X2
2 +X2

3 +X2
4 ∼ χ2(3),

což celkem dává Y6 ∼ F(1; 3).

3.1 Cvičenı́
1. Necht’Xi∼N(0; 1) jsou nezávislé náhodné veličiny pro i= 1, ...,15. Určete rozdělenı́

pravděpodobnosti následujı́cı́ch náhodných veličin:

a) Y1 = X1 +2X2 +3X3;

b) Y2 = 3X2−X1 +4−2X3;

c) Y3 =
4X1 +3X3−

√
11X5 +12√

6
;

d) Y4 = X2
2 +X2

4 +X2
6 ;

e) Y5 = X2
1 +

1
2

5

∑
i=2

X2
i +X2X3−X4X5;
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f) Y6 =

2
3
∑

i=1
Xi√

15
∑
j=4

X2
j

;

g) Y7 =
X2

1
X2

2
;

h) Y8 =
X2

2 +X2
3 +X2

4

X2
1 +

1
2

8

∑
i=5

X2
i +X5X6−X7X8

.

[a)Y1 ∼ N(0; 14); b)Y2 ∼ N(4; 14); c)Y3 ∼ N(2
√

6; 6); d)Y4 ∼ χ2(3);
e)Y5 ∼ χ2(3); f)Y6 ∼ t(12); g)Y7 ∼ F(1; 1); h)Y8 ∼ F(3; 3)]



Kapitola 4

Teorie odhadu

V této kapitole se začneme zabývat statistickými metodami k řešenı́ úloh. Na rozdı́l od
teorie pravděpodobnosti, kde se předpokládá, že jsou pravděpodobnostnı́ prostor (Ω, A , P)
a rozdělenı́ pravděpodobnosti náhodných veličin známé, v matematické statistice máme
n nezávislých pozorovánı́ hodnot sledované náhodné veličiny X a jejich výsledky, tj.
máme x1 = X(ω1), ..., xn = X(ωn), kde ω1, ..., ωn ∈ Ω. Na základě těchto pozorovánı́
jsme potom schopni udělat výpověd’ o rozdělenı́ zkoumané náhodné veličiny. Předtı́m,
než se dostaneme k řešenı́ úkolů, uvedeme základnı́ použı́vané pojmy: náhodný výběr,
statistiku a výběrové charakteristiky.

Definice 4.1. Náhodný vektor Xn = (X1, ..., Xn)
′ nazýváme náhodným výběrem z

rozdělenı́ pravděpodobnosti P, pokud

1. X1, ..., Xn jsou nezávislé náhodné veličiny;

2. X1, ..., Xn majı́ stejné rozdělenı́ pravděpodobnosti P.

Libovolný bod xn = (x1, ..., xn)
′, kde xi je realizace náhodné veličiny Xi, pro i =

1, ..., n, budeme nazývat realizacı́ náhodného výběru Xn = (X1, ..., Xn)
′. Čı́slo n

nazýváme jako rozsah náhodného výběru.

Definice 4.2. Libovolnou náhodnou veličinu Tn, která je funkcı́ náhodného výběru
Xn = (X1, ..., Xn)

′, budeme nazývat statistikou, tj. Tn = T (X1, ..., Xn)
′.

– 45 –
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Definice 4.3. VÝBĚROVÉ CHARAKTERISTIKY. Necht’ Xn = (X1, ..., Xn)
′ je ná-

hodný výběr rozsahu n z rozdělenı́ s distribučnı́ funkcı́ F(x; θ), kde θ ∈Θ, a Θ⊂Rn

je parametrický prostor. Potom statistika

1. Xn=
1
n

n

∑
i=1

Xi se nazývá výběrový průměr;

2. S2 =
1

n−1

n

∑
i=1

(Xi−Xn)
2 se nazývá výběrový rozptyl;

3. S =
√

S2 se nazývá výběrová směrodatná odchylka;

4. Fn(x) =
1
n

n

∑
i=1

I(−∞,x](Xi) se nazývá výběrová (empirická) distribučnı́ funkce.

Přı́kladem empirické distribučnı́ funkce se nebudeme zabývat (viz [2, str. 2]).

Nynı́, když jsme se seznámili se základnı́mi pojmy, můžeme uvést také definice odhadů
parametrů a ukázat, jak se počı́tajı́.

4.1 Nestrannost a konzistence odhadů
V této podkapitole se budeme zabývat bodovými odhady, což v praxi znamená najı́t nějakou
statistiku Tn tak, aby nejlépe aproximovala parametr θ . Ještě než se zaměřı́me na nestranné
a konzistentnı́ odhady, ukážeme si přı́klad odhadu kvantilu:

Přı́klad 1. Následujı́cı́ tabulka udává mzdy zaměstnanců, počet zaměstnanců, jakož i
kumulativnı́ četnost (vyjádřenou v procentech) zaměstnanců v podniku. Rozložte mzdový
interval na 4 stejné intervaly podle počtu pracovnı́ků, kteřı́ patřı́ do přı́slušného intervalu.
Odhadněte také procento pracovnı́ků, kteřı́ jsou „bohatı́“, jestliže je bohatstvı́ určeno
měsı́čnou mzdou 25000 Kč.

Mzdy (v Kč) Počet zaměstnanců Kumulativnı́ četnost v %
méně než 10001 45 4,5
10001−12000 55 10
12001−15000 110 21
15001−18000 120 33
18001−21000 150 48
21001−24000 200 68
24001−30000 180 86
30001−50000 140 100

Celkem 1000 –

Tabulka 4.1. Zaměstnanci.
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Řešenı́: Rozdělit nějakou uspořádanou řadu na 4 „stejně dlouhé“ znamená nalézt
medián, dolnı́ a hornı́ kvartil. Rozdělı́me tedy všechny pracovnı́ky do 4 skupin tak, že
do prvnı́ skupiny bude patřit čtvrtina zaměstnanců s nejmenšı́mi mzdami atd. Z tabulky
vidı́me, že 25% patřı́ do čtvrté skupiny pracovnı́ků s mzdovým intervalem 15001−18000.
To znamená, že nejvyššı́ plat, který 25% pracovnı́ků dostává, se nacházı́ v tomto intervalu.

Pro přibližný výpočet kvartilů použijeme lineárnı́ interpolaci, kde x0,25 bude rozdělovat
interval, ve kterém se nacházı́ ve stejném poměru, jako hledaná mzda rozděluje přı́slušný
interval.

x̂0,25−15000
18000−15000

=
25−21
33−21

.

Z toho lze lehce spočı́tat x̂0,25 : 12(x̂0,25−15000) = 12000,
x̂0,25−15000 = 1000,
x̂0,25 = 16000.

Podobně zjistı́me, že:

x̂0,50−21000
24000−21000

=
50−48
78−48

,

30(x̂0,50−21000) = 6000,
x̂0,50−21000 = 200,
x̂0,50 = 21200,

a

x̂0,75−24000
30000−24000

=
75−68
86−68

,

18(x̂0,75−24000) = 42000,

x̂0,75−24000 = 2333,3,

x̂0,75 = 26333,3.

Odhadli jsme tedy, že 25% zaměstnanců má plat menšı́ jak 16000, polovina dostává
méně než 21200 a tři čtvrtiny méně než 26333,3.

Nynı́ ještě odhadneme, jaké procento zaměstnaných dostává vı́ce než 25000. Ted’známe
mzdu, hledáme kvantil:

25000−24000
30000−24000

=
x̂−68

86−68
,

6000(x̂−68) = 18000,
x̂−68 = 3,
x̂ = 71.

Konečně máme procento pracovnı́ků, kteřı́ „nejsou bohatı́ “, tzn. že „bohatých“ pra-
covnı́ků je 29%, což je 290 ze 1000.

Můžeme ještě spočı́tat, že průměrná mzda je 22180 Kč. Vidı́me tedy, jak tyto dvě
hodnoty můžou být odlišné.

Nynı́ uvedeme definice nestrannosti a konzistence odhadu parametrů (ostatnı́ naleznete
v [2]):
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Definice 4.1.1. Necht’ Xn = (X1, ..., Xn)
′ je náhodný výběr rozsahu n z rozdělenı́

pravděpodobnosti Pθ , kde θ je vektor neznámých parametrů. Necht’γ(θ) je daná
parametrická funkce. Potom je statistika Tn = T (X1, ..., Xn)

′

1. nestranným (nevychýleným) odhadem parametrické funkce γ(θ), pokud pro
∀θ ∈ Θ platı́ Eθ (Tn) = γ(θ);

2. asymptoticky nestranným odhadem parametrické funkce γ(θ), pokud pro
∀θ ∈ Θ platı́ lim

n→∞
Eθ (Tn) = γ(θ);

3. (slabě) konzistentnı́m odhadem parametrické funkce γ(θ), pokud pro ∀ε > 0

platı́ lim
n→∞

Pθ (|Tn− γ(θ)|> ε) = 0, tj. Tn
Pθ−→ γ(θ).

Na základě následujı́cı́ch dvou přı́kladů můžeme odvodit závěr o nestranných odhadech
střednı́ch hodnot a rozptylů:

Přı́klad 2. Necht’ Xn = (X1, ..., Xn)
′ je náhodný výběr z rozdělenı́ pravděpodobnosti

Pθ se střednı́ hodnotou µ . Určete zda je výběrový průměr Xn nestranným odhadem střednı́
hodnoty µ .

Řešenı́: Zde máme statistiku Tn = Xn =
1
n

n
∑

i=1
Xi, a počı́táme jejı́ střednı́ hodnotu Eθ Tn:

Eθ Tn = Eθ

(
1
n

n

∑
i=1

Xi

)
=

1
n

Eθ

( n

∑
i=1

Xi

)
=

1
n

nµ = µ.

Výběrový průměr je tedy nestranným odhadem střednı́ hodnoty.

Přı́klad 3. Necht’Xn = (X1, ...,Xn)
′ je náhodný výběr z rozdělenı́ pravděpodobnosti Pθ

se střednı́ hodnotou µ a rozptylem σ2. Dokažte, že výběrový rozptyl S2 je nestranným
odhadem rozptylu σ2.

Řešenı́: Nynı́ máme statistiku Tn = S2 = 1
n−1

n
∑

i=1
(Xi− Xn)

2, a znovu počı́táme jejı́

střednı́ hodnotu Eθ (Tn):
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Eθ (Tn) = Eθ

(
1

n−1

n

∑
i=1

(Xi−Xn)
2
)
=

1
n−1

Eθ

( n

∑
i=1

(
(Xi−µ)+(µ−Xn)

)2
)
=

=
1

n−1
Eθ

( n

∑
i=1

(Xi−µ)2 +2(Xi−µ)(µ−Xn)+(µ−Xn)
2
)
=

=
1

n−1

n

∑
i=1

(
Eθ (Xi−µ)2︸ ︷︷ ︸

D(Xi)=σ2

+2Eθ (Xi−µ)(µ−Xn)+Eθ (Xn−µ)2︸ ︷︷ ︸
D(Xn)=

σ2
n

)
=

=
1

n−1

n

∑
i=1

(
σ

2 +2Eθ (Xiµ−XiXn−µ
2 +µXn)+

σ2

n

)
=

=
1

n−1

n

∑
i=1

(
σ

2 +2Eθ (Xiµ)−2Eθ (XiXn)−2Eθ (µ
2)+2Eθ (µXn)+

σ2

n

)
=

=
1

n−1

n

∑
i=1

(
σ

2 +2µ
2−2Eθ

(
Xi

(
1
n

n

∑
j=1

X j

))
−2µ

2 +2µ
2 +

σ2

n

)
=

=
1

n−1

n

∑
i=1

(
(n+1)σ2

n
+2µ

2−2Eθ

(
Xi

(
1
n

n

∑
j=1
j 6=i

X j +
1
n

Xi

)))
=

=
1

n−1

n

∑
i=1

(
(n+1)σ2

n
+2µ

2−2Eθ

(
1
n

Xi

n

∑
j=1
j 6=i

X j +
1
n

X2
i

))
=

=
1

n−1

n

∑
i=1

(
(n+1)σ2

n
+2µ

2−2
1
n

Eθ (Xi) ·Eθ

n

∑
j=1
j 6=i

X j−2
σ2 +µ2

n

)
=

=
1

n−1

n

∑
i=1

(
(n+1)σ2

n
+2µ

2−2
1
n

µ(n−1)µ−2
σ2 +µ2

n

)
=

=
1

n−1
(
(n+1)σ2 +2nµ

2−2(n−1)µ2−2σ
2−2µ

2)=
=

1
n−1

(
nσ

2 +σ
2 +2nµ

2−2nµ
2 +2µ

2−2σ
2−2µ

2)=
=

(n−1)σ2

n−1
= σ

2.

Vidı́me tedy, že výběrový průměr je nestranným odhadem střednı́ hodnoty, stejně tak
výběrový rozptyl je nestranným odhadem rozptylu.

Přı́klad 4. Necht’ Xn = (X1, ..., Xn)
′ je náhodný výběr z rozdělenı́ pravděpodobnosti

Ge(θ). Určete konstantu k tak, aby statistika Tn = k
n
∑

i=2
(Xi−Xi−1)

2 byla nestranným od-

hadem střednı́ hodnoty 1−θ

θ
. Potom určete, zda je statistika Tn asymptoticky nestranným

odhadem rozptylu 1−θ

θ 2 pro k = 1
n .

Řešenı́: Aby statistika Tn byla nestranným odhadem parametru θ , musı́ platit
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Eθ (Tn) = θ . Na základě toho můžeme spočı́tat konstantu k:

Eθ (Tn) = Eθ

(
k

n

∑
i=2

(Xi−Xi−1)
2
)
= kEθ

( n

∑
i=2

((
Xi−E(Xi)

)
−
(
Xi−1−E(Xi)

))2
)
=

= k
n

∑
i=2

Eθ

((
Xi−E(Xi)

)2−2
(
Xi−E(Xi)

)(
Xi−1−E(Xi)

)
+

+
(
Xi−1−E(Xi)

)2
)
= k
( n

∑
i=2

1−θ

θ 2 −2 ·0+
n

∑
i=2

1−θ

θ 2

)
=

= 2k(n−1)
1−θ

θ 2 =
1−θ

θ
⇒ k =

θ

2(n−1)
.

Dostali jsme výsledný tvar statistiky Tn =
θ

2(n−1)

n
∑

i=2
(Xi−Xi−1)

2.

Pro k = 1
n je střednı́ hodnota Eθ (Tn) následujı́cı́:

Eθ (Tn) = Eθ

(
1
n

n

∑
i=2

(Xi−Xi−1)
2
)
=

1
n

Eθ

( n

∑
i=2

(Xi−Xi−1)
2
)
=

2(n−1)(1−θ)

nθ 2 .

Potom je limita:

lim
n→∞

Eθ (Tn) = lim
n→∞

2(n−1)(1−θ)

nθ 2 =
−2(1−θ)

θ 2 .

Statistika T zde nenı́ asymptotickým nestranným odhadem rozptylu 1−θ

θ 2 .

Nynı́ uvedeme větu o konzistentnı́m odhadu, která nám velmi pomůže ve výpočtu:

Věta 4.1.2. Necht’ statistika Tn = T (X1, ..., Xn)
′ je nestranný nebo asymptoticky

nestranný odhad parametrické funkce γ(θ) a platı́

lim
n→∞

Dθ (Tn) = 0.

Pak je statistika Tn = T (X1, ..., Xn)
′ konzistentnı́m odhadem parametrické funkce

γ(θ).

Důkaz: Viz [2, str. 7].

Přı́klad 5. Určete, zda je statistika Tn =
1
n

n
∑

i=1
Xi konzistentnı́m odhadem parametru 1

λ

v náhodném výběru Xn = (X1, ..., Xn)
′ z exponencialnı́ho rozdělenı́ Ex(λ ).

Řešenı́: Nejprve ověřme nestrannost či asymptotickou nestrannost odhadu:
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Eθ (Tn) = Eθ

(
1
n

n

∑
i=1

Xi

)
=

1
n

n

∑
i=1

Eθ (Xi) =
1
n

n

∑
i=1

1
λ
=

1
λ
.

Vidı́me tedy, že statistika T je nestranným odhadem parametru 1
λ

. Podle předchozı́ věty
určeme, zda je konzistentnı́m odhadem. Spočı́tejme nejprve rozptyl:

Dθ (Tn) = Dθ

(
1
n

n

∑
i=1

Xi

)
=

1
n2

n

∑
i=1

Dθ (Xi) =
1
n2

n

∑
i=1

1
λ 2 =

1
λ 2n

.

Určeme ještě limitu:

lim
n→∞

Dθ (Tn) = lim
n→∞

1
λ 2n

= 0.

Můžeme řı́ct, že statistika Tn je konzistentnı́m odhadem parametru 1
λ

.

Nynı́ uvedeme ještě jednu definici, která řı́ká, jak máme vybrat ten „nejlepšı́“ odhad,
když máme vı́ce možnostı́ odhadů:

Definice 4.1.3. Necht’ Tn je nestranný odhad parametrické funkce γ(θ) a pro
všechna θ ∈ Θ platı́

Dθ (Tn)≤ Dθ (T ∗n ),

kde T ∗n je libovolný nestranný odhad parametru γ(θ). Potom odhad Tn nazveme
nejlepšı́m nestranným odhadem parametrické funkce γ(θ).

Podı́vejme se na přı́klad:

Přı́klad 6. Máme náhodný výběr X5 = (X1, ..., X5)
′ se střednı́ hodnotou µ a rozptylem

σ2 a následujı́cı́ statistiky:

T1 = X4,

T2 =
2X1−X2

2
,

T3 =
X1 +X2 +X5

5
,

T4 =
X1 +2X2 +X5

4
,

T5 = 2X1−X2,

T6 =
X2 +X5

2
.
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Najděte nejlepšı́ lineárnı́ nestranný odhad střednı́ hodnoty µ .

Řešenı́: Aby statistiky Ti, pro i = 1, ..., 5 byly nestranným odhadem střednı́ hodnoty
µ , musı́ platit Eθ (Ti) = µ:

Eθ (T1) = Eθ (X4) = µ ,

Eθ (T2) = Eθ

(
2X1−X2

2

)
=

µ

2
,

Eθ (T3) = Eθ

(
X1 +X2 +X5

5

)
=

3µ

5
,

Eθ (T4) = Eθ

(
X1 +2X2 +X5

4

)
= µ ,

Eθ (T5) = Eθ (2X1−X2) = µ ,

Eθ (T6) = Eθ

(
X2 +X5

2

)
= µ .

Statistiky T1, T4, T5 a T6 jsou nestranným odhadem střednı́ hodnoty µ . Ověřme ještě
podmı́nku z předchozı́ definice, tedy která z nich má nejmenšı́ rozptyl:

Dθ (T1) = Dθ (X4) = σ2,

Dθ (T4) = Dθ

(
X1 +2X2 +X5

4

)
=

6σ2

16
=

3σ2

8
,

Dθ (T5) = Dθ (2X1−X2) = 5σ2,

Dθ (T6) = Dθ

(
X2 +X5

2

)
=

2σ2

4
=

σ2

2
.

Nejmenšı́ rozptyl je Dθ (T4)=
3σ2

8 , takže statistika T4 je nejlepšı́m nestranným lineárnı́m
odhadem strednı́ hodnoty µ .

4.2 Konstrukce bodových odhadů
Zmı́nili jsme se již o tom, co je to bodový odhad a jaké vlastnosti pozorujeme. V této
podkapitole ukážeme dvě metody, jak lze takový odhad zkonstruovat. Jde o momentovou
metodu a metodu maximálnı́ věrohodnosti.
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4.2.1 Momentová metoda
Tato metoda je velice jednoduchá, i když výsledky nejsou přı́liš „kvalitnı́“. Spočı́vá v

porovnánı́ výběrových obecných momentů, definovaných vztahem M′k = 1
n

n
∑

i=1
Xk

i pro

k = 1,2, ..., a obecných momentů µ ′k(θ) pro k = 1,2, ..., za předpokladu, že pro náhodný
výběr obecné momenty existujı́.

Přı́klad 7. Necht’Xn je náhodný výběr z exponenciálnı́ho rozdělenı́ Ex(λ ). Momento-
vou metodou odhadněte parametr λ .

Řešenı́: Protože odhadujeme jeden parametr, stačı́ nám porovnánı́ pouze prvnı́ch mo-
mentů:

µ ′1 = E(Xi)
1 =

1
λ

, pro i = 1, ..., n,

M′1 =
1
n

n

∑
i=1

X1
i = X .

Když tyto dvě hodnoty porovnáme, dostáváme odhad λ̂ = 1
X .

Přı́klad 8. Necht’Xn je náhodný výběr z rovnoměrného rozdělenı́ Ro(a; b). Momento-
vou metodou odhadněte parametry a a b.

Řešenı́: Na rozdı́l od předchozı́ho přı́kladu, kde jsme odhadovali pouze jeden parametr,
zde odhadujeme dva, takže budeme potřebovat alespoň dvě rovnice:

µ ′1 = E(Xi)
1 =

a+b
2

, pro i = 1, ..., n,

M′1 =
1
n

n

∑
i=1

X1
i ,

µ ′2 = E(Xi)
2 =

∞∫
−∞

x2 fX(x)dx =
b∫

a

x2

b−a
dx =

b3−a3

3(b−a)
=

a2 +ab+b2

3
, pro i= 1, ..., n,

M′2 =
1
n

n

∑
i=1

X2
i ,

a+b
2

=
1
n

n

∑
i=1

Xi,

a2 +ab+b2

3
=

1
n

n

∑
i=1

X2
i .

Upravme obě rovnice následujı́cı́m způsobem:
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(
a+b

2

)2

=

(
1
n

n

∑
i=1

Xi

)2

,

a2 +2ab+b2 =
4
n2

( n

∑
i=1

Xi

)2

,

a a2 +ab+b2 =
3
n

n

∑
i=1

X2
i .

Odečteme druhou rovnici od prvnı́ a dostaneme:

ab =
4
n2

( n

∑
i=1

Xi

)2

−3
n

n

∑
i−1

X2
i .

Z toho vyjádřı́me a, dosadı́me do prvnı́ původnı́ rovnice a úpravou dostaneme:

b2−b
2
n

n

∑
i=1

Xi +
4
n2

( n

∑
i=1

Xi

)2

−3
n

n

∑
i−1

X2
i = 0.

Vyřešenı́m této kvadratické rovnice dostáváme:

b̂1,2 =
1
n

n

∑
i=1

Xi±

√
3
n

n

∑
i=1

X2
i −

3
n2

( n

∑
i=1

Xi

)2

.

Dosazenı́m do původnı́ rovnice zı́skáme:

â1,2 =
1
n

n

∑
i=1

Xi∓

√
3
n

n

∑
i=1

X2
i −

3
n2

( n

∑
i=1

Xi

)2

.

4.2.2 Metoda maximálnı́ věrohodnosti
Na rozdı́l od předchozı́ metody je tato metoda často využı́vána právě proto, že posky-
tuje „kvalitnı́ “ výsledky. Zde budeme pracovat s tzv. věrohodnostnı́ funkcı́ náhodného
výběru, definovanou jako L(θ ; x1, ..., xn) =

n
∏
i=1

fXi(xi; θ). Hledáme tedy maximálně věro-

hodný odhad:

Definice 4.2.2.1. Odhad θ̂MLE nazveme maximálně věrohodným, jestliže pro∀θ ∈Θ

platı́
L(θ̂MLE ; x1, ..., xn)≥ L(θ ; x1, ..., xn).

V tomto přı́padě je snadnějšı́ pracovat s logaritmem věrohodnostnı́ funkce
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l(θ ; x) = lnL(θ ; x). Odhad θ̂MLE dostaneme vyřešenı́m systému rovnic

∂

∂θ j
l(θ ; x) =

∂

∂θ j

n

∑
i=1

ln fXi(xi; θ1, ..., θm) = 0, pro j = 1, ..., m.

Udělejme přı́klad č. 7 (str. 53) touto metodou a porovnejme odhady.

Přı́klad 9. Necht’Xn je náhodný výběr z exponenciálnı́ho rozdělenı́ Ex(λ ). Metodou
maximálnı́ věrohodnosti odhadněte parametr λ .

Řešenı́: Nejprve „vytvořme“ věrohodnostnı́ funkci, kterou potom zlogaritmujeme a
zderivujeme:

L(λ ; x) =
n

∏
i=1

fXi(λ ; xi) =
n

∏
i=1

λe−λxi = λ
ne
−λ

n
∑

i=1
xi
,

l(λ ; x) = lnL(λ ; x) = ln
(

λ
ne
−λ

n
∑

i=1
xi
)
= lnλ

n + lne
−λ

n
∑

i=1
xi
= n lnλ −λ

n

∑
i=1

xi,

∂

∂λ
l(λ ; x) =

n
λ
−

n

∑
i=1

xi = 0⇒ λ̂MLE =
1
X
.

Touto metodou jsme dostali stejný výsledek jako u metody předchozı́.

Přı́klad 10. Necht’Xn je náhodný výběr z negativně binomického rozdělenı́ NeBi(n; θ).
Metodou maximálnı́ věrohodnosti odhadněte parametr θ .

Řešenı́: Připomeňme si nejprve, jak vypadá pravděpodobnostnı́ funkce negativně bi-
nomického rozdělenı́:

pX(x) =


(

n+ x−1
x

)
θ

n(1−θ)x pro x≥ 0, θ ∈ (0, 1),

0 jinak.

Dalšı́ postup je už známý:

L(θ ; x) =
n

∏
i=1

pXi(θ ; xi) =
n

∏
i=1

(
n+ xi−1

xi

)
θ

n(1−θ)xi =

=

(
n

∏
i=1

(
n+ xi−1

xi

))
θ

n2
(1−θ)

n
∑

i=1
xi
,
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l(θ ; x) = lnL(θ ; x) = ln

[(
n

∏
i=1

(
n+ xi−1

xi

))
θ

n2
(1−θ)

n
∑

i=1
xi

]
=

= ln
n

∏
i=1

(
n+ xi−1

xi

)
+ lnθ

n2
+ ln(1−θ)

n
∑

i=1
xi
=

=
n

∑
i=1

ln
(

n+ xi−1
xi

)
+n2 lnθ +

n

∑
i=1

xi ln(1−θ),

∂

∂θ
l(θ ; x) =

n2

θ
− 1

1−θ

n

∑
i=1

xi = 0⇒ θ̂MLE =
n

n+X
.

Odhad je tedy θ̂MLE = n
n+X .

Dřı́ve, než uděláme dalšı́ přı́klad, vzpomeňme si na funkci Γ z prvnı́ kapitoly a zade-
finujeme dalšı́ funkci (digamma funkce), kterou použijeme k vyřešenı́ některých přı́kladů
a je definovaná jako logaritmická derivace funkce Γ.

Definice 4.2.2.2. Funkce Ψ je definovaná předpisem

Ψ(m) =
∂

∂m
lnΓ(m).

Dalšı́ přı́klad nebudeme řešit, jenom nám ukáže, jak lze využı́t digamma funkci. Tento
přı́klad nelze vyřešit v obecné formě, pouze numericky, využitı́m některé z numerických
metod.

Přı́klad 11. Necht’Xn je náhodný výběr z rozdělenı́ s hustotou:

fX(x) =


λ mxm−1

(m−1)!
e−λx pro x≥ 0, m ∈ N,

0 jinak.

Najděte odhady parametrů λ a m metodou maximálnı́ věrohodnosti.

Řešenı́: Využijeme následujı́cı́ vlastnost: Γ(m) = (m−1)!:

L(λ ; m; x) =
n

∏
i=1

fXi(λ ; m; xi) =
n

∏
i=1

λ mxm−1
i

Γ(m)
e−λxi =

λ mn
n
∏
i=1

xm−1
i(

Γ(m)
)n e

−λ
n
∑

i=1
xi
,
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l(λ ; m; x) = lnL(λ ; m; x) = ln

(λ mn
n
∏
i=1

xm−1
i(

Γ(m)
)n e

−λ
n
∑

i=1
xi

)
=

= lnλ
mn + ln

n

∏
i=1

xm−1
i − ln

(
Γ(m)

)n
+ lne

−λ
n
∑

i=1
xi
=

= mn lnλ +(m−1)
n

∑
i=1

lnxi−n lnΓ(m)−λ

n

∑
i=1

xi.

Nynı́ odhadujeme dva parametry, takže budeme mı́t dvě derivace:

1)
∂

∂λ
l(λ ; m; x) =

mn
λ
−

n

∑
i=1

xi = 0⇒ λ =
m
X

;

2)
∂

∂m
l(λ ; m; x) = n lnλ +

n

∑
i=1

lnxi−nΨ(m) = 0⇒Ψ(m) = lnλ +
1
n

n

∑
i=1

lnxi.

Z těchto dvou rovnic lze tedy numericky volbou vhodného iteračnı́ho procesu odhad-
nout parametry λ a m (např. Newtonovou metodou; viz [4]).

4.3 Intervalové odhady
Dosud jsme se zabývali bodovými odhady parametrů, přesněji, odhad parametrické funkce
γ(θ) jsme určovali jednı́m čı́slem. Zde přejdeme k intervalovým odhadům parametrické
funkce γ(θ). To znamená, že vytvořı́me interval, jehož krajnı́ body jsou statistiky, tak,
že skutečná hodnota parametrické funkce γ(θ) je s velkou spolehlivostı́ uvnitř tohoto
intervalu. Podı́vejme se na definici intervalového odhadu:

Definice 4.3.1. Necht’ Xn = (X1, ..., Xn)
′ je náhodný výběr z rozdělenı́ pravděpodob-

nosti s distribučnı́ funkcı́ F(x; θ), θ ∈ Θ. Dále, necht’γ(θ) je parametrická funkce,
α ∈ (0, 1) a D = Dn(Xn), H = Hn(Xn) jsou statistiky. Potom interval [D; H] na-
zveme 100(1−α)% intervalem spolehlivosti pro parametrickou funkci γ(θ), jestliže

P
(
Dn(Xn)≤ γ(θ)≤ Hn(Xn)

)
= 1−α.

Jestliže
P
(
Dn(Xn)≤ γ(θ)

)
= 1−α,

potom statistiku D = Dn(Xn) nazýváme dolnı́m odhadem parametrické funkce γ(θ)
se spolehlivostı́ 1−α . Jestliže

P
(
γ(θ)≤ Hn(Xn)

)
= 1−α,

potom statistiku H =Hn(Xn) nazýváme hornı́m odhadem parametrické funkce γ(θ)
se spolehlivostı́ 1−α .
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Kvantily jsme se už zabývali ve 2. kapitole. V následujı́cı́ tabulce uvedeme ditribučnı́
funkce rozdělenı́, kterými se zde budeme zabývat, jakož i jejich kvantily a vlastnosti těchto
kvantilů, jejichž hodnoty naleznete v tabulce (viz přı́lohy).

X ∼ N(0,1) χ2(n) t(n) F(n,m)

distr. f ce Φ Gn Hn Qn,m

kvantil uα χ2
α(n) tα(n) Fα(n,m)

vlastnosti uα =−u1−α − tα =−t1−α Fα(n,m) =
1

F1−α (m,n)

Tabulka 4.2. Kvantily důležitých rozdělenı́.

Konstrukce intervalových odhadů začı́ná nalezenı́m vhodné pivotové statistiky pro
přı́slušný parametr. Ohraničı́me ji správnými kvantily a z nı́ vyjádřı́me hledaný parametr.
Postupně se seznámı́me se všemi pivotovými statistikami a na přı́kladě ukážeme, jak
odhadneme konkrétnı́ parametr ve zvoleném intervalu.

4.3.1 Intervalové odhady parametrů normálnı́ho rozdělenı́
V této části se budeme zabývat statistikami, jejichž náhodné výběry majı́ normálnı́ roz-
dělenı́.

Definice 4.3.1.1. Necht’Xn je náhodný výběr z N(µ; σ2). Potom, pro neznámé µ ,
když je σ2 známé, je pivotová statistika

U =
Xn−µ

σ√
n
∼ N(0; 1),

kde Xn je výběrový průměr. Potom

[D, H] =

[
Xn−u1−α

2

σ√
n
, Xn +u1−α

2

σ√
n

]
je 100(1−α)% interval spolehlivosti pro střednı́ hodnotu µ při známém σ2,

D = Xn−u1−α

σ√
n

je dolnı́ odhad střednı́ hodnoty µ při známém σ2 se spolehlivostı́ 1−α ,

H = Xn +u1−α

σ√
n

je hornı́ odhad střednı́ hodnoty µ při známém σ2 se spolehlivostı́ 1−α .
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Poznámka: Interval spolehlivosti nenı́ ani nutné znát, lze jej snadno odvodit z pivotové
statistiky.

Přı́klad 12. Výrobci pracı́ho prášku přinášı́ na trh nové balenı́, s nı́mž spotřebitel obdržı́
aviváž zdarma. Hmotnost uvedená výrobcem je 5 kg. Prvnı́ch 15 vyrobených balenı́ vážilo
následujı́cı́ hmotnosti: 5,02; 5; 4,97; 4,99; 5; 4,99; 4,99; 4,98; 5,01; 5,01; 5; 4,96; 5; 5;
4,99. Výrobnı́ linka je nastavená na 5 kg s povolenou směrodatnou odchylkou 0,05 kg.
Sestrojte 95% interval pro střednı́ hodnotu za předpokladu, že se hmotnost řı́dı́ normálnı́m
rozdělenı́m.

Řešenı́: Zde máme sestrojit interval spolehlivosti pro střednı́ hodnotu, přičemž roz-
ptyl známe (σ2 = 0,052). Využijeme pivotovou statistiku U , ale ještě předtı́m spočı́táme
výběrový průměr:

Xn =
1
n

15

∑
i=1

Xi = 4,994.

Potřebujeme vytvořit 95 procentnı́ interval, tzn. že 100(1−α)% = 95%⇒ α = 0,05.
Nynı́ můžeme vytvořit interval, který dosadı́me do pivotové statistiky:

P
(

u α

2
≤ Xn−µ

σ

√
n≤ u1−α

2

)
= 0,95,

P
(

u0,025
σ√

n
≤ Xn−µ ≤ u0,975

σ√
n

)
= 0,95,

P
(

Xn−u0,975
σ√

n
≤ µ ≤ Xn−u0,025

σ√
n

)
= 0,95,

P
(

Xn−u0,975
σ√

n
≤ µ ≤ Xn +u0,975

σ√
n

)
= 0,95,

P
(

4,994− 1,96 ·0,05√
15

≤ µ ≤ 4,994+
1,96 ·0,05√

15

)
= 0,95,

P
(
4,9686≤ µ ≤ 5,0193

)
= 0,95.

Střednı́ hodnota hmotnosti balenı́ je s pravděpodobnostı́ 95% v intervalu
[D, H] = [4,9686; 5,0193].
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Definice 4.3.1.2. Necht’Xn je náhodný výběr z N(µ; σ2). Potom, pro neznámé µ ,
když je σ2 neznámé, je pivotová statistika

T =
Xn−µ

S√
n

∼ t(n−1),

kde Xn je výběrový průměr a S je výběrová směrodatná odchylka. Potom

[D, H] =

[
Xn− t1−α

2
(n−1)

S√
n
, Xn + t1−α

2
(n−1)

S√
n

]
je 100(1−α)% interval spolehlivosti pro střednı́ hodnotu µ při neznámém σ2,

D = Xn− t1−α(n−1)
S√
n

je dolnı́ odhad střednı́ hodnoty µ při neznámém σ2 se spolehlivostı́ 1−α ,

H = Xn + t1−α(n−1)
S√
n

je hornı́ odhad střednı́ hodnoty µ při neznámém σ2 se spolehlivostı́ 1−α .

Přı́klad 13. Na vybrané pobočce v bance je měřena délka uzavı́ránı́ běžného účtu,
která má normálnı́ rozdělenı́, s následujı́cı́ výsledky (v minutách): 5,4; 7,7; 5,4; 6,2; 6,8;
6,7; 4,9; 8,1; 7,9; 5,3; 8,5; 6,5; 6,3; 6,5; 6,4; 5,4. Sestrojte 95% interval spolehlivosti pro
očekávánou délku uzavı́ránı́ smluv.

Řešenı́: Nynı́ neznáme rozptyl, proto použijeme přı́slušnou pivotovou statistiku T .
Spočı́tejme výběrový průměr a směrodatnou odchylku:

Xn =
1
n

16

∑
i=1

Xi = 6,5,

S2 =
1

n−1

16

∑
i=1

(Xi−Xn)
2 = 1,1906⇒ S = 1,0911.

Zde je rovněž α = 0,05. Dosadı́me:

P
(

t α

2
(n−1)≤ Xn−µ

S
√

n≤ t1−α

2
(n−1)

)
= 0,95,

P
(

t0,025(15)
S√
n
≤ Xn−µ ≤ t0,975(15)

S√
n

)
= 0,95,
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P
(

Xn− t0,975(15)
S√
n
≤ µ ≤ Xn + t0,975(15)

S√
n

)
= 0,95,

P
(

6,5− 2,131 ·1,0911√
16

≤ µ ≤ 6,5+
2,131 ·1,0911√

16

)
= 0,95,

P
(
5,9187≤ µ ≤ 7,0812

)
= 0,95.

S pravděpodobnostı́ 95% je tedy očekáváná střednı́ hodnota délky uzavı́ránı́ smlouvy
v intervalu [D, H] = [5,9187; 7,0812].

Definice 4.3.1.3. Necht’Xn je náhodný výběr z N(µ; σ2). Potom, pro neznámé σ2,
když je µ neznámé, je pivotová statistika

K = (n−1)
S2

σ2 ∼ χ
2(n−1),

kde S2 je výběrový rozptyl. Potom

[D, H] =

[
(n−1)S2

χ2
1−α

2
(n−1)

,
(n−1)S2

χ2
α

2
(n−1)

]

je 100(1−α)% interval spolehlivosti pro rozptyl σ2 při neznámém µ ,

D =
(n−1)S2

χ2
1−α

(n−1)

je dolnı́ odhad rozptylu σ2 při neznámém µ se spolehlivostı́ 1−α ,

H =
(n−1)S2

χ2
α(n−1)

je hornı́ odhad rozptylu σ2 při neznámém µ se spolehlivostı́ 1−α .

Přı́klad 14. Sestrojte 90% interval spolehlivosti pro rozptyl σ2, pokud jsme ze 30 údajů
při kontrole dodržovánı́ termı́nu splatnosti úvěru v bance spočı́tali výběrovou směrodatnou
odchylku S = 0,23. Termı́n splatnosti úvěru má normálnı́ rozdělenı́.

Řešenı́: Na rozdı́l od předchozı́ch dvou přı́kladů, kde jsme odhadovali interval pro
střednı́ hodnotu, zde máme odhadnout interval spolehlivosti pro rozptyl. Zde je α = 0,1.
Využijeme statistiku K:

P
(

χ
2
α

2
(n−1)≤ (n−1)

S2

σ2 ≤ χ
2
1−α

2
(n−1)

)
= 0,9,
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P
(

χ2
0,05(29)

(n−1)S2 ≤
1

σ2 ≤
χ2

0,95(29)

(n−1)S2

)
= 0,9,

P
(
(n−1)S2

χ2
0,95(29)

≤ σ
2 ≤ (n−1)S2

χ2
0,05(29)

)
= 0,9,

P
(

29 ·0,0529
42,6

≤ σ
2 ≤ 29 ·0,0529

17,7

)
= 0,9,

P
(
0,0360≤ σ

2 ≤ 0,0866
)
= 0,9.

Hledaný 90% interval spolehlivosti pro σ2 je tedy [D, H] = [0,0360; 0,0886].

Definice 4.3.1.4. Necht’Xn je náhodný výběr z N(µ; σ2). Potom, pro neznámé σ2,
když je µ známé, je pivotová statistika

Q =
1

σ2

n

∑
i=1

(Xi−µ)2 ∼ χ
2(n).

Potom

[D, H] =

[ n
∑

i=1
(Xi−µ)2

χ2
1−α

2
(n)

,

n
∑

i=1
(Xi−µ)2

χ2
α

2
(n)

]
je 100(1−α)% interval spolehlivosti pro rozptyl σ2 při známém µ ,

D =

n
∑

i=1
(Xi−µ)2

χ2
1−α

(n)

je dolnı́ odhad rozptylu σ2 při neznámém µ se spolehlivostı́ 1−α ,

H =

n
∑

i=1
(Xi−µ)2

χ2
α(n)

je hornı́ odhad rozptylu σ2 při známém µ se spolehlivostı́ 1−α .

Přı́klad 15. Odhadněte 99% interval spolehlivosti pro rozptyl σ2, jestliže jsme během
4 dnů sledovali vývoj hodnoty portfolia s normálnı́m rozdělenı́m a máme následujı́cı́
výsledky: 415,9; 418,8; 418,4; 419,1. Střednı́ hodnota je µ = 416,7.

Řešenı́: Nynı́ známe střednı́ hodnotu, potřebujeme interval spolehlivosti pro rozptyl.
Použijeme pivotovou statistiku Q:
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P

(
χ

2
α

2
(n)≤ 1

σ2

n

∑
i=1

(Xi−µ)2 ≤ χ
2
1−α

2
(n)

)
= 0,99,

P

(
χ2

0,005(4)

13,7
≤ 1

σ2 ≤
χ2

0,995(4)

13,7

)
= 0,99,

P

(
13,7
14,9

≤ σ
2 ≤ 13,7

0,207

)
= 0,99,

P
(
0,9194≤ σ

2 ≤ 66,1835
)
= 0,99.

Hledaný 99% interval spolehlivosti pro σ2 je tedy [D, H] = [0,9194; 66,1835].

Doposud jsme počı́tali oboustanné intervaly spolehlivosti. Nynı́ si ukážeme, jak se
počı́tajı́ dolnı́ a hornı́ odhady.

Přı́klad 16. Náhodný výběr Xn má normálnı́ rozdělenı́ a představuje počet odpracova-
ných dnů za měsı́c. Údaje jsou následujı́cı́: 12; 23; 21; 17; 19; 16; 13; 25; 16. Určete 95%
pravostranný interval spolehlivosti pro střednı́ hodnotu µ .

Řešenı́: Hledáme hornı́ odhad pro neznámou střednı́ hodnotu při neznámém rozptylu.
Použijeme pivotovou statistiku T :

P
(

tα(n−1)≤ Xn−µ

S
√

n
)
= 0,95,

P
(

tα(n−1)
S√
n
≤ Xn−µ

)
= 0,95,

P
(

µ ≤ Xn− tα(n−1)
S√
n

)
= 0,95,

P
(

µ ≤ Xn + t1−α(n−1)
S√
n

)
= 0,95,

P
(

µ ≤ 18+ t0,95(8)
4,3874√

9

)
= 0,95,

P(µ ≤ 20,7201) = 0,95.

Hornı́ odhad pro střednı́ hodnotu se spolehlivostı́ 95% je H = 20,7201.

Přı́klad 17. Sedm balı́čků cukru má následujı́cı́ hmotnosti v gramech: 993; 1001; 999;
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1005; 1000; 997; 995. Odhadněte 95% levostranný interval spolehlivosti pro rozptyl σ2,
jestliže hmotnost má normálnı́ rozdělenı́.

Řešenı́: Zde potřebujeme pivotovou statistiku pro odhad rozptylu při neznámé střednı́
hodnotě:

P
(
(n−1)

S2

σ2 ≤ χ
2
1−α(n−1)

)
= 0,95,

P
(
(n−1)S2

χ2
0,95(6)

≤ σ
2
)
= 0,95,

P
(

6 ·15,9523
12,6

≤ σ
2
)
= 0,95,

P
(
7,5963≤ σ

2)= 0,95.

Dolnı́ odhad pro rozptyl se spolehlivostı́ 95% je D = 7,5963.

Zatı́m jsme se zabývali intervalovými odhady pro jeden náhodný výběr. V dalšı́ části
ukážeme, jak určit interval spolehlivosti pro dva nezávislé výběry.
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Definice 4.3.1.5. Necht’Xn1 je náhodný výběr rozsahu n1 z normálnı́ho rozdělenı́
N(µ1; σ2

1 ), Xn1 je jeho výběrový průměr. Dále necht’Xn2 je náhodný výběr rozsahu
n2 z normálnı́ho rozdělenı́ N(µ2; σ2

2 ), Xn2 je jeho výběrový průměr. Předpokládejme,
že oba výběry jsou nezávislé. Potom, pro neznámý rozdı́l střednı́ch hodnot µ1−µ2,
když jsou σ2

1 a σ2
2 známé, je statistika

UXn1−Xn2
=

Xn1−Xn2− (µ1−µ2)√
σ2

1
n1

+
σ2

2
n2

∼ N(0; 1).

Potom

[D, H] =

[
Xn1−Xn2−u1−α

2

√
σ2

1
n1

+
σ2

2
n2

, Xn1−Xn2 +u1−α

2

√
σ2

1
n1

+
σ2

2
n2

]

je 100(1−α)% interval spolehlivosti pro rozdı́l střednı́ch hodnot µ1−µ2 když jsou
σ2

1 a σ2
2 známé,

D = Xn1−Xn2−u1−α

√
σ2

1
n1

+
σ2

2
n2

je dolnı́ odhad rozdı́lu střednı́ch hodnot µ1− µ2, když jsou σ2
1 a σ2

2 známé se
spolehlivostı́ 1−α ,

H = Xn1−Xn2 +u1−α

√
σ2

1
n1

+
σ2

2
n2

je hornı́ odhad rozdı́lu střednı́ch hodnot µ1− µ2, když jsou σ2
1 a σ2

2 známé se
spolehlivostı́ 1−α .

Přı́klad 18. Zkoušku dělalo 9 studentů; 5 mužů a 4 ženy. Jejich výsledky byly ná-
sledujı́cı́: 63; 75; 78; 80; 93 a 66; 79; 81; 96. Spočı́tejte 95% interval spolehlivosti pro
rozdı́l střednı́ch hodnot výsledků mužů a žen u zkoušky, pokud se výsledky řı́dı́ normálnı́m
rozdělenı́m. Rozptyly jsou σ2

1 = 81 a σ2
2 = 49.

Řešenı́: Využijeme statistiku UXn1−Xn2
pro rozdı́l střednı́ch hodnot, kde α = 0,005.

Spočı́tejme výběrové průměry:

Xn1 =
1
5

5

∑
i=1

X1i = 77,8,

Xn2 =
1
4

4

∑
j=1

X2 j = 80,5.

Nynı́ máme všechno, abychom vytvořili interval:



Kapitola 4. Teorie odhadu 66

P

(
u α

2
≤ Xn1−Xn2− (µ1−µ2)√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

≤ u1−α

2

)
= 0,95,

P

(
Xn1−Xn2−u0,975

√
σ2

1
n1

+
σ2

2
n2
≤ µ1−µ2 ≤

≤ Xn1−Xn2 +u0,975

√
σ2

1
n1

+
σ2

2
n2

)
= 0,95,

P
(
−13,1543≤ µ1−µ2 ≤ 7,7543

)
= 0,95.

Pro rozdı́l střednı́ch hodnot µ1−µ2 je 95% interval spolehlivosti
[D, H] = [−13,1543; 7,7543].
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Definice 4.3.1.6. Necht’Xn1 je náhodný výběr rozsahu n1 z normálnı́ho rozdělenı́
N(µ1; σ2

1 ), Xn1 je jeho výběrový průměr a S2
1 jeho výběrový rozptyl. Dále necht’

Xn2 je náhodný výběr rozsahu n2 z normálnı́ho rozdělenı́ N(µ2; σ2
2 ), Xn2 je jeho

výběrový průměr a S2
2 jeho výběrový rozptyl. Předpokládejme, že oba výběry jsou

nezávislé. Potom, pro neznámý rozdı́l střednı́ch hodnot µ1−µ2, když jsou σ2
1 a σ2

2
neznámé, ale platı́ σ2

1 = σ2
2 = σ2, je statistika

TXn1−Xn2
=

Xn1−Xn2− (µ1−µ2)

S12

√
n1n2

n1 +n2
∼ t(n1 +n2−2),

kde

S2
12 =

(n1−1)S2
1 +(n2−1)S2

2
n1 +n2−2

.

Potom

[D, H] =

[
Xn1−Xn2− t1−α

2
(n1 +n2−2)S12

√
n1 +n2

n1n2
,

Xn1−Xn2 + t1−α

2
(n1 +n2−2)S12

√
n1 +n2

n1n2

]
je 100(1−α)% interval spolehlivosti pro rozdı́l střednı́ch hodnot µ1−µ2 když jsou
σ2

1 a σ2
2 neznámé, ale platı́ σ2

1 = σ2
2 = σ2,

D = Xn1−Xn2− t1−α(n1 +n2−2)S12

√
n1 +n2

n1n2

je dolnı́ odhad rozdı́lu střednı́ch hodnot µ1− µ2, když jsou σ2
1 a σ2

2 neznámé, ale
platı́ σ2

1 = σ2
2 = σ2, se spolehlivostı́ 1−α ,

H = Xn1−Xn2 + t1−α(n1 +n2−2)S12

√
n1 +n2

n1n2

je hornı́ odhad rozdı́lu střednı́ch hodnot µ1− µ2, když jsou σ2
1 a σ2

2 neznámé, ale
platı́ σ2

1 = σ2
2 = σ2, se spolehlivostı́ 1−α .

Přı́klad 19. Vyřešte předchozı́ přı́klad za předpokladu, že se rozptyly rovnajı́ σ2
1 = σ2

2 .

Řešenı́: Zde kromě výběrových průměrů, které jsme už vypočı́tali v předchozı́m přı́-
kladě, potřebujeme rovněž výběrové rozptyly:

S2
1 =

1
4

5

∑
i=1

(X1i−Xn1)
2 = 115,7,

S2
2 =

1
3

4

∑
j=1

(X2 j −Xn2)
2 = 151,
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S2
12 =

(n1−1)S2
1 +(n2−1)S2

2
n1 +n2−2

= 130,8285.

Použijeme statistiku TXn1−Xn2
:

P

(
t α

2
≤ Xn1−Xn2− (µ1−µ2)

S12

√
n1n2

n1 +n2
≤ t1−α

2

)
= 0,95,

P

(
Xn1−Xn2− t0,975(n1 +n2−2)S12

√
n1 +n2

n1n2
≤ µ1−µ2 ≤

≤ Xn1−Xn2 + t0,975(n1 +n2−2)S12

√
n1 +n2

n1n2

)
= 0,95,

P
(
−20,8463≤ µ1−µ2 ≤ 15,4463

)
= 0,95.

95% interval spolehlivosti pro rozdı́l střednı́ch hodnot µ1−µ2 je tedy
[D, H] = [−20,8463; 15,4463].
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Definice 4.3.1.7. Necht’Xn1 je náhodný výběr rozsahu n1 z normálnı́ho rozdělenı́
N(µ1; σ2

1 ), Xn1 je jeho výběrový průměr a S2
1 jeho výběrový rozptyl. Dále necht’

Xn2 je náhodný výběr rozsahu n2 z normálnı́ho rozdělenı́ N(µ2; σ2
2 ), Xn2 je jeho

výběrový průměr a S2
2 jeho výběrový rozptyl. Předpokládejme, že oba výběry jsou

nezávislé. Potom, pro neznámý podı́l rozptylů σ2
1

σ2
2

, když jsou µ1, µ2, σ2
1 a σ2

2 neznámé,
je statistika

F
σ2

1 /σ2
2
=

S2
1

S2
2
·

σ2
2

σ2
1
∼ F(n1−1; n2−1).

Potom

[D, H] =

[
S2

1
S2

2
· 1

F1−α

2
(n1−1,n2−1)

,
S2

1
S2

2
· 1

Fα

2
(n1−1,n2−1)

]

je 100(1−α)% interval spolehlivosti pro neznámý podı́l rozptylů σ2
1

σ2
2

, když jsou

µ1, µ2, σ2
1 a σ2

2 neznámé,

D =
S2

1
S2

2
· 1

F1−α(n1−1,n2−1)

je dolnı́ odhad pro neznámý podı́l rozptylů σ2
1

σ2
2

, když jsou µ1, µ2, σ2
1 a σ2

2 neznámé
se spolehlivostı́ 1−α ,

H =
S2

1
S2

2
· 1

Fα(n1−1,n2−1)

je hornı́ odhad pro neznámý podı́l rozptylů σ2
1

σ2
2

, když jsou µ1, µ2, σ2
1 a σ2

2 neznámé
se spolehlivostı́ 1−α .

Přı́klad 20. Při zkoumánı́ inteligence u dětı́ ve dvou skupinách na mateřské škole jsme
obdrželi následujı́cı́ výsledky s normálnı́m rozdělenı́m: 71; 76; 82; 90; 93; 101; 103; 112
a 75; 77; 80; 83; 92; 95; 99; 100. Spočı́tejte 99% interval spolehlivosti pro podı́l rozptylů.

Řešenı́: Při počı́tánı́ hledaného intervalu použijeme statistiku F
σ2

1 /σ2
2
, ale nejdřı́ve

vypočı́táme výběrové průměry a rozptyly:

Xn1 =
1
8

8

∑
i=1

X1i = 91,

S2
1 =

1
7

8

∑
i=1

(X1i−Xn1)
2 = 199,4285,

Xn2 =
1
8

8

∑
j=1

X2 j = 87,625,
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S2
2 =

1
7

8

∑
j=1

(X2 j −Xn2)
2 = 101,125.

Zı́skané hodnoty dosadı́me do statistiky:

P

(
Fα

2
(n1−1,n2−1)≤

S2
1

S2
2
·

σ2
2

σ2
1
≤ F1−α

2
(n1−1,n2−1)

)
= 0,99,

P

(
S2

1
S2

2

1
F1−α

2
(n1−1,n2−1)

≤
σ2

1
σ2

2
≤

S2
1

S2
2

1
Fα

2
(n1−1,n2−1)

)
= 0,99,

P

(
S2

1
S2

2

1
F0,995(7,7)

≤
σ2

1
σ2

2
≤

S2
1

S2
2

F0,995(n2,n1)

)
= 0,99,

P

(
0,2219≤

σ2
1

σ2
2
≤ 17,5220

)
= 0,99.

Dostali jsme 95% interval spolehlivosti pro podı́l rozptylů [D, H] = [0,2219; 17,5220].

Poslednı́m přı́padem, kterým se zde budeme zabývat, jsou tzv. párové výběry.

Věta 4.3.1.8. Necht’ X1 = (X1, Y1)
′, ..., Xn = (Xn, Yn)

′ je náhodný výběr z

dvourozměrného normálnı́ho rozdělenı́ N2(µ; Σ), s parametry µ =

(
µ1
µ2

)
a

Σ=

(
σ2

1 ρσ1σ2
ρσ1σ2 σ2

2

)
, kde µ1, µ2 ∈R, σ2

1 > 0, σ2
2 > 0 a ρ ∈ (0, 1). Pro i= 1, ..., n

označme
Zi = Xi−Yi,

dále

Zn =
1
n

n

∑
i=1

Zi

je výběrový průměr a

S2 =
1

n−1

n

∑
i=1

(Zi−Zn)
2

výběrový rozptyl. Potom

[D, H] =

[
Zn− t1−α

2
(n−1)

S√
n
, Zn + t1−α

2
(n−1)

S√
n

]

je intervalový odhad parametrické funkce µ = µ1−µ2 o spolehlivosti 1−α .
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Důkaz: Viz [2, str. 62].

Spočı́tejme poslednı́ přı́klad v této části:

Přı́klad 21. Necht’Xn = (73; 61; 105; 92; 56; 77; 68)′ je náhodný výběr z normálnı́ho
rozdělenı́, který udává váhy zkoumaných žen, vyjádřené v kilogramech, dřı́ve než začaly
užı́vat čaj na hubnutı́. Po 7 měsı́cı́ch užı́vánı́ čaje, se ženy znovu vážily s následujı́cı́mi
výsledky: Yn = (65; 57; 92; 86; 52; 71; 60)′. Spočı́tejte 95% interval spolehlivosti pro
rozdı́l vah zkoumaných žen.

Řešenı́: Spočı́tejme všechny hodnoty uvedené v předchozı́ větě:

Zn = (8; 4; 13; 6; 4; 6; 8)′,

Zn =
1
7

7

∑
i=1

Zi = 7,

S2 =
1

n−1

n

∑
i=1

(Zi−Zn)
2 = 12.

Vytvořı́me interval:

P

(
t α

2
(n−1)≤ Zn−µ

S
√

n≤ t1−α

2
(n−1)

)
= 0,95,

P

(
Zn− t0,975(6)

S√
n
≤ µ ≤ Zn + t0,975(6)

S√
n

)
= 0,95,

P
(
3,7961≤ µ ≤ 10,2038

)
= 0,95.

95% interval spolehlivosti pro rozdı́l vah je tedy [D, H] = [3,7961; 10,2038].

4.3.2 Intervalové odhady založené na centrálnı́ limitnı́ větě
Doposud jsme se zabývali odhady parametrů normálnı́ho rozdělenı́. Nynı́ uvedeme in-
tervaly spolehlivosti pro parametry z dalšı́ch rozdělenı́, založených na centrálnı́ limitnı́
větě.
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Věta 4.3.2.1. Necht’Xn = (X1, ..., Xn)
′ je náhodný výběr z rozdělenı́ s konečnými dru-

hými momenty, kde µ(θ) = E(Xi) a σ2(θ) = D(Xi), pro i = 1, ..., n a Xn =
1
n

n

∑
i=1

Xi

je výběrový průměr. Necht’S2
∗ je (slabě) konzistentnı́m odhadem rozptylu σ2(θ).

Potom, pro neznámou střednı́ hodnotu µ(θ), je statistika

U∗ =
Xn−µ(θ)

S∗

√
n A∼ N(0,1).

Potom

[D, H] =

[
Xn−u1−α

2

S√
n
, Xn +u1−α

2

S√
n

]
,

kde S2 je výběrový rozptyl, je intervalovým odhadem o asymptotické spolehlivosti
1−α pro neznámou střednı́ hodnotu µ(θ),

D = Xn−u1−α

S√
n

je dolnı́ odhad střednı́ hodnoty µ(θ), o asymptotické spolehlivosti 1−α ,

H = Xn +u1−α

S√
n

je hornı́ odhad střednı́ hodnoty µ(θ) o asymptotické spolehlivosti 1−α .

Důkaz: Viz [2, str. 63].

Dřı́ve jsme se již zmı́nili o tom, že alternativnı́ rozdělenı́ při dostatečně velkém počtu
opakovánı́ má přibližně normálnı́ rozdělenı́ se střednı́ hodnotou θ a rozptylem θ(1−θ).
Protože Xn je konzistentnı́m odhadem střednı́ hodnoty θ , můžeme provést aproximaci při
použitı́ statistiky U∗ ke konstrukci intervalového odhadu střednı́ hodnoty. Podı́vejme se,
jak v tomto přı́padě bude vypadat interval spolehlivosti:
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Důsledek 4.3.2.2. Necht’Xn = (X1, ..., Xn)
′ je náhodný výběr s alternativnı́m roz-

dělenı́m A(θ). Potom

[D, H] =

[
Xn−u1−α

2

√
Xn(1−Xn)

n
, Xn +u1−α

2

√
Xn(1−Xn)

n

]

je intervalovým odhadem o asymptotické spolehlivosti 1−α pro neznámý parametr
θ ,

D = Xn−u1−α

√
Xn(1−Xn)

n

je dolnı́ odhad neznámého parametru θ o asymptotické spolehlivosti 1−α ,

H = Xn +u1−α

√
Xn(1−Xn)

n

je hornı́ odhad neznámého parametru θ o asymptotické spolehlivosti 1−α .

Stejně tak aproximujeme střednı́ hodnotu a rozptyl u Poissonova rozdělenı́ při tvořenı́
intervalového odhadu, kde se oba rovnajı́ λ :

Důsledek 4.3.2.3. Necht’Xn = (X1, ..., Xn)
′ je náhodný výběr s Poissonovým roz-

dělenı́m Po(λ ). Potom

[D, H] =

[
Xn−u1−α

2

√
Xn

n
, Xn +u1−α

2

√
Xn

n

]

je intervalovým odhadem o asymptotické spolehlivosti 1−α pro neznámý parametr
λ ∈ (0,∞),

D = Xn−u1−α

√
Xn

n

je dolnı́ odhad neznámého parametru λ o asymptotické spolehlivosti 1−α ,

H = Xn +u1−α

√
Xn

n

je hornı́ odhad neznámého parametru λ o asymptotické spolehlivosti 1−α .

Podı́vejme se, jak to vypadá na přı́kladech:

Přı́klad 22. Při prováděnı́ ankety k novému tarifu v telekomunikačnı́ společnosti bylo
zkoumáno 150 lidı́. 126 z nich mělo dobré zkušenosti s tarifem. Určete 95% interval
spolehlivosti pro podı́l nespokojených klientů.
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Řešenı́: Máme alternativnı́ rozdělenı́, kde je náhodná veličina definovaná jako

Xi =

{
1 když i-tý zákaznı́k nenı́ spokojený,
0 když i-tý zákaznı́k je spokojený.

pro i = 1, ...,150. Xn je v tomto přı́padě Xn =
24

150 = 0,16. Využijme odpovı́dajı́cı́ statistiku,
když je střednı́ hodnota θ a rozptyl θ(1−θ):

P

(
u α

2
≤ Xn−θ√

θ(1−θ)

√
n≤ u1−α

2

)
= 0,95.

Provedeme dřı́ve zmı́něnou aproximaci:

P

(
u α

2
≤ Xn−θ√

Xn(1−Xn)

√
n≤ u1−α

2

)
= 0,95,

P

(
Xn−u0,975

√
Xn(1−Xn)

n
≤ θ ≤ Xn +u0,975

√
Xn(1−Xn)

n

)
= 0,95,

P
(
0,1013≤ θ ≤ 0,2186

)
= 0,95.

Můžeme s 95% pravděpodobnostı́ řı́ct, že je procento nespokojených klientů v intervalu
[D, H] = [0,1013; 0,2186], tj. mezi 10,13% a 21,86%.

Přı́klad 23. Vedoucı́ plaveckého stadionu posunul zavı́racı́ dobu v letnı́ sezoně z 20:00
na 21:00 hodinu. Během letnı́ sezony, která začı́nı́ 21. června a končı́ 22. řı́jna, přišlo
během této poslednı́ hodiny 651 plavců. Odhadněte 90% interval spolehlivosti pro střednı́
hodnotu přı́chodu plavců během poslednı́ hodiny, jestliže počet plavců přicházejı́cı́ch v
určitém čase má Poissonovo rozdělenı́.

Řešenı́: Letnı́ sezona v našem přı́padě trvá 93 dnů. Podı́l plavců, kteřı́ přijdou během
poslednı́ hodiny za den Xn = 651

93 = 7. Vytvořme odpovı́dajı́cı́ interval a dosad’me jej,
přičemž střednı́ hodnota a rozptyl se rovnajı́ λ :

P

(
u α

2
≤ Xn−λ√

λ

√
n≤ u1−α

2

)
= 0,9.

Opět provedeme aproximaci:

P

(
u α

2
≤ Xn−λ√

Xn

√
n≤ u1−α

2

)
= 0,9,
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P

(
Xn−u0,95

√
Xn

n
≤ λ ≤ Xn +u0,95

√
Xn

n

)
= 0,9,

P
(
6,5486≤ λ ≤ 7,4513) = 0,9.

Zde je hledaný interval spolehlivosti pro střednı́ hodnotu [D, H] = [6,5486; 7,4513].

4.4 Cvičenı́
1. Náhodně jsme vybrali 12 čtenářů v knihovně, a ptali jsme se jich, jak dlouho

průměrně čtou denně. Odpovědi byly následujı́cı́ (v minutách): 30; 120; 60; 90;
15; 45; 60; 60; 30; 90; 60; 45. Vypočı́tejte:

a) výběrový průměr;

b) výběrový rozptyl;

c) výběrovou směrodatnou odchylku dennı́ho čtenı́.

[a)Xn = 58,75; b)S2 = 877,84; c)S = 29,6283]

2. Necht’Xn∼Ro(0; τ) je náhodný výběr. Dokažte, že statistika Tn = 2Xn je nestranným
odhadem parametru τ .

3. Metodou maximálnı́ věrohodnosti odhadněte parametr θ náhodného výběru Xn,
které je z geometrického rozdělenı́ s pravděpodobnostnı́ funkcı́:

p(x) =

{
(1−θ)xθ pro x ∈ N0, θ ∈ (0, 1),
0 jinak.

[X̂MLE =
1

1+Xn
]

4. Vyřešte předchozı́ přı́klad momentovou metodou a porovnejte výsledky.

[X̂ =
1

1+Xn
]

5. Při výrobě zahradnı́ch hadic se kontroluje jejich tloušt’ka. Z výsledků 15 měřenı́
máme následujı́cı́ údaje (v mm): 10; 9; 10; 11; 9; 12; 11; 10; 10; 13; 12; 8; 14; 11; 9.
Předpokládejme, že sledovaná veličina ná normálnı́ rozdělenı́.

a) Odhadněte 95% interval spolehlivosti pro střednı́ hodnotu tloušt’ky hradic,
pokud je směrodatná odchylka σ = 2,5.
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b) Kontrola výrobnı́ho procesu teprve začı́ná a směrodatnou odchylku σ ještě
neznáme. Odhadněte střednı́ hodnotu tloušt’ky hadic.

[a) [D, H] = [9,7998; 11,4001]; b) [D, H] = [9,8910; 11,3089]]

6. Kolik žen bychom museli vybrat, pokud chceme odhadnout jejich střednı́ výšku se
spolehlivostı́ 99% při směrodatné odchylce 6 cm? Dovolujeme si chybu ±0,5cm.
Výšky se řı́dı́ normálnı́m rozdělenı́m.

[n = 956]

7. Při testovánı́ spotřeby určitého typu motoru při rychlosti 50km/hod, byly zjištěny
následujı́cı́ hodnoty (l/100km): 3; 2,9; 3,2; 3,5; 2,8; 3,1; 3; 3,1; 2,4. Odhadněte rozptyl
a sestrojte 90% interval spolehlivosti, jestliže předpokládáme normálnı́ rozdělenı́.

[[D, H] = [0,0335; 0,1904]]

8. Během jednoho týdne byl počı́tán počet lidı́ jezdı́cı́ch v MHD bez jı́zdenky. Výsledky
majı́ normálnı́ rozdělenı́ a jsou následujı́cı́: 15; 3; 7; 10; 18; 23; 5. Odhadněte 95%
pravostranný interval spolehlivosti pro rozptyl σ2, když je µ = 12.

[H = 149,7695]

9. Náhodně jsme vybrali 28 studentů, mezi kterými bylo 12 studentů a 16 studentek,
kteřı́ odpovı́dali na otázku, jak dlouho se učı́ denně ve zkouškovém obdobı́. Spočı́tali
jsme, že se studenti učı́ průměrně 6 hodin denně, zatı́mco studentky se průměrně učı́ 8
hodin denně. Předpokládáme, že se výsledky řı́dı́ normálnı́m rozdělenı́m. Spočı́tejte
95% interval spolehlivosti pro rozdı́l střednı́ch hodnot, pokud σ1 = 7 a σ2 = 4.

[[D, H] = [−6,4190; 2,4190]]

10. Na rodičovské schůzce mělo 30 rodičů hlasovat, zda souhlası́, že dětı́ pojedou na
výlet do Vı́dně. Každý rodič musel hlasovat, tedy řı́ct zda souhlası́, nebo ne. Ze 30
rodičů výlet podpořilo právě 18 z nich. Spočı́tejte 90% interval spolehlivosti pro
podı́l rodičů hlasujı́cı́ch pro výlet.

[[D, H] = [0,4528; 0,7471]]
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Testovánı́ statistických hypotéz

Poslednı́ kapitolu věnujeme testovánı́ hypotéz. Částečně navazujeme na předchozı́ kapitolu
v tom smyslu, že budeme použı́vat pivotové statistiky. Tato kapitola je pouze úvodem do
testovánı́ statistických hypotéz, které se budou během dalšı́ch kurzů v rámci studia do-
plňovat a rozšiřovat.
Máme náhodný výběr Xn = (X1, ..., Xn)

′ rozsahu n z rozdělenı́ pravděpodobnosti s dis-
tribučnı́ funkcı́ F(x;θ), které závisı́ na parametru θ = (θ1, ..., θm)

′ ∈ Θ, kde Θ ⊂ Rm je
parametrický prostor. Otázkou je, zda parametr θ patřı́ do nějaké neprázdné podmnožiny
Θ0 ⊂ Θ? Protože nemůžeme s jistotou řı́ct, že patřı́, nazveme tvrzenı́ θ ∈ Θ0 nulovou hy-
potézou. Stručně označme H0 : θ ∈Θ0⊂Θ. Zbývajı́cı́ možnostı́ je, že patřı́ do podmnožiny
Θ1 = Θ \ Θ0, kterou nazveme alternativnı́ hypotézou. Označme H1 : θ ∈ Θ1 = Θ \ Θ0.
Dále, je-li množina Θ0 jednobodová, pak řı́káme, že hypotéza H0 je jednoduchá. V opač-
ném přı́padě je hypotéza H0 složená. Stejně to platı́ i pro alternativnı́ hypotézu. O platnosti
nulové hypotézy rozhodujeme na základě náhodného výběru Xn tak, že platnost hypotézy
H0 bud’ zamı́tneme nebo nezamı́tneme. Na testovánı́ použijeme tzv. testovacı́ statistiku
Tn = T (Xn). Na nákladě realizace náhodného výběru spočı́táme hodnotu testovacı́ sta-
tistiky tn = T (xn). Zvolı́me vhodný kritický obor W , pak, je-li tn ∈W , hypotézu θ ∈ Θ0
zamı́táme; pokud ne, hypotézu nezamı́táme. Může se stát, že hypotézu zamı́tneme, i když
je správná, v tomto přı́padě se dopustı́me chyby prvnı́ho druhu. Jestliže hypotézu neza-
mı́tneme, i když nenı́ správná, dopustı́me se chyby druhého druhu.
Poznámka: Pakliže nenı́ v textu uvedeno jinak, považujeme za α = 0,05. Čı́slo α se nazývá
hladinou významnosti.
Podrobnou teorii naleznete v [2].
Ve 4. kapitole jsme již odvodili intervalové odhady, pomocı́ kterých dostáváme celou řadu
kritických oborů testů. Přehled takto zı́skaných testů uvidı́me v následujı́cı́ch tabulkách:

– 77 –
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H0 H1 Hypotézu H0 zamı́táme, pokud Předpoklady

µ = µ0 µ 6= µ0 |X−µ0|
√

n≥ σu1−α

2
σ2 známé

µ = µ0 µ > µ0 (X−µ0)
√

n≥ σu1−α σ2 známé

µ = µ0 µ < µ0 (X−µ0)
√

n≤−σu1−α σ2 známé

µ = µ0 µ 6= µ0 |X−µ0|
√

n≥ St1−α

2
(n−1) σ2 neznámé

µ = µ0 µ > µ0 (X−µ0)
√

n≥ St1−α(n−1) σ2 neznámé

µ = µ0 µ < µ0 (X−µ0)
√

n≤−St1−α(n−1) σ2 neznámé

σ2 = σ2
0 σ2 6= σ2

0
(n−1)S2

σ2
0

/∈
(

χ2
α

2
(n−1), χ2

1−α

2
(n−1)

)
µ neznámé

σ2 = σ2
0 σ2 > σ2

0
(n−1)S2

σ2
0
≥ χ2

1−α
(n−1) µ neznámé

σ2 = σ2
0 σ2 < σ2

0
(n−1)S2

σ2
0
≤ χ2

α(n−1) µ neznámé

Tabulka 5.1.1 Tabulka testů pro jeden náhodný výběr z normálnı́ho rozdělenı́.

H0 H1 Hypotézu H0 zamı́táme, pokud Předpoklady

µ1 = µ2 µ1 6= µ2 |Xn1−Xn2| ≥ u1−α

2

√
σ2

1
n1

+
σ2

2
n2

σ2
1 a σ2

2 známé

µ1 = µ2 µ1 6= µ2 |Xn1−Xn2| ≥ t1−α

2
(n1 +n2−2)S12

√
n1+n2
n1n2

σ2
1 = σ2

2 neznámé

σ2
1 = σ2

2 σ2
1 6= σ2

2
S2

1
S2

2
/∈
(
Fα

2
(n1−1, n2−1), µ1 a µ2 neznámé

F1−α

2
(n1−1, n2−1)

)
Tabulka 5.2.2 Tabulka testů pro dva nezávislé náhodné výběry z normálnı́ho rozdělenı́.

H0 H1 Hypotézu H0 zamı́táme, pokud Předpoklady

µ = µ0 µ 6= µ0
|X−µ0|

S∗

√
n≥ u1−α

2
0 < σ2(θ)< ∞

µ = µ0 µ 6= µ0
|X−µ0|√

X

√
n≥ u1−α

2
Xn ∼ Po(µ)

p = p0 p 6= p0
|X−p0|√
p0(1−p0)

√
n≥ u1−α

2
Xn ∼ A(p)

Tabulka 5.3.3 Tabulka asymptotických testů pro náhodné výběry.

Na prvnı́m přı́kladě ukážeme všeobecný postup, jak se provádı́ testovánı́ statistických
hypotéz, které většinou budeme použı́vat i k řešenı́ ostatnı́ch úloh.

1Převzato z [2, str. 75].
2Převzato z [2, str. 75].
3Převzato z [2, str. 75].
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Přı́klad 1.4 Zástupci ekologického hnutı́ vystupujı́ proti výstavbě nové továrny v ob-
lasti, ve které je životnı́ prostředı́ poznamenáno průmyslovou činnostı́. Jednı́m z argumentů,
který použı́vajı́, je nı́zká porodnı́ váha novorozenců v dané oblasti. Průměrná hmotnost 40
náhodně vybraných novorozenců narozených v této oblasti byla 3010 g. Má smysl použı́t
tento argument proti výstavbě nové továrny, jestliže porodnı́ váha zdravé populace má
normálnı́ rozdělenı́ se střednı́ hodnotou 3300 g a směrodatnou odchylkou 476 g?

Řešenı́: Zaprvé, musı́me formulovat nulovou a alternativnı́ hypotézu. Nulová hypotéza
je taková, že vycházı́me ze současného stavu a ověřujeme jejı́ platnost. Zde předpokládáme,
že střednı́ hodnota porodnı́ váhy je 3300 g, takže H0 : µ = 3300. Cı́lem je zamı́tnout
hypotézu, a proto za alternativnı́ zvolı́me to, co chceme dokázat; zde je to nižšı́ porodnı́
váha, takže H1 : µ < 3300.

Zadruhé, musı́me vybrat vhodné testovacı́ kritérium. Volba záležı́ na hypotéze, kterou
testujeme a rozdělenı́, které má sledovaná veličina. Zde testujeme hypotézu o střednı́ hod-
notě normálnı́ho rozdělenı́, přičemž rozptyl známe, takže použijeme už známou pivotovou
statistiku U .

Zatřetı́, zvolı́me hladinu významnosti α . Zde nenı́ přesně uvedeno, jaká je hladina
významnosti, a proto bereme 5%, tj. α = 0,05.

Začtvrté, musı́me stanovit kritický obor W . Stanovujeme ho podle alternativnı́ hypo-
tézy. Zde máme levostrannou hypotézu, protože obor možných hodnot parametru µ je
vymezen nalevo od 3300. Kritický obor je tedy
W = {−∞; u0,05}= {−∞;−u0,95}= {−∞;−1,645}.

Nynı́ nám ještě zůstává spočı́tat hodnotu testovacı́ho kritéria a udělat závěr:

U =
Xn−µ

σ

√
n =

3010−3300
476

√
40 =−3,8531.

V tomto přı́padě patřı́ hodnota testovacı́ho kritéria do kritického oboru:

U ∈W ⇒ H0 zamı́táme na hladině významnosti α = 0,05.

Na 5% hladině významnosti jsme potvrdili, že porodnı́ váha novorozenců je nižšı́ než
u zdravé populace, takže zástupci ekologického hnutı́ můžou použı́t tento argument proti
výstavbě nové továrny.

Přı́klad 2. Výrobce kávovarů tvrdı́, že stroj je nastavený tak, že při jedné přı́pravě
kávy natočı́ 30 ml se směrodatnou odchylkou 5 ml. Předpokládejme, že objem kávy je
náhodná veličina, která se řı́dı́ normálnı́m rozdělenı́m. Chceme zkontrolovat, zda při změně
kávovaru nedošlo ke změně směrodatné odchylky. Při 10 přı́pravách kávy jsme dostali
následujı́cı́ objemy (v ml):

4Převzato z [10, str. 82].
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31; 28; 36; 32; 27; 30; 25; 24; 31; 33.

Řešenı́: Chceme ověřit tvrzenı́ výrobce, že přesnost kávovaru měřená směrodatnou
odchylkou je 5ml, proti hypotéze, že se přesnost po výměně kávovaru změnila:

H0 : σ = 5,
H1 : σ 6= 5.

Tyto testy jsou ekvivalentnı́ hypotézám:

H0 : σ
2 = 25,

H1 : σ
2 6= 25.

Odhadujeme rozptyl při neznámé střednı́ hodnotě, takže za testovacı́ kritérium vybe-
reme pivotovou statistiku K.

Zvolı́me α = 0,05.

Kritický obor se řı́dı́ dvoustrannou hypotézou, takže
W = {0; χ2

0,025(9)}∪{χ2
0,975(9); ∞}= {0; 2,7}∪{19; ∞}.

POZOR: χ2 nemůže mı́t záporné kvantily!

Spočı́tejme ještě výběrový průměr, rozptyl a hodnotu testovacı́ho kritéria:

Xn =
1
n

n

∑
i=1

Xi = 29,7,

S2 =
1

n−1

n

∑
i=1

(Xi−Xn)
2 = 13,7889,

K = (n−1)
S2

σ2 =
9 ·13,7889

25
= 4,964.

K /∈W ⇒ H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0,05.

Našı́m testem se nepodařilo zamı́tnout tvrzenı́ výrobce o udávané přesnosti kávovaru.

Testy z předchozı́ch dvou přı́kladů byly jednovýběrové v normálnı́m rozdělenı́. Dalšı́
bude dvouvýběrový v normálnı́m rozdělenı́. Statistiky zůstávajı́ stejné jako v předchozı́
kapitole.

Přı́klad 3. Ve školnı́ch novinách bylo napsáno, že dı́vky nejrychleji rostou v obdobı́
mezi 11 a 13 roky, zatı́mco chlapci nejrychleji rostou mezi 13 a 15 roky. Můžeme potvrdit
teorii, že v obdobı́ 12 let jsou děvčata vyššı́ než chlapci, jestliže jsme ve stejné škole
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náhodně vybrali žáky 6. třı́dy a měřenı́m jejich výšek dostali následujı́cı́ údaje (v cm) a
výšky se řı́dı́ normálnı́m rozdělenı́m:
chlapci (Xn1): 132; 128; 134; 129; 139; 133; 141; 130; 122;
děvčata (Xn2): 138; 142; 157; 124; 134; 132; 139?

Řešenı́: Zadané údaje představujı́ dva náhodné výběry. Z toho je očividné, že budeme
dělat dvouvýběrový test. Ověřujeme, zda jsou děvčata v daném obdobı́ vyššı́ než chlapci.

H0 : µ1 = µ2⇒ µ1−µ2 = 0,
H1 : µ1 < µ2⇒ µ1−µ2 < 0.

Odhadujeme rozdı́l střednı́ch hodnot při neznámých rozptylech (aniž vı́me, zda jsou
stejné). Takovou statistiku jsme zatı́m neřešili. Proto zde nejprve zavedeme jednu „pomoc-
nou“ hypotézu o rovnosti rozptylů.

H0 : σ
2
1 = σ

2
2 ⇒ H0 :

σ2
2

σ2
1
= 1,

H1 : σ
2
1 6= σ

2
2 ⇒ H1 :

σ2
2

σ2
1
6= 1.

V ramci pomocné hypotézy použijeme F
σ2

1 /σ2
2

statistiku.

Za α zvolı́me 5 %.

Kritický obor se nynı́ řı́dı́ dvoustrannou hypotézou, takže bude

W = {0; F0,025(8; 6)}∪{F0,975(8; 6); ∞}=
{

0;
1

F0,975(6; 8)

}
∪
{

F0,975(8; 6); ∞

}
=

= {0; 0,2149}∪{5,6; ∞}.

Pro statistiku F
σ2

1 /σ2
2

potřebujeme spočı́tat výběrové rozptyly:

Xn1 = 132,

Xn2 = 138.

S2
1 = 33,

S2
2 = 104,3334.

F
σ2

1 /σ2
2
=

S2
1

S2
2
·

σ2
2

σ2
1
=

104,3334
33

·1 = 3,1616.

F
σ2

1 /σ2
2
/∈W ⇒ H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0,05.
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Věřı́me, že σ2
1 = σ2

2 , protože H0 jsme nezamı́tli. Ale POZOR: formálně to nemáme
dostatečně podepřeno!

Pokračujeme v našem testu. Nynı́ můžeme zvolit statistiku TXn1−Xn2
.

Za α znovu zvolı́me 5 %.

Nový kritický obor je tedy
W = {−∞; t0,05(14)}= {−∞;−t0,95(14)}= {−∞;−1,761}.

Pro tuto statistiku potřebujeme ještě spočı́tat S2
12:

S2
12 =

(n1−1)S2
1 +(n2−1)S2

2
n1 +n2−2

=
8 ·33+6 ·104,3334

14
= 63,5714,

TXn1−Xn2
=

Xn1−Xn2− (µ1−µ2)

S12

√
n1n2

n1 +n2
=

132−138−0√
63,5714

√
9 ·7

9+7
=−1,4932.

TXn1−Xn2
/∈W ⇒ H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0,05.

Na základě našeho testu nemůžeme odvodit závěr, že děvčata jsou v tomto obdobı́
opravdu vyššı́ než kluci.

Na poslednı́m přı́kladu uvidı́me, jak se hypotézy testujı́ při párových výběrech.

Přı́klad 4. Majitel vlastnı́ dvě restaurace se stejnou nabı́dkou, přičemž prvnı́ se nacházı́
na periferii města, druhá v centru. Zákaznı́ci preferujı́ chodit na oběd do prvnı́ restaurace,
a to proto, že si myslı́, že je levnějšı́. Náhodně jsme vybrali 10 zákaznı́ků, kteřı́ chodı́ na
oběd do prvnı́ restaurace, a zı́skali tak částky, které za obědy zaplatili. Zároveň jsme zı́skali
částky, které by zaplatili, kdyby chodili do druhé restaurace na stejný oběd. Částky jsou
následujı́cı́:
Prvnı́ restaurace: 109; 118; 131; 45; 76; 73; 110; 118; 189; 46.
Druhá restaurace: 118; 141; 151; 48; 81; 89; 114; 126; 194; 64.
Můžeme tvrdit s rizikem omylu 1%, že ceny v druhé restauraci jsou vyššı́ než v prvnı́,
pokud ceny v obou restauracı́ch majı́ normálnı́ rozdělenı́?

Řešenı́: Máme dva náhodné výběry Xn = (X1, ..., Xn)
′ a Yn = (Y1, ..., Yn)

′, kde Xi
je cena obědu náhodně vybraného zákaznı́ků v prvnı́ restauraci a Yi cena v druhé, pro
i = 1, ..., n, tj. i = 1, ..., 10. Jde o přı́pad, kde náhodné veličiny Xi a Yi jsou pozorovány
u stejné jednotky za jiných podmı́nek, a proto má smysl uvažovat rozdı́l hodnot každého
páru. Mluvı́me tedy o párovém testu.
Úkolem je tedy provést test o rovnosti cen v obou restauracı́ch, proti hypotéze, že jsou
ceny v prvnı́ restauraci nižšı́ než v přı́padě druhé restaurace.
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H0 : µ1 = µ2⇒ µ1−µ2 = 0,
H1 : µ1 < µ2⇒ µ1−µ2 < 0.

Protože jde o párové výběry, zavedeme „nový“ náhodný výběr Zn a střednı́ hodnotu
µ , které se rovnajı́ rozdı́lu předchozı́ch dvou:

Zn = Xn−Yn = (−9; −23; −20; −3; −5; −16; −4; −8; −5; −18)′,

µ = µX −µY .

Z toho nám plynou nové hypotézy ekvivalentnı́ už zadaným:

H0 : µ = 0,
H1 : µ < 0.

Použijeme statistiku pro párové výběry T .

Na rozdı́l od předchozı́ch dvou přı́kladů zde máme zadané α = 0,01.

Kritický obor tvořı́me na základě levostranného testu, tedy W = {−∞; t0,01(9)} =
{−∞;−t0,99(9)}= {−∞;−2,821}.

Spočı́tejme ještě výběrový průměr a rozptyl, které jsou potřebné k vypočı́tánı́ hodnoty
testovacı́ho kritéria:

Zn =
1
n

n

∑
i=1

Zi =−11,1,

S2 =
1

n−1

n

∑
i=1

(Zi−Zn)
2 = 55,2112,

S =
√

55,2112 = 7,4304,

T =
Zn−µ

S
√

n =
−11,1−0

7,4304

√
10 =−4,7240.

T ∈W ⇒ H0 zamı́táme na hladině významnosti α = 0,01.

Tı́mto testem jsme zamı́tli tvrzenı́, že se ceny v restauracı́ch rovnajı́, takže podle našeho
testu jsou ceny opravdu nižšı́ v prvnı́ restauraci než ve druhé.
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5.1 Cvičenı́
1. Trolejbusy projı́ždějı́cı́ centrem města majı́ průměrnou rychlost s normálnı́m rozděle-

nı́m 20 km/hod. Vedoucı́ MHD rozhodli, že změnı́ trasu trolejbusů, aby zvýšili jejich
průměrnou rychlost. Na nové trase byly naměřeny následujı́cı́ rychlosti v náhodně
vybraných hodinách: 23; 19; 27; 24, 17; 20; 21. Bylo toto rozhodnutı́ správné?

[Rozhodnutı́ nebylo správné.]

2. Výrobce elektrických strojků tvrdı́, že použitı́m nové výrobnı́ technologie prodloužı́
průměrnou výdrž baterie ze 100 hodin na 103 hodiny. Tato veličina má normálnı́
rozdělenı́ s rozptylem σ2 = 16. Na základě 12 testovaných strojků jsme zjistili, že
průměrná výdrž baterie je 102 hodiny.

a) Je tvrzenı́ výrobce, že se průměrná výdrž baterie zvýšı́, správné?

b) Uvedl výrobce správný rozptyl, pokud je výdrž testovaných strojků následujı́cı́:
99; 102; 107; 103; 100; 101; 98; 110; 103; 100; 101; 100? Vı́me, že µ = 100.

[Tvrzenı́ nenı́ správné; Neuvedl správný rozptyl.]

3. U osmi náhodně vybraných zákaznı́ků byly zjištěny následujı́cı́ doby čekánı́ (ve
dnech) na objednánı́ v kadeřnickém salonu: 7; 9; 2; 13; 4; 6; 7; 10. Panı́ kadeřnice
tvrdı́, že střednı́ hodnota čekánı́ jejı́ch zákaznı́ků na objednánı́ nenı́ většı́ jak 7 dnů.
Je toto tvrzenı́ správné?

[Tvrzenı́ nenı́ správné.]

4. Směrodatná odchylka ročnı́ch teplot v konkrétnı́m městě, měřena v obdobı́ 100 let je
8◦ C. Měřena je rovněž střednı́ dennı́ teplota 15. dne v měsı́ci během poslednı́ch 15
let a je spočı́taná směrodatná odchylka 8◦ C. Jestliže předpokládáme, že teploty majı́
normálnı́ rozdělenı́, můžeme na hladině významnosti 1% tvrdit, že se směrodatná
odchylka teplot v poslednı́ch 15 let zmenšila?

[Nemůžeme tvrdit.]



Závěr

Cı́lem této bakalářské práce bylo vytvořit sbı́rku vyřešených přı́kladů z pravděpodobnosti a
statistiky, která umožnı́ poslouchačům předmětu M4122 snadnějšı́ přı́pravu k zápočtovým
testům a závěrečným zkouškám.

Na základě vlastnı́ch zkušenostı́ z tohoto kurzu jsem cı́tila, že vypracovánı́ takové
sbı́rky by přivı́tali všichni studenti, kteřı́ kurz navštěvovali. V každé kapitole jsem se
snažila shrnout základnı́ teorii, která je v souladu s přednáškami Mgr. Jana Koláčka, Ph.D.
a která by umožnila studentům snazšı́ řešenı́ zadaných úloh. Přı́klady jsou navrženy tak,
aby odpovı́daly úkolům, které jsou řešeny ve cvičenı́ch. I když jsem před zahájenı́m práce
měla dojem, že jejı́ psanı́ nebude obtı́žné, vytvořenı́ takové sbı́rky nebylo vůbec snadné.
Bylo to předevšı́m z toho důvodu, že jsem se snažila sama vytvořit přı́klady, které by
byly podobné těm, co se počı́tajı́ na cvičenı́ch, ovšem ne úplně stejné. Jednı́m z největšı́ch
problémů bylo formulovat zadánı́ tak, aby nebylo úplně odtržené od reality i s ohledem na
konečný výsledek. To mohu připsat své vlastnı́ nezkušenosti při vytvářenı́ úkolů. Nejtěžšı́
část práce spočı́vala ve vymýšlenı́ „teoretických“ přı́kladů, jednak kvůli již zmı́něnému
záměrnému vynechávánı́ přı́kladů vypracovaných na přednáškách a cvičenı́ch, jednak je
takových přı́kladů i v literatuře velmi málo, někde nejsou dokonce obsaženy vůbec. Proto
může mı́t čtenář pocit, že těchto přı́kladů nenı́ v práci dostatečné množstvı́ a že některé z
nich jsou jednoduššı́. U ostatnı́ch přı́kladů jsem se snažila, aby byly zajı́mavé a podporovaly
kritické myšlenı́.
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Přı́loha 6. Kvantily Studentova t rozdělenı́.
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Přı́loha 1. Distribučnı́ funkce normálnı́ho rozdělenı́.
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Přı́loha 2. Distribučnı́ funkce normálnı́ho rozdělenı́ - pokračovánı́.
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Přı́loha 3. Kvantily normovaného normálnı́ho rozdělenı́.
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Přı́loha 4. Kvantily χ2 rozdělenı́.
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Přı́loha 5. Kvantily χ2 rozdělenı́ - pokračovánı́.
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Přı́loha 6. Kvantily Studentova t rozdělenı́.
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Přı́loha 7. Kvantily F0,95 Fisherovo-Snedecorova rozdělenı́.
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Přı́loha 8. Kvantily F0,95 Fisherovo-Snedecorova rozdělenı́ - pokračovánı́.
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Přı́loha 9. Kvantily F0,975 Fisherovo-Snedecorova rozdělenı́.
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Přı́loha 10. Kvantily F0,975 Fisherovo-Snedecorova rozdělenı́ - pokračovánı́.
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Přı́loha 11. Kvantily F0,99 Fisherovo-Snedecorova rozdělenı́.
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Přı́loha 12. Kvantily F0,99 Fisherovo-Snedecorova rozdělenı́ - pokračovánı́.
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Přı́loha 13. Kvantily F0,995 Fisherovo-Snedecorova rozdělenı́.
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Přı́loha 14. Kvantily F0,995 Fisherovo-Snedecorova rozdělenı́ - pokračovánı́.
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Univerzitet Singidunum, 2011, 212 s. ISBN 978-86-7912-378-7.
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