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Opakovani

Polynomy

P(x) = a,x" + an—1x" 1.+ ax + ap.

Véta — hranice koreni

Necht
P(x) = apnX"+ a,_1x" 1.+ a1x + ap,
= max(|a,_1],---,|a0]),
B = max(lanlu"‘7’all)7

kde apa, # 0. Pak pro vsechny koreny &,k =0,1,...,n,
polynomu P plati
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Priklad

Polynom s koreny & =1,...,6& =5

P(x) = (x—1)(x—2)(x —3)(x —4)(x —5)
= x> — 15x* + 85x3 — 225x% + 274x — 120
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Priklad

Polynom s koreny & =1,...,6& =5

P(x) = (x—1)(x—2)(x —3)(x —4)(x —5)
= x> — 15x* + 85x3 — 225x% + 274x — 120
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A= B =274, €] < 275.
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Veta

L& <
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3. & <
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Veta

L& <

2. [&| <

3. €] <

n—1 3
max 1,5 £
a
j=0 7"
an—1 an—2 3 an-3 n @
a, |’ a, |’ a, |7\ |a,
=h) dai dn—1
=14+ ]=],..., 1+ | .
n n an

Predchozi priklad:
P(x) = x*> — 15x* + 85x> — 225x° + 274x — 120

L |&]
2. [&k|
3. [&

<
<
<

max {1,719} = 719
2max {30, 18.44, 12.16, 8.14, 5.21} =60
max {120, 275, 226, 86, 16} = 275.

Jiri Zelinka
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Pocet realnych kofent polynomu

Poznamka - odstraneni nasobnych korent

Jestlize P ma koren £ nasobnosti k > 1, pak £ je korenem P’
nasobnosti k — 1. Takze délenim polynomu P nejvétsim
spoleénym délitelem P a P’ dostaneme polynom, ktery ma
stejné koreny jako P, ale vsechny jednoduché.
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Pocet realnych kofent polynomu

Poznamka - odstraneni nasobnych korent

Jestlize P ma koren £ nasobnosti k > 1, pak £ je korenem P’
nasobnosti k — 1. Takze délenim polynomu P nejvétsim
spoleénym délitelem P a P’ dostaneme polynom, ktery ma
stejné koreny jako P, ale vsechny jednoduché.

Priklad: P(x) = (x — 1)* = x* — 4x3 4+ 6x% — 4x + 1
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Pocet realnych kofent polynomu

Poznamka - odstraneni nasobnych korent

Jestlize P ma koren £ nasobnosti k > 1, pak £ je korenem P’
nasobnosti k — 1. Takze délenim polynomu P nejvétsim
spoleénym délitelem P a P’ dostaneme polynom, ktery ma
stejné koreny jako P, ale vsechny jednoduché.

Priklad: P(x) = (x — 1)* = x* — 4x3 4+ 6x% — 4x + 1

Definice

Necht ¢y, ..., ¢y je posloupnost realnych cisel raiznych od nuly.
Rekneme, Ze pro dvojici ¢k, cx+1 nastava znaménkova
zmena, jestlize ¢,c 1 < 0.

Rekneme, ze dvojice ¢, ck1 zachovava znaménko, jestlize
CkCky1 > 0.
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Definice
Posloupnost realnych polynomu

P=~FP,P,...,P,

se nazyva Sturmovou posloupnosti pfislusnou polynomu P,
jestlize
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Definice
Posloupnost realnych polynomu

P="FPy,P,....P,
se nazyva Sturmovou posloupnosti prislusnou polynomu P,
jestlize
@ Vsechny realné koreny polynomu Py jsou jednoduché.
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Definice
Posloupnost realnych polynomu

P="FPy,P,....P,
se nazyva Sturmovou posloupnosti prislusnou polynomu P,
jestlize
@ Vsechny realné koreny polynomu Py jsou jednoduché.

@ Je-li £ realny koren polynomu Py, pak
signP1(§) = —signPy(§).
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Definice
Posloupnost realnych polynomu

P=~FP,P,...,P,

se nazyva Sturmovou posloupnosti prislusnou polynomu P,
jestlize
@ Vsechny realné koreny polynomu Py jsou jednoduché.

@ Je-li £ realny koren polynomu Py, pak
signP1(§) = —signPy(§).
@eProi=12,....m—1,

Pii1(a)Pi—1(a) <0,

jestlize « je realny koren polynomu P;.
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Definice
Posloupnost realnych polynomu

P="FPy,P,....P,
se nazyva Sturmovou posloupnosti prislusnou polynomu P,
jestlize
@ Vsechny realné koreny polynomu Py jsou jednoduché.

@ Je-li £ realny koren polynomu Py, pak
signP1(§) = —signPy(§).
@eProi=12,....m—1,

Pii1(a)Pi—1(a) <0,

jestlize « je realny koren polynomu P;.

@ Posledni polynom P,, neméa realné koreny.
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Konstrukce Sturmovy posloupnosti

Po(x) = P(x),  Pi(x) = —Py(x)

a sestrojme dalsi polynomy P;,; rekurentné délenim polynomu
P;_1 polynomem P;:

P;_1(x) = Qi(x)Pi(x) — ¢iPi11(x), i=1,2,...

kde
st P,‘ > st P,‘+1

a konstanty ¢; jsou kladné, ale jinak libovolné. Lze fici, ze P; 4
je zaporné vzaty zbytek pri déleni P;_; : P;.
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Konstrukce Sturmovy posloupnosti

Po(x) = P(x),  Pi(x) = —Py(x)
a sestrojme dalsi polynomy P;,; rekurentné délenim polynomu
P;_1 polynomem P;:
Pi_1(x) = Qi(x)Pi(x) — ciPiy1(x), =12
kde
st P,‘ > st P,‘+1

a konstanty ¢; jsou kladné, ale jinak libovolné. Lze fici, ze P; 4
je zaporné vzaty zbytek pri déleni P;_; : P;.

Protoze stupné polynomii klesaji, musi algoritmus koncit po

m < n krocich.
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Sturmova veéeta

Pocet realnych koreni polynomu P v intervalu a < x < b je
roven W(b) — W(a), kde W(x) je pocet znaménkovych zmén
ve Sturmové posloupnosti Po(x), . .., Pn(x) v bodé x (z niz
jsou vyskrtnuty nuly).

Dikaz
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Sturmova veéeta

Pocet realnych koreni polynomu P v intervalu a < x < b je
roven W(b) — W(a), kde W(x) je pocet znaménkovych zmén
ve Sturmové posloupnosti Po(x), . .., Pn(x) v bodé x (z niz
jsou vyskrtnuty nuly).

Dikaz

Koren polynomu P; nemiize byt kofenem P; ;.
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Sturmova veéeta

Pocet realnych koreni polynomu P v intervalu a < x < b je
roven W(b) — W(a), kde W(x) je pocet znaménkovych zmén
ve Sturmové posloupnosti Po(x), . .., Pn(x) v bodé x (z niz
jsou vyskrtnuty nuly).

Dikaz

Koren polynomu P; nemiize byt kofenem P; ;.

Vliv malé zmény hodnoty a na pocet znaménkovych zmén
W (a) v posloupnosti pro a, které je kofenem nékterého
z polynomt P;, i =0,1,...,m—1:
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Sturmova veéta

Pocet realnych koreni polynomu P v intervalu a < x < b je
roven W(b) — W(a), kde W(x) je pocet znaménkovych zmén
ve Sturmové posloupnosti Po(x), . .., Pn(x) v bodé x (z niz

jsou vyskrtnuty nuly).

Dikaz

Koren polynomu P; nemiize byt kofenem P; ;.

Vliv malé zmény hodnoty a na pocet znaménkovych zmén

W (a) v posloupnosti pro a, které je kofenem nékterého

z polynomt P;, i =0,1,...,m—1:

a—h o a+h a—h a a+h
Po -0+ Po + 0 -
Py - - - P + o+ 4+
Wx)| 0 0 1 wWx)| 0 0 1
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a—h o a+h a—h o a+h
Pi-1 - - - Pi-1 + + +
P; - 0 + P;i - 0+
Pit1 + + + Pit1 - = =
wx| 1 1 1 Wx)| 1 1 1
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a—h a a-+h a—h a a-+h
Pi-1 - - - Pi-1 + + +
P; - 0 + P;i - 0+
Pit1 + + Pit1 - = =
Wx)| 1 1 1 Wx)| 1 1 1

a—h a a+h a—h o a+h
P,' + 0 - Pi + 0 -
Pii1 + +  + Pit1 - = =
W(x) 1 1 1 W (x) 1 1 1
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Priklad
Urcete pocet realnych korent polynomu

P(x) = x* —3x+ 1.
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Priklad
Urcete pocet realnych korent polynomu

P(x) = x> —3x+1.
Reseni. Sestrojime Sturmovu posloupnost pfislusnou polynomu
P(x). Je

Po(x) = x*—3x+1, P§(x) = 3x* — 3,
Pl(X) = —X2+1-

Polynom P, je zaporné vzaty zbytek pri déleni polynomu Py
polynomem Py, tj. Pa(x) = 2x — 1 a dale P3(x) = —3/4.
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x> —=3x+1
—x?+1
2x — 1
—3/4

Sestavime tabulku pro urceni poctu realnych korend.

x| Po(x) Pi(x) Pa(x) Ps(x)| W(x)
—00 | — - - - 0
of + + - - |1
+oo | + - + — 3
-2 = — — — 0
1| + 0 - 1
1| — o + - 2
2| + — + — 3
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Odhady poctu korenii polynomu

Veta (Descartes)

Pocet kladnych korenii polynomu P (pocitano s nasobnosti) je
roven po¢tu znaménkovych zmén v posloupnosti koeficienti
ao, - . .,an nebo o sudé Cislo mensi.

Jsou-li vsechny koeficienty ay, . .., a, razné od nuly, pak pocet
zapornych koreni je roven poctu zachovani znamének v této
posloupnosti nebo o sudé ¢islo mensi.
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Odhady poctu korenii polynomu

Veta (Descartes)

Pocet kladnych korenii polynomu P (pocitano s nasobnosti) je
roven po¢tu znaménkovych zmén v posloupnosti koeficienti
ao, - . .,an nebo o sudé Cislo mensi.

Jsou-li vsechny koeficienty ay, . .., a, razné od nuly, pak pocet
zapornych koreni je roven poctu zachovani znamének v této
posloupnosti nebo o sudé ¢islo mensi.

Priklad

P(x) =x® —2x® +8x* +3x> = x> + x — 10
Posloupnost koeficientd: 1,-2,8,3,—1,1,—10
Pocet kladnych koreni: 5 nebo 3 nebo 1

Pocet zapornych korend: 1
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