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Model a jeho tvorba

Definice: Model je zjednoduSend reprezentace redlného objektu nebo systému redlnych objektt
zapsana rovnicemi nebo pocitacovym programem.

Definice: Deterministickym modelem rozumime model, ktery spontanné nemeéni svtij stav.

Determinismus m

je presvédceni, Ze vyvoj svéta je pfedem dan jeho soucasnym stavem (pfipadné jeho stavem v
kterémkoliv bodé v minulosti ¢i na pocatku) a absolutné platnymi pfirodnimi zakony. Dle tohoto
pfesvédceni neexistuji skute¢né ndhodné (stochastické) jevy, pocit nahodnosti je dan pouze nasi
neznalosti pfic¢in. Determinismus dle nékterych interpretaci vylucuje existenci svobodné viile
(inkompatibilismus), jejich slucitelnost je ale mozna v podobé dualismu (kompatibilismus).
Deterministické pfesvédceni bylo silné v 18. a 19. stoleti po objevech mnohych pfirodnich, zvlasté
fyzikalnich, zakond. Po objevu kvantové fyziky vliv determinismu mezi védci zeslabl, prestoze ve
védé zeslablo i pfesvédéeni o svobodné vili.

Tolik z Wikipedie... Vétsina vzdélanych lidi determinismus chape praveé timto zptisobem.

Mou snahou bude pfedlozit ponékud komplexnéjsi pohled. Determinismus v modernim pojeti nent
v rozporu se stochastickymi jevy, miiZe je dokonce vysvétlovat. Myslenky tohoto pojeti svéta
vyslovil poprvé Ilya Prigogine v 70. letech minulého stoleti a ovlivnil tak celou moderni védu,
zvl]4sté oblasti chemické a biochemické, fyzikalni, napt. pravé kvantovou mechaniku, ale ovlivnil i
socialni védy. V pozadi jeho tivah stoji nelinedrni dynamické jevy, bifurkace a nerovnovazna
dynamika. Tento pohled na dynamické chovani systém je novou védou 21. stoleti. Jednim z
uzasnych dtsledki takového pojeti svéta je vysvétleni vzniku fadu z chaosu, vzniku sloZzitych
struktur v pfipadé, Ze je systém vzdélen od své rovnovahy. Takovy systém je mozny pouze v
pfipadg, Ze si vyménuje energii nebo informace s okolim, tedy neni izolovany. Izolované systémy
spéji nendvratné k rovnovaze, stavu s maximalni entropii. Véci se rozpadaji, kdva chladne. Interakce
s okolim a vymeéna energie zptisobuje vznik slozitych struktur, nerovnovaznych avsak
organizovanych d&. Zivot.

(@©Lenka Piibylova, 2015



Tvorba modelu:

Ucel modelu I

v
[ Je realizovatelny? I‘

v

‘ Konstrukce modelu
v

‘ Zhodnoceni modelu

— ~

Akceptovat model ‘ Revidovat model

Zamitnout model a zaéit znovu

Ucel modelu

Praktické modely:

Teoretické modely:

Hlavni dcel: management,
tvorba planu, predikce.
Dilezit4 je numerickd pfesnost i
na tikor jednoduchosti.

Hlavni ti¢el: porozumeéni princi-
ptim, rozvoj teorie.

Numericka pfesnost neni pod-
statnd, model popisuje princip a

Mx 2

mé byt co nejjednodussi.

Nékteré procesy mutizeme igno-
rovat, pokud nejsou numericky
podstatné.

Nékteré procesy mtizeme igno-
rovat, pokud nejsou principielné
podstatné.

Predpoklady jsou kvantitativni.

Predpoklady jsou kvalitativni.

Model je tvofen “na miru”. Model je aplikovatelny na Siro-

kou oblast.

Je model realizovatelny? |

Nejcastéjsi omezujici podminky jsou
e ¢as - ndro¢nost odhadujte spiSe pesimisticky, je lépe zacit s jednoduchym modelem a ten pak

rozsirovat

e data - zde naopak uvazujte spise optimisticky, mnohdy nejsou nékteré parametry modelu tfeba,
1ze je obejit nebo nejsou podstatné

e kapacita a vykon pocitace - pokud nezpracovavate zrovna kvantitativni model pocasi nebo
mnoZstvi hmoty ve Vesmiru mtiZete byt klidni
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Konstrukce modelu: I

koncepce |—| diagram [—| rovnice —>‘ pocitacova realizace

[ Koncepce modelu ]‘

o Které proménné jsou pro model podstatné?

e Které z nich budou stavové proménné a které exogenni proménné a parametry. Stavovou
proménnou je proménnd, kterd urcuje stav popisovaného systému, exogenni proménnou je
obecné funkce nezdvisld na stavu systému, parametrem je konstanta nezdvisla na stavu systému.
Obecné je lépe zacit s mnoha stavovymi proménnymi, které béhem tvory modelu pfesouvame
mezi exogenni proménné a parametry.

e Jak detailni bude model? Je tfeba rozhodnout, které jednotky budeme povazovat za identické.
Pfi volbé velké agregace muize dojit k chybam, pokud se jednotky chovaji odliSnym zptisobem,
pak je tfeba jednotku rozdélit, tzv. strukturovat (druhové, vékové apod.), mluvime pak o struk-
turovaném modelu. Mnohdy i pfes velkou agregaci je nestrukturovany model vzhledem jeho
tcelu vhodny. Stejné tak pfilisny detail vede k pfilisné slozitosti modelu a mnoha parametrtim,
které je tfeba odhadovat z mnoha dat - a ta nemusi byt k dispozici. Musime vhodné volit mezi
chybou danou modelem a chybou danou parametry.

e Zvolené (pro model podstatné) proménné “uloZime do krabicek”.

o Zakreslime vzajemné vztahy, které ndm pomohou rozhodnout, zda je dand proménné stavova
nebo exogenni, nebo ji miizeme povaZzovat za parametr.

e Zakresleni vztaht je prvni kontrolou vhodné volby agregace.

Rovnice

e V prvé fadé volime mezi statickym a dynamickym modelem. Pokud je ti¢elem modelu najit
rovnovdhu systému bez ohledu na to, jakym zptisobem (a zda vibec!) se tato rovnovaha
ustanovi, volime model staticky. V opa¢ném pfipadeé je nutné pouzit dynamické rovnice.

e Je tfeba rozhodnout o typu dynamickych rovnic. Zdkladnim voditkem je diskrétni resp. spojity
béh casu. V diskrétnim pfipadé je vhodné pouzit diferen¢ni rovnice, ve spojitém diferencidlni
rovnice. Mtizeme pak pouzit ODE, PDE, rovnice se zpozdénim apod.



Je tfeba rozhodnout o linearité nebo nelinearité modelu. V prvé fadé tedy, zda budou procesy
mezi stavovymi proménnymi z4viset na jedné nebo vice proménnych a zda mtiZzeme miry
téchto procesti povazovat za parametry a exogenni proménné (tedy konstanty nebo funkce
nezavislé na stavovych proménnych) nebo zda zavisi na stavovych proménnych. V druhém
piipadéje tfeba volit model nelinedrni. Nelinearita v modelu miiZe byt ddna jednak samotnymi
principy nebo také nelinedrnimi odhady namétenych dat.

Rovnice v modelu musi “sedét” jednotkové. V okamziku, kdy mame sestaveny rovnice,
muiiZeme je zjednodusit co se tyce poctu parametrit vhodnou transformaci ¢asu a stavovych
proménnych (nondimensionalization - zbaveni se jednotek).

Pocitacova realizace I

Maple - vhodny spiSe pro teoretické modely

Matlab - vhodny pro maticové zapisy

R - freeware ;-)

Matcont - kontinua¢ni balik pod placeny Matlab
XppAut - freeware, vhodny pro parametrickou analyzu

Tabulkové procesory - vhodné pro diskrétni modely

Zhodnoceni modelu: I‘

2 vz

Bylo by jednoduché fict, Ze zhodnotime vhodnost modelu nakreslenim redlnych a simulovanych
dat do jednoho grafu a porovname je. Neni to tak, protoze zdlezi na ti¢elu modelu, kratkodobosti
nebo dlouhodobosti predikce, moznostech dobrého odhadu parametrti apod. Zadny model nemtize
byt realitou, proto zhodnoceni modelu nutné v nékterém okamziku selZe. Je na nds rozhodnout, zda

Y&z

je model uz “dostate¢né blizko ”. Daleko jednodussi je porovnavat vice modelti mezi sebou.

Pro¢ tak slozité, kdyz zname linedrni regresni model? I‘

linedrni regresni model proklada naméfenymi daty kiivku a slouzi k predikci, JENZE

e je pouzitelny vétSinou jen pro kratkodobou predikci

nefekne nic o principu chovani systému a vztazich v popisovaném systému

e je pouzitelny jen na konkrétni situaci, vysledky nelze zobecnit

popisuje pouze trend nebo naopak detail, ne oboji

nemtuize odhalit, které parametry jsou pro systém podstatné a pouzitelné napt. pro jeho kontrolu

NAROZDIL OD DETERMINISTICKEHO MODELU!!!



Tti zékladni rady ]

NEBOJTE SE
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a
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Dobry model obsahuje nekorektni pfedpoklady. Praktické modely musi byt tak zjednodusené, aby
mnozstvi jejich parametrti nepfesdhlo dostupna data. Teoretické modely musi byt tak jednoduché,
aby bylo vidét co délaji a pro¢. Redlny svét takovy, bohuzel a bohudik, neni. Proto musi modely
ignorovat nékterd fakta nebo procesy a nahradit je jednodussimi, jistojisté nepravdivymi. ..

(roniae

Presnéji, délejte véci, které budou statistiky znervéziiovat, jako napiiklad pouzijte data zavisla na
jedné proménné k odhadu parametri rovnice zavislé na mnoha proménnych, pouZzivejte znalosti z
jinych oborti a pouZzivejte intuici. Data jsou pouze jeden z faktord, které ovliviiuji tvorbu modelu,
dalsi jsou zkuSenost a znalost modelované problematiky:.

(o)

Naépady si berte odkudkoliv, nezalezi na védnim oboru. Nové védecké objevy jsou mnohdy
vysledkem konvenénich modelti s pouzitim konvenénich funkénich tvarti v rovnicich - jen v jiném
védeckém oboru. JestliZe jiz nékdo vytvofil rozumny model pro proces, ktery se objevuje ve vasem
modelu, vyzkousejte ho. KdyZ uz nékdo vénoval &as a tsili k odhadu parametrti, pouZijte ho. Bud'te
v8ak kriti¢ti a nevéhejte zahodit, co jste si ukradli, pokud to nebude fungovat. Zkuste to spravit a
pfizpusobit, tfeba to fungovat bude . ..



Statické modely a komparativni statika

Definice: Statickym modelem rozumime model nezédvisly na béhu ¢asu. Popisuje strukturu
redlného objektu v rovnovazném stavu.

Definice: Komparativni analyzou statického modelu rozumime analyzu stavovych proménnych
statického modelu v z4visloti na exogennich proménnych a parametrech modelu.

Poznamka 1. Rovnice statického modelu nezavisi na ¢ase. Rovnovéazny stav je jejich feSenim, tedy naleze-
nim stavovych proménnych jako funkci proménnych exogennich a parametri. Komparativni statiku popisuji
parcialni derivace stavovych proménnych podle exogennich proménnych a parametr(.

Ttisektorovy model uzaviené ekonomiky. ]‘

Chceme zjistit zda a jak ovliviiuji vladni vydaje hruby narodni produkt. Budeme tedy vytvéret
teoreticky model, jisté realizovatelny.

Koncepce:

Proménnymi budou jisté vladni vydaje G a hruby narodni produkt (dtichod) Y. Vladni vydaje jsou
hrazeny z dani T, to bude dalsi proménnd. Na celkovou ndrodni produkci mt@izeme nahliZet také
jako na celkovou sumu penéz za tento produkt, ty jsou rozdéleny na tfi zdkladni ¢asti - investice I,
spotiebu C a vladni vydaje G. Uvédomme si jak hrubou agregaci jsme provedli a také jaké
pfedpoklady jsou v pozadi. Tim nejpodstatnéj$im je, Ze vSe, co je vytvofeno danou ekonomikou,
zde je také koupeno. Neexistuje import a export, jde o uzavienou ekonomiku.

Diagram:

VAN
a (1]—

— B
Do diagramu doplnime dalsi vztahy. Spotfeba C je zavisi z¢asti na disponibilnim dtchodu (Y —T) a
z&4sti ne - tzv. autonomni vydaje «. Dané T jsou podobné tvofeny danémi z pifjmu Y a jinymi typy
dani . Vzhledem k tcelu modelu pfedpokldddme, Ze jsou vztahy mezi proménnymi linedrni.
Vidime, Ze proménné G a I mliZeme pfesunout mezi exogenni proménné. Stavovymi proménnymi
budouY,CaT.

Rovnice:
Y = I+C+gG,
C = 14 + IB(Y - T)/
T = v+479Y,



kdea >0,0< B <1,7v>0a0 < <1jsou parametry, G a I exogenni proménné. Rovnice jsou v
jednotkach penéz, parametry  a d jsou bezrozmérné (mnoZstvi parametri bychom mohli jesté
sniZzit). Jde o staticky model. VyfeSenim rovnic dostdvame rovnovahu

a—By+I1+G
T—B(1—0)

Jmenovatel 1 — B(1 — §) je podle pfedpokladu kladny, ¢itatel miiZe byt zaporny jen v piipadé
vysokého 7, tedy v piipadé nepfiméfené vyse nepiijmovych dani dojde ke kolapsu ekonomiky.
Utelem modelu bylo zjistit jak ovlivituji vlddni vydaje hruby narodni produkt, odtud je ziejmé, Ze
j&j zvysuji. Tzv. vladni vydajovy multiplikator je definovan jako ¢islo, které udava o kolik se zvedne
GNP, jestlize se zvednou vladni vydaje o jednotku

1

Relevantnimi parametry jsou tedy B a J, které 1ze odhadnout z namétenych dat.

?:

=<

Vyhodnoceni:

Model je teoreticky a téZko porovnatelny s redlnymi daty, vzhledem k pfedpokladu uzaviené
ekonomiky. SlouZi k pochopeni principti a tento tcel splnil. Vhodnou revizi by bylo zavedeni
novych proménnych: exportu a importu.

-
Véta: Necht’x = (x1,...,x,) je vektor stavovych proménnych, & = (ay,...,a,) je vektor

exogennich proménnych a parametrti a funkce F = (F,..., F") : R"™™ — R" je hladka.
Necht'x(«) : R™ — R" je feSeni rovnic modelu F(x,a) = 0, tedy F(¥(«), ) = 0. Je-li jacobidn F
v X nenulovy, tj.

1 1
Fxl e Pxn
DE®|=|: & |lex £0,
n n
R
pak je feSeni tilohy zéavislosti rovnovazné stavové proménné X na nékteré exogenni proménné
«; feSenim soustavy

DF(X) - 5= = —Fu. 1

Diikaz. Vzhledem k pfedpokladu hladkosti funkce F, mizeme rovnice modelu

F'(®(a),a) = 0,
F'(x(a),) = 0
derivovat podle proménné «;, dostavdme tedy
P%lg_g +...-|—F;n%i“_’: —l—F;i = 0,
n OxX1 n 0xX, n _
leaTéi +"'+FxnaTi +F, = 0



coZ je maticové

1 1 X 1
FX] T Pxn aﬂéi _lei
nooo. .. n ek _rn
Fxl Xn a_p(:l F‘Xi

O

Poznamka 2. Parci?lni derivace vektoru stavovych proménnych podle zvoleného parametru

g%i = <%,- e, %) &asto nemusime hledat vSechny. Vzhledem k tomu, ze |DF(X)| # 0, je aloha (1)
Djil

. R T Py . . ox; .
jednoznaéné Fesitelnd a feeni mizeme hledat pomoci Cramerova pravidla: 5! = m kde Dj; je
i X

Jacobiho matice F v ¥ s j-tym sloupcem nahrazenym vektorem —F,, = (—F;i,..., —FDZ)T.
Chceme zjistit zda a jak ovliviiuje spotfebitelsky dtichod cenu vyrobku a jeho mnozstvi.
Koncepce:

Proménnymi budou spotfebitelsky diichod Y, cena P a mnozZstvi Q vyrobku. Rovnovéha trhu se
ustanovi, pokud se nabidka S vyrovné poptavce D.

Diagram:

Q@0
\ /

Do diagramu doplnime dalsi vztahy. Cena P ovliviiuje nabidku S i poptavku D, poptavku ovliviiuje
také spottebitelsky diichod Y. Vidime, Ze proménnd Y je exogenni. Stavovymi proménnymi budou
P a Q. Navic pfedpokladejme, Ze plati

aS oD
op >0 gp <0 a 57>0
Rovnice:

Fl(P/Q/Y) = S(P)—Q:O,
F*(P,Q,Y) = D(P,Y)—Q=0.

Predpokladejme, Ze (P, Q) je trzni rovnovaha. Derivaci rovnic modelu podle Y dostaneme

ortPQY) _ 9S(P)9P  3Q __ 0
Y - oP JY Yy — Y

OF2(P,QY) _ 3D(PY)aP _ 9Q n oD(PY) _ 0
Y - oD Y Y - Y



Maticové miiZeme rovnice zapsat takto:

CEICI R |
ap .
(DY) (

oP

Jacobiho matice DF(P, Q, Y) je regularni, protoZe

9S(P

BE 1| appy)  asr) <0
oD(PY) 4|~ op ap

oP

Parcidlni derivace miizeme tedy jednoznacéné vyjadrit pomoci Cramerova pravidla jako

0 -1
B _DEY) 4 oD(D,Y)
oY 5(P) 9S(P) _ aD(PY)
5 1 ap ap
aD(PY) 4
e
as(P) 0
aP _
B aD(PY) aDgz;,Y) 95(P) 9D(P,Y)
9Q | 9P =% I 5
Y a5(P) 1 E)S_(P) . dD(P)Y)
P - P oP
aD(PY) 4
oP

Zvyseni pifjmt tedy vede ke zvySeni ceny i mnozstvi. Relevantnimi parametry jsou tedy 3—153, %—112 a

%—?, které 1ze odhadnout z namétenych dat.
Vyhodnoceni:

Model je teoreticky, odpovida otekdvanému vysledku, mtizeme jej srovnat s redlnymi daty.

Simulovat



Statické modely interakci a teorie her

Pokud model slouzi k popisu interakci subjektti, zvlast’pokud jde o model rozhodovaciho procesu v
situaci, kdy dochazi ke stfetu z4jmd, je modelem tzv. hra. Teorie her se zabyva analyzou Sirokého
spektra konfliktnich i kooperativnich rozhodovacich procesti, od aukci, p¥es trzni konkurenci,
volby, rodinné konflikty aZ po evoluci a chovani zvitat. Teorie her slouzi pfedev$im pro nalezeni
svym zptsobem optimélniho feSeni konfliktu. Teorie her se zabyva jak statickymi, tak
dynamickymi modely, modely s tiplnou informaci (deterministickymi), tak s netiplnou informaci
(stochastickymi). V této kapitole uvedeme nékteré statické modely s tplnou informaci.

Vybérové fizeni. ]

Dvé firmy se zajimaji o dva trhy zakdzek brnénského magistratu za 18 a 12 mil. korun. Kazda z
firem m4 finan¢ni prostfedky bud’ na velky tplatek jednoho tfednika, nebo na mensi aplatky obou
ufednikd rozhodujicich o pfidéleni zakazek. Pfedpoklddejme, Ze Géinnost tplatkd obou firem je
stejnd a tfednici rozdéluji podle téchto pravidel:

e Da-li aplatek jen jedna firma, dostane vSechny zakéazky trhu.
e Daji-li uplatky téhoZ typu obé firmy, déli se zakdzky na polovinu.
e Da-lijedna firma velky a druhd maly tplatek ziska prvné jmenovand 2/3 zakdzek a druha 1/3
zakazek.
Jaké jsou optimalni strategie firem?

strategie | V1 V2 M
Vi | (15,15) (18,12) (12,19)
V2 (12,18) (15,15 (8,22)
M (18,12)  (22,8) (15,15)

Strategie obou firem jsou bud’ velky uplatek V1 prvnimu tfednikovi, velky tuplatek V2 druhému
ufednikovi nebo dva malé tplatky obéma M (neupldceni ponechme prozatim stranou zdjmu).
Pfedstavme si, Ze jsme v pozici modré firmy. Pokud by hrala strategii V2 (2. fadek), pfi jakékoliv
volbé strategie ervené firmy, ziskala by méné nez pfi volbeé strategie M. Takovouto strategii
nazyvame striktné dominovanou jinou strategii, V2 < M. Stejné tak V1 < M. Strikiné dominované
strategie modra firma nebude hrat, stejné se zachovd i ¢ervena firma. Obé zvoli strategii dvou
malych tplatkt. Toto feSeni ma tu vlastnost, Ze pfi jednostranném odchyleni od této strategie si ani

LN 4

jedna firma nepolepsi, fikdme mu rovnovazné feSeni.

2% O

Definice: Hra v normdlnim tvaru pro n hraci je tvofena prostory strategii jednotlivych hract
S1,...,54 ajejich vyplatnimi funkcemi uy, ... u, , kde kazdé u; zobrazuje S; x --- x S, do R.
Oznacenim u;(s;, s_;) budeme rozumét u;(sq, .. .,s,), kde sj € Sj.

Definice: Necht's], s/ € S; jsou dvé mozné strategie i-tého hrace. Rekneme, Ze strategie s/ je
striktné dominovan4 strategii s/’ , s; < s/, jestlize pro kazdou kombinaci strategii ostatnich
hra&t je vyplata i-tého hrade pfi strategii s; mensi nez pfi strategii s/, tj.

u;(st,s_;) < u;(s,s_;), prolibovolné strategie protihractis_;




1. ptiklad: Ukazte, Ze strategie nedédvat tiplatek nebo dat jen jeden maly tplatek je striktné
dominovana strategif uplatit oba.

P
Definice: Strategie s, . . ., s, tvofi Nashovu rovnovahu, jestlize pro kazdého hrace je s; nejlepsi
odpovédi na strategie s* ; ostatnich, tedy

ui(si,s*;) > uj(s;,s*;) prolibovolné s; € S;.

Jinak Feeno, s; je fFeSenim extremalni ulohy max u; (si,8%5).
5i€9;

Pokud pfi eliminaci striktné dominovanych strategii ztistane jedina kombinace strategii, je jedinou
Nashovou rovnovahou. Eliminaci striktné dominovanych strategii obecné zmensime hru a pokud
existuje Nashova rovnovaha, ztistdva mezi zbylymi strategiemi mensi hry. Obecné Nashova
rovnovaha v ryzich strategiich nemusi existovat. Navic pokud existuje nemusi byt pareto-optimalni,
tj. mtZe existovat strategie s lepsi vyplatou pro daného hrace pfi¢emzZ ostatni si nepohorsi. Tato
strategie ale neni rovnovaZznd, protoZe vychyleni z této strategie by bylo pro nékterého hrace
vyhodnéjsi.

Cournottiv model trhu. ]‘

Chceme nalézt optimalni mnoZzstvi vyrobki, jez budou ochotny na trh dodavat firmy.

Koncepce:

Exogennimi proménnymi budou poptadvané mnozstvi M a mezni naklady c na vyrobu jednoho
vyrobku, endogenni proménné jsou mnoZstvi g; vyrobkt od jednotlivych firem. Model bude
staticky - firmy se v daném okamZiku rozhodnou a nezavisle na sobé voli optimalni strategii. Volme
tyto zjednodusujici predpoklady:

e poptavkova funkce je linearni tvaru P(Q) = M — Q, kde Q je celkové mnozstvi doddvané na
trh (proQ > M je P(Q)=0)

e postaveni firem je rovnocenné a jejich produkt je homogenni,
. Q =q1 + - - - + gn. ndklady c jsou konstantni,
tj. ndkladova funkce C;(q;) = cg;, ¢ < M

e vystup je libovolné délitelny, prostor strategii tak miZeme oznacit S; = [0, o)

Rovnice:
Vyplatni funkci je ziskova funkce firem:

7i(qi,9-1) = qi[P(Q) —c] = qi[M — (g1 + -+ +qn) — ]
Abychom nasli Nashovu rovnovahu tohoto problému, musi kazda firma fesit optimaliza¢ni problém

max 7;(q;,q";) = max q;[M—(q;+)_q%;) —c]

0<g;<eco 0<g;<eo0

Ukolem je tedy najit maximum kvadratické funkce v proménné g;.
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1 1 1 1 5
monopol E(M —¢) EM + 5¢ Z(M —0)
2 1 2 1 5
duopol §(M —¢) §M + 3¢ §(M —0)
. n 1 n M—c\*
oligopol n+1(M_C) n+1M+n—|—1C (n—i—l)
dok. konkurence M-—c c 0
Podminky prvniho fadu tedy jsou:
21+ g+ +qgn = M-—c
q1+2l]2+"'+‘1n = M-c¢

fi+a+--+2q = M-—c

Resenim jsou hodnoty
* = * = = * = M
M=92= == 77
které jsou vzhledem ke konkavnosti funkci 77;(g;, q* ;) maximem. Cena odpovidéd poptavkové funkci
M-—c 1 n
MO M_ _ 1 .
PFP=M-Q=M L n+1M+n+1ca21skf1rmy]e

M—c 1 n M—c\?
L ) oL _ _ —
™ =q d n+1 n+1M+n+1C C] <n+1>

V ptipadé monopoluy, je na trhu jediné firma nabizejici mnozstvi g* =

—C
2

M—
nabizi dvé firmy ¢* = TC Limitnim p¥ipadem je pro n — oo dokonald konkurence, jeZ na trh

v piipadé duopolu

n
dodava celkové mnozstvi lim p— (M —c) = M — ¢, pfi némzZ firmy dosahuji nulového zisku.
n—oo

Vyhodnoceni:

Monopolista dod4dva na trh mensi mnozstvi vyrobkii nez duopolisté a prodava ho za vyssi cenu.
Pokud porovname celkovy zisk monopolisty a obou duopolistd, je vidét, Ze by pro duopolisty bylo
vyhodnéjsi vyrabét polovinu produkce monopolisty. Tato strategie ale neni rovnovazna, kazda
firma by v takové situaci musela odoldvat pokus$eni nevyrabét vice, z ¢ehoZ by ziskala vyhodu,
pokud by druhé firma udrzovala produkci na dané hlading. V takové situaci mohou firmy uzavt¥it
dohodu, problém vsak spociva v tom, Ze vzhledem k antimonopolnim opatfenim jsou takové
dohody protizdkonné a tajna dohoda je legalnimi prostfedky nevymahatelna.

Pro firmy je ale natolik vyhodné vytvaret velké kartely a chovat se jako monopolista, Ze dokonala
soutéz zustava jen v myslenkéach idealistti.

2. ptiklad: V Cournotové modelu duopolu nakreslete tzv. reakéni kiivky obou firem, tj. funkce
12



q; = R(q_;), které udéavaji nejlepsi odpoveédi (best response functions). Ukazte zde Nashovu
rovnovéhu.

3. piiklad: Ukazte, Ze v pfipadé monopolu jsou vSechny ostatni strategie strikiné dominované

strategii g* = ? Napoveéda: ostatni strategie jsou g = ¢ + x, kde x # 0.
4. ptiklad: Najdéte Nashovu rovnovahu v Bertrandové modelu duopolu, kde se dva vyrobci
rozhoduji o optimalni cené za poptavané mnoZzstvi
qi(pi, p—i) = a — pi+bp_,
které z4visi na cené obou vyrobki. P¥itom b € (0, 2) je tzv. elasticita nebo mira substituce.
Reseni v Maplu

V ryzich strategiich ne vZdy existuje Nashova rovnovaha. Proto zavadime pojem smisené strategie,
kterd udava pravdépodobnost volby ryzi strategie. SmiSena strategie je tedy pro kazdého hrace
vektor, jehoZ k-ta slozka udava pravdépodobnost, s niz hrac voli k-tou strategii ze svého prostoru
strategii. Zde uZz existenci rovnovahy zarucuje Nashova véta.

Definice: UvaZujme konec¢nou hru n hrac¢a v normalnim tvaru, kde pocet prvki prostoru stra-

tegii S; libovolného hrace i ozna¢ime symbolem ;. SmiSenou strategii hrace i se rozumi vektor

pravdépodobnosti x' = (x7, .. .,xlmi)T, kde x;- >0a Zx; =1.
i

Véta (Nashova): Kone¢na hra n hra¢ti ma v prostoru smisenych strategii alespon jednu Nashovu
rovnovahu.

13



Dynamické modely

Definice: Dynamickym modelem rozumime model z&visly na béhu ¢asu. Popisuje chovani
realného objektu v pribéhu ¢asu.

Dynamicky model je popsan dynamickym systémem (rovnici, soustavou rovnic, formuli).

Definice: Dynamickym systémem rozumime trojici {T, X, ¢'}, kde T je &iselnd mnoZina (¢as), X
je metricky prostor, ktery nazyvdme fdzovym prostorem, a ¢’ je parametricky systém evolu¢nich
operatorii s parametrem t € T definovanych jako zobrazeni ¢' : X — X, které zobrazuje
potétedni stav xy € X na n&jaky stav x; = ¢'xg € X.

Poznamka 3. V pfipadé, ze T = Z mluvime o diskrétnim dynamickém systému, je-li T = IR mluvime o
spojitém dynamickém systému.

Definice: Deterministickym dynamickym systémem rozumime systém {T, X, ¢'} spliiujici
podminku
¢° =id,

kde id je identita na X, tj. Vx € X : idx = x. Tato vlastnost ik, Ze systém spontanné nemeéni
svij stav.

Definice: Autonomnim dynamickym systémem rozumime deterministicky systém {T, X, ¢’}
spliujici podminku

(PtJrs _ (Pt o QDS,
tj. Vx € X : ¢'"5x = ¢'(¢°x), pokud jsou definovany obé strany rovnice. Tato vlastnost ¥ika, Ze
se ,,zdkony evoluce” neméni béhem casu.

Definice: Trajektorie s po¢ate¢nim bodem x( € X je uspofddand podmnozina f4dzového prostoru
X
{x € X : x = ¢'x0,Vt € T, pro které je ¢'xy definovéno}

V pripadé spojitého systému jde o orientované kiivky v X, v pfipadé diskrétniho systému jsou
to posloupnosti bodti v X. Fizovym portrétem dynamického systému rozumime rozmisténi
trajektorii ve fAzovém prostoru X.

Definice: Bod xp € X nazyvame rovnovdznym bodem (nebo téZ singuldrnim, stacionarnim,
pevnym bodem) dynamického systému, jestliZze pro véechna t € T plati

t
@ Xp = Xq.
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Definice: Cyklem rozumime periodickou trajektorii Ly, kterd neni rovnovaznym bodem, spliu-
jiCi Vxg € Ly

t+Tox0

9" %0 = g'xo,
pro néjaké Ty > 0, vVt € T. Nejmensi takové T nazjvame periodou cyklu Lo.

Poznamka 4. V systému s cyklem vznikaji periodické oscilace. Cyklus spojitého systému je uzaviend kfivka
v X. Limitnim cyklem rozumime cyklus, v jehoz okoli nejsou jiné cykly.

Definice: Invariantni mnoZinou S rozumime podmnozinu X spliujici

X0 €S = ¢'xgeS VteT.

Poznamka 5. Rovnovéazny bod i cyklus jsou invariantni mnoziny.

-

Definice: Invariantni mnoZina S se nazyva stabilni, jestliZe

e VU D S libovolné malé okoli invariantni mnoziny existuje okoli V' O S takové, Ze Vx € V
aVt > 0 plati ¢'x € U (tento typ stability nazyvame ljapunovskou stabilitou),

e existuje okoli Uy D S takové, ze 'x — Sprox € Upat — oo (tento typ stability nazyvame
asymptotickou stabilitou).

V opacném piipadé je S nestabilni.

Poznamka 6. Existuji dalsi typy stability, my se budeme vétSinou setkdvat s rovnovaznymi body a cykly,
které jsou jak ljapunovsky, tak asymptoticky stabilni.

15



Rovnovazna dynamika

Dynamické modely oproti statickym modelti zachycuji vyvoj stavovych veli¢in v ¢ase. AZ do druhé
poloviny minulého stoleti se v aplikovanych védach objevovaly vétsinou dynamické modely, které
sméfovaly k rovnovédZznému stavu. Implicitné se tedy pfedpokladalo, Ze dynamicky systém z
libovolné relevantni pocate¢ni hodnoty sméfuje k rovnovaze, coz je piesné pojem stability, dokonce
asymptotické.

velt)

¥l

yit)

Uvedme jako piiklad neviditelnou ruku trhu, kterd ma za kazdych okolnosti pfivést ekonomicky
systém k makroekonomické rovnovize.

V biochemii uvedme naptiklad Michaelistiv-Mentenové model enzymatické reakce, ktery si
pozdéji podrobné rozebereme.

Celé klasicka termodynamika pfedpokladé postupné sméfovani systému k rovnovaze (vyrovnani
teplot a postupné dosaZeni maximalni entropie).

Tato stabilni dynamickd rovnovaha je ve skute¢nosti praveé tou statickou rovnovahou, kterou jsme
studovali v pfedchozich modelech.
Zakladnim principem takovychto modelt je nasledujici tivaha.

Cim vice se systém odchyli od své rovnovahy,
tim vétsi ma tendenci k ni sméfovat.

Tato tivaha je v mnohych pfipadech velmi racionélni a aplikovatelna na velké mnozstvi situaci. Tato
tvaha v sobé ale implictné zahrnuje existenci dynamické rovnovahy a jeji asymptotickou (dokonce
exponencidlni) stabilitu. Takovyto pfedpoklad nutné vede k rovnovazné dynamice.

e Uvedme jako zakladni pfiklad Newtontuv zakon ochlazovani, kdy teplota télesa se méni tim
rychleji, ¢im vétsi je rozdil teplot télesa a jeho okoli.

o Stejné tak bychom ale mohli pouZit linedrni makroekonomicky model nabidky a poptavky, kdy
rast nabidky je tim vétsi, ¢im vétsi je pfevis poptavky nad nabidkou atd.
e Stada antilop migruji spole¢né a pokud se néktera dostane mimo stddo, ma tim vétsi tendenci
se k nému pfipojit, ¢im dal od néj je.
16



e Dokonce i chovénilidije moZné timto zptisobem modelovat. Vétsina lidi ma tendenci nevyboco-
vat z davu a své chovani ménit tim vice, ¢im vétsi je jeho odliSnost od bézné normy. MtiZeme
tim vysvétlit napf. to, Ze i ateisté zmlknou v kostele nebo Ze si i pfisny abstinent d4 na Silvestra
sklenicku sektu, byt'ji nevypije.

Newtontv model ochlazovani. ]

Koncepce:

Predstavme si kelimek kavy pravé vytazené z automatu (o teploté Ty) a postavené do mistnosti s
teplotou T*. Stavova proménnd bude teplota kavy T, parametrem bude k € R, které bude zaviset
ostatnich fyzikalnich veli¢inach (mérnd tepelna kapacita kavy, tvar a plast kelimku apod.).

Diagram:

Rovnice:

AT — k(T - T(t)). @)

5. ptiklad: Vyteste rovnici s po¢ate¢ni podminkou T(0) = Ty. Odhadnéte k pro konkrétni hrnek
kafe.

6. piiklad: Najdéte rovnovéazny bod rovnice a urcete jeho stabilitu. Odhadnéte, za jak dlouho kéva
"vystydne”.

Vyhodnoceni:

Teoretické vysledky srovnejte s méfenim. Pokud neodpovidaji, vysvétlete a navrhnéte revizi.

17



e

Véta: Uvazujme dostate¢né hladké zobrazeni f : R™ — R™ a rovnici

' = f(x). ®)

Rovnovazny bod x* spojitého systému (3) spliiuje

fx") =o.

UvaZzujme nejprve p¥ipad m = 1 a Taylorav rozvoj f v rovnovdzném bodé x*. Pro x ~ x* plati
fo) = f(x*) +Df(") (x =x") 4+ = Df(x")(x =27) + ...

V dostate¢né blizkém okoli x* tedy plati

Véta: Mé&me rovnici (3) prom = 1 a f hladkou v okoli rovnovazného bodu x*. Jestlize D f (x*) <

0, pak je rovnovazny bod x* stabilni (atraktor). V opatném piipadé, kdyz Df(x*) > 0, je x*
nestabilni (repeler).

18



Zéikladni spojité modely ristu

Spojity exponencialni rist. ]

UvaZujme populaci, kterou mtizeme modelovat spojité - napf. mnoZstvi sinic na prehradé budeme
méfit v ¢/m>, nebudeme je pocitat. Stejné tak budeme spojity p¥istup pouZivat u populace, ktera
nemé dané obdobi rozmnoZovani (jako ma mnoho druhti zvifat - narozdil od ¢lovéka). Zajima nas,
jak se bude populace vyvijet v ¢ase. Oznacime-li x(t) velikost populace v ase t, b okamzitou miru
reprodukce a d miru vymirani (zde pfedpokladame, Ze jsou miry b a d konstantni), pak miizeme
populaci popsat diferencialni rovnici

x'=bx —dx =rx,

kde 7 je konstantni mira ristu populace a x” pfedstavuje okamzitou zménu velikosti populace.
Pripomerime zde definici derivace:

x(t+ At) — x(t)

At = rx(t), pro At — 0.

Regenim je exponencidlni funkce x(t) = xge"". Pokud je r < 0, §j. d > b, populace vymfe
(rovnovazny stav x(t) = 0 je stabilni), pokud je r > 0, tj. d < b, populace bude riist nade viechny
meze (rovnovazny stav x(t) = 0 je nestabilni).

7. ptiklad: Kdy je tfeba vyhlasit zakaz koupani v piehradé, jestlize jsme minulé 4 dny v 8:00 rdno
naméfili v odbérné nddobé hodnoty 2, 3, 5 a 7 mikrogramt. Hranice toxicity je 30 ug.

Simulovat v Maplu
Vyhodnoceni:

Model Ize pouzit v ptipadech, kdy ndm sta¢i kratkodoba pfedpovéd’, nebo je-li dynamika populace
vzhledem k jiné modelované proménné daleko pomalejsi. Takovym piikladem miiZze byt napiiklad
dynamika trhu préace a kapitélu v ekonomii, kdy dynamiku trhu prace mtizeme popsat rovnici s
konstantni mirou riistu prace (odpovidajici mife réistu populace).

Spojity logisticky rast. ]

Uvazujme nyni tuto modifikaci pfedchoziho modelu:
x' =r(t,x)x,

kde mira rstu populace r(t, x) je funkci ¢asu a velikosti populace. Volbou r(t, x) dostavame
nésledujici rovnice populaéniho ristu:

r(t,x) = ro 1 - f) logisticka Verhulstova rovnice,
=19 ( > ,B>0 Richardsova rovnice,
1— 1
r(t,x) =rg K, c>0 Smithova rovnice,
1+ CKK
r(t,x) =rgln <;) Gompertzova rovnice atd.
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Vsechny uvedené rovnice jsou autonomni, » nezavisi na ¢ase explicitné, pouze v zavislosti na
velikosti populace. K > 0 je tzv. kapacita prostfedi.

8. pfiklad: S pomoci Maplu pro uvedené rovnice nakreslete feSeni pocate¢ni tlohy xg = 3, pro
ro = 2, K =100 a vhodné volené piipadné dalsi parametry, nakreslete také funkce r(t, x). Najdéte
obecna feSeni rovnic a zkoumejte jejich tvar. Najdéte inflexni body feSeni a vysvétlete, co znamenaji.

Reseni v Maplu

7. piiklad: S pomoci vhodného programu (nebo bez néj) najdéte rovnovazné body vyse uvedenych
rovnic a vySetfete jejich stabilitu.

x'=f(x):=r1p (1 — %) x, logisticka Verhulstova rovnice

Predpokladejme, Ze ry > O (typicky pfipad).

sb: x=0,x=K, Df(x)=rp (1_%) _%Ox

Df(0) =rp > 0, x =0 je nestabilni s.b.
Df(K) = —rp < 0, x = K je stabilni s.b.

Harrodtv-Domartiv model ekonomického ristu I‘

Modelujme rtist hrubého domactho produktu.
Koncepce:

Uvazujme uzavienou ekonomiku a predpokladejme, Ze jsou splnény nésledujici podminky. Kapital
K vznikd investicemi I, pfitom dochazi k jeho amortizaci. Spotteba a tispory S jsou pevnym podilem
produktu Y, zbytek produktu investujeme do tvorby kapitalu. Relativni p¥irtistek kapitdlu se
projevuje relativnim pfirtstkem produkce.

Diagram:

—
1-s

amortizacel] -

Je zfejmé, Ze amortizaci, spotfebu a tspory lze odvodit z produktu, mame tedy pouze tfi stavové
proménné: produkt Y(¢) > 0, kapitdl K(t) > 0 a investice I(t) > 0. Mira uspor a spotfeby je
oznacena s (mezni sklon k usporam a spotfebé), mira amortizace 6. Ziejmés € (0,1)ad € (0,1).
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Rovnice:

K' = I1-6K,
I = (1-y)Y,

K _ Y

K — Y

Vsimnéme si nyni, Ze plati

K_ Y Y
K K

0=k _ Y _kyvKy _ (kY
=X YT v =y

!/
Odtud (%) = 0. Existuje tedy konstanta r € IR, takova Ze % = r. Toto ¢islo mlizeme interpretovat
jako kapitdlovou naro¢nost jednotky produkce.

8. pfiklad: Odvodte diferencidlni rovnici pro rtist produktu a vy¥este ji.
Vyhodnoceni:
Zavér analyzy modelu nyni mtizeme pfeformulovat:

jelir < % pak produkce roste,
jellir = % pak produkce stagnuje,

je-lir > % pak produkce klesa.
To odpovida zkusenosti: je-li kapitalova naro¢nost jednotky produkce pfilis velkd, pak produkce
nemuZe rist.

[ Diskrétni exponencidlni rtist - Malthusiv model. l

UvaZujme populaci, kterd se rozmnoZuje a vymiréd v pevné danych intervalech. MtiZe jit o
jakoukoliv populaci - ryb, rostlin nebo penéz. MtiZe jit také o populaci, ktera je v pevnych ¢asovych
intervalech kontrolovana a jiné informace o nf nemame. Zajima nés, jak se bude populace vyvijet v
¢ase. Oznacime-li x,, velikost populace v ¢ase 1, b miru reprodukce a d miru vymirani (zde
predpokladame, Ze jsou miry b a d konstantni), pak m{izeme populaci v nasledujicim ¢ase n + 1
popsat diferen¢ni rovnici x,41 — x4, = bx,, — dx, = rx,, kde r je konstantni mira rtistu populace,
neboli

Xpt1 = Uxp, kdep=14+r=1+b—d.

Simulovat v Matlabu exponencialnirust.m

Regenim je exponencidlni funkce x, = xou". Pokud je u < 1, tj. d > b, populace vymie (rovnovazny
stav x,; = 0 je stabilni), pokud je u > 1, tj. d < b, populace bude riist nade vSechny meze
(rovnovazny stav x, = 0 je nestabilni).

P
Véta: Uvazujme dostate¢né hladké zobrazeni f : R" — R™ a rovnici

Xnt1 = f(xn). (4)
Pevny bod x* diskrétniho systému (4) spliiuje

flxt) ="




UvaZzujme nejprve p¥ipad m = 1 a Taylorav rozvoj f v pevném bodé x*. Pro x ~ x* plati
fx) = f(x) + DF(x") (x = x%) 4+ = 2"+ DF(x7) (x = x7) + ...
V dostate¢né blizkém okoli x* tedy plati

Xpt1 — X* = Df(x")(xy — x¥).

Véta: Mé&me zobrazeni (4) pro m = 1, hladké v okoli pevného bodu x*. Jestlize |Df(x*)| < 1,
pak |x,+1 — x*| < |x, — x*|, a pevny bod x* je stabilni (atraktor). V opatném pfipadé, kdyz

IDf(x*)| > 1,je x* nestabilni (repeler).

Pavucinovy diagram:
Vhodnym zobrazenim dynamiky zobrazeni (4) pro m = 1 je nasledujici graf:

Tp+1 T

Diskrétni logisticky rtist - Verhulsttiv model. l

Uvazujme nyni takovou modifikaci pfedchoziho modelu, Ze mira ristu r bude linedrné klesat v
zavislosti na velikosti populace y,. Pokud dosahne populace urcité velikosti K, kterou nazyvame
kapacita prostfedi, bude mira riistu nulovd, pokud tuto kapacitu pfekroci, bude velikost populace
klesat, tj.

Yn+l = Yn = r( - yfn)y”'

147

Pokud je r # 0 (trividlni piipad), miizeme provést transformaci y, = Kxy, kterou zmensime

pocet parametrti:
Xpi1 = pxn(1—xp), kdepy =1+ (5)

urcete pro né podminky stability za pfedpokladu, ze r € (0,2).

Co se déje, pokud r > 2? Vznika stabilni cyklus periody 2. P¥fipomerime, Ze cyklus periody 2 je
uspofddana dvojice [x1, xp] takova, ze

X1 = f(x2) = f(f(x1)) = f@(x1),

x1 je tedy pevnym bodem zobrazeni

FP () = pPx(1—x)(1 = px(1 = x)).
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9. p¥iklad: Najdéte viechna feseni rovnice f(?)(x) = x pro r = 2.1 a ukazte, Ze cyklus periody 2 je
stabilni. Rada: vyfad'te ta feSeni, ktera jsou zaroveil pevnym bodem f(x) (pro¢?), spoctéte v nich

Df®.
Vypocet v Maplu Spustte cobweb.ode
Simulovat v Matlabu logistickyrust.m

Pokud zakreslime zavislost pevnych bod na parametru u, dostaneme tzv. bifurka¢ni diagram.
Postupné zdvojovani periody pfechazi v deterministicky chaos.

Spustte logbif.ode

Co je to chaos? Slovo chaos se odvozuje z feckého yaog a znamena nepfedvidatelnost.
Deterministicky chaos je neperiodické deterministické chovani, které je

o velice citlivé na pocate¢ni podminky,

e topologicky transitivni - coz znamend, Ze libovolny interval transformuje na libovolny dalsi
interval

e m4d husté trajektorie

DETERMINISTICKY NEZNAMENA PREDVIDATELNY!!! l
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Nerovnovazna dynamika

Jak je vidét, pfedpoklad samovolného asymptotického sméfovani systému k jeho rovnovaze lze
docela jednoduse narusit. Vznik chaotického nepfedvidatelného chovani trajektorie diskrétni
logistické rovnice je toho dtkazem.

s~z

Od 70. let 20. stoleti zacina ziskavat nerovnovazna dynamika ve vétsiné aplikovanych véd své misto
a nelinearni dynamika za¢ind ménit pohled na svét a otfdsa zavedenymi dogmaty klasickych teorii.

2N 2

21. stoleti je stoleti nové védy - nelinearni nerovnovazné dynamiky.

Kontrola chaosu metodou OGY l

V roce 1990 Ott, Grebogi a Yorke uvedli praktickou metodu (tispésnou i v aplikacich) stabilizace
nestabilnich chaotickych cyklt. Metoda je zaloZena na faktu, Ze chaoticky atraktor obsahuje
nekonecné husté mnoZstvi nestabilnich cykld. Ty jsou stabilizovany malymi perturbacemi
kontrolniho parametru a. UvaZujme zobrazeni

Xn+1 = f(x”'a)l (6)

kde a je dostupny parametr, ktery miiZeme zménit v néjakém okoli své “nominalni”hodnoty ag.
Ozna¢me x*(a) nestabilni pevny bod zobrazeni (6). V malém okoli ap miiZeme aproximovat

Xpy1 — X" (a0) = Df(x"(a0), a0) (xn — x*(a0)) + c(a — ag), )

kde c = g—u (x*(ag),ap). Vzhledem k transitivnosti a hustoté chaotické trajektorie musi v néjakém
malém okoli x*(ag) pro n&jakeé x, platit

a—ag = —k(x, —x*(ag)). 8)
Substituci (8) do (7) dostaneme
Xp1 — X" (a0) = (Df(x"(ag), a0) — ck) (xn — x™(ag))-
Volbou k miZeme dosahnout stability regulovaného pevného bodu, tj. najdeme k tak, aby

|Df(x*(ag),a0) — ck| < 1.

Kontrola chaosu v logistickém zobrazeni I‘

Uvazujme logistickou rovnici (5), ve které kontrolujeme chaos neustalymi pulzy x; = kx; po p
iteracich. Definujme zobrazeni F(x) = kf(") (x). Pevny bod x* regulovaného zobrazeni F(x) tedy
bude splitovat kf(P) (x*) = x* a bude stabilni, pokud

kD fP)(x*)] < 1.

X

F ()

Oznacime-li CP(x) = DfP)(x), dostavame podminku pro oblast kontrolovatelnych hodnot:

CP(x)] < 1.
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Strukturovany spojity dynamicky model

Strukturované modely se pouzivaji v pfipadé, Ze je potfeba rozliSovat stavovou proménnou podle
néjakého kritéria, které ovliviiuje dynamiku.

Typickym piikladem jsou epidemiologické modely, kdy v populaci rozliSujeme jedince v rtiznych
stadiich nemoci. U¢elem modelu je porozumét priibéhu epidemie a predpovédét, kdy epidemie
odezni. Modely pouzitelné napt. na redlné chiipkové epidemie jsou samozfejmé komplikovanéjsi,
nez v této prednasce uvedené zékladni epidemiologické modely, princip je vSak stejny.

E=r

Chceme modelovat epidemii infekéni nemoci, kterou neumime 16¢it, kterd vsak neni smrtelnd, napf.
herpes labialis, opar rtu.

Koncepce:

Stavovou proménnou budou infikovani jedinci I a ndchylni jedinci S. Pfedpokldddme nulovou
umrtnost zptisobenou nemoci a také rovnovahu mezi po¢tem nové narozenych a pfirozené

zemfelych jedincti. Toto hrubé zjednoduseni mtizeme pouZit, pokud rychlost $ifeni infekéni nemoci
je podstatné vétsi nez rlist populace. Parametrem bude samoziejmeé rychlost $ifeni infekce > 0.

Diagram:

10

V Case t = 0 existuje Sg > 0 nachylnych jedincti a Iy > 0 nakazlivych. Je zcela pfirozené
pfedpokladat, Ze pocet noveé infikovanych je pfimo tmérny poctu nachylnych a nakazlivych
jedincti. Koeficient  bude zavisly na ¢etnosti kontaktti v populaci a pravdépodobnosti ndkazy pfi
kontaktu nachylného a nakaZzlivého jedince.

Rovnice:

Model je popsan nasledujicim systémem diferencidlnich rovnic:
S = —BSI,
I'= BSI
Resenim pocate¢ni ilohy
S5(0) =S, I(0)=1p, S(t)+1I(t)=N.

je funkce
N

1+ (% — 1) e PNt

I(t) =
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ln(%—l) N

Grafem je logisticka kiivka, kterd ma inflexni bod BN 2

. Z hlediska dynamiky je

zajimavy graf funkce

GRS

I'(t) 5
(%[ —1+efN t)
ktery ukazuje piirtstky infikovanych.

Vypocet a simulace v Maplu

Vyhodnoceni:

Je vidét, Ze celd populace se nakonec nakazi, coZ jsme oc¢ekavali. U oparu napi. je v dospélosti
nakaZeno asi 90% populace.

10. ptiklad: Najdéte rovnovazné body rovnice infikovanych jedincti a vysetfete jejich stabilitu.

I' = f(I) == B(N = D),
rovnovazné body: I =0, I = N,
DF(1) = B(N —21),
Df(0) = BN > 0, I =0 je nestabilni s.b.
Df(N)=—BN <0, I = N je stabilni s.b.

Poznamka 7. Je evidentni, Ze pro pouziti modelu bude nejpodstatnéjsi odhad parametru B. Zkusme najit
pramérny poclet nakazenych za jednotku ¢asu. Aby se nékdo nakazil, musi se setkat infikovany jedinec s
nachylnym a musi dojit k ndkaze. Jakd je pravdépodobnost, ze vybereme z N lidi jednoho infikovaného a

jednoho nachylného?
IV (S (S (LY 2
P=\N/)\NZ1 N)\NZ1) T Nh

Tuto aproximaci miizeme provést ve velké skuping lidi, kde N2 >> N, jinak je tfeba pouZit prvn& uvedeny
vztah. Pokud 7 > 0 oznadime primérny pocet interakci za jednotku ¢asu a ¢ primérny pocet nakazeni pfi
Sl interakci, tj. 0 < ¢ <1, je polet nové nakazenych za jednotku casu

I(t+ 60— 1() _ 27,
At TONZTT

Provedenim limitniho prechodu t — 0 dostavame

2cy
P=e

Pozdéji se podivdme na sloZitéjsi epidemiologické modely, napt. model SIR a SIRS. K tomu ale
budeme potfebovat néco mélo dalsi teorie, protoZe vstupujeme do fazového prostoru o vice nez
jednom rozméru.
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Spojita a diskrétni dynamika v R".

Linearni algebra - opakovani ]

Pro vlastni &islo (vlastni hodnotu) matice A € R"*" p¥islusné vlastnimu vektoru v € R" plati
Av = Ay,
tj. vlastni ¢isla hledame jako kofeny charakteristického polynomu
det(A — AI) = 0.

Matice A mé v komplexnim oboru n vlastnich hodnot {7, ..., A, } a pfislusné vlastni vektory
{viys--.,vp, } tvoiibazi C". Matice T tvofena vlastnimi vektory (po sloupcich) pak splituje

M oo 0
AT=T-[4 -
0 - Ay

Al Ges s
0 ) | piitemZ sloupce
matice T v tomto piipadeé tvoii tzv. zobecnéné vlastni vektory. Jde o vektor spliiujici Av = Av a dalsi
vektor w, ktery spliiuje Aw = Aw + v. Pokud je ndsobnost vlastni hodnoty vyssi nez dva, bude se
takto vytvaret kaskdda zobecnénych vlastnich vektortt w; 1 spliiujici Aw; 1 = Aw; 1 + w;, kterd
bude spolu s vektorem v tvofit bazi prostoru zobecnénych vlastnich vektorti. Linedrni reguldrni

transformace A +— T~ ! AT ptevadi na komplexni Jordantv kanonicky tvar. Realny tvar s redlnym

V pfipadé nasobnych vlastnich hodnot mtiZe obsahovat bloky tvaru

blokem <_(Xﬁ 5 ) dostaneme, pokud pouZijeme misto komplexné sdruzenych vektorti vav

redlnou a imagindrni ¢4st u a w vektoru v = u + iw.

[ Linearni diferencialni systém - opakovani ]

Uvazujme linearni diferencidlni autonomni systém
x' = Ax, 9)

kdex € R"a A € R™*"™ s potatetni podminkou x(0) = x. Necht'A € C je vlastni ¢islo matice A a
v piislusny vlastni vektor.

e Vpiipadé A € Rje t — eMv redlnym feSenim rovnice (9).
oV pf‘ipadé A € R, které je k-ndsobnym kofenem charakteristického polynomu jsou t —
eM 2 t; ]]V, ,i =1,...kredlnymi FeSenimi rovnice (9), kde v; je systém k zobecnénych vlastnich
Vektoru (Avy = Avya Av; = Av; +v;_1 proi > 1).
e V piipadé A = « +ip je vlastni vektor v = u & iw a redlnymi feSenimi rovnice (9) jsou pak

t e (cos Bt - u —sin Bt - w), t — e* (sin Bt - u 4 cos Bt - w).
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ProtoZe xo mtiZeme zapsat jako linedrni kombinaci vlastnich vektort:
xo = kv, +kova, + -+ kv,
muzeme FeSeni x(t) (v pfipadé jednondsobnych vlastnich ¢isel, obecné komplexnich) zapsat jako
x(t) = kle)\ltv)\1 + kze’\ztv;\2 + 4t kmeA3tv/\m.

V pfipadé nasobnych vlastnich ¢isel ptibyvaji k exponencidlnim funkcim polynomy. Uvedena feSeni
jsou linedrné nezavisla a tvoii bazi prostoru feeni. Jejich linedrni kombinace je také feSenim (9).
Maticové zobrazeni t — ®(t) téchto feSeni se nazyva fundamentalni matice fe$eni ptislusného
homogenniho line4drniho systému (9).

Je zfejmé, Ze rovnovaZznym bodem systému (9) je pocétek, ktery je stabilni, pokud Re A; < 0 pro
véechnai € {1,...,m}. Oscilace zptisobuji komplexni vlastni hodnoty.

Linearn{ diferen¢ni systém - opakovani ]

Uvazujme linearni diferen¢ni autonomni systém

X1 = AXy, (10)
kde x, € R™, A € R™", n € Ny s pocatetni podminkou x = xg. Odtud

x; = A"xq.

Podobné jako ve spojitém piipadé ma matice A obecné m vlastnich hodnot A;, kterd jsou feSenim
charakteristické rovnice
det(A — AI) = 0.

Ozna¢me je sestupné |A1| > [Ap| > - -+ > |Ay,]. Protoze xo miizeme zapsat jako linearni kombinaci
vlastnich vektorti:
xo = kixp, +koxp, + - -+ kmxy,,,

muiiZeme feSeni x,, zapsat jako

X, = A"(klxM +k2X/\2 +-F kmx/\m)
= kl/\?x/\l + kz)LgX)\z 4+ -4 km)L:lnX)\m
= Af(kxy, +k2(%)nxh+"'+km(AA_'f)nxAm)

Pevnym bodem systému (10) je pocatek, ktery je stabilni, pokud |A1] < 1.
Linearni diferencialni a diferen¢ni rovnice byvaji ¢asto zapsany ve tvaru
0= amx"™ () + ap_1x" V() + -+ agx(t),

resp.
0= amXntm + Am—1Xn4+m—1+ -+ + AoXn.

V takovém piipadé hleddme vlastni ¢isla jako kofeny charakteristického polynomu

p(A) = anA™ + a1 A" 4 tag.
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Poznamka 8. Podkud je levd strana rovnice nenulovd, tj. ve tvaru f(t) = ... (nehomogenni rovnice),
pak obecné Feseni nehomogenni rovnice je souctem libovolného partikularniho feSeni nehomogenni rovnice
a obecného Feseni pfisludné linedrni homogenni rovnice (s nulovou levou stranou).

Polynom p(A) je ve skute¢nosti charakteristickym polynomem det(A — AI) = 0 linearniho systému

yit) = wa(b),

Ym1(t) = ym(t),
Ym(t) = —%m(ﬂm—lym(f)+"'+ﬂ0y1(f))/

kde 1 (t) = x(t) ve spojitém ptipadé. Podobné pro diskrétni p¥ipad

1 _ 2
Ynr1 = Y

m—1 m
yn+l - yn 7

m _ 1 m 1
Yor1 = _,l_m(am—ﬂ/n +o 4t aO]/n)/

kde yl = x,.

11. ptiklad: Dokazte uvedené tvrzeni pro 0 = ax” + bx’ + cx, resp. 0 = ax, 15 + bx, 11 + cxy , §.
ukazte, ze kofeny p(A) jsou vlastni &isla Jacobiho matice jistého dvourozmeérného linearniho
systému.
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Linearni diskrétni model v roviné

Samuelsontiv model interakce multiplikatoru a akcelerdtoru ]

Chceme zjistit jak ovliviiuje GNP multiplika¢ni a akcelera¢ni princip. Multiplika¢nim efektem
rozumime to, Ze rlist vladnich vydajt vede k rstu GNP. Akcelerac¢ni efekt je riist investic diky riistu
GNP.

Koncepce:

Proménnymi budou jisté vladni vydaje G a hruby ndrodni produkt Y, ktery je souc¢em investic I,
spotieby C a vladnich vydajti G. UvazZujeme uzavienou ekonomiku.

Diagram:

<)]—0]
/ H .

1
B

Rovnice:
Yi = L+C+G,
G = aYy,

Iy = .B(Ct—ct—l)/

kde « € (0,1) je sklon ke spotiebé, f > 0 je mira rustu investic. GNP Y}, spotieba Cy a investice Iy
jsou stavové proménné, G je exogenni proménnd, « a 8 jsou parametry. Jde o dynamicky diskrétni
model. Slou¢enim rovnic dostdvame linedrni nehomogenni diferen¢ni rovnici 2. fadu pro Y:

Yiro —a(B+1)Yi +aBY; =G 11)
Pevny bod Y* (rovnovaha) splituje
Y —a(B+1)Y" +aBY" =G,

. Y*(1—a) =G = Y* = ;.. Dostavame multiplika&ni efekt, riist vladnich vydajt vede k rtistu
rovnovéhy Y*, multiplikator je ﬁ To je jednoducha komparativni statika. Nas ale bude tentokrat
zajimat dynamika systému.

Dynamika je ddna linedrni nehomogenni diferen¢ni rovnici 2. fadu (11). P¥islusna homogenni
rovnice méa charakteristicky polynom

A —a(B+DA+ap=0

s vlastnimi hodnotami

B+ BT e
12 — > .
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Podle véty o stabilité diskrétniho systému je rovnovaha Y™ stabilni, pokud plati

a(B+1) £ /a2(B+1)2—4ap 1
5 )

12. piiklad: Ukazte, Ze postacujici podminkou stability Y* je aff < 1.

13. ptiklad: Napiste obecné feSeni rovnice (11). UkaZte, Ze osciluje pro a < B i’B 72
14. priklad: Vysettete pribéh funkce o = 4p
P e R GRS

Nasledujici graf ukazuje oblasti stability a nestability, resp. oscilaci rovnovahy Y*.

Vyhodnoceni:

)Ll,z‘ <1, 1.]

Samuelsontiv model multiplikatoru-akcelerdtoru je prvnim modelem, ktery vysvétluje princip
vzniku oscilaci GNP. Taky za néj (nejen za néj :-) ) dostal Paul Samuelson v roce 1970 Nobelovu cenu

za ekonomii.
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Strukturovany diskrétni dynamicky linearni model populace

Leslieho model. I

Model vékové strukturované populace. MtiZeme jej pouZit napi. pro modelovani populace viceleté
rostliny, populace ryb nebo i lidi. Obecné je tedy ticelem modelu znéat (diskrétni) vyvoj struktury
populace.

Koncepce:

Proménnymi budou jisté jednotlivé vékové t¥idy populace: x!,.. . x™. Populace se kontroluje po
urcitych pevnych intervalech. Nékteré skupiny produkuji nové jedince, a to s riznou mirou
reprodukce b; > 0 (dospéli jedinci), jiné maji miru reprodukce nulovou, b; = 0 (nedospéli jedinci).
Po n&jakém Case prechazi uréita ¢ast dané t¥idy x’ do nasledujici tfidy x' 1 (tyto miry preziti
oznacime pro kazdou t¥idu c;.)

Diagram: by

€1 C Cm—1
d = 2 . o

Tr——

Rovnice: .
Al by by by oo bpoa bm\ s
n+l g 0 0 -~ 0 0 n
X1 _ 10 ¢ 0 -- 0 0 Xn
X1 0 0 0 -+ ¢pq O X

Dostavame linedrni systém diferencnich rovnic s Leslieho matici L a vektorem iteraci struktury
1.2 my i
populace x, = (x;, x5, ..., X)), .
Xp4+1 = Lxy.

Véta: Pfedpokladejme, Ze pro matici La 1 < i < m plati: b; > 0, existuje néjaké i tak, Ze b; > 0
abiy1 > 0,a0 < ¢; < 1. Pak ma matice L jedinou kladnou, tzv. strikiné dominantni, redlnou

vlastni hodnotu A > 0 a pfisludny vlastni vektor x,, ma v8echny slozky kladné.

Poznamka 9. Protoze je A striktné dominantni, bude pro velkd n
Xn ~ kl/\alx/\l-

Vékova struktura populace se tedy stabilizuje proporciondIné vlastnimu vektoru x,,. Procentni vyjadreni je
tedy dano normalizovanym vektorem
X/\l

P =
|X/\1‘

Vyhodnoceni:
Model Ize prakticky ovéfit a je pouzivan nejen pro predikci budouci struktury populace, ale také

32



napfiklad pro kontrolu dynamického systému (odhad trvale udrzitelného rybolovu, kdceni lesniho
porostu, péstovani viceletych rostlin apod.).

15. piiklad: UvaZzujte populaci Zen ve vékovém rozmezi 0-14, 15-29, 30-44 a vice let. Vysvétlete
nésledujici diagram, zvolte stavové proménné, predikujte situaci za 30 let s po¢ate¢nimi
podminkami danymi tabulkou a odhadnéte dlouhodobou strukturu populace.

0-14 | 15-29 | 30-44 | 45 a vice
1200 | 1500 | 1000 1300 V}’rpoéet v Maplu
U
[ Kontrola systému, model tézby: ] 1 0.5

Modifikujme nyni pfedchozi model a uvazujme nyni kontrolovany systém, kdy populaci ¢astecné
vytézujeme. MtiZe jit o péstovani rostlin, lov ryb, téZbu dfeva nebo o kontrolu populace skidcti
apod. Bud’

d 0 0
0 dy - 0
D= ,

matice vytézovani, 0 < d; < 1. Rovnice modelu ma tedy nyni tvar
Xp 11 = (I — D)Lxy.
Nasi snahou je udrZzitelna tézba a stabilizace populace na trovni x, tj.
= (I-D)Lx,
kde x odpovida vlastnimu vektoru matice (I — D)L pfislusnému vlastni hodnoté A; = 1.
16. priklad: Najdéte podminku pro udrzitelnou tézbu d v pfipadé, Ze d; = d pro vSechna i, tj. tézba
je vékové nezavisla - rovhomeérn4, a je-li A; striktné dominantni vlastni hodnota Leslieho matice L.
17. ptiklad: UvaZujme populaci ryb s Leslieho matici
0

4
L=|05 0
2

3
0
0 0. 0

5

Mtizeme zvolit rovhomérny vylov nebo vylov nékteré vékové skupiny. Je néktera z variant vylovu
dlouhodobé udrzitelna?

Vypocet v Maplu
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Nelinearni dynamika a linearizace
Uvazujme nyni znovu rovnici (3) resp. (4)

x' =f(x) resp. xui1=f(xn)
a hyperbolicky rovnovazny bod x* € R™ (nema vlastni &islo s nulovou redlnou &asti pro spojity,
resp. na jednotkovém kruhu pro diskrétni pfipad). Podobné jako v jednorozmérném pripadé
muzeme v okoli x* funkci f aproximovat Taylorovym rozvojem

f(x) ~ £(x*) + Df(x") (x — x¥) +....
V dostate¢né blizkém okoli x* tedy plati

x" ~ Df(x*)(x —x*) resp. x,i1— X"~ Df(x*)(xn —x¥)

* 77 ~ 77

a nelinedlni systém (3) resp. (4) se chova v okoli x™ ”stejné”, jako jeho linearizace. Slovem stejné
rozumime topologickou ekvivalenci (nebudeme déle rozebirat), v prvé fadé jde o lokalni stabilitu
nebo nestabilitu rovnovahy.

Véta (Véta o linearizaci): Méjme systém (3) resp. (4) s f hladkou v okoli hyperbolického rovno-
vazného bodu x* a jeho linearizaci. Pak v okoli x* jsou tyto systémy topologicky ekvivalentni,
zejména plati:

e Jestlize maji ve spojitém pfipadé vechny vlastni hodnoty matice Df(x*) zdporné realné
¢asti, v diskrétnim ptipadé jsou-li vSechny vlastni hodnoty v absolutni hodnoté mensi nez
1, pak je x* asymptoticky stabilni.

e Jestlize ve spojitém pfipadé mé alespon jedna vlastni hodnota matice Df(x*) kladnou
realnou ¢ast, v diskrétnim je-li alespon jedna vlastni hodnota v absolutni hodnoté vétsi
nez 1, pak je x* nestabilni.

Poznamka 10. Charakteristicky polynom v roviné.

UvaZujme dvourozmérny systém (3) resp. (4), tj. x = (x1,x2)T € R2. Oznatme J = Df(x*) Jacobiho

matici. Matice J ma pak dvé vlastni hodnoty A1, Ay, které jsou koreny charakteristické rovnice
det(J—AI) = A2 — oA+ A =0,

kde 0 = tr] = A + A, je stopa Jacobiho matice a A = det] = A A, je jeji determinant.

Véta: Postacujicimi podminkami asymptotické stability rovnovahy x* spojitého systému (3) v
roviné jsou podminky
A=det] >0 a oc=tr] <0,

kde J = Df(x") je Jacobiho matice f v rovnovazném bodé.

18. piiklad: DokaZte!
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Topologicka klasifikace hyperbolického rovnovazného bodu v roviné:

(n4,n-) Vlastni hodnoty Fazovy portrét Stabilita
| uzel
(0,2) . stabilni
| @ ohnisko
(1,1) } 1 sedlo nestabiln{
J E ;
uzel
(2,0) nestabilni
.
T @ ohnisko

s

Véta: Postacujicimi podminkami asymptotické stability rovnovahy x* diskrétniho systému (4)
v roviné jsou podminky

Al = |det]] <1,
1—-0c+A = 1—tr]J+det] >0
1+0+A = 1+tr]+det] >0,

kde J = Df(x") je Jacobiho matice f v rovnovazném bodé.

19. priklad: DokaZte!

Stabilita hyperbolického rovnovazného bodu v roviné:

A A
nestgbilni
stabilni nestabilni 1
stabilni
0 o 1 g
sedlo sedlo sedlo

nestabilni

spojity systém diskrétni systém
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Dynamické modely v roviné

V této ¢asti pouzijeme poznatky z kapitoly o systémech diferencidlnich a diferen¢nich rovnic v
roviné a aplikujeme je na nékteré jednoduché modely. NavaZeme na staticky herni model
Cournotova duopolu pfidanim dynamiky (spojité i diskrétni), linedrni model modifikujeme na
nelinedrni. Uvedeme slavny Samuelsontiv model multiplikdtoru-akceleratoru a strukturovany
epidemiologicky model SI roz$ifime o dalsi vztahy a pfechody mezi skupinami.

Dynamika Cournotova modelu duopolu - spojity pFistup

Modelujme nyni dynamiku dfive uvedeného statického herniho modelu duopolu. Jde o revizi
modelu, kdy si uvédomujeme, Ze zménit mnozstvi vyroby smérem k optimu zabere urcity ¢as a
vyroba bude klesat nebo riist postupné.

Koncepce:

Pfipomenime Cournotiv model. Exogennimi proménnymi jsou poptavané mnozstvi M a mezni
néklady c na vyrobu jednoho vyrobku, endogenni proménné jsou mnozstvi g; vyrobki od
jednotlivych firem. Model je dynamicky, a proto g; = g;(t) jsou funkci ¢asu t. Poptavkové funkce je
tvaru P(Q) = M — Q, kde Q = Q(t) = g1 (t) + g2(t) je celkové mnozstvi doddvané na trh. Produkt
je homogenni, mezni naklady c jsou konstantni, tj. nakladova funkce C;(g;) = ¢gq;(t), ¢ < M.
Vyplatni funkci je ziskova funkce firem:

mi(qi,47) = 9i[P(Q) — €] = qi[M — (g1 +g2) — c].
Nashova rovnovéha fesi optimaliza¢ni problém

max_ 7;(q;,q—;) = max q;[M— (q1+q2) —c],

0<g;<co 0<g;<00
tj. plati
om; _ _
a_; =M-—g_;—c—2q; =0.
M—c—qg.
Optimem je tedy 7; = #
Rovnice:

Zménit mnoZstvi vyroby smérem k optimu 7; zabere urcity ¢as. Budeme pfedpokladat, Ze rychlost
zmény bude pfimo imérnd rozdilu mezi optimem a skute¢nou vyrobou, tj.

0 = Bi(@; — qi),

kde B; > 0 je koeficient zmény.

(12)

20. piiklad: Najdéte staciondrni bod systému (12) (a ukazte, Ze skutecné existuje), spoctéte pro néj
Jacobiho matici a urcete jeho typ.
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21. piiklad: Nakreslete fadzovy portrét systému (12) a ukaZte, Ze rovnovéha statického Cournotova
modelu duopolu je globdlné asymptoticky stabilni.

Vyhodnoceni:

Dynamicky model oproti statickému modelu ukazuje navic jakym zptisobem se rovnovaha
ustanovuje a Ze k tomu skute¢né dochézi pii jakémkoliv poc¢dte¢nim stavu. Mtize slouzit také k
odhadu doby, za kterou se tato rovnovédha ustanovi (pfesnéji, kdy dojde k dosaZeni dostate¢né
blizkého okoli této rovnovahy).

22. priklad: V nékterém z dfive pouZivanych programt vytvofte simulaci a zkoumejte vliv
exogennich proménnych a parametrii na dynamiku modelu.

Spustte cournot.ode
To, Ze jsme ziskali dynamickou stabilni rovnovéhu, neni nic pfekvapujiciho. Vzpomeneme-li si na

chladnouci kdvu, musime pfipustit, Ze jsme pouzili model pfesné kopirujici tuto klasicou ukazku
implicitné pfedpokladané stabilni rovnovahy.

23. ptiklad: UvaZujte revizi tohoto dynamického Cournotova modelu. Pfedpokladajte racionalni
chovani firem tak, Ze budou ménit vyrobu v zavislosti na zméné zisku. Cim vétsi je z navyseni
vyroby profit, tim ochotnéji budou vyrobu navysovat a naopak.

Spustte cournotspojity.mw

Dynamika Cournotova modelu duopolu - diskrétni p¥istup ]‘

Modelujme nyni znovu dynamiku statického herntho modelu duopolu, tentokrat diskrétné.

Rovnice:

Zménit mnoZzstvi vyroby smérem k optimu g; zabere urcity ¢as. Budeme pfedpokladat, Ze firma
bude ménit mnozstvi vyroby smérem k optimu, tj.

qi(t+1) = (1 — aj)qi(t) + aig (),
kde «; € (0,1) je rychlost adaptace.

mt+1) = (1= a)a(t) = Faa() + 25, (13)
(h(t-f— 1) = _%q1(t) + (1 — 0(2)(]2(t) + %.

24. ptiklad: Najdéte pevny bod systému (13) a diskutujte jeho stabilitu.

25. priklad: Porovnejte rovnice spojity a diskrétni pfipad a pokuste se z diskrétniho pfejit ke
spojitému limitnim pfechodem. Vysvétlete, co v obou piipadech znamenaji parametry «; a ;.
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26. piiklad: Predpokladejme, Ze se firma ¥idi meznim ziskem s rychlosti adaptace §;:

gi(t+1) = :(t) + B (1) 32 (q1 (), 4a (1))-

Najdéte pevné body a diskutujte jejich stabilitu.
[ Dalsi epidemiologické modely l

Modelujme dynamiku SIR a SIRS modelu.

Koncepce:

Chceme modelovat epidemii infekéni nemoci, kdy jedinci infikovani pfechazeji do skupiny jiz

uzdravenych (recovered) a imunnich (pfipadné umiraji). Jde o nejjednodussi model SIR,
Kermack-McKendrick{iv model s nasledujicim diagramem:

Diagram:

B X '
][]

Rovnice:

T
I'=BSI— vl (14)
R =vI,

kde B, v > 0jsou parametry a S(t), I(t), R(t) stavové promé&nné reprezentujici okamzity pocet
néchylnych, infekénich a odolnych jedincii v ¢ase. Predpokladame, Ze populace se v ¢ase neméni

S(t) + I(t) + R(t) = N > 0. (15)
S(0)=Sy>0, I(0)=1I>0, R(0)=0, So+Iy=N.

27. ptiklad: Z (15) vyjadfete R(t) a zjednoduste model (14) na dvourozmérny se stavovymi
proménnymi S a I.

28. ptiklad: UkaZte, Ze pokud BS(0) < v, infekce se vytrati. Zavadime proto prahovou hodnotu z,

Moy

kterou musi pocate¢ni populace nachylnych piekrocit, aby se epidemie zacala sifit.

29. ptiklad: Najdéte staciondrni body dvojrozmérného systému. Pokuste se nakreslit fazovy portrét
s pomoci %.
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vr . < oa s 421
30. ptiklad: Spocteme druhou derivaci 37

maximalni hodnoty

a ukaZzte, Ze trajektorie jsou konkavni a I nabyvé své

Imgx — %(lnﬁ - 1) + SO, pI‘O Smgx — %.

BR(t)
31. piiklad: Ukazte, ze plati S(t) = S(0)e” v a provedte limitni pfechod t — oo, abyste nalezli
rozsah infekce dany mirou % =1- % =1—-p.

32. piiklad: Ve vhodném programu simulujte model SIR.

Vyhodnoceni:

Vystupy z modelu jsou v souladu s realitou. Chceme-li omezit rozsah epidemie, je tfeba zvétsit p, je
tedy potfeba zvysit rychlost izolace infikovanych jedincti (sniZit koeficient ) a zvysit odolnost
jedincti viiéi nakazeni infekei p#i kontaktu s infikovanym jedincem. Navic ziskavame dalsi dtilezité
epidemiologické informace: prahovou hodnotu, maximum infikovanych jedincti apod.

Model SIRS.
Koncepce:
Chceme modelovat epidemii infekéni nemoci, kdy infikovani jedinci pfechazeji do skupiny

uzdravenych (recovered), oproti pfedchozimu modelu vSak neztistavaji imunni a mohou znovu
onemocnét.

Diagram:

J—-
\—/\_

Rovnice:
Y

33. piiklad: Sestavte rovnice modelu SIRS pro konstatni populaci (tj. pfi spInéni podminek (15)).
34. piiklad: Podobné jako v modelu SIR piejdéte na dvourozmérny se stavovymi proménnymi S a I.

35. priklad: Najdéte stacionarni body dvojrozmérného systému, spoctéte zde Jacobiho matici a
urcete jejich stabilitu. Pokuste se nakreslit fAzovy portrét.

Vyhodnoceni:
Model mtizeme samoztejmé déle rozsifovat.
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Dynamika chemickych reakci

Chemické a biochemické reakce je vhodné popisovat pomoci diferencidlnich rovnic. Elementérni
reakce podléhaji kinetické rovnici, ktera popisuje rychlost, se kterou interaguji dvé latky a vytvareji
tfeti:

A+BN C

Koncentrace latek se zna¢i v hranatych zdvorkach a uvedenou reakci mtiZeme popsat rovnici

<& = KA][B],
kde derivace koncentrace [C] je okamzZitd zména koncentrace [C], tedy rychlost, s jakou je tvofen
produkt reakce. Konstanta k je rychlostni konstanta, ktera vlastné konstantou neni — zavisi nap¥. na
teploté nebo homogenité smési. Budeme ale pfedpokladat, Ze se teplota nemént a latky jsou dobfte
promichané.

Vétsina biochemickych reakci probiha obéma sméry:

ki
A+B=
k—

Zména koncentrace [A] pak splituje

=~k A)B] + k- [C)

N

Ve skutecnosti je vétsina reakci slozitéjsi a bude tedy popsédna systémem diferencidlnich rovnic.

Model Michaelis-Mentenové I‘

Koncepce:

Enzymy E jsou katalyzéatory chemickych reakci, pfi kterych pomahaji ze substratu S vytvofit
produkt P, pfi¢emz z reakce vychédzeji samy v nezménéné formé.

Diagram:
/ Substrat Produkt o
{ o\
Enzym Komplex enzym-substrét
E+S=C3E+P
k_q
Rovnice:
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Kinetické rovnice reakci tedy miizeme popsat nésledujicimi diferencialnimi rovnicemi:

2
=)

A = k(€] - kS]],

B = (k1 ky)[C) — ki [S][E],
A = K[SIE] — (k2 +k_1)[C),
% = klC].

Navic pfedpokladame, Ze produkt P okamzité odebirame, aby nesel do zpétné reakce. Je evidentni,
Ze plati

diE] | d[C] _

o T e =0
tj. [E] + [C] = eg je potatecni koncentrace enzymu, [E] tedy mtizeme eliminovat. Rovnici produktu
miuZeme oddélit a integrovat zvI4st.

Ozna¢me [S] = s a [C] = c. Upravou tedy dostdvame dvé diferencialni rovnice:
$ = k_1c—kis(ep —c¢),
¢ = kis(eg—c)— (ko +k_q1)c

s pocatetnimi podminkami c(0) = 0a s(0) = so >> ep.
36. priklad: DokaZte, zZe pocatek je asymptoticky stabilni rovnovéazny bod.

37. ptiklad: Nakreslete fizovy portrét a graficky analyzujte systém a nakreslete p¥iblizné tvar
feSeni s uvedenou pocatecni podminkou.

38. ptiklad: Simulujte feSeni ve vhodném programu.
Vyhodnoceni:

Z vysledk je zfejmé, Ze koncentrace komplexu c nejprve roste ke své maximalni hodnoté a pak
monoténné klesa k nule. Tato maximalni hodnota je

e€ps
K+s’

Cmax =

kde K = % je tzv. Michaelisova konstanta. Vzhledem k tomu, Ze pro poc¢ate¢ni koncentrace
enzymu a substratu plati ey << s, je trajektorie feSeni velmi rychle pfitahovana k ¢ = 0 nulkliné,
kterou nésledné “kopiruje”, tj. zména koncentrace komplexu je téméf stala. Chemici tomuto fikaji
kvazi-stacionarni stav nebo kvazi-rovnovaha, kdy plati

¢=kis(eg—c)— (kao+k_1)c=0

Jde o jeden ze zdkladnich bichemickych dynamickych modelti. Tento model vznikl na pocatku
minulého stoleti a je dodnes hojné vyuzivan. Ve slozitéjsich modelech bichemickych reakeci v
burikéch jsou pravé Michaelisovy konstanty rtiznych dil¢ich katalytickych reakci vstupujicich do
dynamiky systému parametry. Kvazi-rovnovah se pak vyuzivé pro popis slozitéjsich
enzymatickych reakci (replikace DNA, déleni bunék apod.), pfic¢emZ se predpoklada, Ze komplex
spliuje vyse uvedenou podminku, tj.

o) = Kei—S(st()t)'
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Dynamické modely interakci

Snad nejzndméjsim deterministickym dynamickym modelem je model interakce dravec-kofist. Tim
nejjednodussim je Lotktv-Volterrtv model, ktery stoji u zdkladt védni discipliny zvané
matematicka ekologie.

Model dravec-kofist. I‘

Koncepce:

Modelujme dvé vzajemné provazané populace - populaci kofisti x a dravce y. Je zfejmé, Ze velikost
a dynamika populace kofisti bude ovliviiovat dynamiku a velikost populace dravce a naopak.
Diagram:

f(xy) )
=
gxy)
Rovnice:

X' =xf(x,y)
¥ =yg(xy),

kde stavové proménné x a y reprezentuji populace kofisti a dravecea f(x,y) =r — Ay a
g(x,y) = eAx —d pro parametry r, A, e,d > 0.

(16)

39. priklad: Interpretujte parametry modelu (16).

40. priklad: Najdéte stacionarni body systému (16), spoctéte zde Jacobiho matici a urcete jejich
stabilitu. Lze pouzit vétu o linearizaci? Pokuste se nakreslit fazovy portrét.

41. ptiklad: Najdéte pfedpis netrividlni trajektorie (16) ve fizovém prostoru s pocate¢ni podminkou

U N
y(x0) = Yo, pouZijte znalost toho, ze % = %. Reste samoziejmé v 1. kvadrantu, ktery je pro model

smysluplny. MtzZe trajektorie tento kvadrant opustit? Jak trajektorie vypada?
42. ptiklad: Srovnejte Lotkiiv-Volterrtiv model s Kermack-McKendrickovym modelem SIR.

43. ptiklad: Podivejte se na
Scholarpedii
Vyhodnoceni:

Model mtizeme samoziejmé déle rozsifovat:
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http://www.scholarpedia.org/article/Predator-prey_model

44. ptiklad: Naleznéte na internetu néjaké informace o modelu dravec-kofist. Pokuste se najit

né&jaky védecky clanek, ktery je jeho rozsifenim. Vytvoite ve vhodném programu simulaci.
Revize Lotkova-Volterrova modelu tpravou dynamiky populace kofisti:

Mira rlistu kofisti je v Lotkové-Volterrové modelu konstantni, bez pfitomnosti predatora se kofist
bude mnozit exponencidlné. Revidovat mizeme nap¥. zavedenim kapacity prostfedi nebo prahu
pieziti.

1. r(x)=r
2. r(x) = r(1 - %), kde K je kapacita prosttedi
3.r(x) =r(1—%)(%—1),

kde K je kapacita prosttedi a A prah pfeziti (tzv. silny Alleeho efekt)

1. exponencialni

3. slaby a silny Allecho efekt

A K x
2. logisticky

Revize Lotkova-Volterrova modelu tpravou funkce predace:

Predace je v Lotkové-Volterrové modelu pfimo tamérné velikosti (hustoté) populace kofisti. Jeden
predator vyhled4 (a ulovi) za ¢as At;
Ax = AxAtg

jedinct kofisti. Okamzitd zména mnoZstvi kofisti ulovend jednim predatorem, tedy jakési
schopnost lovu, se nazyva funkéni odpovéd’ predatora. V pfipadé Lotkova-Volterova modelu je tato
funkéni odpoveéd’

D(x) = Ax.

Mluvime o funkéni odpovédi Hollingova L. typu.
Pokud uvaZujeme, Ze predétor po nalezeni kofisti potfebuje k jejimu uloveni a straveni néjaky dalsi
¢as h (handling time), pak ¢as na vyhledani kofisti je zkracen o tuto dobu, tj.

Afs = Att — hAx.
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Dosazenim pak

Ax = Ax(Aty —hAx),
Ax + AxhAx = AxAty,
Ax = At

Funkéni odpovéd’ predatora je pak Hollingova II. typu

_ A
D(x) = 1z

ktera pro h = 0 odpovida predaci Hollingova L. typu.
Dalsi moZnosti revize je predace vice nez pfimo imérné z4visld na populaci kofisti. Odtud pak
podobné vyplyva funkéni odpovéd Hollingova IIL. typu

D(x) prok > 1.

_ Ak
T 1+hAxk’
Typu I. odpovidaji napit. dravci, ktefi se krmi filtraci (planktonu, bakterii, hmyzu apod), typu II.

odpovida vétsinou hmyz a paraziti, typu III. pak obratlovci. Jako diivod je nejcastéji uvadén proces
uceni lovu, ktery je v populaci o malé hustoté daleko pomalejsi.

b(z)

I11.

Goodwintiv model hospodéfského cyklu ]

Pfedstavime si nyni ekonomicky model interakci, ktery vede na model dravec-kofist.

Koncepce:

Budeme vychézet z Harrodova-Domarova modelu, pfi¢emz budeme pfedpokladat, Ze veskerd cista
produkce, tj. produkce bez vyplacenych mezd, je investovéna.

Oznaé¢me L mnozstvi zaméstnaného obyvatelstva, které za svou préci dostdvda mzdu W (jde vlastné
o stfedni hodnotu mzdy). N bude mnozstvi praceschopného (nebo praceochotného) obyvatelstva.
Pro zjednoduseni zavedeme nasledujici velic¢iny:

o produktivita prdce = stfedni mnoZstvi produktu vytvoteného jednim pracujicim clovekem a = %

7
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o relativni zaméstnanost v = I\L],

; : _ W _ WL
e podil mzdy na produkci  u = - = 3~.

Dale pfedpokladejme, Ze mira ristu obyvatel § je konstantni, projevuje se staly technicky pokrok, tj.
konstantni relativni riist produktivity préce a a relativni zména mzdové sazby zavisi na relativni
zaméstnanosti.

Phillipsova kiivka:

Zavislost relativni zmény mzdové sazby na relativni zaméstnanosti (nebo nezaméstnanosti)
popisuje Phillipsova ktivka, jejiz vlastnosti byly zjistény empiricky. Funkce ¢ : [0,1) — R je
diferencovatelnd funkce, ktera je rostouci a konvexni a spliiuje nerovnosti

9(0) <0, 17)

tj. pfi malé zaméstnanosti (velké nezaméstnanosti) mzdy klesaji (je-li prace vzacnd, lidé jsou ochotni
pracovat za nizkou mzdu),

lim ¢(v) >0, (18)

v—1—

tj. pfi velké zaméstnanosti mzdy rostou (chceme-li pfi téméf plné zameéstnanosti ziskat nového
pracovnika, musime ho pfeplatit).
Phillipsova kfivka jako zavislost % na relativni nezaméstnanosti, tedy jako funkce 1 — v, je klesajici
konvexni funkce (oto¢eni okolo osy v = %). Neékdy se misto relativni zmény mzdové sazby
analogicky vyjadfuje inflace.

/N

A

s=

%
p(v)

0 \ B 0 1

mira nezaméstnanosti mira zaméstnanosti

Rovnice:
Oproti Harrodovu-Domarovu modelu nyni plati I = Y — LW, tedy pfi ptivodnim oznaceni
kapitélové narocnosti jednotky produkce r = % miZeme zménu kapitélu psét jako

K =rY =Y LW —rY.

Odtud )
YT =11-u)-o

45. ptiklad: UkaZte, Ze za danych pfedpokladii plati

{10 -s-a-p



46. ptiklad: Za ptedpokladu % = ¢(v) ukazte, Ze plati

!

L =9(v)—a.
Vyhodnoceni:

Model dravec-kofist je vyznamny model, jehoz hlavnim vysledkem je popis endogennich fluktuaci
a pochopeni, Ze nejde o patologicky jev, at'uz jde o interakce v biosystémech, ekosystémech,
chemickych reakcich ¢i v ekonomii.

Pochopeni vzniku oscilaci a jinych nerovnovéaznych stavi v dynamickych systémech dévé tusit
mnoho nového. Naptiklad moderni pojeti termodynamiky jako obecné nerovnovazné dynamiky
otevienych systémi vysvétluje na zdkladé modelt s limitnimi cykly (nebo jinymi i chaotickymi
atraktory) vznik sloZitych struktur a jejich usporadani.

Klasicka termodynamika popisuje pfedevsim izolované systémy, které po urcitém case dosdhnou
rovnovéhy (teplota nerovnomérné zahtatého télesa se casem vyrovn4, stil ve skleni¢ce vody se
¢asem rozpusti a koncentrace solného roztoku se vyrovnd). Mluvime o dosaZeni maximélni entropie.

1—-—‘.\./ \
0::. - . —e
2N -

Pro oteviené systémy je situace odlisna. Oteviené systémy, kterymi jsou i Zivé organismy, vyuzivaji
okolni energii na udrzeni a zvySeni své vlastni usporddanosti a snizuji takto entropii systému.

\ 1.\,/

~eq

\ AN

U vzniku teorie nerovnovazné termodynamiky, kterd vysvétluje tento jev samoorganizace, stoji
pfedevsim dva laureati Nobelovy ceny za chemii

Lars Onsager (1968) a Ilya Prigogine (1977).
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Vysledkem je vznik novych védnich oblasti éerpajicich z nerovnovéazné teorie. Casto je najdeme jako
aplikace matematické discipliny nazyvané nelinedrni dynamika nebo teorie bifurkaci a teorie
chaosu.

Vyberme namatkou biochemii (pochopeni napi. biochemickych pfepinac¢ti u enzymatickych reakct
v burikach),

The molecular bases of
periodic and chaotic behaviour

G} Springer

biologii (vznik vzort(i u zvifat),
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“Simulation

Watanabe M, Kondo S.: Changing clothes easily: connexin41.8 regulates skin
pattern variation, Pigment Cell Melanoma Res. 2012 Feb 7

neurovédu (napf. popis chovéani neuronil),

meteorologii (dynamika pocasi),

fyziku (napf. jevy hydrodynamického proudéni),
psychologii,

sociologii,

dopravu

az po kosmologii a dalsi.

Tém, ktefi maji zajem o tuto oblast matematiky doporucuji pfedmét M6201 Nelinedrni dynamika a
jeji aplikace vyucovany pfisti rok.
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http://www.fbs.osaka-u.ac.jp/labs/skondo/paper/watanabe2012.pdf

Evolué¢ni hry

Teorie evolucnich her je spojenim teorie her a dynamickych systémt v biologickych aplikacich.
Strategie v teorii her byly strategiemi rozumnych hracd, ti jednali na zakladé optimalizace (Nashova
rovnovéha). Jisté se nedé ocekévat, Ze se podobné raciondlné budou chovat zvifata nebo rostliny
(ani lidé to casto nedélaji). Presto jisté strategie v pfirodé “vyhrédvaji”ve smyslu pfeziti, iftkame jim
evolucné stabilni strategie. Teorie evolucnich her je vcelku nova disciplina rozvijejici se kazdym
dnem, proto si ukdZeme jen nékteré jeji hlavni principy na nejzndméjsim modelu “hawk and dove”a

na tomto jednoduchém modelu si odvodime nékteré obecnéjsi véty.
Co je v evoluci hrou a co je evolu¢né stabilni strategie?

V evoluéni hfe budou hraci geny, které ¥idi chovani organismu. Strategii je fenotyp chovani
(fenotypem se rozumi soubor pozorovatelnych vlastnosti a znakti), tedy geny pfedprogramované
chovéni. Vyplatni funkci je fitness (biologickd, reprodukéni zdatnost), schopnost zachovat gen a
rozsifit ho v genotypu populace (genotypem rozumime soubor vSech gent, které ma organismus k
dispozici).

Klasicka darwinistickad a neodarwinisticka teorie evoluce predpoklddd, Ze kritériem evolu¢niho
uspéchu jedince je jeho fitness. Podle klasickych pfedstav by se v dasledku ptirodzeného vybéru
méli v populaci zachovat ty geny, které svému nositeli poskytuji nejvétsi fitness.

S nastupem evolu¢ni teorie her se vsak ukazalo, Ze z dlouhodobého hlediska neni dtilezité, jak
piislusny gen méni fitness nositele, ale to, jestli podmitiuje evolu¢né stabilni strategii, tj. takovou
strategii, kterd pokud jednou v populaci pfevladne, nemtze byt potlacena Zddnou jinou minoritni
strategii. Od statického modelu tedy musime nutné pfejit k dynamickému.

vz

[ V evoluci nevyhrava vzdy zdatnéjsi, jak si predstavoval Charles Darwin, ale stabilnéjsi...

[ Model jestfab a hrdlicka ]‘

Koncepce:

Uvazujme dvé populace jednoho druhu H a D bojujici mezi sebou o zdroj potravy. H pfedstavuje
fenotyp chovani hawk - jestfab, ktery bojuje tvrdé, chladnokrevné a vzdéava se jen tehdy, kdyz je
véazné zranény, dove D - hrdli¢ka se uchyluje jen k symbolické hrozbé a pfi pfimém ttoku utika
nezranénd. Cilem evoludni teorie her je urcit zastoupeni téchto dvou strategii v populaci a ktera z
nich pfevladne.

Diagram:

strategie | H D
H I(G-C) G
D 0 1G
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Uvazujme nejprve populaci fenotypu D. Vstoupi-li do ni jedinec fenotypu H, bude se v ni s jistotou
§ifit, protoZe fitness - vyplatni funkce u(H,D) = G > 1G = u(D, D). D tedy neni evolu¢né stabilni
strategie, protoZe neni odolna vidi vstupu mutantniho fenotypu.

Uvazujme naopak populaci fenotypu H. Vstoupi-li do ni jedinec fenotypu D, bude pro fitness platit
uw(D,H)=0 a u(HH)=13(G-C)

a logicky bude zaviset na tom, zda zisk z boje G bude vétsi nebo mensi neZ naklady na boj C. V
této situaci bude fenotyp jestfdba H evolucné stabilni strategii. V opa¢ném piipade, kdy naklady C
prevysi zisk G, bude se fenotyp hrdlicky D moci §ifit v populaci jestfabti.

UvaZujeme-li smiSenou strategii, kdy se jedinec chova jako jesttdb s pravdépodobnosti x a jako
hrdli¢ka s pravdépodobnosti 1 — x, pak fitness jednotlivych fenotypti je dana vztahy

u(H,xH+(1—x)D) = xu(H,H)+ (1—-x)u(H,D)
= x3(G-C)+(1-x)G
u(D,xH+ (1—x)D) = xu(D,H)+ (1—x)u(D,D)

x-0+(1-x)iG

- z

47. ptiklad: UkaZte, Ze pokud x < %, dochézi k sifeni fenotypu H a pokud x > %, dochazi k Sifen
fenotypu D.
Rovnice:

Uvazujme populaci o H jedincich fenotypu jesttdba a D hrdlicky, velikost celé populace je
N = H + D. Pfedpokladame, Ze kazdy fenotyp se rozmnoZuje imérné svému fitness
ug =ry(H,D)aup = rp(H, D), ktery zavisi samozfejmé na zastoupeni jedincti fenotypu Ha D v
populaci:

H = ry(H,D)H

D' = rp(H,D)D
Dynamika riistu celé populace je pak dédna rovnici

N = ry(H,D)H+rp(H,D)D
= ry(H,D)§N +rp(H,D)gN =7N,

kde 7 = rgx +rp(1 — x), pfi¢emz x pfedstavuje podil jestidba v celé populaci.

48. ptiklad: UkaZte, Ze plati tzv. replikatorova rovnice
x'=x(ry —7).

G-0)

1
Pro vyplatni matici A = <2( 0

1%) pak fitness fenotypu jesttdba bude
2
ry = xu(H,H) + (1 —x)u(H,D) = (G- C)x + G(1 —x),
fitness fenotypu hrdlicky bude
rp = xu(D,H) + (1 —x)u(D,D) = $G(1 - x)
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a
F=rux+rp(l—x)=x(2(G-C)x+ (1-x)G) + (1 —x)IG(1 —x).
Replikatorové rovnice pro fenotyp jestfaba je proto

x =

N0

x(x—1)(x— %)

49. ptiklad: Odvodte :-)
50. ptiklad: Najdéte stacionarni body a urcete jejich stabilitu.
51. ptiklad: Urcete zastoupenti strategii jestfaba a hrdlicky v populaci v dlouhodobém horizontu.

52. pfiklad: Ve vhodném programu simulujte populaci jesttabti a hrdlicek. Pfedpokladejte naklady
na boj ve vysi C = 4, zisk G = 1 a pocéate¢ni populaci jestfabii a hrdli¢ek v poméru 1:100.

53. pfiklad: Porovnejte vysledek dynamického modelu s hernim modelem se smiSenymi
strategiemi. SmiSenou strategii (x, 1 — x)T mtizeme v populaci jesttdbt a hrdli¢ek vnimat jako
pravdépodobnost chovani ndhodného jedince (samozfejmeé pfedpokladdme, Ze kazdého jedince
potkame se stejnou pravdépodobnosti, tj. napt. hrdlicky se neshlukujf). Tato smiSend strategie
ndhodného jedince je tedy déna pravé pomérem fenotypt v populaci.

Vyhodnoceni:
Model je samoziejmé velmi jednoduchy, pravé pro svou pfehlednost je jednim ze zakladnich

modeltl biologie, vysvétluje sice dynamiku evoluce pouze dvou fenotypd, ale jeho princip 1ze
pouZzit obecné.
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Teorie her a dynamika

V této casti pouZijeme piedchozi model hawk-dove pro odvozeni obecnéjsiho principu. Pljde ndm
o vyjadfeni replikatorovych rovnic pro populaci slozenou z n fenotypii.

Definice: Maticovou symetrickou hrou dvou hra¢ti rozumime hru se stejnymi kone¢nymi n-
rozmérnymi prostory strategii S| = S, = S a symetrickymi vyplatnimi funkcemi u;(i,j) =

us(j,i) = (a;),i,j € S. Vyplatni funkci pro smisené strategie x, y € (S) pak zapisujeme pomoci

vyplatni matice A, 4. uq(x,y) = xT Ay = us(y, x) pro x,y € (S).

Poznamka 11. Smisend strategie X je rovnovaznou strategii maticové symetrické hry s matici A pravé
tehdy, kdyZ pro viechny smigené strategie x € (S) plati
T Ax > xT Ax, tj. ¥ Ax = max xT Ax.
xe(S)
Ozna¢me ryzi strategie e; = (0,...,0,1,0,...,0) T (vektor s i-tou nenulovou slozkou) a pro smisenou

strategii x = (x1,...x,)" definujme mnoZzinu indext nenulovych pravdépodobnosti
C(x) = {k : xx > 0}. Pak plati nasledujici véta:

~

Véta: SmiSena strategie X symetrické maticové hry s matici A je rovnovaznd praveé tehdy, kdyz

TAx > el Ax proviechna i¢ C(%)
a

T Az =e] Ax provsechna ic C(x).

Pozndmka 12. Ryzi strategie ¢; je tedy rovnovaznou strategii pravé tehdy, kdyz pro viechna j plati

ajj = ajj

Replikatorové rovnice:

Uvazujme nyni populaci n fenotypti o velikosti N;, i = 1...n, rozloZeni populace je tedy
x=(x1,...,x%:)7, kde x; = % Vyplatni matice A € R"*" uréuje fitness (a tedy riist populace) i-tého
fenotypu takto:

N! =N;, kde r; =elAx.

Riist celé populace je uréen priimérnou mirou rtstu

n
X;r; = Z xieiTAx = xT Ax.
1 i=1

M-

N' =7N, kde 7=

Pro jednotlivé fenotypy tedy plati

xj = xi(r; — 7) = xi(e] Ax — 2T Ax).
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54. ptiklad: Napiste repikatorové rovnice pro symetrickou maticovou hru s matici

010
A=10 0 2
0 01

55. ptiklad: UkaZte, Ze simplex x1 + xp + x3 = 1 je invariantni mnoZinou dynamického systému
daného replikdtorovymi rovnicemi. (Navod: uvazujte dynamiku nové proménné s = xq + x + x3
pros =1.)

56. piiklad: Ve vhodném programu nakreslete fazovy portrét (2D i 3D), v dvojrozmérném
nakreslete nulkliny, spoctéte stacionarni body a na zdkladé Jacobiho matice urcete jeho stabilitu
(pokud to lze).

57. pfiklad: UvaZzujte interakci dvou populaci - prodejcii a kupujicich. Prodejce se mtZe fidit dvéma
strategiemi - bud’ byt ¢estny, nebo podvéadét. Kupujici maze bud’ provéfit nebo neprovéfit, co
kupuje. Jde o tzv. bimaticovou hru (prodévajici a kupujici maji obecné nesymetrické vyplatni matice)

(Y ()

bude (mame tu jakousi fitness daného fenotypu). Odvod'te replikatorové rovnice a nakreslete jejich
fazovy portrét.

vvvvvv

Néavod v ¢lanku.
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Dynamicky model diftize a Sifeni
Diftize je transportni déj, kdy termodynamicky systém sméfuje k rovnovadznému stavu, v némz jsou
v jeho objemu vyrovnany koncentrace vSech jeho sloZek. Je vysledkem pohybu mnoha malych

¢astecek v ndhodnych smeérech (Browntv pohyb). Jednim ze zptisobtt modelovani je proto
agregacni pfistup pomoci ndhodné prochazky.

Uvazujme nejjednodussi pfipad, pohyb jedné ¢astecky po pfimce. Za ¢as At se posune vpravo nebo
vlevo o Ax. Toto Ax bude jakasi stfedni vzdalenost, kterou ¢astice urazi za ¢as At. Plati pro ni, Ze jeji
¢tverec s Casem linedrné roste. Ukézal to v roce 1905 Einstein pfi modelovani Brownova pohybu.
Intuitivni pfedstava je tato:

V pocatetnim okamziku umistime i-tou ¢astecku do pocatku a budeme sledovat jeji vzdalenost x;(t)
od pocatku po t krocich (v ¢ase t). Po t — 1 krocich se nachazime ve vzdalenosti x;(t — 1) a po dal$im
kroku bude nase vzdalenost rovna jedné z nésledujicich moznosti

xi(t) =xi(t—1) = ¢ mebo x;(t) =x;(t—1)+¢
tedy
(xi(1)? = (xi(t —1))? £ 2x;(t — 1)+ €%
Pfi sledovani dostatecné velkého poctu ¢astic prameérné
(x(t)? = (x(t=1))*+ &, x(0)=0.
Stfedni kvadratricka vzdalenost tedy bude rtist tmérné ¢asu:

. (Ax)?
(x(t))* =&t 4. =2D

Konkrétné si to pfedstavme na pripadé bakterii ve vodé (v tenké trubici!). Bakterie je velka asi

Ax = 10~* cm. Difazni koeficient D je asi

D =10"°cm?/s
2
O vzdalenost Ax ptiblizné rovné své velikosti se posune asi za At = (%g =5-10"*s, cozje pul
milisekundy.
Na vzdalenost jednoho centimetru bakterie difunduji ale az za ¢as

At =5 =5.10%s.

To je skoro 14 hodin.
A do dvakrat tak velké vzdalenosti jim to zabere 4 x tak dlouhy ¢as.
Pravdépodobnost, Ze se ¢astecka bude vyskytovat v ¢ase t na misté x bude

p(x,t) = Ip(x + Dx,t — At) + Sp(x — Ax, t — At),

odectenim p(x, t — At) a podélenim At dostaneme

p(xt)—p(xt—At) _ (Ax)? p(x+Ax,t—At)—2p(x,t—At)+p(x—Ax,t—At)
At = “2At (Ax)? .
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Z definice derivace limitnim pfechodem At — 0 a Ax — 0 dostaneme rovnici difize:

_pi

t ox2’

QO
=

Q|

Ax)? . el . . . .1 . . . . .,
kde D = (2 AZ = const. je diftizni koeficient. Z matematického hlediska je rovnice totoznd s rovnici
vedenti tepla. Zvlast'pro vice prostorovych dimenzi se pouzivéa pro operator na pravé strané rovnice
diftize (nebo vedeni tepla) oznaceni

92 9?2
a—x%-i-"'-i-——v =A

0x7
a nazyva se Laplacetiv operator.

Poznamka 13. Operator nabla je ¢asto pouzivan v zépisech vicerozmérnych dynamickych systémi. Jde
vlastné o zkraceny zapis vektoru parcidlnich derivaci, tj.

Vio (2B

d0x17 dxp” """/ dxy

Zapis s teCkou pak znadi pouziti souctu v analogii se skaldrnim soucinem, tj.

Vef=gb+ 2+ + 4L
Laplacelv operator A je tedy formalné skaldrni soucin operatort
V.-V=A
Spojity ptistup:

UvaZujme proudéni tenkou trubici:

) )

J(z,t
0 50 0

r T+ Ax
V=5 Ax

J(x, t) je vektor ve sméru toku o velikosti hustoty ¢astic (pocet ¢astic v Case t na jednotku plochy), S
je plocha fezu. Je-li u(x, t) koncentrace ¢astic v (x, t), pak bude v objemu V zména mnozstvi &astic

za At:
SAxu(x,t+ At) —SAxu(x,t)

=S(J(x,t) — J(x + Ax,t)).

At
Délenim S Ax a limitnim pfechodem At — 0 dostaneme zdkon zachovani hmoty:
u _ 9]
of = ox

Obecngji, pokud by ¢astice v trubici navic vznikaly nebo zanikaly s hustotou f(x, t) (pocet vzniklych
nebo zaniklych ¢astic na jednotku ¢asu a objemuy), byla by rovnice zdkona zachovani ve tvaru

)
¥=—ntfl

Hustota proudeéni &astic J(x, t) je nejcastéji ovliviiovana dvéma jevy - advekdi, tj. pfenosem &astic v
médiu proudicim rychlosti v, pak

]udv =ou
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a difazi. Diftzni proudéni podléhd empirickému Fickovu zakonu

— ou
Jaiff = —D§3,
tedy tok ¢éstic zavisi pfimo imérné na zméné koncentrace ¢astic a sméfuje k vyrovnani

koncentrace. V pfipadé Cisté difaze tedy plati

% = p2u = pv2u. (19)

Fr

Prozatim se spokojime s jednou prostorovou dimenzi a podivame se bliZe na feseni rovnice diftize
(19). To z4visi jisté na pocate¢nich podminkach, ale také na dal$ich podminkach. Nej¢astéji jsou to
podminky okrajové, tj. koncentrace astic je uréena na okraji trubice xo € {0,1}:

o u(xo,t) = ¢(t) Dirichletovy,
* ?TZ(XOJ) = ¢(t) Neumannovy,
o %(xo,t) = —cu(xo,t) Robinovy

Rovnice diftize je separovatelna.
Hledame tedy feSeni (19) ve tvaru

Dosazenim do (19) dostavame

F(x)G'(t) = DVZF(x)G(t),
G'(t) V2F(x) _  _
DG Flx) = —A = const.
t.

—~V?F(x) = AF(x), a G'(t)=—ADG(t).

58. pfiklad: Staciondrni difuze membranou p¥i D = konst.. UvaZujme membranu o tloustce /, jejiz
povrchy jsou udrzovany na konstantnich koncentracich. Urcete staciondrni stav difuze na
membrané.

ResSeni rovnice diftize pomoci Fourierovy transformace. ]

Fourierova transformace pfevadi funkci F(x) na funkci F(«). Zjednodusené fe¢eno mtizeme
kazdou funkci zapsat jako “soucet”funkci sin a cos s néjakymi frekvencemi a amlitudami.

WAV AN
. \_// \ N/

3

e~

\ \
\\ /
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Periodické funkce mtizeme takto rozlozit do tzv. Fourierovy fady (linedrni kombinace funkci
sin(ax) a cos(ax) s riznymi frekvencemi « a dostaneme, tzv. spektrum funkce, které urcuje kterym
frekvencim p¥islusi kterd amplituda. Pro neperiodické funkce mizeme pfejit od souctu k integralu.
Podstatnou vlastnosti této transformace je to, Ze miiZeme zpétné z tohoto spektra dostat funkci
ptvodni, tj. existuje inverzni transformace.

Fla) = /jo F(x)e ™*dx
F(x) = %/_Oo F(a)e™ da

Komplexni zapis ¢*** skryva ony periodické funkce podle Eulerova vztahu

e = cosx +isinx.

Fourierova transformace se pouziva napft. pii analyze signald (zjisténi vad stroji), mp3, jpeg, MPEG
kompresi obrazu a zvuku nebo pfi lokalizaci systémem GPS.
Hledejme nyni feSeni rovnice diftize (19) s okrajovymi podminkami u(=+oo,t) = 0, % (£oo,t) =0a
pocate¢ni podminkou
M

u(x,0) = Zo(x),
kde M je mnozstvi latky vstiiknuté do trubice o ploSe fezu S v po¢atku x = 0a v ¢ase t = 0.
”Funkce”d je Diracova delta funkce, jde ve skute¢nosti o tzv. distribuci, coz je rozsifeni pojmu
funkce pomoci limity.

Animace

Z tohoto limitniho pohledu mtizeme napsat ”definici”Diracovy delta funkce takto:

o :x=0
o(x) = { 0 :x#0
pfiéemi/ S(x)dx = 1.

Formélné korektn& bychom museli pouZit Lebesgueovy miry a definovat d jako miru mnoziny
A C R, ptitom

1 :0cA
(5(A)_{ 0 :0¢ A

Odtud také vyplyva jeji zakladni vlastnost

| f@s) = [ pwsmax = £(o).
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Model tedy predpoklada tenkou a nekonecné dlouhou trubici, diftize probihd pouze ve sméru osy
x, pritom v ¢ase t = 0 abstrahujeme od skutecnosti, Ze vsttik latky trva néjakou dobu a probiha do
objemu, nikoliv plochy. Fakticky je ale tato abstrakce mozna, protoze pfedpokladame velmi dlouhy
¢asovy interval pozorovani diftize a dostate¢né tenkou trubici oproti jeji délce.

Budeme tedy nyni hledat feseni u(x, t) rovnice diftze (19)

ou _ notu _ 2
o = Daz =DV
Fourierovou transformaci feseni u(x, t) je

U(a,t) :/ u(x, t)e " dx

59. ptiklad: Ukazte, Ze pro Fourierovu transformaci U («, t) koncentrace u(x, t) plati diferencialni
rovnice
U 4 DU = 0.

UkaZte, Ze pro Fourierovu transformaci U («, t) koncentrace u(x, t) plati diferencialni rovnice

u 294 _
W‘i‘DtXU—O.

e8] .
U= 2 / u(x, t)e "*dx =

—00
o (0]
_ ou(x,t) —iax _ Pu(x,t) —inx _
= oF e dx = / DTE dx =
— —00
u(xt) —inx]® oo : N ,—ix Ou(x,t) _
[ e }_oo— (—in)e dx | =
—00

e}

=D [u(x,t)(—ioce*"“)}iooo—/ azei“xu(x,t)dx),tj.

—c0
M 1 DaU =0
Obecnym feSenim rovnice
U 1 Dol =0
je ziejmé funkce
Ua,t) = e D% konst.

Pfitom konstanta je uréena potateéni podminkou u(x,0) = ¥ 5(x) a obecnd mtize zaviset na a. V
nasem piipadé vSak plati

Z/I(oa,O):/

J —00

u(x,O)e*i“dx = / %(S(x)e*"“dx = %

—00

Partikularnim feSenim transformované rovnice je tedy



Protoze e'* = cos ax + i sinax a funkce sin je lichd, plati

o0
u(x,t) = 4 A e‘D"‘Ztcos(ocx)dac.

Poznamka 14. Substituce & = \/%, x = 11V Dt prevadi vySe uvedeny integral na tvar

ns% ./0 e‘§2 cos(n€)d&.

Oznadime a vypocteme nasledujici integral:

1) = [ e cos(no)de

Nejprve si vSimnéme, Ze plati

g—é = — ./Ooofsin(iy{)e_fzdg.
2
Dale pak % = —2{6752, tj.

=1 Sin(nf)—d(jf Lde.

Metodou per partes nyni miizeme piepsat tento integral do tvaru
27 % 0 . 2
g—f] = %([sin(iyg)e_5 ]0 — /0 701512?@6_5 d{).

2 2
Funkce sin(iyf)e_f je pro & = 0 nulova, pro { — oo také, protoZe sin je ohraniceny a e € 0.
Dostali jsme tedy pro I(7) diferencidlni rovnici

. 2
%’7) — _%/O ;7cos(11§)e75 d¢ = —%1(n).

[eS) 2 0 2
Protoze I(1) = /0 e$ cos(n&)d¢, je potateni podminkou ztejmé 1(0) = / e ¢ de.
J0

60. pfiklad: UkaZte, Ze plati /0 e_xzdx = @

Ukazte, Ze plati / e_xzdx = @
JO

Misto integralu I = / e~ dx budeme hledat jeho druhou mocninu
0

12:/ e_xzdx-/ e_yzdy: // g_(x2+y2)dxdy
0 0 JJQ
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Oznacéme Q) 1. kvadrant dvojrozmérného prostoru s kartézskymi soufadnicemi x, y. V pfepisu do
polérnich soufadnic plati:

7T
S dxdy = [ /00 ~rdr)d
//Qe xy.o(oe rdr)de

Substituci 7 = t dostadvame

z [
2= [2([ detanag = [
0(026 Jdg 0

I:/ooe_xzdx:ﬁ
0 2

NN

dp[—z¢7"]y = 1

Odtud

X 2
Pozndmka 15. Funkce erf (x) = %/ o€ d¢ se nazyvd Gaussova chybova funkce a ma tvar
0

61. priklad: UkaZte, Ze feSenim tlohy (19) s dfive uvedenymi okrajovymi a poc¢ate¢nimi
podminkami je koncentrace
M 2
——— ¢ 4Dt
Sv4nDt

Analogicky 1ze odvodit feSeni v trojrozmérném piipadé jako

u(x,t) =

2 2 2
M _oxr Yz
u(x,t) = 4D, 4D, AD:f

= e
4nt\/AnDyDyD t

Poznamka 16. V jednorozmérném pripadé tedy maximalni koncentrace u,,,, latky v Case klesa s % \%

dvojrozmérném pripadé klesa s lav trojrozmérném s %

t t\/

62. piiklad: Vytvofte animaci koncentrace u(x,t) v ¢ase (program Maple, funkce animate).
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Model diftuze s advekci

V této a nasledujici kapitole model diftize rozsifime. Uvazujme znovu rovnici zdkona zachovani
hmoty

o) J a(] ifft+Ja U)
S=-f o =
V predchozi kapitole studovany model diftize pfedpokladal, ze
® Juiv = vu =0, tj. v = 0, nedochézi k advekdi, tj. pfenosu latky rychlosti v
o f =0, tj. v systému nevznikaji nebo nezanikaji zadné ¢astice, nedochazi k reakci

V této kapitole porusime prvni podminku, v nésledujici kapitole pak druhou. Jesté si povSimnéme
souctu Jyiff + Jado- Tuto superpozici miiZzeme provést pouze za predpokladu, Ze diftize a pfenos
média jsou navzajem nezavislé procesy.

d
_ 0Udifft]ado) _ 9(—Dgy+ou)
dx

- ox ’
tj. v pfipadé, Ze rychlost média nezdvisi na ¢ase a misté (napi. nestlacitelna kapalina proudici
konstantni rychlostf)

ou
of

w—pPy (20)

Ve vicerozmérném piipadé pak

coz mizeme zkracené zapsat takto:

% =DV —v-Vu.
Pokusme se odhadnout feSeni rovnice (20). V p¥ipadé, Ze rychlost v byla nulov4, vyfesili jsme
rovnici diftize a nasli feSeni tilohy s bodovym zdrojem jako Gaussovu kiivku

M x2
~1Dt .

—
SV4nDt
Pokud bude difundujici ldtka unasena prostfedim konstantni rychlosti v # 0, bude misto x za ¢as ¢
v misté vt. Substituci £ = x — vt pak posuneme toto pohybujici se misto do po¢atku. Resenim by
méla byt tedy koncentrace

u(x,t) =

M _ (x—ot)?

u(x,t) = ————e 4Dt

Sv4nDt

63. piiklad: Dokazte, Ze substituce { = x — vt pfevadi rovnici diftize s advekci na rovnici diftize bez
advekce.

Poznamka 17. V dynamice tekutin se zavadi Pécletovo ¢islo

=D
Pe= 7.

Uvazujme vzdalenost, kterou ¢astice urazi diky advekci: L, = vt a diky difzi L; = v Dt. Pomér
Li:L, resp. Pe= (i—‘;)z

pak udava dominanci difiize ¢i advekce pfi transportu Castic tekutinou. Pro Pe > 1 je dominantni dif(zni

slozka a pro Pe < 1 je dominantni advektivni slozka.
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64. ptiklad: Reka mé v daném misté pratok Q = 1m®/s a prafez S = 20m?. Diftzni (turbulentni)
koeficient je D = 1m?/s. Do jaké vzdélenosti je dominantni diftize?

Model intravenézni injekce

Lékar zavede injekci antihistaminika pacientovi s alergickou reakci. Jaka bude koncentrace
chemikalie v krvi za minutu?

Koncepce:

Stavovou promé&nnou bude koncentrace antihistaminika u(x, t), parametry budou rychlost krve v,
diftizni koeficient D, pocate¢ni koncentrace antihistaminika ¢ a celkovy ¢as zavadéni injekce T.

Diagram:

Pfedpokladejme, Ze 1ékat vsttikuje injekci rychlosti krve, tj. po¢ateéni koncentrace ug je v Zile v celé
délce L = vT. Bez Gjmy na obecnosti mtizeme “sledovat”trasu krve od mista vpichu x = 0, tedy
proménna x bude svdzana s rovhomeérné se pohybujicim tokem krve.

Intoxikovanou ¢ast Zily délky L miizeme povazovat za infinitesimalni soulet jejich elementt, kde
mnozZstvi antihistaminika v elementu oblemu Zily je dM = u(Sd¢. Ztejmé plati

du(x,t) dm | Loer
u(x, t) = ——e ,
Sv4nDt
’ (-8
x,
du(x,t) = .~ d¢.

vVAarDt

Superpozici na kontaminované délce L pak dostavame nasledujici vztah:

Rovnice:

65. priklad: Substituci 7 = % prevedte integréal do tvaru

u(xt) = 4 (erf (i) —erf (375

66. ptiklad: Nakreslete funkci koncentrace u(x, t) prov = 0.1m/s, D =2-10"°m?/s, T = 5s a
Up = 0.1.

67. piiklad: Spottéte Pécletovo &islo v Case t = 10 %s, t = 10s a t = 60s.
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Reakéné-difuzni model

Jak uz bylo feceno, v této kapitole model diftize rozsifime o reakéni slozku. Uvazujme rovnici
zékona zachovani hmoty bez advekce

ou _ 9 T
G=—g+f=-TL+r

s Mz

Funkce f # 0 znadi, Ze v systému vznikaji nebo zanikaji ¢astice. Typickym ptikladem takového
systému jsou chemické reakce v tekutindch, kde se reakci vznikajici latka diftzi $ifi tekutinou. Tyto
modely byvaji vétsinou vicerozmérné a jejich feSeni zna¢né komplexni. Pro jednoduchost si
ukaZzeme model jednorozmérny, ve kterém vznika typicky jev - postupujici vlna. UZ tento
jednoduchy model ma samoziejmé v zavislosti na tvaru funkce f, okrajovych a pocatecnich

podminkach velice komplexni chovéni.

Postupujici vlna I‘

Uvazujme reakéné diftizni rovnici tvaru
) 02
5 = D33+ f(u), (21)
kde se zména koncentrace u € (0,1) v ¢ase zavisi na diftizi a na reakci, ktera neni funkei ¢asu, pouze
koncentrace, pfitom f(0) =0a f(1) = 0.
Pfedpokladejme nyni, Ze md rovnice feSeni v konkrétnim tvaru
u(x,t) = U(x —ot) = U(E),

kde £ = x — vt je podobné jako u rovnice s advekci transformace, ktera bude x posouvat rychlosti v
ve sméru osy x. Oproti rovnici s advekci, ale nyni v neni rychlosti média (ta je nulova), ale libovolné
zvolenou hodnotou.

Pokud bychom tedy nasli n&jaké stacionarni Feseni U (&), ve skutetnosti by §lo o feSeni posouvajici
se rychlosti v po ose x. Takové feSeni se nazyva postupujici vinou (travelling wave).

68. priklad: Ukazte, Ze transformace £ = x — vt prevadi rovnici (21) do tvaru
DU” +oU’ + f(U) = 0.
Zavedenim U’ = V dostdvame dvojrozmérny systém
u = v
v o= —gv- L[4

Staciondrnimi body pak budou zfejmé nulové body funkce f, které jsou minimalné dva-U =0a
U = 1. Pfedpokladame-li, Ze je f hladkd, mlizeme pouZzit vétu o linearizaci a analyzovat stabilitu v
okoli téchto rovnovaznych bodt.

Typickym piikladem takovéto monostabilni rovnice je Fisher-Kolmogorovova rovnice, kde reakéni

funkce je tvaru
flu) =ru(l—u).
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69. piiklad: Tuhle funkci uz jsme nékde méli, ze? Co by asi mohla modelovat Fisherova rovnice? Co
by predstavovala proménnd u?
Jinym ptikladem reakéné-diftizni rovnice je FitzHugh-Nagumova rovnice, kde reakéni funkce je

tvaru
flu) =ku(u—a)(1—u),

ktera popisuje model sifeni vzruchu v neuronu. Proménna u pfedstavuje normalizované
membranové napéti neuronu (membranové napéti predstavuje rozdil potencidld uvnitf a vné
neuronu, je uréeno koncentraci ionttt).

70. ptiklad: UkaZzte, Ze FitzZHugh-Nagumova rovnice je bistabilni, tj. Ze vznikaji dva stabilni stavy
u=0aau=1.

V piipadé u = 0 mluvime o nervu v depolarizovaném stavu, v pfipadé u = 1 mluvime o nervuv
polarizovaném stavu.

Model sifeni genu v populaci ]

Koncepce:

UvaZujme populaci, ve které se $ifi mutace genu — alela 2 namisto ptivodni alely A. Frekvence alely
aje p, frekvence alely A je g = 1 — p. Genova mutace se navic ${f{ do prostfedi ndhodné migraci
(ndhodna prochazka, diftize). Budeme uvazovat pro jednoduchost pouze jednu prostorovou
proménnou a aditivni selekéni koeficient genu, tedy ptijde o pfipad, kdy gen A ani a neni
dominantni, ale mira selekce genotyptt AA, Aa a aa aditivné roste, tj. relativni fitnessje 1,1 +s a
1+ 2s.

Fitness genu v popula¢ni genetice

Fitness w vyjadfuje podil potomkti produkovanych jednim genotypem v porovnani s genotypem
jinym, reprodukéni zptisobilost genotypu. Pravdépodobnost, Ze néjaky fenotyp pfezije a zanecha
potomky je mirou jeho fitness. Budeme pfedpokladat, Ze fitness genotypt je konstantni a je rovna
pravdépodobnosti jeho preziti. Mluvime o tzv. absolutnim fitness, protoZe jeho hodnota je zavisla
na fitness ostatnich genotypt. Obvykle vSak zndme hodnotu Zivotaschopnosti kazdého genotypu
vztaZeného relativné k ostatnim vybranym genotyptim jako standard k porovnani. Pak mluvime
relativni fitness.

Diagram:
X|®|®
@@ | @&
® @@
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genotyp aa aA AA
ptvodni frekvence p? 2pq 7
podil po selekei p?(1+42s) | 2pq(1+5s) | 4
frekvence genotypu po selekci | 2 2(1525) ZW(EHS) %

kde @ = p*(1+2s) +2pq(1 +5) + > = 1+ 2sp.
V nasledujici generaci bude tedy frekvence mutace genu a rovna

p?(1+42s) + pg(1+5s)
= )

Zmeéna (derivace) bude tedy odpovidat rozdilu frekvenci alely genu a

p?(1+42s) + pq(1+5)
- _
p?(1+42s) + pg(1+s) — p(1+ 2sp)
1+2sp

sp(1—p)
1+42sp

Bude-li p(x, t) pfedstavovat frekvenci alely 2 na daném misté v daném ¢ase a mutace genu se bude

N

&p

1—
p:DaxZ"'—M (22)

1+42sp ’

71. ptiklad: Hledejte feSeni jako postupujici vinu a p¥eved'te rovnici na systém ODR. Najdéte
rovnovazné body rovnice a urcete jejich stabilitu. Nakreslete nulkliny a fidzovy diagram systému.

Vyhodnoceni:
Z fazového diagramu je ziejmé, ze frekvence alely P(§) = P(x — vt) = p(x, t) klesa k nulové stabilni
rovnovaze pro { — co. Vzhledem k ¢asu jde ale o postupujici vlnu sifeni genu,

)
P(z — vt)
R

coz je zcela v souladu s o¢ekavanim.

Sifeni kolonii mikroorganismii

Koncepce:

Kvasinky jsou jednobunééné houbové mikroorganismy, mnozi se zejména nepohlavné a je pro né
charakteristicky zptisob déleni bunék, takzvané puceni. Buriky kvasinek potfebuji ke svému déleni
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Moy

energii, kterou ziskavaji z cukru - glukézy. Pokusime se vytvorit model siteni kolonie kvasinek.

Pro jednoduchost budeme uvazovat jen jednu prostorovou proménnou x. Pocet bunék v jednotce

objemu (hustotu bunék) ozna¢ime n(x, t), koncentraci glukézy g(x, t). Glukoza se ve vodeé $ifi difuzi.
Diagram:

Rovnice:

o= kn(g—g")
. o 82g *
§ = D3z —ckn(g—g").

oxZ

72. ptiklad: Zdtvodnéte uvedeny tvar rovnic.

Zavedenim novych proménnych
z=x—vt, N(z)=n(xt), G(z)=g(xt)—g"

dostavame

dN  _
dG _ d2G

Pfi¢tenim c-ndsobku 1. rovnice k druhé pak dostavdme

dN dG _  d’G
v — v = D7
Integraci pak dostavdme
konst — vcN — vG = D%.

Konstantu mtizeme dopoéitat napt. touto tivahou: v pfipadé, ze G = 0, je také %% =0, proto

konst = vcNp pro G(z) = 0. Ny tedy pfedstavuje jakési hrani¢ni maximdalni mnozstvi (hustota)
kvasinek, kdyz je glukéza jiz vypotiebovana.

Dostavame tedy systém rovnic

AN _ —ENG

dz v

dG _  weNp _ we v
& = D pN-pG
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73. ptiklad: Najdéte rovnovazné body rovnice a urcete jejich stabilitu. Nakreslete nulkliny a fazovy
diagram systému. Nakreslete graf feSeni N versus z a G versus z

Vyhodnoceni:

Z fazového diagramu je ziejmé, stabilni rovnovéhou je bod [0, cNy], pfitom hustota bunék feseni
klesa se z — oo k nule a koncentrace glukézy roste k cNy. Vzhledem k ¢asu jde o postupujici vinu

vy

74. ptiklad: Podivejte se na ¢lanek
Gray-Scottiiv model
ajeho
simulaci

Postupujici viny a vznik vzora k nakouknuti:

Nerovnovazna termodynamika a jeji aplikace, ZCU v Plzni

KONEC
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