Kapitola 13

Trojihelniky a mnohotihelniky

1. Rozhodnéte, zda body A = [1;2], B = [-3;14] a C = [5;5] tvoi{ vrcholy
trojuhelniku. V kladném pfipadé vypoctéte [<ACB|, najdéte soufadnice jeho

vyjadrete s pfesnosti na jednotky minut, resp. na jedno desetinné misto.

2. Necht jsou dény body A = [5;-5;2], B = [-7;7; —4] a C = [~2;5;0]. Uréete
soufadnice bodu D tak, aby ABCD (v tomto pofadi vrcholil) byl lichob&znik,
ve kterém plati AB || CD a |AB| = 3|CD|. Déle dokaite, Ze lichob&sniku
ABCD lze opsat kruznici.

3. Bod A, ktery je v Gaussové roviné obrazem komplexniho &isla

(\/’g + ,&-117)9

ZA = 15
29

)

Je jednim z vrcholu pravidelného osmithelniku ABCDEFGH, ktery ma stied
v potatku Gaussovy roviny. Uréete komplexni &fsla zp, ze, zp, 2g, 2zp, 2c a
2y, kterd jsou v Gaussové roviné obrazy zbylych vrchol tohoto osmithelniku.
Vypoctet dopliite i na¢rtem pravidelného osmitthelniku ABCDEFGH v Gausso-
Vvé Tovineé.
4. Dokazte, 7e deltoid je tecnovy ctyfihelnik.
5. Lichobéiniku ABCD (AB || CD) je vepsana kruznice se stfedem O. Dokaite,
7e
a) |[<AOD| = 90°,
b) |[«DOC| = |[«DAO| + |[<ABO|.

6. Tetny vedené ke kruznici k(O,r) z bodu A se dotykaji kruznice k£ v bodech T
a U. Tteti te€na protind tsecky AT a AU po fadé v bodech B a C. Urcete
obvod trojihelniku ABC je-li |[AT| =12 cm.

7. Necht je ddn lichob&inik ABCD (AB || CD) s ostrymi tihly a a 8. Nechf na
zékladné AB existuje bod E takovy, ze kruznice opsané trojtihelnikim AED a
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10.

11

12.

13.

EBC maji vnéjsi dotyk. Dokazte, ze étyfthelnik ECV D, kde V znaéf priseéik
pfimek AD a %, je tétivovy.

V trojihelniku ABC je pii obvyklém znaceni ddno 8 = 120°, ¢ = 6 cm a
¢ = 10 cm. Vypoctéte délku strany b, velikost Ghlu «, obsah S, polomér r
kruZnice opsané trojihelniku ABC a velikost jeho vysky wv..

Necht je déna krychle ABCDEFGH o hrané délky a. Sestrojte fez této krychle
rovinou KLM, kde body K, L a M znaél po fadé stfedy hran AE, AB a
HG. Pojmenujte mnohoihelnik, ktery je timto fezem a vypoététe jeho obvod
a obsah.

Zjistéte, zda existuje konvexni n-tihelnik, jehoz nejmensi tihel je pravy a kazdy
nasledujici dhel md pak velikost o 12° vétdi nez dhel ptedchazejici. Najdate
vSechna n, pro néz takovy m-ihelnik existuje.

Sestrojte trojihelnik ABC), jsou-li ddny délky jeho téznic tp a t. a déle velikost
thlu v. Udélejte pouze nédért a rozbor, postup konstrukce ani rys provadét ne-
musite. Uved'te a zdivodnéte, jaky potet fesenf miize dand tloha mit: zavislost
poctu feSeni ulohy na volbé hodnot zadanych parametri diskutovat nemusite.

Sestrojte kosoctverec ABCD, je-li ddno o a e+ f = |AC| + |BD|. Udélejte
pouze nacrt a rozbor, postup konstrukce ani rys provadét nemusite. Uved'te
a zdivodnéte, jaky pocet fefeni miZe mit dand \loha v zdvislosti na volbé
hodnot zadanych parametri (pfedpoklddejte pFitom, Ze o < 180° a e+ f > 0).

V roviné jsou ddny body C, V, U takové, ze |CV| = 3cm, |[VU| = 3,5cm a
|CU| = 4,5 cm. Sestrojte ostrodhly trojuhelnik ABC tak, aby byl V priiseéik
jeho vysek a isecka AU tvofila primeér kruznice opsané trojihelniku ABC.
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Navody a vysledky:
1. Plati

H
cos (QACB) = iA .CB - (—4;-3) - (—8;9)

CAl-|oB] o + (32 P
32 — 27 1
— = ACB| = 85°14/
5.-4/145 /145 > [aCH =871,

coz znamend, ze ABC je trojihelnik. Dale plati, ze ASsp = SpB, odkud po
Upravé dostavame, ze Sap = ALQB. Nebot 35,457 = SABO, obdrzime odtud pro
E718 A+BEC Po dosazeni méme T = [1; 7).

Velikost vysky v, je vyhodné uréit jako vzdédlenost bodu B od ptimky 2—6
Za timto ucelem nejprve najdeme obecnou rovnici pfimky AC; ta mé tvar
3r —4y + 5 = 0. Proto

Lo=12.

Up = U(B,jﬁ) _ |

Obsah S trojihelniku ABC muZeme urcit pomoci vektorového souéinu S =
= % 'E X z@ J K tomu je ale tfeba uvazovat zadany trojihelnik v prostoru.
Toho snadno formalné docilime tak, ze ke kazdému zadanému bodu pfiddme

stejnou (napf. nulovou) tieti soufadnici, takze A = [1;2;0], B = [—3;14;0] a
C = [5;5;0]. Pak AB = (—4;12;0), AC = (4;3;0) a AB x AC = (0;0; —60).
Proto § = 30.

2. Dle zaddni musi platit 3DC = AB (nikoliv 36D = zﬁ) Odtud D = C +
+ AE—B = [2;1;2]. Pokud lze lichob&zniku opsat kruZnici, znamena to, Ze se
musi jednat o tétivovy ctyiihelnik, tzn. Ze soucet jeho protéjsich vnitinich
uhlt must byt 180°. Toto plati pravé v rovnoramenném lichobézniku. Snadno
ovérime, ze ‘E\ = \B?‘ = 3+/5, co# znamend, ze ABCD je rovnoramenny
lichobéznik.

3. Upravujme

o (\/§+i117)9 _ (\/§+z')9 _ [2 (cos T +isin )]’
4 0¥ 27 . 23 27\/2
29 (cos%’r +isind3) 9%
= = =N DT,
27+/2 V2 v

To znamend, Ze bod z4, ktery lze rovnéz vyjadrit ve tvaru

z4 = 2V/2 {cos (—g) + ¢sin (—g)} ,
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lezi na zdporné ¢asti imaginarni osy. V8echny vrcholy hledaného osmithelniku
maji stejnou absolutni hodnotu a jejich argumenty dostaneme tak, ze k argu-

mentu —7 budeme postupné pficitat -2;31 = 7. Takto najdeme hledané body
28 =2—2, 20 = 2V2, z2p = 2+ 20, 25 = 22, zr = —2 4+ 2, zg = —2v/2,
2z = —2 — 2i. Rovnéz lze vyuzit symetrii osmidhelniku (viz obrézek).
Im#4
E
F D
G ¢
Re
B
H
A

Obréazek 13.1: K feseni tlohy 3

4. Je tieba pouze ukézat, Zze a + ¢ = b+ d, coz deltoid zfejmé spliiuje.

5.

a) Staé¢f si uvédomit, Ze piimka jﬁl—O) je osou uhlu u vrcholu A (oznaéme jeho
velikost «), podobné pfimka Do je osou thlu u vrcholu D (oznaéme jeho
velikost §). Protoze a+d = 180°, plati, Ze [<AOD| = 180° — ¢ — £ = 90°.
Poznamenejme, ze analogicky bychom dokazali, Ze pravy je i thel <BOC.

Obrazek 13.2: K feseni ulohy 5

b) Z pravé dokdzaného plyne, ze |[<TAOB|+ |<DOC| = 180°. Souctem vsech
vnitinich 1hld v trojihelniku AOB v souladu s pfedchozim znaZenim
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dostavame [<AOB| = 180°—2—2, p¥igems B znaé{ velikost vnitiniho thlu
u vrcholu B. 7 poslednich dvou uvedenych rovnosti vyplyv, ze [<DOC| =
= 2 + £. Protoze viak |[<DAO| = 2 a |[<ABO| = £, dostévame rovnost
|<<DOC| = [«DAO| + |<ABO|, kterou jsme méli dokazat.

6. Oznatme V dotykovy bod teény BC 5 keleries B ProtozZe plati | BT| = |BV/|,
je |AB| + |BV| = 12cm. Podobné |UC| = [CV], takze |AC| + |CV| = 12cm.
Obvod trojihelniku ABC je tedy 24 cm.

Obrazek 13.3: K fedeni tlohy 6

7. Oznaéme obvyklym zpisobem « (resp. ) velikost vnit¥nfho dhlu u vrcholu A
(resp. B) lichobéiniku ABCD. Spoleénd tetna obou zminénych kruznic se jich
dle zaddn{ dotykd v bodé E. Pro zjednoduseni dalifho popisu je§té zvolme na
této tecneé libovolny bod X, ktery je vnitinim bodem lichobé&zniku ABCD.

Obrazek 13.4: K feSeni ulohy 7

Podle zndmého tvrzenf o obvodovych a tsekovych thlech plati |[<EAD| =
= |[<DEX| = a a |[<EBC| = |[<CEX]| = . Proto [<DEC| = a + 8. Pomoci
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souttu viech vnitfnich Ghli v trojihelniku ABV pak dostdvdme |<AV B| =
= 180° — a — B. To ale znamen4, ze |[<DEC|+ |<AV B| = 180°, co? dokazuje,
ze ctytuhelnik ECV D je tétivovy.

8. Podle kosinové véty plati
b =a’+c® —2accosf = b=1ldcm.
Uzitim sinové véty v zakladnim tvaru pak dostavime

sina = %sin[)’ = a=12°22.

Poznamenejme, Ze vysledek je zde jednozna¢ny (hodnota o = 167°38' nevy-
hovi), nebot diky tomu, Ze thel 8 je tupy, musi byt thel o ostry. Uzitim
trigonometrického vzorce pro obsah trojithelniku déle obdrzime

i
S = §acsin;3 = 8 =15v3cm® = 26cm?.
Polomér r kruZnice opsané trojihelniku ABC ziskdme pomoci sinové véty

v roz$iteném tvaru, napi.

b b 14 )
: = T=—cm=_§,1cm.
sin 8

= =
’ 2sin 8 V3

Koneéné uzitim goniometrickych funkei v pravotihlém trojihelniku dostaneme

%:sin(ISO‘j —B)=sinf = w,=asinf=3V/3cm=52cm.

Obrazek 13.5: K feSeni tlohy 9

9. Body K a L lze spojit, nebot oba lez v roviné pfednf stény krychle. Dostdvame
tim Cast fezu v této roviné. Bodem M vedeme rovnobézku p s pffmkou a
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10.

11.

ziskavame tak ¢dst fezu v roviné zadni stény krychle. P¥fmka p protind hranu
CG v jejim stfedu. Abychom mohli sestrojit ¢4st fezu v pravé boén{ sténé
krychle, potfebujeme v nf najit jesté dalsi bod, ktery lez{ i v roviné fezu (tj.
v roving K LM). Hledany bod viak leii v priseéiku piimek a . Nyni
jiz snadno fez dokonéime. Rezem je pravidelny Sestitihelnik, ktery spojuje po
fadé stfedy hran AE, AB, BC, CG, GH, EH. Délka jeho strany je —@a, proto
jeho obvod je 3v/2a a pro obsah S vychdzi

2
1 (2 s B g
8—65 (—?a) - 8in 60 -—~§CL .

Obsah rovnostranného trojihelniku o strané délky %a byl poéitdn uzitim tri-
gonometrického vzorce pro obsah trojihelniku.

SEN

3\/??&2
Y

Dle zadéni tvori velikosti vnitfnich 1hlii hledaného n-tdhelniku aritmetickou
posloupnost s prvnim ¢lenem a; = 90 a diferenci d = 12. Pro soudet prvnich n
¢lend aritmetické posloupnosti plati

a1+ ay,

Sn = ——— 1, (13.1)

kde a, = a1 4+ (n — 1)d. Pro souget &iselnych hodnot velikosti viech vnitinich
uhli konvexniho n-dhelniku téz plati

$n=(n—2)-180. (13.2)

Porovndnim pravych stran rovnic (13.1) a (13.2) a dosazenim &fselnych hodnot
dostaneme po tpravé rovnici n? — 16n + 60 = 0, kterd m4 koteny n; = 6
a ng = 10. Provedenim zkougky zjistujeme, Ze vyhovi pouze prvni hodnota,
protoZe v desetitihelniku by existovaly hned dva thly, které by byly vét& ne
180°. Zadani ulohy vyhovi pouze Sestitihelnik (s vnitinfmi dhly 90°, 102°, 114°,
126°, 138°.a 150°).

UvaZzme trojihelnik Sy BC, kde Ss¢ znagf stied strany AC. Na tdsecce SacB
lezi teziste T' trojihelntku ABC a to tak, ze plati 2 [SucT| = |TB| = 2t Navic
|TC| = 2t, a |<tSacCB| = 7. Trojthelnik SucBC lze tedy sestrojit.

Obréazek 13.6: K fegeni tlohy 11
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12.

13.

Zatneme tsetkou SscB, na které najdeme (napi. pomoci redukéniho tihlu)

vidét vsecku SyoB pod thlem vy (kruhovy oblouk k) a na kruznici I (T'; £¢.).
Bod A pak ziskame jako obraz bodu C ve stfedové soumeérnosti se stfedem
Suc. Potet priseciki k a | pak rozhoduje o poétu feseni. Uloha tedy muZe mit
ve zvolené poloroviné 0 aZz 2 feSeni.

Usetku DB zobrazme v posunuti o vektor E do tdsetky CB’. Plat{ tedy
|DB| = |CB'| = f, piitemz DB | CB’. Nebot AC 1 BD (dhlopticky
v kosoétverci jsou na sebe kolmé), plyne ze zminéné rovnobé&Znosti i kolmost
tsetek AC a C'B’. Na polopfimce opacné k polopiimce 6’:4} jesté uvazme bod X
tak, aby platilo |CX| = |CB’|. Trojdhelnik CX B’ je tedy pravouhly a rovno-
ramenny, coz znamend, ze |[<CXB'| = |<AXB’'| = 45°. Vzhledem k tomu,
ze thlopficky v kosogtverci pilf jeho vnitin{ dhly, plati i |[<XAB'| = £.
Trojihelnik AX B’ tedy muzeme sestrojit podle véty usu.

X

45°

45°

A B B’
Obrazek 13.7: K feseni tlohy 12

Bod B najdeme jako stied tsetky AB’. Bod C pak sestrojime napiiklad jako
priseéik osy Usecky X B’ s dsetkou AX. Konetné bod D lze ziskat posunutim
bodu C o vektor BA. Veskeré konstrukce byly jednoznaéné, iloha mé vidy
jediné feseni.

Ozna¢me k kruznici opsanou trojihelniku ABC. Nebof trojthelnik ABC je
ostroihly, lezi bod U na k uvniti toho oblouku BC, ktery neobsahuje bod A.
Podle Thaletovy véty jsou uhly <UCA a <UBA pravé. Jelikoz vyska BV je
kolmé na stranu AC, plati BV || UC. Analogicky lze ukdzat, ze CV || UB,
takie BUC'V je rovnobéznik. Odtud jiz plyne konstrukce. Zadany trojuhelnik
UCV doplnime na zminény rovnobéznik BUCV, bod A pak sestrojime jako
prusecik kolmice k piimce BV prochdzejici bodem C a kolmice k pfimce CV
prochézejici bodem B. Snadno se ovéfi, ze takto sestrojeny trojihelnik ma
viechny pozadované vlastnosti. Uloha m4 za zadanych podminek pravé jedno
feSeni.
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Obréazek 13.8: K feseni ulohy 13
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