Kapitola 4

Vyrazy, mocniny, odmocniny

1. Graficky vyfeste nerovnice

2. Do jednoho obrazku nacrtnéte grafy funkei

A@=rm A= bE=-VE & Al)= (-2,

|z

vyznaéte v nich dilezité body véetné pfipadnych priseéiki se souradnicovymi
osami a urcete jejich vlastnosti (definién{ obor, obor hodnot, monotonii, extré-
my, paritu). Déle rozhodnéte, zda existuj{ inverzni funkee f', f;%, f5 1 a f,*
k funkcim fi, fa, fs & fi. Své tvrzeni zdivodnéte. Pokud ano, na¢rtnéte rovnéz
jejich grafy.

3. Nacrtnéte grafy funkei
a) fl("r) = _2\/ ‘xla
b) falz)=1- ﬁg,

¢) fa(z) = 2% =322 + 32 —1,
vyznacte v nich dileZité body véetné piipadnych prisecika se soufadnicovy-
mi osami a uréete jejich vlastnosti (defini¢ui obor, obor hodnot, monotonii,
extrémy, paritu). Déle rozhodnéte, zda existuji inverznf funkce f; %, f;* a f3!

k funkeim fi1, f2 a f5. Své tvrzeni zdivodnéte. Pokud ano, naértnéte rovnéz
jejich grafy.

4. Porovnejte &isla
3\ {gi5ne8
(”g) & 9225
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10.

1 1

Usmeérnéte zlomek (tj. odstrafite viechny odmocniny ze jmenovatele)

1+ 6
V3442

a vyraz, ktery obdrzite, zjednoduste.
Najdéte v8echna prirozend &isla n, pro néz plati, Ze

(1-4)" e R.

Vypoctéte obsah ttvaru, ktery je ohranicen grafy funkei

f:ry=2> a g:y=+v2a8.

. Zjednoduste vyraz

82z —6yz—z+2y 9z2° -z
(z—y)2—92 92246241

a stanovte podminky, za nichz je definovéan.

Zjednoduste vyraz

Vi(z) = r? — 2z L 2z — 8 12z — 6(z + 2)?
T\x24+4r+4 " r34+622+122 48 23— 8 ’

stanovte podminky, za nichz je definovan, a najdéte viechna celd &isla z, pro
néZz plati, Ze hodnota vyrazu V v bodé z je rovnéz celym &fslem, tj. V(z) € Z.

Zjednoduste vyraz

1+z 11—z
FUSE x_-—_
l—z 14z 2 2
Viz) =4z — : =
(2) = 4 ¥z | " 2ts-1
1—=zx

stanovte podminky, za nichZ je definovan, a najdéte vsechna redlng &isla z, pro
néz plati, ze hodnota vyrazu V v bodé z je nezdpornym &fslem, tj. V(z) > 0.

Zjednoduste vyraz
a—1b va—+/b
Vad+avb  Ya+ b

a stanovte podminky, za nichz je definovan.
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Navody a vysledky:

1. a) K=(—o0;—1)U{0} U(1;00),
b) K = (—o00;0) U (1; 00).

v A

(a) (b)
Obrézek 4.1: K Fesen{ dlohy 1a), 1b)

2. Obecneé plati, ze k funkci f existuje inverzni funkce f~! prévé tehdy, kdyz je
funkee f prostd. Pro obé funkce pak plati D(f~1) = H(f) a H(f™') = D(f).
Grafy funkei f a f~! jsou osové soumérné podle piimky o rovnici y = z.

e Pro funkci f; platf D(f1) = R — {0}, H(f1) = Rt = (0;00), v R~ =
= (—00;0) je rostouci, v R™ je klesajici, nem4 extrémy, je suda (jejf graf je
osové soumérny podle osy y), neni prostd (napt. [-1;1] € f1 a [1;1] € f1),
proto k f; neexistuje inverzni funkce.

e Pro funkci f; plati D(fa) = R — {0}, H(f2) = R — {0}, v R~ je kle-
sajici, v R je klesajici, ale pozor: nenf klesajici v D(f,), nem4 extrémy,
je lichd (jeji graf je stfedové soumérny podle podtku), je prostd, proto
k f, existuje inverzni funkce f;': y = 1/¥z.

o Pro funkei f; plati D(f;) = Ry = (0;00), H(f3) = Ry = (—00;0), je
klesajici v D(f3), v bodé [0; 0] nabyvé svého maxima, nen{ sud4 ani liché,
je prosté, proto k f3 existuje inverzni funkee f; ', kterd mé piedpis y = z2,
oviem s tim, ze D(f; ") = H(fs) = Ry a H(f;') = D(fs) = R - tzn.
jednd se pouze o ,levou polovinu“ této paraboly (v@etné vrcholu).

e Pro funkci fy plati D(fs) = R, H(f1) = R, je klesajici v D(f,), nemé
extrémy, je lichd (jeji graf je stfedové soumérny podle pocatku), je prosta,
proto k f4 existuje inverzni funkce f;': y = — -z s tim, 7e skuteéné plati
D(fi') = R a H(f{!) = R, nebot lichou odmocninu mizeme uvazovat
1 ze zapornych &isel.
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7

Obrézek 4.3: Inverzni funkce z dlohy 2

a) Pro funkei f; plati D(f1) = R, H(f1) = Ry, v Ry je rostouci, v RY je
klesajici, v bodé [0; 0] nabyvé svého ostrého globdlntho maxima, je sudd
(jejf graf je osové soumérny podle osy y), neni prostd (napf. [—1; -2] € f1
a[l;,—2] € f1), proto k f; neexistuje inverzni funkce.

b) Pro funkeci fp plati D(fs) = R — {4}, H(fa) = R — {1}, v (—o0; —4)
je rostouct, v (4;00) je rostouci, ale pozor: neni rostouci v D(f;), nem4
extrémy, nenf sudd ani licha (ale jeji graf je stfedové soumérny podle bodu
[—4;1]), prisetiky se soufadnicovymi osami mé v bodech [-2;0] a [0; %J,
je prostd, proto k f, existuje inverznf funkce f;': y = —4 — 2//x — 1.

c¢) Predpis funkce f3 je vyhodné upravit:
falz) =28 -32*+ 3z —1=(z - 1)%

Odtud jiz vidime, ze pro funkci f3 plati D(fs) = R, H{f3) = R, je ros-
touci v D(f3), nemé extrémy, neni sudd ani lichd (ale jej{ graf je stfedové
soumérny podle bodu [1;0], coZ je souasné prusecik s osou z), prusecik
s osou y je v bodé [0; —1], je prosté, proto k f3 existuje inverznf funkce
fst:y =14 ¥z s tim, ze skuteénd plati D(f;') = R a H(f;') = R,
nebot lichou odmocninu miZeme uvazovat i ze zdpornych &isel.
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R Y

5450 53150 (53)150 125150

T 3450 32225 (32)225 = g

5. Rozéifime vyrazem ﬁ:g, pfi Upravich ¢dstetné odmocnime /18 = 3v/2 a

V12 = 24/3; vysledek 2v/2 — /3.

6. Komplexni éslo 1 —7 pfevedeme do goniometrického tvaru a uzijeme Moivreovu
vétu

(1—4)"= {\/5 (COS%T —i—isin?—ﬂ)} =+/2n (COSL?ZT- +z'sin7n—7r) .

4 4

Odtud vidime, Ze (1 —14)" € R pravé tehdy, kdyz 81171—7{1ﬂ = 0, coZ nastava
tehdy a jen tehdy, kdyz ﬁ}T’r je rovno libovolnému celoéiselnému nésobku 7, tj.
pravé tehdy, kdyz cislo n je délitelné étyfmi.

7. VyfeSenim rovnice 22 = +/213 zjistime z-ové soufadnice priiseéiki grafii obou
funkei. Jeji kofeny - Gisla 0 a 2 - jsou tedy hledané integraéni meze. Déle

/2(\/@—932)dz=\/§-§{\/§]2—%[m3]§=16ﬂ§=é "

0 5

8. 3”;—*2'1; podminky z # 0, x # 2y, z # :t%.
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Obrazek 4.5: K feseni 1lohy 7

9. V(z) = =%, podminky z 5 +2, aby V(z) € Z mus platit
t+2 € {-6;-3;-2;,-1;1;2;3; 6}
Vzhledem k tomu, Ze vSechny hodnoty vyhovi podminkdm, dostdvdme

z € {-8;—5;—4;—-3;-1;0;1;4}.

10. V(z) = —2* + 42 — 4 = —(z — 2)?, pii tipravé nezapomeiite, 7e nasobenf &i
déleni m4 pfednost pred stitdnim a odeéitdnim, podminky z # 0, z # +1 a
z # L. Protoze kvadrat je nezdporny, plati V(z) > 0 pravé tehdy, kdyz z = 2.

11. Protpravu je vhodné uzit substituce a = z*, b = y*. Vysledek \/g ({75 o~ %),
podminky a > 0a b > 0.
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