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Písemná maturitní zkou²ka z matematiky

pro t°ídu se zam¥°ením na matematiku

15. dubna 2011

1. Uvaºujme výraz
V (n) = 4n3 − 4n+ 6 .

(a) Rozhodn¥te, zda existuje vhodné n ∈ Z takové, aby hodnota zadaného výrazu V v bod¥ n byla rovna
druhé mocnin¥ n¥jakého p°irozeného £ísla (tj. zda existují £ísla n ∈ Z a k ∈ N, pro n¥º by platilo
V (n) = k2). V kladném p°ípad¥ alespo¬ jednu dvojici vyhovujících £ísel n a k najd¥te, v záporném
p°ípad¥ zd·vodn¥te, pro£ poºadovaná £ísla n a k nemohou existovat.

(b) Najd¥te nejv¥t²ího spole£ného d¥litele pro v²echna n ∈ N výrazu V (tj. najd¥te nejv¥t²í d ∈ N, které
má tu vlastnost, ºe d | V (n) pro v²echna n ∈ N). Svá tvrzení dokaºte.

(c) Ur£ete nejmen²í a nejv¥t²í n ∈ Z, pro které je výraz V d¥litelný výrazem n+2 (tj. platí (n+ 2) | V (n)).
Dále zjist¥te po£et v²ech celých £ísel n s vlastností (n+ 2) | V (n). Nemusíte je tedy v²echna vy£íslovat.
Svá tvrzení podloºte výpo£ty.

2A. Nech´ jsou dány body A = [2; 3] a K = [5; 2] a p°ímka q : y = 3.

(a) Vy²et°ete, co je mnoºinou M v²ech bod· X = [x; y] v rovin¥, pro které platí

|XA| =
√

2 |Xq| .

(Zápis |Xq| zna£í vzdálenost bodu X od p°ímky q, symbolem |XA| je ozna£ena délka úse£ky AX.)
Tvo°í-li mnoºinu M n¥jaká kuºelose£ka, zjist¥te, zda je regulární £i singulární, najd¥te v²echny její
st°edy a p°ípadné singulární body, ur£ete její asymptotické sm¥ry. Jedná-li se o regulární kuºelose£ku,
zjist¥te její druh. Pokud jde o kuºelose£ku singulární, zjist¥te, £ím je tvo°ena.

(b) V mnoºin¥ M z p°edchozí £ásti úlohy najd¥te ten bod (p°ípadn¥ v²echny body, existuje-li jich více),
který má od bodu K nejmen²í vzdálenost. Svá tvrzení podloºte výpo£ty.

(c) Ozna£me libovoln¥ B a C ty body mnoºiny M (z £ásti (a) této úlohy), které leºí na ose y a D a E
op¥t libovoln¥ ty body mnoºinyM , které leºí na ose x (tzn. nebude d·leºité, který pr·se£ík nap°íklad
ozna£íte B a který C). Najd¥te body B, C, D a E. Ur£ete po£et v²ech bod· v rovin¥, ze kterých
je kaºdou z úse£ek BC a DE vid¥t pod pravým úhlem. Tyto body jiº nemusíte hledat. Svá tvrzení
zd·vodn¥te.

2B. Nech´ je dána kulová plocha κ : x2 + y2 + z2 − 2x+ 6y − 4z − 11 = 0, rovina σ : x− 2y + 2z − 20 = 0 a
body A = [8;−5; 3], B = [3; 10;−5] a C = [7;−3;−6].

(a) Vypo£t¥te st°ed a polom¥r kulové plochy κ.

(b) Ur£ete st°ed a polom¥r kruºnice k, ve které protíná rovina σ kulovou plochu κ.

(c) Najd¥te obecnou rovnici te£né roviny kulové plochy κ, která je kolmá k rovin¥ σ a rovnob¥ºná

s p°ímkou
←→
AB. P°íslu²ný dotykový bod te£né roviny s κ ur£ovat nemusíte. Najd¥te v²echna °e²ení

této úlohy.

(d) Uvaºujme rota£ní kuºel s vrcholem v bod¥ C, jehoº hranici podstavy tvo°í dotykové body v²ech te£en
vedených z bodu C ke kulové plo²e κ. Dokaºte, ºe tento kuºel je rovnostranný (tzn. ºe délka jeho
strany je rovna pr·m¥ru podstavy).
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3A. Uvaºujme funkce

f1(x) = e4−x + 1 , f2(x) =
√
x a f3(x) =

x2

x+ 2
.

(a) Najd¥te te£nu ke grafu funkce f1, která je rovnob¥ºná s p°ímkou o rovnici y = −x. Ur£ete rovn¥º
dotykový bod hledané te£ny s grafem funkce f1.

(b) Pomocí prvních t°í £len· Taylorova polynomu funkce f2 se st°edem v bod¥ x0 = 9 p°ibliºn¥ vypo£t¥te√
11.

(c) Vhodnou metodou v R vy°e²te rovnici

e4−x + 1 =
√
x .

Zd·vodn¥te p°itom, pro£ má rovnice vámi udávaný po£et ko°en·.

(d) Vy²et°ete obor hodnot funkce f3. Jiné její vlastnosti studovat nemusíte.

3B. Uvaºujme posloupnost {an}∞n=1, jejíº n-tý £len je de�nován p°edpisem

an = log35

(
1 +

2

n

)
.

(a) Dokaºte, ºe a1 /∈ Q.

(b) Ur£ete následující vlastnosti posloupnosti {an}∞n=1.

i. Zjist¥te, zda je zadaná posloupnost tvo°ena pouze kladnými £leny. Svou odpov¥¤ zd·vodn¥te.

ii. Vypo£t¥te
lim

n→∞
an

a vysv¥tlete, co tento výsledek znamená pro konvergenci £i divergenci °ady
∑∞

n=1 an.

iii. Vy²et°ete monotonii uvaºované posloupnosti.

(c) Rozhodn¥te, zda vztahy

an+1 = an − log35

n+ 2

2n
, a1 = log35 3

p°edstavují rekurentní vzorce studované posloupnosti {an}∞n=1, tzn. zjist¥te, zda uvedená rekurentní
formule je jiným (ekvivalentním) vyjád°ením posloupnosti{

log35

(
1 +

2

n

)}∞
n=1

.

Svá tvrzení zd·vodn¥te.

(d) Vypo£t¥te sou£et prvních 48 £len· posloupnosti {an}∞n=1 (tj. ur£ete s48, kde s48 = a1 +a2 + · · ·+a48).
Výsledek upravte do nejjednodu²²ího moºného tvaru.

(e) V p°ípad¥, ºe je nekone£ná °ada
∑∞

n=1 an konvergentní £i ur£it¥ divergentní, najd¥te její sou£et.
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