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1. Uvazujme vyraz
V(n) =4n® —4n +6.

(a) Rozhodnéte, zda existuje vhodné n € Z takové, aby hodnota zadaného vyrazu V' v bodé n byla rovna
druhé mocniné né&jakého prirozeného &isla (tj. zda existuji ¢isla n € Z a k € N, pro néz by platilo
V(n) = k?). V kladném pifpadé alespont jednu dvojici vyhovujicich &sel n a k najdéte, v zdporném
pripadé zduvodnéte, pro¢ pozadovana ¢isla n a k nemohou existovat.

(b) Najdéte nejvétsiho spole¢ného délitele pro vsechna n € N vyrazu V' (tj. najdéte nejvétsi d € N, které
mé tu vlastnost, ze d | V(n) pro vSechna n € N). Sva tvrzeni dokaZzte.

(c) Urcete nejmensi a nejvétsi n € Z, pro které je vyraz V délitelny vyrazem n+2 (tj. plati (n +2) | V(n)).
Dale zjistéte pocet vSech celych ¢isel n s vlastnosti (n 4 2) | V(n). Nemusite je tedy vSechna vy¢islovat.
Sva tvrzeni podlozte vypocty.

2A. Necht jsou dany body A = [2;3] a K = [5;2] a piimka ¢ : y = 3.
(a) Vysetfete, co je mnozinou M vSech bodi X = [z;y] v roviné, pro které plati
[ XA] = v2|Xq| .

(Zapis | X ¢q| znadi vzdalenost bodu X od piimky ¢, symbolem |X A| je oznacena délka tsecky AX.)
Tvori-li mnozinu M néjaka kuzelosecka, zjistéte, zda je regulérni ¢i singularni, najdéte vSechny jeji
stfedy a ptipadné singularni body, urcete jeji asymptotické sméry. Jedné-li se o regularni kuzelosecku,
zjistéte jeji druh. Pokud jde o kuzelosecku singularni, zjistéte, ¢im je tvorena.

(b) V mnoziné M z piedchozi ¢asti tlohy najdéte ten bod (pfipadné vSechny body, existuje-li jich vice),
ktery ma od bodu K nejmensi vzdalenost. Sva tvrzeni podlozte vypocty.

(c) Ozna¢me libovolné B a C' ty body mnoziny M (z ¢asti (a) této ulohy), které le7i na ose y a D a E
opét libovolné ty body mnoziny M, které lezi na ose = (tzn. nebude dilezité, ktery prasecik napiiklad
oznalite B a ktery C). Najdéte body B, C, D a E. Urlete pocet v8ech bodu v roving, ze kterych
je kazdou z tsecek BC' a DFE vidét pod pravym thlem. Tyto body jiz nemusite hledat. Sva tvrzeni
zduvodnéte.

2B. Necht je dana kulova plocha x : 22 +y?> + 22 — 20+ 6y — 42— 11 =0, rovinao: x — 2y +22—20=0a
body A = [8;=5;3], B = [3;10; =5] a C' = [7; —3; —6].

(a) Vypoctéte stied a polomér kulové plochy k.

(b) Urc¢ete stied a polomér kruznice k, ve které protina rovina o kulovou plochu .

(c) Najdéte obglou rovnici te¢né roviny kulové plochy k, kterd je kolmé k roviné o a rovnobézné
s piimkou AB. Piislusny dotykovy bod te¢né roviny s « urcovat nemusite. Najdéte vSechna FeSeni
této tlohy.

(d) Uvazujme rota¢ni kuzel s vrcholem v bodé C, jehoZ hranici podstavy tvoii dotykové body vsech tecen
vedenych z bodu C' ke kulové ploge . Dokazte, Ze tento kuzel je rovnostranny (tzn. Ze délka jeho
strany je rovna priméru podstavy).



3A. Uvazujme funkce
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(a) Najdéte tecnu ke grafu funkce fi, ktera je rovnobéina s piimkou o rovnici y = —z. Urete rovnéz

dotykovy bod hledané tecny s grafem funkce f;.

(b) Pomoci prvnich tif ¢lent Taylorova polynomu funkce f5 se stiedem v bodé zy = 9 ptiblizné vypoctéte
V11,

(¢) Vhodnou metodou v R vyf¥este rovnici

Tl =,

Zduvodnéte pritom, pro¢ ma rovnice vami udavany pocet koirent.
(d) Vygetiete obor hodnot funkce fs. Jiné jeji vlastnosti studovat nemusite.
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1> Jejiz n-ty Clen je definovan predpisem
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(a) Dokazte, ze a; ¢ Q.

(b) Uréete nasledujici vlastnosti posloupnosti {a,} - ;.

3B. Uvazujme posloupnost {a,}

i. Zjistéte, zda je zadana posloupnost tvorena pouze kladnymi ¢leny. Svou odpovéd zdavodnéte.
ii. Vypoctéte

lim a,

n—oo

a vysvétlete, co tento vysledek znamena pro konvergenci ¢i divergenci fady Y - | a,.

iii. VySetfete monotonii uvazované posloupnosti.

(c) Rozhodnéte, zda vztahy

Apt1 = G — 10gss , a1 = logss 3

2n

piedstavuji rekurentni vzorce studované posloupnosti {a,} - |, tzn. zjistéte, zda uvedena rekurentni
formule je jinym (ekvivalentnim) vyjadfenim posloupnosti

| 1+ 2 h
0835 " . .

(d) Vypoctéte soucet prvnich 48 ¢lentt posloupnosti {a,} -, (tj. urCete sss, kde s4s = a1 +ag+- - +aus).
Vysledek upravte do nejjednodussiho mozného tvaru.

Sva tvrzeni zduvodnéte.

(e) V pripadé, Ze je nekone¢na fada )~ | a, konvergentni ¢ urc¢ité divergentni, najdéte jeji soucet.



