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SINOVA VETA

Dokazte, ze pro obsah S trojuhelniku ABC plati vzorce

2 . . 2 .
a® sin 3 sin v2sina
a”sin fsiny b) S=—2%—— c¢)S=2r?sinasin3siny.

S = =
2) 2sin Bsiny’

2sina
Vyjadiete rovnéz obsah S pomoci vysek v,, vp a sinu thlu .

Jsou dany pfimky a, b protinajici se v bodé O a bod P (rtzny od O).
Libovolna primka p prochézejici bodem P protina primky a, b po tadé
v bodech A, B. Dokazte, ze hodnota poméru

|OA| |PA]

|OB| " |PB|

nezavisi na volbé primky p.

Stied kruznice vepsané danému trojihelniku ABC' je oznacen S. Osa vniti-
niho thlu u vrcholu B protind stranu AC' v bodé D, osa vnitfniho thlu
u vrcholu C' protina stranu AB v bodé E, pfitom plati |SD| = |SE|. Do-
kazte, ze plati |[<BAC| = 60° nebo je trojuhelnik ABC rovnoramenny.

Ve vnitini oblasti kruznice k se stfedem S je ddn bod @) rizny od bodu S.
Urcete bod P na kruznici k£ tak, aby byla velikost tthlu S P() maximalni.

Je dan konvexni ¢tyfuhelnik ABC D. Predpokladejme, ze poloptimky B A,
CD se protinaji v bodé K a polopiimky BC', AD v bodé M. Dokazte, ze
pro poloméry kruznic opsanych trojuhelnikim ACM, BDK, ACK, BDM
plati pfi zfejmém oznaceni rovnost

"ACM "TBDK — TACK "TBDM-

Dokazte, ze pro libovolny vnitini bod D zakladny AB rovnoramenného troj-
thelniku ABC' jsou kruznice opsané trojuhelnikiim AC'D a BC'D shodné.

Je dan ostrouhly trojihelnik ABC'. Pro libovolny bod L jeho strany AB
ozna¢me K, M paty kolmic z bodu L na strany AC, BC. Zjistéte, pro
kterou polohu bodu L je tisecka K M nejkratsi.

Patou vysky na libovolnou stranu trojihelniku ABC vedme kolmice na
zbyvajici dvé strany. Ukazte, Ze paty téchto dvou kolmic (tzv. druhotné
paty ptvodni vysky) maji pro vSechny t¥i vysky stejnou vzdalenost rovnu
S/r, kde S je obsah a r je polomér kruznice opsané trojuhelniku ABC.

Uvniti ostrotihlého trojihelniku ABC' je dan bod P. Ozna¢me Ap, Bp,
Cp paty kolmic z bodu P po fadé na strany BC, AC, AB. Urcete vSechny
body P, pro které je trojihelnik Ap BpCp podobny trojuhelniku ABC.

Ctytihelnik s navzijem kolmymi thlopfickami je vepsan do kruznice o po-
lomeéru r. Vyjadrete soucet ¢tvercii jeho stran pouze pomoci r.
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(11) Je dén trojuhelnik ABC, ve kterém v > «a. Na tom oblouku BC kruznice
opsané, kterj neobsahuje bod A, je zvolen vnitini bod P. Usecka AP protina
stranu BC' v bodé @, poloptimka BP protina poloptimku AC v bodé R.
Dokazte, ze hodnota vyrazu

|CAJ-|CR| - |CB| - |CQ|
|CQl-|CR|

nezavisi na volbé bodu P.

(12) Sttedy obloukt BC, C'A, AB kruznice opsané danému trojihelniku ABC,
na nichz nelezi po fadé body A, B, C, ozna¢me po fadé P, @), R a stfedy
stran BC, C' A, AB ozna¢me po fadé K, L, M. Necht S je stfed kruznice
vepsané tomuto trojihelniku. Dokazte, ze plati rovnost

|AS|-[BS]-|CS| =8-|KP|-[LQ|- IMR|.

(13) Je dan trojuhelnik ABC (|AB| # |BC|). Ozna¢me D prusecik piimky BC' a
tecny v bodé A ke kruznici opsané trojihelniku ABC. Kolmice k piimce BC'
vedené body B, C protinaji osy stran AB, resp. AC po fadé v bodech FE, F'.

Dokazte rovnost
|BE| B |BD)|

|CF| — |CD|
(kterd bude znamenat, ze body D, E, F lezi v pfimce).

(14) Uvnitt strany AB daného ostrotihlého trojihelniku ABC' zvolte bod S tak,
aby trojuhelnik SXY, kde X a Y jsou po fadé stfedy kruznic opsanych
trojuhelnikiim ASC a BSC, mél nejmensi mozny obsah.

(15) V konvexnim ¢étyfuhelniku ABCD je dano |[<CAB| = 50°, |[<DBC| = 20°,
|<ACD| = 40°, |[<BDA| = 70°. Urcete velikost thlu ASB, kde S je prusecik
uhlopticek AC' a BD. (Tézké! Mozné velikosti jsou dveé.)

KOSINOVA VETA

(1) Urcete, jakou podminku spliiuji vnitini thly pravé téch trojuhelnika ABC,
pro jejichz strany plati
3 1 1

a+b+ec a+b+a—|—c'

(2) Zakladny lichobézniku maji délky 3 a 12, jedno rameno ma délku 2 a jedna
uhlopricka 12. Vypocitejte délku druhé uhlopricky.

(3) Uvnitf rovnostranného trojuhelniku ABC je bod P takovy, ze |PA| = 3,
|PB| =4, |PB| = 5. Uréete délku strany trojuhelniku ABC.

(4) Kruznice vepsand trojihelniku ABC' se dotyka strany AB v bodé D tako-
vém, ze |AD| =5 a |DB| = 3. Urcete délku strany BC), je-li a = 60°.
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(5) V rovnobézniku ABCD je dano: |AB| = a, |AD| =b (b > a), <BAD = q,
(o < 90°). Na stranach AD, BC lezi po fadé body K, M tak, ze BM DK je
kosoctverec. Kolik méii jeho strana?

(6) Pravouhly trojuhelnik s pravym thlem u vrcholu C je vepsan do rovno-
stranného trojuhelniku PQR (A € QR, B € PR, C € PQ). Urlete délku
usecky AQ, je-li dano |PC| =3, |BP|=|CQ|=2.

(7) Sestitihelnik vepsany do kruznice mé tii sousedici strany délky a a zbylé tii
sousedici strany délky b. Vyjadrete pomoci a, b polomér r opsané kruznice.

(8) V pravotuhlém trojuhelniku ABC' s pravym thlem u vrcholu A je pfepona
BC rozdélena body M, N na t¥i shodné tsecky (|[BM| = |MN| = |NC]).
Vyjadrete délku tisecky M N pomoci délek x = |AM| a y = |AN].

(9) Délky téznic libovolného trojihelniku vyjadirete pomoci délek jeho stran.

(10) Pro délky stran trojuhelniku ABC plati a® + b* = 5c2, pravé kdyz jsou
téznice z vrcholi A, B navzajem kolmé. Dokazte.

(11) Uvnitt jedné poloroviny s hraniéni pfimkou AB jsou dany dva rtizné body
P a @, ve druhé poloroviné je nad prumérem AB sestrojena polokruznice.
Uréete ten jeji bod M, pro ktery soucet |PM|? + |QM|? nabyva nejvétsi
hodnoty.

(12) Oznacme O stfed opsané kruznice a 7' tézisté libovolného trojuhelniku
ABC, ktery neni rovnostranny. Dokazte, ze tisecky OT a C'T jsou navzajem
kolmé, pravé kdyz pro délky stran plati a? + b = 2¢2.

(13) Dokazte, ze v lichobé&zniku ABCD se zékladnami AB, C'D plati

|AB|* — |BC|* +|AC|>  |AB|? - |AD|?> +|BD|* |AB|
|CD|? — |AD]? + |AC|? ~ |CDJ]? — |BC|>+ |BD]?>  |CDJ
s vyjimkou pripadi, kdy prvni nebo druhy zlomek nemé smysl — ukazte, ze
tehdy se jedna o zlomek 0/0.
(14) Dokazte, ze v nerovnoramenném lichobézniku ABCD (AB || C'D) plati
|AC|> — |BD|> _ |AB|+|CD|
|AD|2 — |BC|? ~ |AB| - |CD|’

(15) Je dan trojuhelnik ABC. Naleznéte bod D na strané AC a bod E na
strané AB tak, aby byl obsah trojihelniku ADFE roven obsahu ¢tytiuhel-
niku DEBC' a délka tisecky DE byla minimalni.

(16) Je dana kruznice k(S;r) a na ni body M, N takové, ze tthel M SN je ostry.
Libovolnym bodem X mens$iho z oblouki M N vedme rovnobézku s pfimkou
M S a oznacme Y jeji prusecik s tseckou SN. Sestrojte takovy bod X, pro
ktery je obsah trojuhelniku SXY maximalni.

(17) Uvnitt trojuhelniku ABC, ve kterém |<ABC| = 30° a |[<BAC| = 60°, je
dén bod P tak, ze |BP| =4, |CP| =1 a |[<APB| = 120°. Vypoc¢téte délku
usecky AP.
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