Prednaska Il.
Vztah pravdépodobnosti,
statistiky a biostatistiky

“ Statistika vychazi z pravdépodobnosti
“ Podminéna pravdépodobnost, Bayeslv vzorec

“ Senzitivita, specificita, prediktivni hodnoty

“ Frekventisticka a Bayesovska statistika
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Opakovani — klicové principy biostatistiky

-

Reprezentativnost

N\

Spolehlivost Srovnatelnost
3 \
‘*—.__‘_____/

Toma$ Pavlik i iM H Biostatistika
IBA ¢

A\




Statistika, biostatistika a analyza dat

Statistika

Biostatistika

Analyza dat

" Primdarné je zamérena na
vyvoj metod a algoritm(
pro reseni teoretickych
problémd.

= Nicméné i statistika je vzdy
primarné motivovana
realnymi problémy.

= Vychazi z teorie

pravdépodobnosti.

" Propojeni znalosti
statistickych metod a dané
problematiky v reseni
biologickych a klinickych
uloh.

= Na prvnim misté neni
teoreticky vyvoj, ale

aplikace.

Velmi obecna oblast bez
jasné definice.
Prostupuje rdznymi
odvétvimi.

Zahrnuje komplexni
postupy hodnoceni dat
(CiSténi, kddovani).
Nemusi byt zalozena na

statistice.
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Biostatistika vychazi ze statistiky

< Biostatistika je aplikace statistickych metod v reseni biologickych a

klinickych problému.

“ Snahou je ziskat z pozorovanych dat uzitecnou informaci. V popredi
zajmu je pozorovana variabilita mezi studovanymi subjekty, kterou

chceme vysvetlit.
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Statisticky pohled na problém

Cilova populace — chceme postihnout konkrétni problém.

Ziskame experimentalni vzorek cilové populace (pozorovani), ktera

prevedeme na Ciselné vyjadreni (data). Vzorek by mél byt reprezentativni

a nahodny.

Predpokladame pravdépodobnostni chovani (model) tohoto vzorku (tedy

i cilové populace).

Konkrétni problém vyjadfime ve vybraném modelu jako hypotézu.

Zhodnotime hypotézu na zakladé vybraného modelu a pozorovanych dat.
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Statistika vychazi z pravdépodobnosti

“Teorie pravdépodobnosti se zabyva modelovanim nahody.

“vLze néjak ale vyjadrit, co je to nahoda?
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Statistika vychazi z pravdépodobnosti

“Teorie pravdépodobnosti se zabyva modelovanim nahody.

“vLze néjak ale vyjadrit, co je to nahoda?

Objektivni nepredvidatelnost?

Nedostatek informaci?
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Statistika vychazi z pravdépodobnosti

“Teorie pravdépodobnosti se zabyva modelovanim nahody.

“vLze néjak ale vyjadrit, co je to nahoda?

Objektivni nepredvidatelnost?

Nedostatek informaci?

“Chance is only ignorance of the connections between phenomena.”

Pierre Simon de Laplace

U _3*\"“”’10
Tomas Pavlik alc ZM; Biostatistika
IBA *3




Statistika vs. pravdépodobnost

Statistika Pravdépodobnost
Cilova Cilova
populace populace
Vzorek Vzorek

U ‘3&4;:;,,10
Tomas Pavlik alc % Mﬁ Biostatistika
IBA *3




Statistika vs. pravdépodobnost

Statistika Pravdépodobnost
Cilova Cilova
populace populace

V teorii pravdépodobnosti se
ptame na pravdépodobnost
ziskani konkrétniho
vysledku, mame-li danou
strukturu cilové populace.

Cilem statistiky je ziskani
informace o cilové populaci
na zakladé pozorovaného
experimentalniho vzorku.

Vzorek Vzorek
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/naceni

< Zakladni prostor (QQ) — mnozina vSech moznych vysledkl experimentu

“ Elementarni jev (w) — konkrétni vysledek experimentu

“ Nahodny jev (A) — podmnozina zakladniho prostoru

“ Mnozina vSech jevl (A) — mnozina (vSech) podmnozin zakladniho prostoru
“ @ predstavuje jev nemozny, Q zase jev jisty

“* Mnozinové operace maji v teorii pravdépodobnosti svuj vyznam:

l.awllA4 - jev A nastane, kdyZ nastane w
2.wllA

jev A nenastane, kdyz nastane w

3.AUB - nastdani jevu A implikuje nastani jevu B

4. AnB - nastani jevu A a zaroven jevu B

5.AURB - nastani jevu A nebo jevu B

6.ANnB=0 - jevy A a B se navzdjem vyluéuji, jsou disjunktni
7. A - nastani jevu opacného k jevu A
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Tomas Pavlik alc %M 5 Biostatistika
’BA gﬁqns@ﬁ




Pravdépodobnost

“ Pravdépodobnost |ze definovat jako funkci, ktera pfifazuje nahodnému jevu

realné Cislo mezi 0 a 1. Je to tedy funkce P: A - [0,1]. Musi platit nasleduijici:

1. P(¢)=0,P(Q) =1
2.40Q=0< P(A)<1
3. An B=@= P(A0B) = P(4)+P(B)
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Definice pravdépodobnosti

“ Klasicka definice pravdépodobnosti: predpokladame, ze Q je konecna a

vsechny w jsou stejné pravdépodobné. Pak

A0Q= P4 =14
Q]

kde |A| je pocet prvkl mnoziny A (pocet elementarnich jeva jevu A).

“ Axiomaticka definice pravdépodobnosti: Q je libovolnd mnozina
elementarnich jevl, A’ je mnozina méfritelnych jevl (A’ je podmnozina A).
Funkce P: A’ - [0,1], ktera spliuje

1. P(Q) =1

2. 4,4,,.0Q:4 04, =¢0#j=>PU,4)=) _ P4)

se nazyva pravdépodobnost. Trojice (Q, A’, P) se nazyva pravdépodobnostni

prostor.
Tomaé Pavlik fB.A_ :»Mj Biostatistika




Definice pravdépodobnosti — najdéte rozdily

“ Klasicka definice pravdépodobnosti: predpokladame, ze Q je konecna a

vsechny w jsou stejné pravdépodobné. Pak

A0Q= P4 =14
Q]

kde |A| je pocet prvkl mnoziny A (pocet elementarnich jeva jevu A).

“ Axiomaticka definice pravdépodobnosti: Q je libovolna mnozina
elementarnich jevl, A’ je mnozina méfritelnych jevl (A’ je podmnozina A).

Funkce P: A’ - [0,1], ktera spliuje
1. P(Q)=1
2. 4,4,,.0Q:4 04, =¢0#j=>PU,4)=) _ P4)

se nazyva pravdépodobnost. Trojice (Q, A’, P) se nazyva pravdépodobnostni

prostor.
Tomaé Pavlik fB.A_ ;Mﬁ Biostatistika




Co to znamena?

< Axiomaticka definice pripousti i nespocetny zakladni prostor, tedy
nespocetnou mnozinu elementarnich jev.

“ Priklady: hod kostkou x méreni vysky lidské postavy

“ Axiomatickda definice pripousti riznou pravdépodobnost riznych
elementarnich jevu.

“ Priklady: hod kostkou x méreni vysky lidské postavy
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Nezavislost jevu

“ Dva jevy A a B jsou nezavislé pravée tehdy, kdyz plati
P(An B)=P(A)P(B)

“ Jsou-li dva jevy A a B nezavislé, pak i
A€ je nezavislé na B
A je nezavislé na B¢

A€ je nezavislé na B¢
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Nezavislost jevu

“ Dva jevy A a B jsou nezavislé pravée tehdy, kdyz plati
P(An B)=P(A)P(B)

“ Jsou-li dva jevy A a B nezavislé, paki

A€ je nezavislé na B

A je nezavislé na B¢

A€ je nezavislé na B¢

< P¥iklad: UvaZujme opét hod kostkou a jevy A ={1, 3,5}a B=1{4, 5, 6}.

P(ANnB)=1/6#1/4=P(A)P(B)

“ Jevy A a B tedy nejsou nezavislé.
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Podminéna pravdépodobnost

“Maéame-li jev B s pravdépodobnosti P(B) > 0, pak podminénou

pravdépodobnost jevu A za podminky nastoupeni jevu B definujeme

jako
P(A| B) = P(An B)
P(B)
“Pro nezavislé jevy A a B plati
Pl By ="DPE)  pyy
P(B)
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Podminéna pravdépodobnost

P(An B)
P(B)

P(A|B) =

Tomés Pavik  HEL ilM' i Biostatistika A
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Podminéna pravdépodobnost

< Priklad: Osoba X ma vSechny typické priznaky chripky. Pravdépodobnost, Ze se

jedna o klasickou chripku je 0,7 (jev A), praseci chripku 0,2 (jev B), ptaci chfipku

0,05 (jev C) a dosud neznamou formu 0,05 (jev D). Diagnosticky test prokazal,

ze klasicka chripka to neni. Jaka je nyni pravdépodobnost, ze se jedna o novou

formu chripky?
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Podminéna pravdépodobnost

< Priklad: Osoba X ma vSechny typické priznaky chripky. Pravdépodobnost, Ze se
jedna o klasickou chripku je 0,7 (jev A), praseci chripku 0,2 (jev B), ptaci chfipku
0,05 (jev C) a dosud neznamou formu 0,05 (jev D). Diagnosticky test prokazal,

ze klasicka chripka to neni. Jaka je nyni pravdépodobnost, ze se jedna o novou
formu chripky?

“ Redeni:

_P(Dn A _ P(D) _0,05_

ADIA4) P(A)  P(A9) 03

0,167
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Celkova pravdépodobnost a Bayesuv vzorec

“Muzeme-li rozdélit zakladni prostor na k po dvou disjunktnich
podmnozin (H, i =1, ..., k), pro které zaroven plati, Ze jejich sjednoceni
je cely zakladni prostor (tzv. systém hypotéz), pak pravdépodobnost
jevu A lze ziskat jako

k
_ Vzorec pro celkovou
P4 ;P(A | H)P(H,) pravdépodobnost

“Dale plati

_P(AnH,) _ P(A|H,)P(H,)

P(H,| 4) PO

BayesUv vzorec

> P(A| H,)P(H,)

i=1
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PocCasi a podminéna pravdepodobnost

“» Co ma pocasi spolecného s pravdépodobnosti?
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PocCasi a podminéna pravdepodobnost

“ Co ma pocasi spole¢ného s pravdépodobnosti?

“ U kazdého jevu (A) se mlZzeme ptat na jeho pravdépodobnost za slunec¢ného pocasi, za
desté, za bourky, atd. Celkovou pravdépodobnost jevu A potom muzeme ziskat jako
soucet pres tyto moznosti.

< Tyto stavy lze chapat jako vychozi hypotézy ovlivhujici vysledek, pricemz vzdy nastava
(plati) pouze jeden z téchto stavli (hypotéz). Pokud pozorujeme jev A, mliZeme se zpétné

ptat na platnost téchto hypotéz (s pouzitim Bayesova vzorce).

Q HO Hl H2
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Celkova pravdépodobnost — jiny priklad

“ Populaci muzeme rozdélit dle véku na tfi skupiny: déti (H,), dospélé v
produktivnim véku (H,) a dospélé v postproduktivnim véku (H,), pficemz zname

rozdéleni populace, tedy znadme P(H,), P(H,) a P(H,).

H, H,

= A o
5

f-AY = =

o |[Ho

“ OznacCme jev A: stane se Uraz.
“ Zname-li pravdépodobnost urazu u ditéte, P(A|H,), u dospélého v produktivnim
veku, P(A|H,), a u dospélého v postproduktivnim veku, P(A|H,), jsme schopni

pomoci vzorce pro celkovou pravdépodobnost spocitat P(A).
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Bayesuv vzorec

< Priklad: UvaZzujme populaci muzi nekurakt ve véku 50 — 60 let, u kterych
sledujeme vyskyt chronického kasle (jev A). Dle stavu plic mUzeme muze
zjednodusené rozdélit na zdravé (jev H,), nemocné plicnim karcinomem (jev
H,) a nemocné sarkoiddzou (jev H,). Pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych
plicnich onemocnéni jsou znamé, navic zname i pravdépodobnosti vyskytu
chronického kasle dle stavu plic:
P(H,) = 0,991, P(H,) =0,001, P(H,)= 0,008
P(A|H,)=0,002, P(A|H,)=0,900, P(A|H,)=0,950

“ Zajima nas, s jakou pravdeépodobnosti bude u pacienta s chronickym kaslem pri

podrobnéjsim vysetreni diagnostikovan karcinom plic.
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Bayesuv vzorec

< Priklad: Uvazujme populaci muz(i nekurakud ve véku 50 — 60 let, u kterych sledujeme vyskyt chronického kasle (jev A).
Dle stavu plic mdZzeme muZe zjednodusené rozdélit na zdravé (jev H,), nemocné plicnim karcinomem (jev H,) a
nemocné sarkoidozou (jev H;). Pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych plicnich onemocnéni jsou znamé, navic zname i
pravdépodobnosti vyskytu chronického kasle dle stavu plic:

P(H,) = 0,991, P(H,)=0,001, P(H,)= 0,008
P(A|H,)=0,002, P(A|H,)=0,900, P(A|H,)=0,950

= Zajima nas, s jakou pravdépodobnosti bude u pacienta s chronickym kaslem pfi podrobnéjsim vysetreni diagnostikovan

karcinom plic.

« Reseni:

P(AnH,) _ P(A|H,)P(H,)

P(Hz |A) - P(A) 3
D P(A|H,)P(H,)
=1
PH, | A) = 0,900%0,001 0,086

0,002x%0,991+0,900x0,001+0,950%x0,008 -
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Vyznam podminéné pravdépodobnosti v biostatistice

“ Princip podminéné pravdépodobnosti je v biostatistice velmi ¢asty — mame
systém hypotéz (nejcastéji dvou) o vlastnostech cilové populace a pozorovana

data. Na jejich zakladé pak rozhodujeme o platnosti stanovenych hypotéz.

“ Pfimé pouziti podminéné pravdépodobnosti Ize demonstrovat na prikladu
binarnich diagnostickych testu:
“ Osoba ve skutecnosti ma (jev H) nebo nema (jev H¢) sledované
onemocneéni.
“ Diagnosticky test u dané osoby indikuje pfitomnost (jev A*) nebo
nepritomnost (jev A°) sledovaného onemocnéni.

“ Nas zajimaji diagnostické schopnosti testu.
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Senzitivita, specificita

Skutecnost — pfitomnost nemoci

Ano (H) Ne (H°)
Vysledek Pozitivni (A*) T U
diagnostického
testu Negativni (A’) \Y W

= Senzitivita testu: schopnost testu rozpoznat skutecné nemocné osoby, tedy
pravdépodobnost, ze test bude pozitivni, kdyz je osoba skutecné nemocna.
< Senzitivita testu = P(A*|H) =T /(T + V).

“ Specificita testu: schopnost testu rozpoznat osoby bez nemoci, tedy
pravdépodobnost, ze test bude negativni, kdyz osoba neni nemocna.
< Specificita testu = P(A"|H®) =W / (U + W).
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Pozitivni a negativni prediktivni hodnota

Skutecnost — pfitomnost nemoci

Ano (H) Ne (H)
Vysledek Pozitivni (A*) T U
diagnostického
testu Negativni (A")

“ Prediktivni hodnota pozitivniho testu: pravdépodobnost, ze osoba je skutecné
nemocna, kdyz je test pozitivni.

“ Prediktivni hodnota pozitivniho testu = P(H|A*) =T / (T + U).

< Prediktivni hodnota negativniho testu: pravdépodobnost, ze osoba neni
nemocna, kdyz je test negativni.
“ Prediktivni hodnota negativniho testu = P(H|A) =W / (V + W).
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Shrnuti

Skutecnost — pfitomnost nemoci

Ano (H) Ne (H°)
Vysledek Pozitivni (A*) T U
diagnostického
testu Negativni (A") Vv W
T+V U+WwW
Senzitivita Specificita
testu testu

MU g *rt'

T+U —>

VW —>
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Senzitivita, specificita

“ Priklad: Zajima nas presnost vysetreni jater ultrazvukem, tedy schopnost
vysetreni UTZ identifikovat maligni lozisko v pacientovych jatrech. Presnost je

vztazena k histologickému ovéreni odebrané tkané. Vysledky jsou dany

tabulkou:
Vysetieni Histologické ovéreni
ol Maligni Benigni Celkem
Maligni 32 ’) 34
Benigni 3 24 27
Celkem 35 26 61

< Senzitivita testu = P(A*|H) = ?
< Specificita testu = P(A"|HS) = ?
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Senzitivita, specificita

“ Priklad: Zajima nas presnost vysetreni jater ultrazvukem, tedy schopnost
vysetreni UTZ identifikovat maligni lozisko v pacientovych jatrech. Presnost je

vztazena k histologickému ovéreni odebrané tkané. Vysledky jsou dany

tabulkou:
Vysetieni Histologické ovéreni
ol Maligni Benigni Celkem
Maligni 32 ’) 34
Benigni 3 24 27
Celkem 35 26 61

< Senzitivita testu = P(A*|H) =32 /35=91,4% (IS=75,8-97,8)
« Specificita testu = P(A"|H®) =24 / 26 = 92,3 % (IS = 73,4 — 98,7)
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Bayesuv vzorec pro vypocet prediktivnhich hodnot

“Obé prediktivni hodnoty testu lze vypocitat s pomoci charakteristik
testu, senzitivity a specificity, a celkové prevalence onemocnéni v cilové

populaci.

Senzitivita testu P(A"|H)  Specificitatestu P(A” |H®)  Prevalence P(H)

Prediktivni hodnota

e P(H| A" = PA™ [ H)P(H)
pozitivniho testu

" P(A" | HYP(H)+P(A" | H)P(H®)

Prediktivni hodnota
negativniho testu

P L ay= P THOPU)
P(A" | H)P(H)+ P(A” | H)P(H)
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Pozitivni a negativni prediktivni hodnota

« Priklad: Zajimaji nas pozitivni a negativni prediktivni hodnoty diagnostického
testu na HIV pozitivitu, u kterého vyrobce garantuje 98% senzitivitu a 99%
specificitu.

1. Uvazujme jihoafrickou zemi s prevalenci HIV pozitivnich cca 20 %:

P(A*|H) =0,98; P(A"|H) = 0,99; P(H) = 0,2.
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Pozitivni a negativni prediktivni hodnota

« Priklad: Zajimaji nas pozitivni a negativni prediktivni hodnoty diagnostického
testu na HIV pozitivitu, u kterého vyrobce garantuje 98% senzitivitu a 99%
specificitu.

1. Uvazujme jihoafrickou zemi s prevalenci HIV pozitivnich cca 20 %:

P(A*|H) =0,98; P(A"|H®) = 0,99; P(H) = 0,2.

Prediktivni hodnota pozitivniho testu

P(A4* | H)P(H) _ 0,98%0,20

P(H| A+) - " . = — ,10
P(A" |H)P(H)+P(A" |H)P(H?) 0,98%0,20+(1-0,99)%(1-0,20)
Prediktivni hodnota negativniho testu
P(H®| A7) = P(A |H)P(H") _ 0,99%(1-0,20) =99,5%

CP(A7 | HO)PH)+P(A" | HYP(H)  0,99%(1-0,20)+(1—0,98)x0,20
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Pozitivni a negativni prediktivni hodnota

« Priklad: Zajimaji nas pozitivni a negativni prediktivni hodnoty diagnostického
testu na HIV pozitivitu, u kterého vyrobce garantuje 98% senzitivitu a 99%
specificitu.

2. Uvazujme evropskou zemi s prevalenci HIV pozitivnich cca 0,2 %:

P(A*|H) = 0,98; P(A"|H¢) = 0,99; P(H) = 0,002.
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Pozitivni a negativni prediktivni hodnota

« Priklad: Zajimaji nas pozitivni a negativni prediktivni hodnoty diagnostického
testu na HIV pozitivitu, u kterého vyrobce garantuje 98% senzitivitu a 99%
specificitu.

2. Uvazujme evropskou zemi s prevalenci HIV pozitivnich cca 0,2 %:

P(A*|H) =0,98; P(A"|H) = 0,99; P(H) = 0,002.

Prediktivni hodnota pozitivniho testu

P(A* | H)P(H) _ 0,98%0,002
P(A" | HYP(H)+ P(A" | H)P(H®) _ 0,98%0,002+(1-0.99)x(1-0,002) _

P(H| A7) =

Prediktivni hodnota negativniho testu

P(A™ | H)P(H®) _ 0,99%(1-0,002)
P(A™ | H)P(H)+P(4” |H)P(H) ~0,99%(1-0,002) +(1-0,98)x0,002

P(H| A7) =
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Dva smeéry statistiky

“ Ve statistice existuji dva hlavni filozofické sméry: frekventisticky a Bayesovsky.

“ Lisi se v pohledu na pravdépodobnostni chovani neznamych hodnot, které se

snazime odhadnout.

“ Frekventisticka statistika: vsechny neznamé hodnoty povazujeme za konstantni

(parametry). Na zakladé dat se snazime tuto hodnotu ,lokalizovat”.
< Bayesovska statistika: vSechny neznamé hodnoty maji pravdépodobnostni

chovani (rozdéleni pravdépodobnosti). Na zakladé dat se snazime toto

pravdépodobnostni chovani ,upresnit”.
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Frekventisticka statistika

“ Neznamou charakteristiku cilové populace (konstantu) se snazime odhadnout
pouze na zakladé pozorovanych dat.

< Dulezity je predpoklad reprezentativnosti vzorku — pracujeme pouze s daty jako
obrazem neznamé charakteristiky. Bude-li Spatny vzorek, bude Spatny i odhad
(vysledky mohou byt velmi odlisSné od znamych hodnot).

“ Casto pracuje s asymptotickym chovanim, kdy velikost vzorku jde do

nekonecna; rada odhadu a testl je odvozena pravé pro tyto situace.

0.3 - ® ® 0.3 -
0.2 - 0.2 -
0 0
0 2 5 6 0 1 2 3 4
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Bayesovska statistika

“» Neznama charakteristika cilové populace ma pravdépodobnostni chovani, které

se snazime pomoci pozorovanych dat upresnit.

P(A| H)P(H)

P(H|A)= L P(A|H)P(H)

“ Predpoklad reprezentativnosti vzorku je stale dllezity, ale jiz nepracujeme
pouze s daty — pracujeme i s tzv. apriorni pravdépodobnosti, P(H), cozZ je nas
vstupni predpoklad o chovani neznamé charakteristiky.

“ Nevyhodou je neznalost apriorni pravdépodobnosti.
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Reklama na dalsi tydny...

Stredem zajmu statistiky a biostatistiky je tzv. nahodna veliCina.

Zakladni
prostor Q

Nahodna velic¢ina X

Pravdépodobnost P

U Q*\qEth"".
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