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1. Pojmy a principy teorie odhadu
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Jak se vlastné prislo na pouziti prumeéru?

“ Pouziti prdméru jako sumarizace n pozorovanych hodnot se uci uz na zakladni
Skole, nicméné zminka o jeho pouzivani je az z konce 17. stoleti.

“ Byl navrzen bez ohledu na jakoukoliv souvislost s teorii pravdépodobnosti jako
hodnota, oznacme ji a, ktera ma nasledujici vlastnosti:

1. Hodnota a minimalizuje rezidudlni soucet ¢tverct, tedy soucet Ctvercl rozdil(

pozorovanych hodnot a hodnoty a:

n

> (= a)’ =3 (x, ~x)* *n(x —a)’

i=1
2. Soucet rezidui vzhledem k hodnoté a je nula, tedy kladna i zaporna rezidua

jsou v rovnovaze: n

Z(xl. —a)=0

i=l1
“ Tyto dveé kritéria zohlednuji pouze pozorovana data, viibec se nezabyvaji

jakymkoliv rozdélenim pravdépodobnosti a jeho parametry.
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Priklad — prumér pozorovanych hodnot

“ V pripadé, Ze osa x nepredstavuje Zzadnou informaci, je pouziti priiméru v poradku

(kladna i zaporna rezidua jsou v rovnovaze).
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“ Co kdyz osa x ponese néjakou informaci?
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Cil snazeni v teorii odhadu

“ Na zakladé realnych pozorovani nahodné veliCiny X chceme ziskat informaci o

parametrech rozdéleni pravdépodobnosti této veliCiny.

“ Teorie odhadu se snazi sestrojit statistiku, ktera by na zakladé pozorovanych dat

poskytla nejlepSi mozny odhad nezndmého parametru / parametrda.

“ Teorie odhadu predpoklada, ze pozorované hodnoty nesou informaci o

neznamém parametru.

“* Nekdy je tfeba pozorované hodnoty pred pouzitim statistiky ,,znacneé” upravit

— normalizace dat z DNA mikrocipu.
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Zakladni pojmy

< Nahodna velicina X — Ciselné ohodnoceni vysledku experimentu, zajima nas jeji
pravdépodobnostni chovani — popisuje ho rozdéleni pravdépodobnosti
nahodné veliciny X.

“ Parametr rozdéleni pravdépodobnosti — neznama hodnota, 6, na které zavisi
predpis rozdéleni pravdepodobnosti

“ Parametricka funkce — realna funkce parametru 6.

“ Realizace nahodné veliciny (n realizaci) — predstavuiji je pozorované hodnoty:
X = Xy, X5, .., X,. PFedpokladam jejich vzajemnou nezavislost.
+ 0dhad parametru 6 — redIna funkce x = d(x) = 0.

« 0dhad parametrické funkce g(8) — realna funkce x = d(x) = g(0).
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Klasifikace odhadu

< Parametrické odhady — vychazeji z predpokladu znalosti rozdéleni
pravdépodobnosti, kterym se nahodna velicina ridi. Pfipadné predpokladaji i
znalost rozdéleni pravdépodobnosti sledovaného parametru (tedy nahodné

veli¢iny) — Bayesovské odhady.

- Neparametrické odhady — v tomto pripadé nejsou uvazovany zadné
predpoklady o pravdépodobnostnim chovani dat. Vysledkem jsou robustni
odhady se Sirokym pouzitim, u kterych ale nelze hodnotit optimalnost

vzhledem k pravdépodobnostnimu modelu.
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Klicové otazky v teorii odhadu

< Jak najit bodovy odhad?
“ Jak hodnotit kvalitu odhadu?
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Jak najit bodovy odhad?

“ Existuje rada postupl k nalezeni bodového odhadu nezndmého parametru — lisi
se jak filozofii (napr. Bayesovské odhady) tak definici kritéria optimalnich

vlastnosti odhadu. Zamérime se pouze na vybrané pojmy a postupy.

“ Metoda zalozena na Rao-Blackwellové vété — slouzi k nalezeni nestranného
odhadu s nejmensi variabilitou (ne vzdy to vsak lze spocitat).

“ Metoda maximalni vérohodnosti — slouzi k nalezeni odhadu (hodnoty), ktery je
ve smyslu pozorovanych dat nejvice pravdépodobny. Respektive lze fici, ze pfi
,platnosti“ této hodnoty jsou data nejvice vérohodna.

v Bayesovské metody — nehledaji jednu hodnotu parametru, ale celé rozdéleni

pravdépodobnosti (parametr je zde vlastné nahodna velicina).
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2. Nestranné odhady
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Stredni kvadraticka chyba odhadu

< Vlyznamnou rizikovou funkci ve statistice je tzv. stfedni kvadraticka chyba

odhadu (,mean squared error”) definovana jako
MSE(6,8) = E,((9-6)")

“ Vlyraz pro MSE, respektive MSE odhadu, se da rozdélit na dvé komponenty —

vychyleni (jeho druhou mocninu) a variabilitu:

MSE(8,6) = E,(0-8+E(0)-E(0))’) =(6-E(0))" ~E(0-E(9)))
MSE(6,0) =bias” () + var(6)

1

vychyleni? + variabilita

,bias?“ + ,precision”
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Priklad

“ Mame dva odhady neznamého

parametru 6.

Vybérové rozdéleni
odhadu 4.

“ Jeden je vychyleny s malou
variabilitou.
“ Druhy je nevychyleny s vetsi

variabilitou. e
Vybérové rozdéleni

odhadu 4.

“ Ne vzdy musi byt lepsim odhadem

Statistika
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Nestrannost

= Celkem logickym omezenim odhadu, které nas zajimaji, je jejich nestrannost.

“ Odhad d(x) parametru 8 je nestranny kdyz
Ey,(d(X))=60 prokazd¢ 6010
< Plati tedy:

E,(d(X)-6)=0 prokazd¢ 6110

“V mnoziné nestrannych odhadl se poté snaZzime najit odhad s nejmensi

variabilitou — abychom méli i minimalni MSE.

<V uvodni prednasce jsme mluvili o zkresleni vysledkU (,, biased results”) —

nestrannost je ve své podstaté to samé.
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Primeér — nestranny odhad?

“ Normalni rozdéleni pravdépodobnosti:

X, ~ N(,U,OZ)
E(X)=E(.> X,)=1> EX, =u prokazdé uOR

“ Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti:

X, ~ Po(A)
E(X)=E(1) X)=1> EX, =A prokazdé AOR

“ PouZziti praméru pro tato rozdéleni ma smysl, ale je treba si ovérit dané

rozdéleni pravdépodobnosti.
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Nestranny odhad — priklad

< Mérime Cas, ktery trva lékari urcita Cinnost (napr. ambulantni oSetreni).
Chceme najit odhad maxima tohoto Casu, tedy jak maximalné dlouho mu dana

¢innost muze trvat.

“ Uvazujme rovhomerneé spojité rozdeleni pravdépodobnosti na intervalu [0,0]:

X ~ Rs(0,0)
~ f(x)=1/8 prokazdé x[(0,6) ol . .
- f(x)=0  prokazdé x[(0,6)

“ Jak muzeme hodnotu 6 odhadnout?

", S ——
A e
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Nestranny odhad — priklad

“ Mame tedy nahodny vyber X, X,,...,X, i.i.d. z rozdéleni Rs[0,8], které jeste

seradime podle velikosti: Xy, X5, Xq)-
E(X,)=6 D(X,)=}6

“ Mame dvé zajimavé hodnoty:
X :% ?lei

X, =max X,

(n)
“ UvaZujeme dva odhady:

Ti = 2)7 % "1—1 Xi
o Ktery je lepSi?
T2 :nnﬂX(n) :%ﬂmaXXi
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Nestranny odhad — priklad

“ Mame tedy X,, X,,...,X,, které sefadime podle velikosti: X1y Xy Xn)-

“ Mame dvé zajimavé hodnoty:

"X, EX=1%" EX,=6/2 D(X) =
=max X, EX, =E(maxX;)= "0 D(X,)= (n+1';’z‘9(n+2)

T,=2X=2>" X, ET, =EQ2X)=2(%)=6 D(T)=. &
T,="" X, =""maxX, EL=ECTX,)=""/10=0 D(T,) =5

Ktery je lepsi?

WU _3*\"“”’10
Tomas Pavlik alc %M 5 Biostatistika
’BA gﬁqn#ﬁ




Nestranny odhad — priklad

“ Mame tedy X,, X,,...,X,, které sefadime podle velikosti: X1y Xy Xn)-

“ Mame dvé zajimavé hodnoty:

x=13" X, EX=1>" EX,=6/2 D(X)=,0°
— —_ — 7 — n6?
X, =max X, EX,, =E(maxX,)= /0 D(X ) = e

r=2x=23" ¥, ET, = E2X) =2(2) <0) D)<, )
T,="1 X, =""maxJX, ET2=E(’TX(n)):’T,fH9 D(T3) @

Vitézem se stal odhad T,, jeho variabilita s rostoucim n rychleji klesa k 0.
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Vztah vychyleni a variability odhadu

< Odhady mUzeme kombinaci vychyleni a
variability rozdélit (hypoteticky) do Ctyr

skupin.

“ Vyznam neni az tak v jednoduchych
sumarizacich dat, ale spis ve

stochastickém modelovani.

‘ Skutecna hodnota neznamého parametru

e (Odhad neznamého parametru
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3. Metoda maximalni vérohodnosti
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Metoda maximalni verohodnosti

“ Autorem je R. A. Fisher (1922). Anglicky ,,maximum likelihood estimation®.
“* Mame n nezavislych stejné rozdélenych pozorovani (i.i.d.) z rozdéleni s
hustotou f(x;6) .

“ Sdruzena hustota odpovidajici n pozorovanym hodnotam x;, x,,..., X, je:

Jaka? A proc?
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Metoda maximalni verohodnosti

“ Autorem je R. A. Fisher (1922). Anglicky ,,maximum likelihood estimation®.

“* Mame n nezavislych stejné rozdélenych pozorovani (i.i.d.) z rozdéleni s
hustotou f(x;6) .

“ Sdruzena hustota odpovidajici n pozorovanym hodnotam x;, x,,..., X, je:

f e, |0) =[] £ (5:6)

“ Sdruzena hustota vyjadruje(za predpokladu, ze zname 6), jak moc je
pravdépodobné, Ze pozorované hodnoty pochazi z rozdéleni s hustotou f(x;6)
“ Pointa metody maximalni vérohodnosti: Divat se na sdrnuienou hustotu jako na
funkci 8 a vybrat 8 takové, aby vyraz f(x,,...,x, | 6) = I_l f(x;;60) byl co

i=l1

nejvetsi (maximum).
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Vérohodnostni funkce

= Zavadime tzv. vérohodnostni funkci (, likelihood function®):

L(@|x,....,x,)= f(x,....x,|6)

“ Maximalné vérohodny odhad, znaé¢ime ho 8,,, .., je &islo, které maximalizuje

verohodnostni funkci, tedy

6,,, =argmax L(8|x,,...,x,)
6000

“ \lypocetné se jedna o reseni rovnice (rovnic):

dLB|x,,...,x,)/d6=0

“ Musime si jesté ovérit, Ze se jedna o maximum — napf. pomoci druhych

derivaci.
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Logaritmus vérohodnostni funkce

“ Casto je vyhodné&jsi (hlavné vypoletné jednodudsi) maximalizovat logaritmus

verohodnostni funkce:

(O]x,....x,) =In LB x,,....x,) =In[] f(x,;6) =>In f(x;;6)
i=1 i=1

“ Bude maximum pro veérohodnostni funkci i logaritmus vérohodnostni funkce

stejné? Pokud ano, tak proc?
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ML odhad parametru A Poissonova rozdéleni

“ Mame ni.i.d. pozorovani z Poissonova rozdéleni: xy, X,,..., X,..

“ Sdruzena hustota ma tvar:

n e—)l/'lxi
f(x,...,x, | A)= |_|

4 x!

1= 1

“ Vérohodnostni funkce ma tvar:

LA|X,.,x,)= f(x;,...,x, | A) =e ™A™/ |_| x,!

“ Logaritmus vérohodnostni funkce ma tvar:

InL(A|x,...,x,) :le. InA-nA —ln(l_l x,!)
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ML odhad parametru A Poissonova rozdéleni

“ Derivace logaritmu vérohodnostni funkce ma tvar:

dcl;;L :Zi:xl.//] -n=0
< Vlysledkem je primér:
j=
n
“ Je to maximum?
d;ﬁ;L = —Zl_xl. /A <0
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ML odhad parametru p normalniho rozdéleni

“ Mame ni.i.d. pozorovani z normalniho rozdéleni: x;, x,,..., X,,.

“ Sdruzena hustota ma tvar:

n
1 —(x;—p)* /1207
f(xlﬂ'“:x |,Ll,0-2): e (x;—H)

“ Logaritmus vérohodnostni funkce ma tvar:

lnL(/]|x1,...,xn):—;1n2ﬂ—nln02— 1

 (x, - 1)
2 207 ZI:

“ Parcialni derivace logaritmu verohodnostni funkce maji tvar:
1 n
OInL/Ou=—> (x,—t)=0
O =

n
20

dlnL/00* = -

1 < )
+ (x; —)" =0
2 20.4121
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ML odhad parametru p normalniho rozdéleni

= \lysledkem jsou nasledujici odhady:

laMLE :in =X

i=1
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4. Srovnani prumeéeru a medianu
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NesmysIné pouziti priméru u asymetrickych dat

“ Chceme-li charakterizovat log-normalni rozdéleni z hlediska stredni hodnoty, je
pouziti prumeéru nesmyslné. Neni totiz splnén model, pro ktery byl jako

optimalni odhad odvozen!

“ Vhodnéjsim odhadem je median a

06

geometricky primeér (jsou teoreticky

0.5
|

ekvivalentni pro log-normalni data)
geometricky primér = medidn

“ Geometricky pramér je pramér <
spocitany na normalnich datech, tedy < .
o prumeér
po transformaci y = In(x). -
Ay v - . = _ VA
< Priklad: pocty bilych krvinek. | | | | | |
0 1 2 3 4 )
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Smysluplné pouziti priméru u asymetrickych dat

“ Chceme-li charakterizovat log-normalni rozdéleni z hlediska celkového souctu
pozorovanych hodnot, je pouziti prdméru smysluplné. Jedna-li se totiz napr. o
spotrebu néjakého materidlu, alkoholu nebo penéz, primér popisuje z hlediska

celkového souctu spotrebu Iépe.

< Priklad: planovani celkové spotreby S
néjakého materialu, alkoholu nebo 2 7
oendz do budoucna. + | geometricky prumeér = median
N prumeér
S . Vv _ V
I I I I I
0 1 2 3 4 )
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Smysluplné pouziti priméru u symetrickych dat

“ Pokud je splnén pravdépodobnostni model, tedy zejména normalita dat, je

pouziti primeéru na miste.

“ Prumeér je konzistentni odhad — pro n - o= konverguje k 8 podle

pravdépodobnosti. Pro rostouci n mame zaruceno, Ze se primér priblizuje k 6.

n=10

n =50

200
1

190
I

n =500

180
I

170
1

160
I
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Shrnuti — prumeér vs. median

Vyuziva informace celého Citlivy na odlehla
souboru dat pozorovani
Primér
Jednoduché rozdéleni Omezené pouziti u
pravdépodobnosti asymetrickych dat
Neni citlivy na odlehla Vyuziva informaci pouze
pozorovani jednoho pozorovani
Median
Pouziti pro vSechny typy Komplikované rozdéleni
dat pravdépodobnosti
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Shrnuti

“ Pouzivejte prumér!
< Ale vzdy si ovérte predpoklad normality (nebo alespon symetrie), pripadné
Poissonova rozdéleni dat! A taky se nezapomernte podivat na odlehlé hodnoty!

“ Pokud si nécim nejste jisti, pouzijte i median.

“ Useknuty pramér — odhad, ktery je svymi vlastnostmi mezi primérem a
medianem, spocitame ho tak, ze ,,odsekneme” m nebo m % minimalnich a

maximalnich hodnot a ze zbytku spocitame primeér.

JERE,,
MU QQ\' T

£ H Biostatistika
’BA %ﬁqn sgﬁ

Tomas Pavlik




