Prednaska IX.
Analyza rozptylu (ANOVA)

Princip a metodika vypoctu
Predpoklady analyzy rozptylu a jejich ovéreni
Rozbor rozdill jednotlivych skupin — nasobné testovani hypotéz

Analyza rozptylu jako linearni model
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Opakovani — parametrické a neparametrické testy

“ Jmenujte priklad parametrického a neparametrického testu.

“ Znate jejich predpoklady?
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1. Motivace

AEREr,

MU :3* (A

R Ml

IBA ¢
,_

taya 3%




< Sledujeme plicni funkce u pacientu s chronickou obstrukéni plicni nemoci
(CHOPN) ve stadiu Il, 1l a IV. Zajima nas, jestli se u pacientl v jednotlivych

Priklad — CHOPN

stadiich lisi maximalni inspiracni tlak (PImax).

F Imax (kPa)
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Priklad — CHOPN

< Jak mUzeme pro CHOPN stadia I, lll a IV ovérit rozdil (resp. rovnost) v
maximalnim inspiracnim tlaku (PImax)?

A. MuliZeme pouzit vhodny test pro dva vybéry (napt. t-test) a otestovat, jak
se lisi stadium Il od lll, Il od IV a lll od IV — tedy provést 3 testy.

B. Musime pouzit vhodny test pro vice nez dvé srovnavané skupiny.

“V Cem je zasadni rozdil mezi A a B?
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Problém nasobného testovani hypotéz

“* Problém s moznosti A je v ndsobném testovani hypotéz — pro pripomenuti:
S narlstajicim poctem testovanych hypotéz nam roste také pravdépodobnost
ziskani falesné pozitivniho vysledku, tedy pravdépodobnost toho, zZe se pfi
nasem testovani zmylime a ukazeme na statisticky vyznamny rozdil tam, kde ve

skutecnosti zadny neexistuje (chyba I. druhu).

“ Mame tri testy, v kazdém 95% pravdépodobnost, ze neudélame chybu I. druhu.
“ Pro viechny tfi testy to tedy znamena: 0,95 x 0,95 x 0,95 = 0,857.
“ Pravdépodobnost, ze neudélame chybu I. druhu nam celkové klesla na 0,857.

“ Pravdépodobnost, ze udélame chybu I. druhu nam celkové stoupla na 0,143.
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Analyza rozptylu

“ Lepsi volbou je:

B. Musime pouzit vhodny test pro vice nez dvé srovnavané skupiny.

< Analyza rozptylu (ANOVA =, ANalysis Of VAriance”) je statistickou
metodou, kterda umoziuje testovat rozdil v primérech vice nez dvou
skupin. Pritom se jedna o jeden test.

“ Vice nez dvé skupiny mohou byt dany prirozené (napr. sledujeme rozdil
mezi vekovymi kategoriemi) nebo umeéle (napf. sledujeme rozdil v ucinnosti
nékolika typu |é¢by).
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2. Princip vypoctu
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Nahodné vybeéry a hypotéza

“ Mame k nezavislych realizaci nahodného vyberu rozsahu: n,, n,, ..., n,.

= PFedpoklady: Y, ~ N(t4,07%)
Y, ~N(th,07) mmmm) Normalita hodnot viech k vybérd
mmmm) Homogenita rozptylQ vsech k vybérd

ij NN(lukaaz)

“ Hypotézy: Hy:u==...= U,

H, :nejméné jedno L. je odliSné od ostatnich
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Priklady — hypotézy

LiSi se uc€innost dvou rtiznych davek léciva XYZ od placeba?

Stredni hodnota Ucinnosti placeba, XYZ v davce 1 a XYZ v davee 2: U, Uyy, 5 Hyyy,

Hy ot lp = Uy, = Hyyz,

H, :nejméné jedno Y je odlisné od ostatnich

LiSi se AML, ALL, CML a CLL v aktivité vybranych genu?
Stfedni hodnota exprese genu g u AML, ALL, CML, CLL: &% ,,6%, .65, .65,

. Qg —NnNg —pPNg —pP0¢
H 0 ‘HAML - HALL - HCML - HCLL

H, :nejmén¢ jedno &% je odlisné od ostatnich
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Vybér 1

Pozorované hodnoty

Vybér 3 Vybér k
n, n, Rozsah vybéru n,
Y, g Vybérovy primér Vi
2 2 2
S5 S5 Vybérovy rozptyl Sy

Skupinovy primér
(,population mean®)
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Pl max

Priklad — CHOPN
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n =9 n, =12
)2 =8,9 kPa Vs = 6,6 kPa
s, =3,5kPa s, =2,9kPa

Celkovy pramér (,,grand mean®)

n=48
y =6,4kPa
s =3,0kPa
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n, =27
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“ Soucty: ¥in= ijl ¥ Y= Z; ZIJ:l Yy

“ Prameéry: Vo=Yn, Yo=Y/ n
Skupinovy primér Celkovy prameér
(,,population mean®) (,grand mean®)
“ Celkova variabilita v souboru:
— k n; —\2 v . —
ST — ZZ_ZI ijl (Yy - y[[) Stupné volnosti: dfT =n-—1

“ Variabilita v rdmci skupin (rezidudlni soucet Ctvercu):
S, =>" S (Y, -y Stupné volnosti: df, =1~k
e = i =Y yiD) tupne volnosti: e — N
“ Variabilita mezi skupinami (prislusna sledovanému vlivu = proménné):

SA — Z; n (.)71‘[ - )7[[)2 Stupné volnosti: de =k—1
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Vztahy mezi odhady variability

< Plati:
Y, = = =y + (e =)
“ Dale se da ukazat, ze plati:

Sr =8, +5,

Pl max

“ Tedy plati, ze celkova variabilita se da
rozlozit na variabilitu v ramci skupin a
variabilitu mezi skupinami:

Z; Zj:I(YU —y)’ =
Zf:l Zjlzl (KJ - yit)z + Z; n (Yo~ yEEQZ
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Pozorovana Skupinovy Skupinovy primeér Pozorovana hodnota | Pozorovana hodnota

hodnota primér — celkovy priimér — skupinovy priimér — celkovy primér
1 10 12 -4 -2 -6
1 12 12 -4 0 4
1 14 12 -4 2 -2
2 19 20 4 -1 3
2 20 20 4 0 4
2 21 20 4 1 5
3 14 16 0 -2 2
3 16 16 0 0 0
3 18 16 0 2 2
Celkovy priimér = 16 Soucet Ctvercd = 96 Soucet Ctvercii =18  Soucet ctverca = 114

Stupné volnosti = 2 Stupné volnosti = 6 Stupné volnosti = 8
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Jak testuje t-test pro dva vybéry?

“ Nulova hypotéza: H,:u=HU,

“ Testova statistika:
Rozdil (variabilita) mezi vybéry

T :N t(”ll +n2 _2)

Variabilita uvnitf vybért

Rozdil (variabilita) mezi vybéry

Variabilita uvnitr vybér
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Princip analyzy rozptylu

= Princip analyzy rozptylu je stejny, tedy ANOVA srovnava pozorovanou
variabilitu mezi vybéry s pozorovanou variabilitou uvnitf vybért. Na rozdil

od t-testu vSak pracuje s vybérovymi rozptyly.

“ Testova statistika analyzy rozptylu:

Odhad rozptylu zaloZzeny na vybérovych primérech

F =

Odhad rozptylu zalozeny pozorovanych hodnotach

k N2

D (Ve o) | ’

= k-1 _ S, /df, Za platnosti H, plati:
- k n; B -
Y2 (G=yt S F~F(k=1,n-k)
n—k
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Vysledek dle platnosti nulové hypotézy

« Za predpokladu rovnosti rozptyll jednotlivych vybérl predstavuje ¢len ve
jmenovateli statistiky F vybérovy odhad o?.

v Za platnosti H, pfedstavuje i ¢len v Citateli statistiky F vybérovy odhad o?.

< Plati-li nulova hypotéza, Citatel statistiky F (pocitany na zakladé vybérovych
prumeérud) bude zhruba stejny jako jeji jmenovatel (pocitany na zakladé
pozorovanych hodnot).

“ Neplati-li nulova hypotéza, Citatel statistiky F bude vétsi nez jmenovatel.

“ Samotné rozhodnuti o platnosti H, je tak zalozeno na srovnani primérnych
¢tverct S,/df, a S, /df..
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Vysledek analyzy rozptylu

“ Vlysledné pocty se standardné zaznamenavaji do tzv. tabulky analyzy
rozptylu:

Soucet Pocet stupiu Priimérny
Variabilita P y F statistika p-hodnota
ctverci volnosti Ctverec

Mezi skupinami 5,=96 dfa=k—-1=2 MS, =48 F= 0,004
Uvnitf skupin S.=18 df,=n—-k=6 MS, =3
Celkem S:=114 dff=n-1=8

“ Nulovou hypotézu zamitneme/nezamitneme bud’ na zdkladé srovnani
vysledné p-hodnoty se zvolenou hladinou vyznamnosti testu a, nebo
srovhanim vysledné F statistiky s kritickou hodnotou (kvantilem) rozdéleni
F(k— 1, n — k) prislusnou zvolené hladiné vyznamnosti testu a.
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Vysledek umeélého prikladu

k-1,n—-k) — 2,6) —

E(—a, )_Fo(,95)_5914 F =16
Na hladiné vyznamnosti
a =0,05 zamitame H, o
rovnosti strednich
hodnot.

fF(k—l,n—k)
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3. Predpoklady analyzy rozptylu a
jejich overeni
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Predpoklady analyzy rozptylu

= Nezavislost jednotlivych pozorovani — sice témér automaticky predpoklad,
nicmeéné je treba se nad nim alespon zamyslet.

<« Normalita pozorovanych hodnot obou nahodnych vybérl — velmi silny
predpoklad. Nutno otestovat nebo alespon graficky ovérit (histogram, box
plot).

“ Stejny rozptyl nahodné veliciny v obou srovnavanych skupinach — také
silny predpoklad. Opét nutno otestovat nebo alespon graficky oveérit
(histogram, box plot).
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Testovani shody rozptylu

20

“ Grafické ovéreni — A

histogram, box plot. _

“ Levenuyv test — ¢asto

15

pouzivany, nevyzaduje —

predpoklad normality

plvodnich hodnot.

10

< Bartlettav test — velkou Y
nevyhodou je predpoklad

normality plvodnich

hodnot. Vi
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Levenuyv test

« Jeho vyhoda je, Ze nevyzaduje predpoklad normality ptivodnich hodnot.
“ Jedna se o analyzu rozptylu na hodnotach Z, =Y, =y

k n;
j @ ‘o~ Zm Zj:l Zy

f v ni
“Oznalme z =1 >» " Z

k N2
Zl:l ni (Zl[]_ Zﬂﬁ

k-1 Pri rovnosti rozptylU opét plati:
W= _,
l’ll- o 2 B 3
Zilej:l(ZiJ ~Z;) F~F(k-1Ln-k)
n—k

“ Testova statistika:

“ Pouziva se takeé jeho robustni varianta s pouzitim absolutnich odchylek od
medianu misto od praméru: Z, =Y, — ¥
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riklad — Levenuv test u CHOPN dat

“ Sledujeme plicni funkce u pacientt s chronickou obstrukéni plicni nemoci
(CHOPN) ve stadiu I, lll a IV.

“ Levenlv test probiha stejné jako jednoducha ANOVA — opét srovhavame
prumérné ctverce — rezidualni a prislusné sledovanym faktorum.

Soucet Pocet stupnt Primérny
Variabilita P v F statistika p-hodnota
Ctvercti volnosti Ctverec

Mezi skupinami =5,30 dfa=k—-1=2 MS, = 2,65 F=1,13 0,331
Uvnitf skupin S, =105,35 df.=n—-k=45 MS, =2,34
Celkem $:=110,65 dfy=n-1=47

“ Na hladiné vyznamnosti a =0,05 nezamitame H, o rovnosti rozptyla.
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Hodnoceni normality dat

“ Hodnoceni normality je klicovym postupem v biostatistice. Testy nejsou
vzdy nejlepsim nastrojem! Vzdy je dulezité se podivat i o¢imal!

“ Zamitnuti normality rozdéleni neznamena jenom vybeér pfislusného testu,
ALE muze indikovat odlehlé a nelogické hodnoty v souboru dat.

< Pokud o sledované veliCineé prokazatelné vime, ze v cilové populaci nabyva
normalni rozdéleni (napf. vyska lidské postavy), ale vdaném souboru
normalni rozdéleni nepotvrdime, pak s nasim nahodnym vybérem neni
néco v poradku — napr. neni reprezentativni.
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Grafické metody — box plot a histogram

“ Normalni

rozdéleni

@
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“ Log-normalni

rozdéleni
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Grafické metody — box plot a histogram

“ Normalni - T |
rozdéleni

s odlehlymi

hodnotami i %J L
° - —— o

“ Rovhomeérnée

spojité | 1 S

08

rozdéleni

06

02
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Grafické metody — Q-Q plot

“ Q-Q plot proti sobé zobrazuje kvantily pozorovanych hodnot a kvantily
teoretického rozdéleni pravdépodobnosti (zde normalniho rozdéleni).

<\ pripadeé shody lezi vSechny body na primce.

“ Normalni rozdéleni:
Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles

Theoretical Quantiles
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Sample Quantiles

200 400 600 800 1000 1200

0

Grafické metody — Q-Q plot

Log-normalni rozdéleni:

Normalni rozdéleni s odlehlymi hodnotami:

Rovnomeérne spojité rozdéleni

Normal Q-Q Plot

Normal G-Q Plot

Normal Q-Q Plot

Theorstical Cluantiles
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Testy pro overeni normality dat

< Shapirav-Wilktliv test — v podstaté se jedna o prolozeni sefazenych hodnot
regresni primkou vzhledem k ocekavanym hodnotam normalniho rozdéleni.
Ma tedy primy vztah k Q-Q plotu — vyhodnocuje, jak moc se Q-Q plot lisi od
idealni prfimky. Doporucovan pro mensi vzorky, mize byt ,,moc” prisny pro

velké vzorky.

“ Kolmogorovtiv-Smirnovovlyv test — zalozen na srovnani vybérové distribucni
funkce s teoretickou distribucni funkci odpovidajici normalnimu rozdéleni. K-S
test hodnoti maximalni vzdalenost mezi témito dvéma distribu¢nimi funkcemi.

V praxi se pouziva korekce dle Lillieforse.
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Priklad — Shapiruv-Wilkuv test u CHOPN dat

« Sledujeme plicni funkce u pacientl s chronickou obstrukéni plicni nemoci

(CHOPN) ve stadiu ll, lll a IV.

= Test pro vsechna stadia:

p = 0,073 (to nds nezajima)

< Stadium II: p = 0,090 g 7
“ Stadium llI: p =0,247 § © -
“ Stadium IV: p=0,815

“% H, o normalité dat nezamitame

na hladiné a =0,05.

|
—_—
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Sample Quantiles

12

10

Stadium Il (n =9)

Priklad — Shapiruv-Wilkuv test u CHOPN dat

« Srovname vysledky S-W testu s Q-Q ploty pro jednotlivé kategorie.

“ Vzhledem k malym velikostem souborl |ze odchylky od normality dat tolerovat.

Stadium Ill (n = 12) Stadium IV (n = 27)

p =0,090 p =0,247 p=0,815
Normal Q-Q Plot Normal @-Q Plot Normal Q-Q Plot
o
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Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles
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Priklad — analyza rozptylu u CHOPN dat

< LiSi se pacienti s CHOPN (stadium Il, 111, IV) v maximalnim inspiracnim tlaku (PImax)?

< Mame ovérenu homogenitu rozptylli i pfibliZnou normalitu dat > ANOVA.

. e Soucet Pocet stupnu Prumérny . .
Variabilita " o p “ E F statistika p-hodnota
Ctvercu volnosti Ctverec

Mezi skupinami S, =80,54 dfa=k—-1=2 MS, = 40,27 F=5,10 0,010
Uvnitf skupin S, =355,50 df.=n—-k=45 MS, =7,90
Celkem S:=436,04 dff=n-1=47

“ Kriticka hodnota pro a =0,05 F, _; ,,_ = 3,20.

“ Na hladiné vyznamnosti a =0,05 zamitame H, o rovnosti strednich hodnot.

Tomas Pavlik ..— ] £ Biostatistika
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Co délat, kdyz nejsou splnény predpoklady?

“ Mame dvé moznosti:

1. Zkusit data transformovat — napt. logaritmicka transformace by méla
pomoci s normalizaci rozdéleni a stabilizaci rozptylu u log-normalnich dat.

2. Pouzit neparametrické testy — napfr. Kruskallv-Wallisliv test nevyZzaduje

predpoklad normality, pracuje stejné jako neparametricky MannGv-
Whitneyuv test.
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Kruskaluv — Wallisuv test

“ Jedna se o zobecnéni neparametrického Mannova — Whitneyho testu.

“ Netestuje shodu parametru, ale stejné distribu¢ni funkce srovnavanych
souborl (klicovy je zde predpoklad nezavislosti pozorovanych dat).

H,:F(x)=F(y)=F(z)=...

“ Pro vypocet opét seradime vSechna pozorovani podle velikosti (jako by byly
z jednoho vzorku) a priradime jednotlivym hodnotam jejich poradi.

“* Pointa Kruskalova — Wallisova testu: za platnosti H, jsou spojena data
dobre promichana a primérna poradi v jednotlivych souborech jsou
podobna.
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Kruskaluv — Wallisuv test

n

“ Oznacme T, soucet poradi v i-té skupiné: T, = ZRZ.].
j=1

< Pocet skupin: k, Celkem pozorovani:n=n,+n, + .. + n,.

‘ o ried 12 &1
“ Testova statistika: Q—Z - =3(n+l)
n(n+1) i=1 1

“ Nulovou hypotézu H, zamitdme na hladiné vyznamnosti, kdyZ je testova
statistika vétsi nebo rovna kritické hodnoté chi-kvadrat rozdéleni: Q= x;_(Q)

“ Pro malé velikosti souboru je treba srovnat statistiku Q s tabulkami pro
Kruskaltv-Wallistv test.
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4. Nasobné testovani podskupin
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Korekce na nasobné srovnani vybeéru

« Zamitneme-li analyzou rozptylu nulovou hypotézu o celkové rovnosti
strednich hodnot, ma smysl se ptat, jaké skupiny se od sebe nejvice lisi.

“ Toto srovnani lze provést pomoci testl pro dva vybéry, ale je nutné korigovat
vyslednou hladinu vyznamnosti testu, abychom se vyhnuli chybé I. druhu.

“ Nejjednodussi metoda: Bonferroniho procedura - korekce hladiny
vyznamnosti: a* = a/m, kde m je polet provedenych testl. Ekvivalentné lze
vynasobit p-hodnotu poétem provedenych testll. Nevyhodou je, Ze je
konzervativni pro velké m, tedy pocet provedenych testu.

“ Pro analyzu rozptylu: Tukeyho a Scheffého post hoc testy.

“ Pro neparametricky K-W test: metoda dle Steela a Dwasse.
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Priklad — korekce u CHOPN dat

“ ANOVA na hladiné vyznamnosti a =0,05 zamitla H, o rovnosti stfednich hodnot
PImax. Jaké skupiny se od sebe nejvice lisi?

< Bonferroniho procedura Stadium || W

Il 0,398 0,009
11 - 0,571

“* Tukeyho post hoc test stadium | m | v
Il 0,186 0,008
11 - 0,433

“ Scheffého post hoc test stadium | wm | v |
I 0,214 0,011
11 - 0,466

« Zde nam vsechny tri analyzy vysly stejné, ale obecné to neplati!
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