
Diferenciálńı rovnice

1 Úvod

Diferenciálńı rovnice jsou matematické rovnice, ve kterých jako proměnné vystupuj́ı
funkce a jejich derivace. Každý z vás se už s diferenciálńı rovnićı setkal, ikdyž ve vyřešeném
tvaru. Vzpomı́náte si na hodiny fyziky a výpočet rychlosti tělesa za pomoćı dráhy a času?
Zde jste použ́ıvali již vyřešenou diferenciálńı rovnici. Diferenciálńı rovnice nejsou ale pouze
součást́ı fyziky, setkáme se s nimi téměř ve všech oblastech lidského bádáńı. Při řešeńı
diferenciálńıch rovnic naraźıme na pojem diferenciál1, se kterým budeme pracovat.

1.1 Základńı rozděleńı diferenciálńıch rovnic

Základńı rozděleńı diferenciálńıch rovnic můžeme popsat následovně:

• Obyčejné diferenciálńı rovnice jsou matematické rovnice, které obsahuj́ı neznámou
funkci jedné nezávislé proměnné a jej́ı derivace. Název

”
obyčejné“ se použ́ıvá jako

protiklad k termı́nu parciálńı diferenciálńı rovnice, ve kterých se vyskytuje v́ıce než
jedna nezávislá proměnná. Nejjednodušš́ı tř́ıdou obyčejných diferenciálńıch rovnic
jsou lineárńı diferenciálńı rovnice, které maj́ı řešeńı, jež lze sč́ıtat a násobit koeficienty.
Řešeńı těchto rovnic lze obvykle zapsat v analytickém tvaru pomoćı elementárńıch
funkćı.

• Parciálńı diferenciálńı rovnice je v matematice rovnice obsahuj́ıćı neznámou funkci
několika nezávisle proměnných a jej́ı parciálńı derivace dle těchto proměnných. Nej-
vyšš́ı z řád̊u parciálńıch derivaćı vyskytuj́ıćıch se v rovnici se nazývá řád parciálńı
diferenciálńı rovnice. Parciálńı diferenciálńı rovnice jsou zobecněńım obyčejných di-
ferenciálńıch rovnic, které obsahuj́ı neznámou funkci jedné proměnné a jej́ı derivace.
Každá obyčejná diferenciálńı rovnice je současně i parciálńı diferenciálńı rovnićı.
Parciálńı diferenciálńı rovnice může být použ́ıvána k popisu jev̊u, jako jsou zvuk,
teplo, elektrostatika, elektrodynamika, prouděńı tekutin, pružnost, nebo kvantová
mechanika.

1Diferenciál v matematice vyjadřuje závislost změny hodnoty funkce na malé změně jej́ıho argumentu.
Tuto závislost aproximuje jako př́ımou úměrnost v okoĺı zvoleného bodu. Pro funkce v́ıce proměnných se
použ́ıvá totálńı diferenciál.
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1.1.1 Řád diferenciálńı rovnice

Řád diferenciálńı rovnice je řád nejvyšš́ı derivace, která je v ńı obsažená. Za řád soustavy
diferenciálńıch rovnic považujeme hodnotu nejvyšš́ı derivace, která se v soustavě vysky-
tuje. Podle řádu bývaj́ı diferenciálńı rovnice děleny na diferenciálńı rovnice prvńıho řádu
a diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u.

Diferenciálńı rovnice, v nichž se hledaná funkce vyskytuje pouze lineárně, přičemž se
nikde nevyskytuj́ı ani součiny hledané funkce s jej́ımi derivacemi, ani součiny derivaćı této
funkce, označujeme jako lineárńı diferenciálńı rovnice. Pokud jedna z uvedených podmı́nek
neńı splněna, hovoř́ıme o nelineárńıch diferenciálńıch rovnićıch.

1.1.2 Řešeńı diferenciálńı rovnice

Za řešeńı (integrál) diferenciálńı rovnice (v daném oboru) považujeme každou funkci, která
má př́ıslušné derivace a vyhovuje dané diferenciálńı rovnici. Řešeńım (integrálem) soustavy
diferenciálńıch rovnic je množina funkćı s derivacemi potřebného řádu, které vyhovuj́ı všem
rovnićım dané soustavy.

Řešeńı diferenciálńıch rovnic děĺıme na

• obecné – Jako obecné řešeńı označujeme takové řešeńı diferenciálńı rovnice, které ob-
sahuje libovolnou integračńı konstantu. Přǐrad́ıme-li každé konstantě obecného řešeńı
určitou č́ıselnou hodnotu, źıskáme řešeńı partikulárńı.

• partikulárńı (částečné) – Partikulárńı (částečné) řešeńı je řešeńı diferenciálńı rovnice,
které źıskáme přǐrazeńım určité č́ıselné hodnoty každé integračńı konstantě obecného
řešeńı.

• singulárńı (výjimečné) – Některá řešeńı nelze źıskat z obecného řešeńı. Taková řešeńı,
která se vyskytuj́ı pouze u některých rovnic, popř. v některých bodech oboru, ozna-
čujeme jako singulárńı nebo výjimečná.

• homogenńı

Partikulárńı řešeńı můžeme v př́ıpadě jednoduchých diferenciálńıch rovnic vypoč́ıtat
analyticky. Nicméně ve velkém množstv́ı př́ıpad̊u je analytické řešeńı př́ılǐs obt́ıžné a dife-
renciálńı rovnice se řeš́ı numericky.

Diferenciálńı rovnice y′ = f(x, y) přǐrazuje bodu v rovině [x, y] právě jednu hodnotu
y′(x), tedy hodnotu derivace hledané funkce. Z dř́ıvěǰśıch lekćı v́ıme, že derivace v daném
bodě je směrnićı tečny ke grafu v tomto bodě. Můžeme si ji představit jako krátkou
úsečku se středem v bodě [x, y]. Tato úsečka se nazývá lineárńı element. Množina všech
lineárńıch e lement̊u diferenciálńı rovnice se nazývá směrové pole. Směrové pole nám tak
pomáhá zobrazit tvar hledaných integrálńıch křivek.
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2 Diferenciálńı rovnice 1. řádu

Doposud jsme při řešeńı rovnic, které byly ve tvaru f(x) = 0 (funkce jedné proměnné),
hledali reálné č́ıslo (kořen rovnice), které splňovalo podmı́nku. Nyńı budeme řešit zcela jiný
typ rovnic a jejich řešeńım nebude č́ıslo, ale funkce. Př́ıkladem může být zadáńı: Hledejme
takovou funkci, která je rovna své derivaci, tedy y = y′. Rovnici např́ıklad vyhovuje naše
velmi dobře známá funkce ex. Této rovnici ale vyhovuj́ı násobky funkce ex. Řešeńı y = k.ex,
kde k je libovolná konstanta, se nazývá obecné řešeńı. Pokud budeme mı́t stanovenou
podmı́nku y(0) = 2, dosazeńım do obecného řešeńı dostáváme 2 = k.e0, odtud k = 2.
Řešeńı y = 2ex je partikulárńı řešeńı, které splňuje počátečńı podmı́nku pro x = 0 je
y = 2.

2.1 Diferenciálńı rovnice se separovanými proměnnými

Jsou to rovnice ve tvaru:
y′ = f(x)g(y) (1)

kde f a g jsou spojité funkce. Derivace funkce y′ je rovna pod́ılu diferenciál̊u dy adx,
tedy y′ = dy

dx
, dosazeńım do rovnice 1 dostáváme:

dy

dx
= f(x)g(y) (2)

Za předpokladu, že funkce g(y) je nenulová, separujeme proměnné, tedy uprav́ıme rov-
nici tak, že výrazy s proměnnou y převedeme na jednu stranu rovnice a výrazy s proměnnou
x převedeme na druhou stranu rovnice. Źıskáme rovnici ve tvaru:

dy

g(y)
= f(x)dx (3)

Tuto rovnici můžeme zintegrovat:∫
dy

g(y)
=

∫
f(x)dx (4)

Nesmı́me zapomenout, že primitivńı funkce se lǐśı o konstantu. Přičteńım konstanty k
jedné straně rovnice obdrž́ıme obecné řešeńı diferenciálńı rovnice. Pokud známe počátečńı
podmı́nky pro řešeńı, můžeme vypoč́ıtat hodnotu přičtené konstanty a t́ım źıskat parti-
kulárńı řešeńı diferenciálńı rovnice, které splňuje zadané počátečńı podmı́nky.

Př́ıklad 1 Nyńı si ukázkově vyřeš́ıme dř́ıve zmı́něnou diferenciálńı rovnici y = y′.

y =
dy

dx

dx =
dy

y
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x+ C = ln y

y = ex+C

y = ex.eC

protože, eC je konstanta, můžeme ji nahradit konstantou K = eC a źıskáme hledanou
rovnici:

y = Kex

Př́ıklad 2 Nalezněte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice y′ = 2xy.
Řešeńı: Rovnici si přeṕı̌seme do diferenciálového tvaru.

dy

dx
= 2xy

odtud za předpokladu, že y 6= 0:

dy

y
= 2x dx

Obě strany rovnice zintegrujeme:∫
dy

y
=

∫
2x dx

Vyřešeńım integrál̊u na obou stranách rovnice dostaneme tvar:

ln |y| = x2+K

Aplikujeme pravidla pro poč́ıtáńı s logaritmy:

ln |y| = x2 +K = ln ex
2

+ ln eK = ln ex
2

eK

Po odlogaritmováńı dostáváme řešeńı:

|y| = ex
2

eK

Konstantu eK můžeme přepsat do tvaru C = eK , kde C ∈ R a rovnici převedeme na
tvar:

y = Cex
2

V př́ıpadě, že C = 0 bude zde zahrnuto i řešeńı y = 0.
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2.2 Lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu

Jedná se o diferenciálńı rovnice tvaru:

y′ + p(x)y = f(x) (5)

kde p(x) a f(x) jsou spojité funkce.
Rovnici

y′ + p(x)y = 0 (6)

nazýváme homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnićı - HLDR.
Rovnici

y′ + p(x)y = f(x) (7)

nazýváme nehomogenńı lineárńı diferenciálńı rovnićı - NLDR.
Vyřešeńı HLDR je snadné - rovnici lze převést na rovnici se separovanými proměnnými.

Řešeńı NLDR źıskáme tak, že k obecnému řešeńı př́ıslušné HLDR přičteme jedno parti-
kulárńı řešeńı NLDR.

Př́ıklad 3 Nalezněte obecné řešeńı rovnice y′ = 2y + x.
Řešeńı:

1. krok: Nejprve vyřeš́ıme homogenńı rovnici: y′ = 2y. Protože se jedná o rovnici se
separovanými proměnnými, jej́ı řešeńı lehce zvládneme.

dy

dx
= 2y

∫
dy

y
=

∫
2dx

Řešeńım rovnice ln |y| = 2x + K a po odlogaritmováńı obdrž́ıme obecné řešeńı ho-
mogenńı rovnice

y0 = Ce2x

kde C ∈ R.

2. krok: Pro hledáńı partikulárńıho řešeńı nehomogenńı rovnice použijeme metodu va-
riace konstanty, kdy konstantu C nahrad́ıme funkćı C(x) proměnné x a vypočteme
jej́ı prvńı derivaci podle x.

yp = C(x)e2x (8)

Derivaćı podle proměnné x dostáváme rovnici (jedná se o derivaci součinu)

y′p = C ′(x)e2x + 2C(x)e2x
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Dosazeńım za y a y′ do p̊uvodńı rovnice źıskáme rovnici:

C ′(x)e2x + 2C(x)e2x = 2C(x)e2x + x

úpravou této rovnice (odečteńım výrazu 2C(x)e2x a vyděleńım výrazem e2x dostáváme
výraz:

C ′(x) = xe−2x

Tuto rovnici zintegrujeme (použijeme metodu per partes)

C(x) =

∫
xe−2x = −x

2
e−2x − 1

4
e−2x

Dosazeńım C(x) do partikulárńıho řešeńı 8 obdrž́ıme:

yp = C(x)e2x = (−x
2
e−2x − 1

4
e−2x)e2x = −x

2
− 1

4

3. krok: Obecné řešeńı nehomogenńı rovnice je dáno součtem obecného řešeńı nehomo-
genńı rovnice a partikulárńıho řešeńı nehomogenńı rovnice. V našem př́ıpadě:

y = Ce2x − x

2
− 1

4

Př́ıklad 4 Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice y′− 2 y
x

= 2x3, které vyhovuje počátečńı
podmı́nce y(1) = 3

2
.

Řešeńı:

1. krok Nalezneme řešeńı homogenńı rovnice y′ − 2 y
x

= 0, tedy dy
dx

= 2y
x

.∫
dy

y
=

∫
2dx

x

řešeńı vede na logaritmy:

ln |y| = 2 ln x+ lnC ⇒ ln |y| = ln(Cx2

odtud

|y| = Cx2

protože hledáme řešeńı, vzhledem k počátečńı podmı́nce, v intervalu (0;∞), můžeme
danou rovnici přepsat do tvaru:

y = Cx2
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2. krok Vytvoř́ıme a vyřeš́ıme př́ıslušnou nehomogenńı lineárńı rovnici. yp(x) = C(x)x2.

y′p(x) = C ′(x)x2 + C(x)2x

dosazeńım do p̊uvodńı rovnice obdrž́ıme rovnici:

C ′(x)x2 + C(x)2x− 2C(x)x2

x
= 2x3

po úpravách dostáváme:

C ′(x) = 2x⇒ C(x) =

∫
2xdx = x2

partikulárńı řešeńı má tvar:

yp(x) = x4

3. krok Součet obecného řešeńı HLDR a partikulárńıho řešeńı NLDR je obecným řešeńım
zadané diferenciálńı rovnice.

y(x) = Cx2 + x4

Hledané partikulárńı řešeńı obdrž́ıme dosazeńım počátečńıch podmı́nek do obecného
řešeńı a výpočtem konkrétńı hodnoty konstanty C.

y(1) = 1 + C =
3

2

odtud

C =
1

2

Hledané partikulárńı řešeńı je tedy:

y(x) = x4 +
1

2
x2

kde x ∈ (0;∞).

7



Př́ıklad 5 Kromě metody variace konstanty můžeme použ́ıt i metodu integračńıho
faktoru. Máme-li NLDR tvaru:

y′ + p(x)y = f(x)

můžeme ji řešit tak, že obě strany rovnice vynásob́ıme výrazem I(x) = e
∫
p(x)dx, který

nazýváme integračńım faktorem, a poté rovnici zintegrujeme.
Při řešeńı NLDR

y′ + 3x2y = 6x2

je integračńım faktorem výraz:

I(x) = e
∫
3x2dx = ex

3

po vynásobeńı obou stran rovnice výrazem ex
3

dostáváme rovnici:

ex
3

y′ + 3x2ex
3

y = 6x2ex
3

Při pozorném zkoumáńı předchoźı rovnice zjist́ıme, že na levé straně máme rozepsanou
derivaci součinu. Rovnici proto můžeme upravit do tvaru:

(ex
3

y)′ = 6x2ex
3

nyńı můžeme obě strany rovnice zintegrovat:

ex
3

y =

∫
6x2ex

3

dx

Integrál na pravé straně rovnice vyřeš́ıme substitućı t = x3, odtud dx = dt
3x2

dostaneme
tak výraz:

ex
3

y = 2ex
3

+ C

úpravou rovnice dostáváme:

y = 2 + Ce−x
3

Tento výraz je obecným řešeńım zadané lineárńı diferenciálńı rovnice.

3 Aplikace diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu v che-

mii

3.1 Radioaktivita a radioaktivńı rozpad

Radioaktivita je jev, při němž docháźı k vnitřńı přeměně složeńı nebo energetického stavu
atomových jader, přičemž je zpravidla emitováno vysokoenergetické ionizuj́ıćı zářeńı. Ra-
dioaktivitu objevil v roce 1896 Henri Becquerel u soĺı uranu. K objasněńı podstaty radi-
oaktivity zásadńım zp̊usobem přispěli francouzšt́ı fyzikové Pierre Curie a jeho žena Marie
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Curie-Sk lodowská, která byla polského p̊uvodu. Daľśı z vědc̊u zabývaj́ıćıch se radioakti-
vitou byl Ernest Rutherford, který dokázal, že rychlost radioaktivńıho rozpadu je př́ımo
úměrná počtu atomů př́ıslušného prvku N . Tento jev je závislý na čase N(t). Radioaktivńı
rozklad můžeme popsat diferenciálńı rovnićı:

N ′ = −λN

kde λ > 0 je konstanta přeměny. Jedná se o rovnici se separovanými proměnnými, u které
můžeme zavést počátečńı podmı́nku N(0) = N0, tedy v čase počátku měřeńı máme N0

atomů. Změnu počtu atomů můžeme zapsat pomoćı rovnice:

dN

dt
= −λN

Po separaci proměnných obdrž́ıme:

dN

N
= −λdt

Tuto rovnici zintegrujeme ∫
dN

N
=

∫
−λdt

.
Odtud dostáváme řešeńı

N(t) = Ke−λt

Aby byla splněna počátečńı podmı́nka muśı platit N0 = Ke0 a řešeńı počátečńı úlohy
má tvar:

N(t) = N0e
−λt

Pro úlohy tohoto typu je d̊uležitý pojem poločas rozpadu, což je doba, za kterou se
přeměńı právě polovina atomů. V praxi se tohoto jevu využ́ıvá k určováńı stář́ı organických
látek, kde sledujeme izotop uhĺıku 14C, jehož poločas rozpadu je 5568 let. Č́ım deľśı je
poločas rozpadu, t́ım stabilněǰśı je daný izotop. V lékařské praxi se využ́ıvaj́ı naopak izotopy
s malým poločasem rozpadu. Radioaktivńı prvky s dlouhým poločasem rozpadu mohou být
při kontaminaci ve velké koncentraci nebezpečné pro zdrav́ı živočich̊u.

Př́ıklad 6 Pro izotop uhĺıku 14C známe poločas rozpadu, který je 5568 let. Za jak dlouho
se přeměńı 1

4
jader izotopu uhĺıku 14C. Dosad́ıme-li do vztahu za N(t) = 1

2
N0 a t = 5568

dostaneme:

1

2
N0 = N0e

−5568λ
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vyděleńım rovnice výrazem N0 dostáváme:

1

2
= e−5568λ

Rovnici zlogaritmujeme a źıskáme výraz:

− ln 2 = −5568λ⇒ λ =
ln 2

5568

Pro přeměnu 1
4

jader izotop̊u plat́ı:

3

4
N0 = N0e

− ln 2
5568

t

Odtud pro t plat́ı:

t = −
5568 ln 3

4

ln 2
.
= 2310

Čtvrtina všech jader izotopu uhĺıku 14C se přeměńı za 2310 let.

3.2 Kinetika chemických reakćı

Předmětem zájmu chemické kinetiky je pr̊uběh chemických reakćı před ustaveńım chemické
rovnováhy. Kinetika studuje zejména rychlost reakćı, katalytické p̊usobeńı některých látek
a mechanizmy reakćı, tj. jejich skutečné pr̊uběhy na molekulárńı úrovni.

3.2.1 Základńı pojmy

Rychlost chemické reakce je definována analogicky jako ve fyzice rychlost tělesa. Rych-
lost chemické reakce bude bude závislá na čase stejně jako rychlost tělesa ve fyzice. Při
chemické reakci ale docháźı ke změně koncentrace jak výchoźıch látek - jejich spotřebě, tak
produkt̊u - nárust jejech koncentrace. Rychlost chemické reakce tedy vyjádř́ıme jako pod́ıl
změny koncentrace za časový úsek.

v =
d(c)

d(t)

Pro snazš́ı zápis budeme pro zápis koncentrace látky A mı́sto c(A) použ́ıvat nám již
dobře známý zápis [A]. Protože při chemické reakci docháźı ke spotřebě výchoźıch látek
budeme jejich koncentraci uvádět se záporným znaménkem, naopak produkt̊u při reakci
přibývá a proto budeme změnu jejich koncentrace vyjadřovat kladným znaménkem.

v = −d[A]
d(t)

pro výchoźı látky a v = d[C]
d(t)

pro produkty.
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Jak ale v́ıme z praxe, nemuśı vždy rychlost chemické reakce záviset pouze na koncentraci
jedné látky a v př́ıpadě některých reakćı může dokonce záviset na mocnině koncentrace
chemické látky, nebo na součinu koncentraćı několik látek. Uvažujme reakci:

αA + βB → γC

Při vyjadřováńı rychlosti chemické reakce tedy využ́ıváme stechiometrické koeficienty.

v = − [A]α

d(t)

Daľśım d̊uležitým pojmem, který budeme použ́ıvat je řád chemické reakce. Budeme
rozlǐsovat d́ılč́ı řád chemické reakce, který bude vyjádřen exponentem (stechiometrickým
koeficientem) u koncentrace v rovnici vyjadřuj́ıćı rychlost chemické reakce. Součet d́ılč́ıch
řád̊u chemické reakce vyjadřuje celkový řád chemické reakce.

Uvažujeme-li kinetickou rovnici:
v = k .[A]α.[B]β

hovoř́ıme o d́ılč́ım řádu reakce α v̊uči koncentraci látky A a d́ılč́ım řádu reakce β v̊uči
koncentraci látky B. Celkový řád reakce je roven součtu α + β.

K určeńı rychlostńıho zákona a t́ım i řádu dané reakce nestač́ı znát jen chemickou
rovnici, muśı se v každém jednotlivém př́ıpadě určit speciálńımi metodami.

Daľśım d̊uležitým pojmem v kinetice chemických reakćı je rychlostńı konstanta
- k. Rychlostńı konstanta je konstanta vyskytuj́ıćı se ve vztahu mezi rychlost́ı reakce
a okamžitými koncentracemi reaguj́ıćıch látek (v rychlostńım zákonu). Polož́ıme-li všechny
koncentrace v kinetické rovnici rovny jedné, pak tato rovnice přejde na tvar: v = k. Z toho
vid́ıme, že rychlostńı konstanta z kinetické rovnice nám č́ıselně udává, jak rychle by reakce
prob́ıhala při jednotkových koncentraćıch všech výchoźıch látek v reakci. Hodnota rych-
lostńı konstanty je závislá na tom, jaké látky reaguj́ı a na podmı́nkách pokusu. Největš́ı vliv
na změnu rychlostńı konstanty má teplota - se vzr̊ustaj́ıćı teplotou se hodnota k zvětšuje.
Daľśımi faktory, které maj́ı vliv na rychlost reakce, jsou: tlak, rozpouštědlo a př́ıtomnost
některých látek, jež se reakćı nezměńı. Takové látky nazýváme katalyzátory a o procesu
urychleńı reakce mluv́ıme jako o katalýze.

V př́ıpadě chemické reakce prob́ıhaj́ıćı v plynné fázi budeme mı́sto koncentraćı látek
použ́ıvat jejich parciálńı tlaky.

3.2.2 Reakce nultého řádu

Pro tento druh chemických reakćı je charakteristické, že reakce prob́ıhá konstantńı rychlost́ı
a neńı závislá na koncentraci reaguj́ıćıch látek. Matematicky tento vztah vyjádř́ıme:
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v = k [A]0[B]0

tedy

v = k .1.1 = k

Rovnici rychlosti chemické reakce můžeme zapsat následovně:

−dc
dt

= k

Tuto diferenciálńı rovnici můžeme řešit metodou separace proměnných.

−dc = k .dt

dc = −k.dt
Před integraćı muśıme ještě stanovit meze, protože řeš́ıme reálný př́ıpad, který prob́ıhá

v konečném časovém úseku a za určité počátečńı koncentrace. Př́ıklad řeš́ıme pro koncen-
traci reaktantu, který se v pr̊uběhu chemické reakce spotřebovává, proto je před změnou
koncentrace záporné znaménko. Integraci budeme provádět pro časový úsek v čase od 0 do
času t. Na počátku bude koncentrace reaktantu c0 a po čase t bude koncentrace reaktantu
rovna hodnotě c. Matematicky zapsáno:∫ c

c0

dc = −k
∫ t

0

dt

[c]cc0 = −k[t]t0

c− c0 = −k(t− 0)

c0 − c = k t

Jak zjist́ıme dále, bude mı́t rychlostńı konstanta r̊uzné jednotky pro r̊uzné řády che-
mických reakćı. V našem př́ıpadě urč́ıme jednotku rychlostńı konstanty následovně.

k =
c0 − c
t

koncentrace je udávána v jednotkách mol.dm−3, čas je v sekundách s. Rychlostńı kon-
stanta má tedy jednotku:

mol.dm−3.s−1 =
mol

dm3.s

Daľśım d̊uležitým ukazatelem kinetiky chemické reakce je poločas chemické rekace.
Podobně jako v př́ıpadě radioktivńıho rozpadu hovoř́ıme o poločasu rozpadu látky, je
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poločas chemické reakce definován jako čas, kdy sledovaná koncentrace reaktantu poklesne
na polovinu. V čase t je tedy koncentrace rovna 1

2
c0. Kinetická rovnice má tedy tvar:

c0 −
1

2
c0 = k .t

1

2
c0 = k .t

t 1
2

=
c0
2k

Posledńı otázkou je, jak vypadá graf rychlosti chemické reakce. Na osu x budeme
vynášet pr̊uběh sledovaného času a na osu y koncentraci sledované látky. Grafem bude
př́ımka, jak ukazuje následuj́ıćı obrázek:

Obrázek 1: Graf rychlosti chemické reakce pro reakci nultého řádu

Směrnice př́ımky je rovna rychlostńı konstantě k.

3.2.3 Reakce prvńıho řádu

V tomto př́ıpadě je rychlost chemické reakce závislá na prvńı mocnině koncentrace jedné sle-
dované látky v = k [A]. Rychlost rovnice reakce nultého řádu můžeme zapsat následovně:

−dc
dt

= k .c

I v tomto př́ıpadě řeš́ıme diferenciálńı rovnici metodou separace proměnných a opět
integrujeme pro časový úsek od 0 do t a koncentrace od c0 do c.

−dc = k .c.dt

dc

c
= −kdt
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∫ c

c0

= −k
∫ t

0

dt

[ln c]cc0 = −k.t

ln c− ln c0 = −kt

Protože rozd́ıl logaritmů hodnot je roven logaritmu pod́ılu daných hodnot, můžeme
rovnici přepsat do tvaru:

ln
c

c0
= −kt

ln
c0
c

= kt

Již z tohoto výsledku je zřejmé, že rychlostńı konstanta bude mı́t pro reakci 1. řádu
jinou jednotku, než pro reakci nultého řádu. Proto si ji odvod́ıme.

k =
ln c0

c

t

V čitateli zlomku máme přirozený logaritmus pod́ılu koncentraćı, tedy bezrozměrnou
veličinu. Ve jmenovateli je jednotka času, tedy sekunda s. Rychlostńı konstanta má tedy
jednotku s−1.

Podobně jako v předchoźım př́ıpadě si odvod́ıme poločas chemické reakce 1. řádu.

t 1
2

=
1

k
. ln(

c0
1
2
c0

) =
1

k
. ln(

1
1
2

=
1

k
ln 2

Výsledná rovnice má tvar:

t 1
2

=
ln 2

k

Je vidět, že poločas chemické reakce 1. řádu nezáviśı na počátečńı koncentraci výchoźı
látky.

3.2.4 Reakce druhého řádu pro př́ıpad, kdy je rychlost chemické rakce závislá
na koncentraci pouze jedné látky

V tomto př́ıpadě lze rychlost chemické reakce vyjádřit rovnićı:

v = k .[A]2

nebo také:

−dc
dt

= k .c2
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Tuto diferenciálńı rovnici řeš́ıme stejně jako předchoźı pomoćı metody separace pro-
měnných. Postup řešeńı vypadá následovně:

dc

c2
= −k .dt

[−1

c
]cc0 = −k.[t]t0

−1

c
− (− 1

c0
) = −k.t

1

c
− 1

c0
= k .t

Stejně jako v předchoźıch př́ıpadech, i zde se pod́ıváme na jednotky rychlostńı konstanty
chemické reakce. Opět vid́ıme, že i v tomto př́ıpadě bude mı́t rychlostńı konstanta opět
jiný rozměr. Osamostatněńım rychlostńı konstanty źıskáme:

k =
1

t
(
1

c
− 1

c0
)

jednotka rychlostńı konstanty tedy bude:

dm3.mol−1.s−1

Pro vytvořeńı grafu bude výhodněǰśı na osu y vynést hodnoty 1
c

než hodnoty koncent-
race c.

Obrázek 2: Graf rychlosti chemické reakce pro reakci 2. řádu

Př́ıpad, kdy rychlost chemické reakce záviśı na koncentraci dvou látek je nad rámec
tohoto kurzu. Pro řešeńı uvedeného př́ıpadu je třeba umět řešit integrály racionálńıch
lomených funkćı. Pro zájemce o tuto oblast doporučuji učebnice matematické analýzy.
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3.2.5 Řešené př́ıklady

Esterifikace

Zadáńı: Esterifikace CH3COOH + C2H5OH → CH3COOC2H5 + H2O byla sle-
dována měřeńım koncentrace kyseliny octové po dobu 31 minut a výsledky byly zapisovány
do tabulky. Objem systému a teplota reakčńı směsi se během reakce neměńı. Určete rych-
lost chemické reakce v čase t = 30min, dále určete rychlost úbytku koncentrace ethanolu
(koncentrace na začátku reakce byla 1 mol.dm−3 a také rychlost př́ırustku koncentrace
esteru pro př́ıpad, kdy jeho počátečńı koncentrace byla nulová.

čas reakce [min] 0 ... 29 30 31
koncentrace kys. octové [mol.dm−3] 0.5 ... 0.101 0.100 0.099

Řešeńı: Pro př́ıpad, kdy jsou rozd́ıly koncentraćı malé lze rychlost vypoč́ıtat jako
poměr diferenćı koncentrace a času. Rozd́ıl koncentraćı mezi 29. a 30. minutou je 0.001
mol.dm−3 pro časovou diferenci 1 min. rychlost chemické reakce je tedy 0.001

1
. Z tabulky

plyne, že počátečńı koncentrace kyseliny octové je 0.5 mol.dm−3. Z látkové bilance je
zřejmé, že úbytek koncentrace reaktant̊u a př́ırustek koncentrace produkt̊u maj́ı stejné
hodnoty. Úbytek koncentrace kyseliny octové je po 30 minutách roven 0.5 - 0.1 = 0.4
mol.dm−3, úbytek koncentrace ethanolu je 1 - 0.4 = 0.6 mol.dm−3. Př́ırustek koncentrace
esteru je roven 0.4 mol.dm−3.

Reakce 2NO + Cl2 → 2NOCl

Zadáńı: Uvažujme chemickou reakci 2NO + Cl2 → 2NOCl, pro jej́ıž rychlost plat́ı
vztah v = k [NO]2[Cl] a rychlostńı konstanta k = 3.84 · 10−4dm6mol−2s−1. Vypoč́ıtejte
rychlost reakce pro reakčńı nádobu o objemu 2.50 dm3, která obsahuje 4.00 mol NO a 3.50
mol Cl2. Jak se změńı rychlost reakce, použijeme-li polovičńı množstv́ı NO.

Řešeńı: Nejdř́ıve muśıme vypoč́ıtat koncentrace reaktant̊u.

[NO] = 4.00
2.50

= 1.60mol.dm−3

[Cl2] = 3.50
2.50

= 1.40mol.dm−3

Dosazeńım do rychlostńı rovnice źıskáme hodnotu:

v = 3.84.10−4 · (1.60)2.(1.40) = 1.38.10−3mol.dm−3.s−1

Protože rychlost reakce záviśı na druhé mocnině koncentrace NO, při použit́ı po-
lovičńıho množstv́ı bude rychlost reakce čtvrtinová.
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4 Numerické řešeńı diferenciálńıch rovnic

V numerické matematice je numerické řešeńı obyčejných diferenciálńıch rovnic postup,
kterým můžeme źıskat přibližné řešeńı obyčejných diferenciálńıch rovnic (ne parciálńıch).
Použ́ıvá se v př́ıpadech, kdy by bylo nalezeńı přesného (analytického) řešeńı náročné nebo
v př́ıpadech, kdy analytické řešeńı nelze naj́ıt.

4.1 Eulerova metoda

Základńı myšlenkou této metody je aproximace řešeńı lomenou čarou. Začneme v bodě
zadaném počátečńı podmı́nkou a v okoĺı tohoto bodu nahrad́ıme integrálńı křivku jej́ı
tečnou. T́ım se dostaneme do daľśıho bodu, odkud opět integrálńı křivku aproximujeme
tečnou. Směrnici tečny zjist́ıme z diferenciálńı rovnice př́ımo z derivace.

Uvažujme počátečńı úlohu:

y′ = f(x, y), y(x0) = y0

Potřebujeme nalézt přibližné řešeńı y(x) pro x ∈ [x0;x0 + a]. Postupujeme tak, že
interval rozděĺıme na n podinterval̊u délky hi, takto dostaneme děĺıćı body:

x1 = x0 + h1, x2 = x1 + h2, . . . , xn = xn−1 + hn = x0 + a

kde h1 + h2 + . . . + hn = a. Za pomoci funkčńıch hodnot vypočteme y′0 = f(x0, y0) a
polož́ıme

y1 = y0 + h1y
′
0 = y0 + h1f(x0, y0)

Podobně urč́ıme y2 = y1 +h2f(x1, y1) a stejně budeme postupovat dále. Dostaneme tak
přibližné řešeńı:

y(x) = yi + f(xi, yi)(x− xi)
pro x ∈ [xi, xi+1], (i = 0, 1, . . . , n− 1).
Nejjednodušš́ım zp̊usobem děleńı intervalu je použit́ı stejně vzdálených děĺıćıch bod̊u.

V tomto př́ıpadě bude Eulerova metoda popsána následovně:

xi+1 = xi + h

yi+1 = yi + hf(xi, yi), i = (0, 1, 2, . . . , n)

Modelový př́ıklad Pomoćı Eulerovy metody určete přibližné řešeńı počátečńı úlohy
y′ = x + y pro y(0) = 1 s krokem h = 0, 1. Źıskaný výsledek porovnejte s analytickým
řešeńım.
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Řešeńı: Máme dáno: h = 0, 1, x0 = 0, y0 = 1 a f(x, y) = x+y. Podle výše popsaného
postupu budeme postupně poč́ıtat:

y1 = y0 + hf(x0, y0) = 1 + 0, 1(0 + 1) = 1, 1
y2 = y1 + hf(x1, y1) = 1, 1 + 0, 1(0, 1 + 1, 1) = 1, 22
y3 = y2 + hf(x2, y2) = 1, 22 + 0, 1(0, 2 + 1, 22) = 1, 362

Podobně pak postupujeme dále. Výsledky si zaṕı̌seme do tabulky:

i xi yi i xi yi
1 0,1 1,100000 6 0,6 1,943122
2 0,2 1,220000 7 0,7 2,197434
3 0,3 1,362000 8 0,8 2,487178
4 0,4 1,528200 9 0,9 2,815895
5 0,5 1,721020 10 1,0 3,187485

Jedná se o lineárńı diferenciálńı rovnici, jej́ıž řešeńım je y(x) = 2ex − x − 1 a pro
y(1) = 2e − 2 ≈ 3, 436564. Chyba našeho numerického řešeńı od analytického řešeńı je
0, 249079.

4.2 Runge - Kuttovy metody

Zat́ımco Eulerova metoda použ́ıvá jako směrnici k = f(xi, yi) hodnotu směrového pole v
bodě, ze kterého vycháźı, nejjednodušš́ı Runge - Kuttova metoda sleduje hodnoty směrového
pole v bodě, kam bychom došli v př́ıpadě polovičńıho kroku od výchoźıho bodu - Metoda
RK druhého řádu. Ještě sofistikovaněǰśı metoda je RK4 - metoda čtvrtého řádu.
Zde podobně jako u metody druhého řádu uděláme fiktivně p̊ul kroku směrem k1 podle
Eulerovy metody a ze směrového pole v bodě do kterého se dostaneme źıskáme směr k2.
Poté podobně provedeme opět fiktivně p̊ul kroku směrem k2 a ze směrového pole v bodě, do
kterého se dostaneme, źıskáme směr k3. Konečně, směrem k3 provedeme fiktivně celý krok
a źıskáme směr k4. Ze všech těchto směr̊u vypoč́ıtáme vážený pr̊uměr ve kterém jsou k2
a k3 zastoupeny dvojnásobnou vahou oproti k1 a k4 a źıskáme směr pro provedeńı daľśıho
kroku metody.

Matematicky vyjádř́ıme Eulerovu metodu takto:

xi+1 = xi + h; yi+1 = yi + h.k; k = k1 = f(xi, yi)

Runge - Kuttovu metodu druhého řádu vyjádř́ıme takto:

xi+1 = xi + h; yi+1 = yi + h.k; k = k2 = f(xi +
h

2
, yi + k1

h

2
)

kde k1 = f(xi, yi) jako v Eulerově metodě.

18



Runge - Kuttovu metodu čtvrtého řádu vyjádř́ıme takto:

xi+1 = xi + h; yi+1 = yi + h.k; k =
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

kde k1 = f(xi, yi), k2 = f(xi+
h
2
, yi+k1

h
2
), k3 = f(xi+

h
2
, yi+k2

h
2
) a k4 = f(xi+h, yi+h).

Popsaná metoda RK4 dosahuje v jednom kroku chyby odpov́ıdaj́ıćı h5, kumulativńı
chyba je pak v řádu h4. Neuvažujeme-li vliv zaokrouhlovaćıch chyb, tak menš́ı krok obvykle
vede k přesněǰśımu odhadu, avšak za cenu v́ıce poč́ıtáńı.
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