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Uvod do kvantové fyziky a fyziky mikrosvéta

Cast 2 — VInové klubko a Schrédingerova rovnice
v jednorozmérném prostoru

Nize uvedeny text stru¢né shrnuje (nékteré) dulezité body z tvodu do kvantové mechaniky (neboli
fyziky mikrosvéta), a dopliiuje tim tak pdfkovou prednaskovou prezentaci. M4 slouzit pro studenty jako
voditko, co je jak a pro¢ dulezité (to se muze hodit pro pochopeni principi, historickych souvislosti a
téz pii ¢teni dalsi literatury).

Je to psdno mirné subjektivnim ne-kniznim stylem, zamysleno ¢astecné jako ,titulky k prednasce®,
rozmysleni a subjektivni interpretaci problematiky (jedna z mnoha moznych interpretaci). (Ptvodné
to mél byt kratsi text doplnény videem, ale pak tento text narostl a bylo do néj vlozeno to, co by se
natocilo, tak tuto ¢ast pfednések nechame uz jenom ve statické textové podobé a nebudeme plytvat
elektrony a COg na nataceni.) Doufam, Ze text bude pfijat s covidovym pochopenim :-) a pobaveni nad
textem prispéje k vasemu alternativnimu rozjiméani nad vice ¢i méné suchymi vzorecky na strankach
prezentace (a dal3i studijni literatury).

1. Néco jako motivace

Studujeme chovani elektroni — chceme popsat jevy v mikrosvété, napt. strukturu hmoty tvorené
malymi ¢asticemi nebo spektroskopické jevy (kterymi sledujeme mozné energiové hladiny mikroc¢astic,
na kterych se Castice nachazeji, a kdyz Castice mezi nimi preskoCi, tak vyzaii svétlo o energii rovné
rozdilu energetickych hladin).

Kvli teoretickému popisu musime v kvantovce povazovat ¢astici i za vinu, resp. pouzijeme viny k popisu
jevi i pro Céstice — vlnové-¢asticovy dualismus.

2. Vlnové klubko

A co tedy ty vlny znamenaji v piipadé ¢astice? Vina musi né&jak reprezentovat posun energie ¢ infor-
mace spjaté s tou castici — hele, ted je tady ta ¢astice, o kousek vedle uz neni, a za chvili uz je ta
¢astice o kus dal. Problém s jednou rovinnou monochromatickou vinou je ovSem ten, ze zatimco jeji
vlnova délka ¢i vinocet je presné dany, tak jeji vlnoplocha je nekonecné velikd — a tedy nevime, kde by
se néjaka ¢astice s ni spjata méla presné nachazet. Pokud bychom chtéli pomoci rovinnych vin pfenést
informaci, musime

1 Stru¢na historie zmén tohoto dokumentu: 5. 5. 2020 — riizné drobné opravy. 3.5.2020 — publikovani prvni verze.



1. vypinat a zapinat signal — napfr. posilame Morseovku, nebo
2. ménit tvar prfendsSeného signalu — napt. jak je tomu u digitalni elektroniky, kterou se $ifi pulsy
napf. 0 V a 3 V, v idealnim p¥ipadé obdélnikové.

Jde tedy o prenos signali, coz je véc znamé z elektrotechniky (kdo ma elektroprimyslovku, tak se
s generovanim a sklddanim signala setkal jiz na stfedni Skole, ostatni tehdy, pokud se o zajimali o elek-
troniku, elektrické obvody ¢i radiotechniku). Jeden presné definovany signal jde rozlozit do série (tj.
sou¢tu) signali o raznych frekvencich a amplitudach (matematicky se to jmenuje Fourierova transfor-
mace), ¢im vic téch signala v sérii je, tim presnéji dany profil signilu dokédZeme aproximovat, oviem o to
hure zname jeho frekvenci, protoze tu jsme poskladali z frekvenci mnoha jinych signala. A snadno tedy
chapeme i tu neurcitost i v kvantovce — bud zname presné vlnovou délku, ale nevime, kde ta Gastice
je, nebo ji lokalizujeme pomoci dalsich vln, ale zase ztracime pojem o jeji pfesné rychlosti (hybnosti).

Problém pii skladani vin je ten, Ze se jednotlivé viny v tom sou¢tu (v klubku) pohybuji kazda ji-
nou rychlosti, a tudiz ¢im déle se na ten soucet (klubko, hranaty puls informace, apod.) divame, tim
vice se ten puls rozsifuje (rozplizava), protoZe rychlé viny predbihaji a pomalé viny ziistavaji pozadu
oproti stfedu signalu. PTi prenosu signdlu na dalku tedy musite zachovavat urcity rozestup mezi posi-
lanim jednotlivych signali, a to tim delsi, ¢im delsi je vedeni, po kterém ten signal posilate od zdroje
k detektoru.

7 toho tedy plyne pochopeni Heisenbergova principu neurcitosti v kvantovém svété, ktery nam tiké,
jak presné muzeme soucasné znét polohu a hybnost ¢astice.

Vsuvka — vtip:

Zastavi policista Heisenberga v (kvantovém) auté a ptd se: ,Pane 7idici, vite, jakou jste jel rychlosti?“
Heisenberg: ,,Ne.“

Policista: ,,70 km za hodinu. ¢

Heisenberg: ,,Hm, to jste mi nemél vikat, ted nevim, kde jsem.“

Ve vinovém svété plném svétla (neboli optice) tyto jevy spojené s rozpliznutim miZeme chapat ¢i
pozorovat pomoci difrakce svétla na stinitku: ¢im vic uzavieme §térbiny v Youngové pokusu (prochéa-
zejici vlnoplochu omezite prostorové), tim rozplizlejsi obrazek na stinitku dostaneme (a tim tedy hiife
zjistime, kterym smérem se to svétlo po prichodu otvory sifilo).

ooy

Literdrni vsuvka: George Gamow napsal knihu ,,Pan Tompkins v 7i$i divi“. 'V ni se hlavni hrdina
dostdvd do svéti, ve kteryjch je nékterd fyzikdlni konstanta Fddové jind neZ v nasSem svéte. Napiiklad
v redlné-relativistickém svété, kde je rychlost svétla cca 10 km/h — v kolik hodin dojdete na postu?
Anebo redlné-kvantovy svét s wvelkou Planckovou konstantou — komdra nezabijete, protoZe je lehky,
rychly a tudiz delokalizovany (a uZ vibec ho nemiZete zabit plicackou s miiZkou, protoZe by skrze ni
prodifraktoval), zatimco u slond je pouze kize mirné rozmazand. Anebo svét s Mazwellovym démonem,
ktery déld zajimavé véci ve sklenicce s whisky.

3. Schrodingerova rovnice

Diferencialni rovnice nam ve fyzice slouzi k popisu statického usporadani ¢i k popisu ¢asového vyvoje
systému na zakladé pravidel pro kazdy jednotlivy bod prostoru a ¢asu a jeho okoli. V klasické fyzice
jde napiiklad o druhy Newtoniv zédkon — zname-li stav systému v n&jakém case (tj. vime-li, kde ¢astice
je a jakou mé aktualni rychlost), tak diky nému muZzeme spocitat, co se bude dit déle — neboli kde
s jistotou, tedy 100% pravdépodobnosti, budeme védét, Ze se ¢astice bude nachézet (takZe jinde se
bude nachazet s nulovou pravdépodobnosti).

Je dané rovnice fyzikalni zakon nebo postulat? Kdyz je to zakon, davame najevo, Ze si myslime, Ze se
priroda podle tohoto zédkona fidi. KdyZ to nazveme postulatem, tak tim minime, Ze pfiroda se néjak
chové, a dany postulat to dokaze spravné popsat, a to do té doby, nez nékdo prokaze opak. Kdo ale
zjisti, zdali na pocatku vesmiru stal zakon nebo chovani?



Schrédingerova rovnice je postulat. Je to diferencialni rovnice, jehoz tvar nékdo vydedukoval, ale z zad-
ného primého pozorovani ¢i vlastni zkuSenosti se na to pfijit neda (podobné vznikly i rovnice popisujici
chovani ostatnich elementéarnich ¢astic). Ve, co se z této rovnice da spocitat, odpovida experimentim
(pokud by tomu tak nebylo, bylo by potfeba rovnici upravit), a diky této rovnici tak miizeme popiso-
vané jevy pochopit a spocitat i dalsi, pro néz experimenty (zatim) neméame.

3.1. Potencial versus sila

V klasické fyzice a Newtonovych rovnicich se pouziva vektorova sila F , protoze se silou mame zkuse-
nosti z naseho vlastniho zivota a vime, co to je. Zase v zakonu zachovani energie se pouziva potencialni
energie (potencial) a kinetickéd energie a jejich rozdily — veli¢iny jsou skalarni a dobfe se s nimi pracuje.
Teoretickd mechanika misto zadkond, ve kterych vystupuji vektorové sily, pracuje se skalarnimi rovni-
cemi, kde se objevuji tzv. lagrangiany a hamiltoniany, coz jsou energie.

Srovnejte: Termodynamika méa taky rada vselijaké energie.

V kvantovém svété plati Heisenberguv princip neurcitosti a tak mizeme dost tézko ptisobit silou na
konkrétni misto (t€ziste¢) ¢astice, kdyz vlastné nevime, jestli tam ta ¢astice je. Tak je lepsi pouzit néco
ekvivalentniho, ale skalarniho, co se rozprostira viude v prostoru, tedy potencialni energii (potencial,
potencialové pole) — vyhodou je, Ze to bude skalarni rovnice a bude tedy jen jedna (nezavisle na dimenzi

prostoru).

Skalarni rovnice pro popis systému tedy bude elegantni, ale stejné asi dojde k tomu, ze tfeba ve 3D
prostoru se nam FeSeni rozpadne na nékolik diferencidlnich rovnic pro kazdou dimenzi zvIast.

Fyzikdlneé-literdrni vsuvka: Richard Feynman ve svijch slavnijch predndskdch z fyziky pise, Ze veskeré
fyzikdlni zdkony jdou prepsat do jediné elegantni rovnice U = 0, kde univerzdlni funkce U wvznikne
souctem kvadrdti absolutnich hodnot levich stran vSech fyzikdlnich rovnic (kdyZ je napiSeme tak, aby
pravd strana byla nula, napft. F—md=0 ). Je to elegantni zdpis, ale pro vypocet to stejné potiebujeme
rozhodit na ty jednotlivé zdkony. . .

Proto je ve vektorovych Newtonovych rovnicich lokalné ptisobici sila F (7) a ve skalarni Schrédingerove
rovnici lokalni hodnota potencialni energie U(7), a mezi nimi je vztah, ktery ¢teme ,sila je zaporné
vzatym gradientem potencidlni energie“, coz se matematicky zapiSe obecné a v prostorech s riznou
dimenzi takto:

F(7) = —gradU(7) ... obecné (la)
F(z)=—-dU(z)/dz ... v 1D (1b)
F(z,y) = —(0U(z,y)/0x, OU (2,y)/dy) ... ve 2D (1c)
F(z,y,2) = —(0U(z,y,2)/0x, OU(z,y,2)/dy), OU(z,y,2)/0z) ... ve 3D (1d)

3.2. Reseni diferencialnich rovnic a jejich fyzikalni interpretace

V matematice fesite diferencialni rovnice a vite, zZe se fesi s néjakymi pocateénimi podminkami (fesite
Casovy vyvoj nééeho) nebo okrajovymi podminkami (fesite rozloZeni né¢eho v prostoru). Dostanete, Ze
danému problému vyhovuji ¢asteéna (partikularni) reSeni, ktera jdou oéislovat pfirozenymi ¢isly. Ke
kazdé funkci, kterd vypadne jako feSeni, je pridruZena néjaki veli¢ina, ktera nabyva ur¢ité hodnoty,
se kterou je ta kombinace diferecialni rovnice a okrajové podminky FeSiteln& (napf. feSenim mohou
byt funkce sinus a kosinus a hodnotami veli¢iny jenom néjaké konkrétni frekvence v argumentu téchto
goniometrickych funkei). KdyZ to partikularni feseni dosadite zpét do pivodni diferencialni rovnice
a poderivujete, tak tam vétsSinou vznikne néjaky soucin veli¢in s tou ur¢itou, takZe zase jina urcita
hodnota jiné veli¢iny.

A pak taky vite, Ze obecné TeSeni problému je libovolné linedrni kombinace partikuldrnich feSeni, a
vahy této kombinace byste urcili jenom tehdy, kdyZ byste znali néjaky konkrétni (nap¥. pocatecni) stav



systému.
Srovnejte: svij pohled na probirand témata v matematice pii feSeni diferencialnich rovnic, a pohled
na né o¢ima fyzika ¢i chemika (za rovnicemi a &isly chei vidét konkrétni priklady).

V kvantovce pri feSeni Schrodingerovy rovnice fikdme tém prirozenym ¢&islam ,kvantova ¢isla“, bude
jich takova m-tice, kolik je dimenze prostoru m, ve kterém dany problém fesime, a tém konkrétnim
veli¢inam budou odpovidat vlnové vektory, energie, a tomu vSemu vlnové vinové funkce jako jednotliva
partikularni feSeni.

Konkrétné v kvantovce pii feSeni Schrodingerovy rovnice v jednorozmérném piipadé fikdme tomu
jednomu pfirozenému ¢islu ,kvantové ¢islo n*, a tém konkrétnim veli¢inam (coZ jsou realna ¢isla),
ktera vhodné zvolime, vlnovy vektor k, a energie E,. Jakékoliv ¢islo z této trojice (n, ky, Ey ), resp. to
posledni miuzeme zapsat i jako Ej, , jednoznaéné identifikuje ¢islo (poradi, index) partikularniho feseni
¥ (x) (resp. to mizeme psat ¢, (z) nebo ¥, (x), ale to je ponckud nepraktické), z ¢ehoz pak plyne
profil hustoty pravdépodobnosti Py, (x) = | (x)|?.

3.3. Schrodingerova rovnice a volna cCastice

Jde o krasné matematické cviceni na diferencidlni rovnice a separaci proménnych. U prostorové ¢asti
vyjde FeSeni s exponencialni ¢asti — aneb sin(z), cos(x) a e” neméni tvar, pokud jsou dvakrat zderivo-
vany, a z nich e ho neméni ani kdyz je zderivovana lichy pocet krat.

Vyjde ndm rovinna vlna — ¢astici povazujeme za vinu pravdépodobnosti, ktera se Sifi prostorem.

A vidime vztah ,vlnovych veli¢in®“ k, A s ¢asticovymi, tj. hybnosti p a energii E, a jak souvisi energie
E a kruhova frekvence w.

3.4. Schrodingerova rovnice a nekone¢né hluboka potencialova jama

Z nekone¢né hluboké propasti (diry, jamy) nevysko&ite na povrch a tak jste v ni uvéznéni. Vy nebo
Castice, to je jedno, at mate jakou chcete energii. (Asi je rozumné zavést, Ze nulova hodnota potencialni
energie na dné jamy je nula, takZe pak celkova energie jako soucet kinetické a potenciélni energie je
rovna kinetické.) V klasické fyzice mizete béhat po dné propasti jak rychle chcete, tj. muZzete nabrat
libovolnou kinetickou energii £ = %va = p?/2m, a taky si miiZete sednout na bobek a v klidu ¢ekat na
Godota. V kvantovce to ale neni mozné — kdyz si nékde sednete, tak méte presné danou polohu a vase
nulova rychlost je taky pfesné dana — to odporuje Heisenbergové principu neurcitosti. Tudiz je tfeba,
abyste se aspon trochu hybali, tj. méli néjakou minimalni energii, a tedy i rychlost, no a tim padem
se nemuZzete nachazet na zadném konkrétnim misté. A pfesné tohle vyjde vyfeSenim Schrodingerovy
rovnice.

A ono toho vyjde jesté vice:

1. Vase energie nemize byt zcela libovolné, ale mize dosahovat jenom néjakych konkrétnich hodnot,
a tyto moznosti (stavy) lze ocislovat jednim prirozenym ¢islem (proto ho znacime n) — jednim,
protoZe jsme v jednorozmérném prostoru. Pokud si predstavite, Ze jste vlna, tak vas odraz od
levého okraje interferuje s odrazem z pravého okraje a Vase ja preZije jen konstruktivni interfe-
renci, ostatni byti zaniknou.

Srovnejte: analogie se strunou a stojatym vlnénim.

2. Vyjdou hodnoty veli¢in k, a E,, které maji jasny fyzikilni vyznam, pokud jsme ten dualismus
prijmuli.

3. Kdyz byste béhali po jamé za predpokladi klasické fyziky, tak vaSe pritomnost na libovolném
misté (¢i intervalu) je stejné jako na jakémkoliv jiném misté (nebo na stejné velkém intervalu
nékde jinde). U kvantové ¢astice vidite, Ze maximalni pravdépodobnost vyskytu Py, (x) = |1, ()|
je bud uprostied, a odtud v pravidelnych vzdalenostech az ke kraji jamy, nebo uprostied jamy
je pravdépodobnost vyskytu nulova, a maximélni se pravidelné opakuje smérem ke kraji. A tohle
schéma se opakuje, v sérii lichych a v sérii sudych n tedy vypada pravdépodobost vyskytu |¢(x)|?



(tedy tvar grafii) podobné.
Srovnejte: uzly a kmity na struné.

3.5. Schrddingerova rovnice a kone¢né hluboki potenciidlova jama

Pokud je VaSe kineticka energie vétsi nez potencialni energie souvisejici s (energiovou) hloubkou jamy,
tak pfi pohybu jamu pieskocite, pohybuje se v klidu dal a nic nefeSite. A to plati, at uz se povazujete
za klasicky nebo kvantovy objekt, at uz jste vlna ¢i ¢astice.

KdyZ maéte kinetickou energii malou a do jamy spadnete (nebo se v ni prosté objevite), tak se z jamy
nedostanete. Abyste mohli vyskoc¢it ven, tak by vaSe kineticka energie musela byt vétsi nez energiova
hloubka potencialni jamy (muZete to brat tieba jako vazebni energie), a kdyz byste vysko¢ili ven, tak
byste se pohybovali rychlosti, kterézto odpovidajici kinetickd energie by byla dana rozdilem téch dvou
energii (viz napt. fotoelektricky jev).

Jste-li tedy s malou energii uvéznéni uvnitf jamy (a tedy nemuzete vyskocit ven), je to situace velmi
podobna jako té v nekonecné hluboké jamé — vaSe vlnové byti interferuje se sebou a tudiz jen nékteré
stavy jsou k zivotu konstruktivni, ostatni Zivotu nepreji. Cislovan{ pomoci kvantového &sla n ¢ velicin
kn nebo E, tedy zistava, stejné jako charakter feseni v, (z) a tedy i P,(z) = |[¢n(z)]?. Ale protoze
se fyzikalni funkce musi chovat slugné ke svym derivacim, a jeden stav je uvéznéni v jamé a druhy
je volny pohyb nahofe, tak pravdépodobnost vyskytu v okoli stény jamy (mysleno za sténou) musi
vzrustat s rostouci energii — uvéznéné ¢astice se snazi prokopat (vytunelovat) ven. Jak lvové bijem
o jamu, az se vytunelujem ven. Vézni snazici se o tték také pii intenzivnim kopani zvétsujl svou
pravdépodobnost vyskytu mimo kobku, a¢ jsou stale uvéznéni — ovsem u kvantového vézné je povoleno
pouze kopani s urc¢itymi jasné danymi energiemi.

Srovnejte: jama — kobka — vazba — vazebni energie — vazebni véznice — vazebni energie — energie vazby
— chemickd vazba.

3.6. Schrodingerova rovnice a tunelovani

Ted si predstavte, ze date dvé & vice kvantovych jam vedle sebe, pfipadné Ze jamy jsou daleko a vy
je priblizujete k sobé. Potom ¢astice, kterd mirné prosékla za sténu (energetickou bariéru) jedné jamy,
miuze propadnout do té sousedni, pokud jsou velmi blizko sobé (blizko znamena, jak moc se prekryvaji
pravdépodobnosti prosakovani).

Tedy CGéstice, ktera mirné prosékla za sténu jedné jamy, mutze propadnout do sousedni jdmy — protune-
lovat tam. Klasické ¢astice by musela mit dostatek kinetické energie pro preskoceni energetické bariéry,
ktera ty dvé jamy oddéluje. Vézen se taktéz mize prokopat do sousedni kobky, nebo do ni pfejit pres
dvoje zabezpecéené dvefe, jde o to, kolik na to méa energie a ¢asu.

Klasicky by prosédknout neslo. Kvantové to jde, ale i zde mame omezeni na moZzné hodnoty energie,
kterych uvéznéna Castice miuze v jamach nabyvat a pfi jakych miiZze tunelovat — a piipadné, jaka je
pravdépodobnost toho, Ze je chvili ve své jameé a chvili v sousedni (a nékdy pak muZou vznikat zajimavé
efekty, jako jsou napf. riizné rezonanc¢ni stavy).

3.7. Schrodingerova rovnice a harmonicky oscilator

Podobné analogie jako vySe plati i pro jiné tvary vézniciho potencialu, nez je ,,pravoihly*. TTeba har-
monicky potencial. Zavazi je v klasické fyzice uvéznéno pruzinou a nemuze se prili§ vzdalit. V kvantovce
je tedy také uvéznéno, ale maze piri kmitani nabyvat pouze nékterych energii, a taky nemtze pfestat
kmitat — v&déli bychom kde zavazi je i jakou méa rychlost (tj. i hybnost a kinetickou energii).

Budete-1li chtit (klasickou) puskou sestfelit kmitajici zavazi (tfeba u hodin), tak kam budete mifit,
abyste méli nejvétsi Sanci na sestiel? Doprostfed kmitu, kousek od stfedu ¢ na krajni mista (mista



obratu)? Odpovéd je jasné a logicka: ,,Zvegr an zvfgn boengh, gnz fgeniv pnfgvpr arwivpr pnfh* (3ifra
rot13, deSifrovani napf. rot13.com — zaSifrovdno, abyste si hned nepfecli vysledek, ale abyste se na
chvili zamysleli).

Castice v parabolickém poli se chova ,,podobné* jako ta Castice v nekonecné jamé, co se tyce kvantovani
energii a zakladniho stavu a hustoty pravdépodobnosti jejiho nalezeni (jde o princip, matematcké
vyrazy ve vztazich jsou samoziejmeé jiné) — a zase kvili souhlasu vysledku se stavem s velmi vysokou
energii (klasicky pfipad) se ta maximalni pravdépodobnost stéhuje ze stfedu ke krajim bariéry.

Kvantovy oscilator je velmi dulezity — takto se totiz chovaji chemické vazby, tj. atomy svazané vazbou
(pruznou vazbou, tedy néco jako kvantovou pruzinou) — kmitaji, a v prvni aproximaci harmonicky
(v dalsich aproximacich by to bylo anharmonicky). A pomoci spektroskopie mizeme zmény diskrétni
energie vazeb zkoumat diky zakonu zachovéani energie a pohlceni nebo vyzareni fotonu.

Konkrétni feseni Schrédingerovy rovnice v piipadé harmonického potencialu pro vyjadfeni partikular-
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fyziky (a chemiky) tedy ¢ekéa ,,pouze* pochopeni a aplikovani téchto vysledki.

3.8. Online simulace a aplety

V ucebnicich najdete statické obrazky pro jednotlivé pfipady popisované vyse. Na webu najdete aplety
(online aplikace), které jsou interaktivni, a tahly si muZete ménit rozméry ¢i energie a aplet ukazuje
mozné kvantové stavy systému. Zkuste si néjaké najit a spustit.

Naprtiklad zde: https://phet.colorado.edu/cs/simulations/category/physics/quantum-phenomena

4. Co urc¢ité musite umeét ke zkousce a jinak

Tohle jsou ty nejdulezitéjsi véci:

1. Principy feSeni, fyzikalni versus matematicky pohled (interpretace).

2. Jak u zakladnich problémi kvantovky vypada zakladni stav — kvantové ¢islo n = 1, jaké je k1 a
jaka je energie zakladniho stavu Ej, jaky je profil (graf) rozlozeni pravdépodobnosti P (z).

3. U kterych zakladnich problému kvantovky vychézi energie uvéznéné castice E, linedrni s n, a
u kterych kvadraticky (n? ¢i 1/n?)?

4. Jak souvisi kvantové ¢islo a energie u téch nejjednodussich pfipadi uvéznéné castice (vztahy
u kone¢né hluboké jamy a tunelovani si rozhodné pamatovat nikdo nemusi). A jaké jsou miniméalni
energie u téchto pripadi, a jaké jsou energiové rozdily mezi energiovymi hladinami.

5. Dosad'te si do vzorecki néjaké rozméry v nanometrech a spoctéte energie v elektronvoltech a
Joulech. Jaké rozméry jam budou typické pro energie viditelného a infracerveného svétla, které
pii pfeskoku mezi néjakymi hladinami ny a ne vyzari vazany elektron?
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