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1.1 Důkaz Blochova teorému . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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1 Elektron v periodickém potenciálu

1.1 Důkaz Blochova teorému

Projděte si d̊ukaz Blochova teorému. Např́ıklad podle: Ascroft, Mermin: Solid state physics
Stručně: v periodickém potenciálu komutuje hamiltonián a translačńım operátorem. Při posunut́ı o vektor

krystalové mř́ıže (tedy o celoč́ıselný násobek periody potenciálu) se potenciál nezměńı. Existuje tedy společný
systém vlastńıch funkćı translačńıch operátor̊u a hamiltoniánu.

1.2 Jednorozměrný kosinový potenciál

Metodou rozvoje do rovinných vln najděte vlastńı energie elektronu v jednodimenzionálńım potenciálu s periodou
a zadaném funkćı

U(x) = −V0 cos
(

2π

a
x

)

.

Z vlastńıch energíı pro dostatečný počet Blochových vektor̊u v 1. Brillouinově zóně sestavte pásové schéma. Při
numerickém řešeńı použijte následuj́ıćı hodnoty parametr̊u: a = 0.4 nm. Srovnejte výsledky pro V0 = 1 eV a
V0 = 4 eV s disperzńımi relacemi volných elektron̊u.
Řešeńı Metoda rozvoje do rovinných vln (PWE)

Uvažujme o řešeńı Schrödingerovy rovnice s periodickým potenciálem U(x)

[

− h̄2

2m
∇2 + U(x)

]

ψ(x) = Eψ(x) . (1)

Bloch̊uv teorém nám umožňuje hledat toto řešeńı ve tvaru Blochovy vlny

ψnk(x) = eik·xunk(x) , (2)

kde unk(x) je funkce periodická shodně s potenciálem. Rozviňme potenciál a periodickou část Blochovy vlny do
Fourierovy řady na mř́ıžce

U(x) =
∑

G

UG eiGx = −V0/2eiG1x − V0/2e
iG−1r , U1 = U−1 = −V0/2 , ψ(x) = eikx

∑

G

ΨG e−iGx . (3)

Sumace prob́ıhaj́ı přes vektory reciproké mř́ıžky. Dosazeńı těchto vyjádřeńı do Schrödingerovy rovnice vede na

∑

G

[

h̄2

2m
(k −G)2ΨG +

∑

G′

UG′−GΨG′ − EkΨG

]

ei(k−G)x = 0 . (4)

Přitom bylo užito úpravy dvojité sumy

∑

G1

ΨG1
ei(k−G1)x

∑

G2

UG2
eiG2x =

∑

G

ei(k−G)x
∑

G′

UG′−GΨG′ . (5)

Protože rovinné vlny tvoř́ı ortogonálńı systém, je nutné, aby člen v hranaté závorce předposledńı rovnice byl
nulový

h̄2

2m
(k −G)2ΨG +

∑

G′

UG′−GΨG′ = EkΨG . (6)

Označ́ıme-li

AGG′(k) =
h̄2

2m
(k −G)2δG,G′ + UG′−G , (7)

můžeme zapsat soustavu rovnic pro Fourierovy koeficienty periodické složky Blochovy vlny jako vlastńı problém
pro matici A(k)

∑

G′

AGG′(k)ΨG′ = EkΨG . (8)

Tridiagonálńı matice pro daný problém kosinového potenciálu. Diagonalizaćı matice A(k) je možné nalézt vlastńı
energie a vlnové funkce pro daný Bloch̊uv vektor.
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Různé barvy odpov́ıdaj́ı r̊uzným hodnotám V0. Červená 0 eV, modrá 1 eV, zelená 4 eV.
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Červená a modrá stejné jako v předchoźım obrázku. Zelená V0 = 1 eV, ale v aproximaci téměř volných elektron̊u
v okoĺı bodu k = −π/a.

•

Poznámky: vysvětlit vlastńı stavy komutuj́ıćıch operátor̊u – ne každý vlastńı stav jednoho je i vlastńım stavem
druhého. Téměř volné elektrony pro kosinový potenciál.

1.3 Fermiho plochy v prázdné čtvercové a kubické mř́ıžce

Najděte Fermiho plochy ve čtvercové mř́ıži pro volné elektrony. Podobně také v kubické prosté, plošně cetrované
a prostorově centrované pro 1, 2, 3 elektrony na primitivńı buňku.

Porovnejte s Fermiho plochami kov̊u: http://www.phys.ufl.edu/fermisurface/periodic_table.html
Řešeńı Čtvercová mř́ıžka, 1 až 4 elektrony na elementárńı buňku
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Prostorově centrovaná kubická mř́ıžka (bcc), 1 a 2 elektrony na primitivńı buňku

6
4

2
0

-2
-4

-6-6

-4

-2

0

2

4

6

-6

-4

-2

0

2

4

6

6
4

2
0

-2
-4

-6-6

-4

-2

0

2

4

6

6

4

2

0

-2

-4

-6

Plošně centrovaná kubická mř́ıžka (fcc), 1 a 2 elektrony na primitivńı buňku
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•

1.4 Jednorozměrný potenciál

Metodou rozvoje do rovinných vln najděte vlastńı energie elektronu v jednodimenzionálńım potenciálu s periodou
a zadaném funkćı

U(x) = −V0
∞
∑

n=−∞

exp

[

− (x− na)2

σ2

]

,

jehož Fourierovy složky jsou

UG = −V0
√
π
σ

a
exp

(

−σ
2G2

4

)

, G =
2πn

a
.

Z vlastńıch energíı pro dostatečný počet Blochových vektor̊u v 1. Brillouinově zóně sestavte pásové schéma. Při
numerickém řešeńı použijte následuj́ıćı hodnoty parametr̊u: a = 0.5nm, σ = 0.1a. Srovnejte výsledky pro V0 = 2eV
a V0 = 10 eV s disperzńımi relacemi volných elektron̊u.
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Pozn.: Při srovnáváńı je výhodné použ́ıt energii vztaženou na středńı hodnotu potenciálu, tj. E − UG=0.

Řešeńı A. Metoda rozvoje do rovinných vln (PWE)

Metoda rozvoje do rovinných vln slouž́ı mj. k řešeńı Schrödingerovy rovnice pro vlnovou funkci elektronu v pe-
riodickém potenciálu. Spoč́ıvá v převedeńı problému popsaného parciálńı diferenciálńı rovnićı na problém lineárńı
algebry, konkrétně nalezeńı vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u matice. Je vhodná pro potenciály s pozvolným
pr̊uběhem, v př́ıpadě rychlých změn potenciálu na malých oblastech špatně konverguje.

Uvažujme o řešeńı Schrödingerovy rovnice s periodickým potenciálem U(r)

[

− h̄2

2m
∇2 + U(r)

]

ψ(r) = Eψ(r) . (9)

Bloch̊uv teorém nám umožňuje hledat toto řešeńı ve tvaru Blochovy vlny

ψnk(r) = eik·runk(r) , (10)

kde unk(r) je funkce periodická shodně s potenciálem. Rozviňme potenciál a periodickou část Blochovy vlny do
Fourierovy řady na mř́ıžce

U(r) =
∑

G

UG eiG·r , ψ(r) = eik·r
∑

G

ΨG e−iG·r . (11)

Sumace prob́ıhaj́ı přes vektory reciproké mř́ıžky. Dosazeńı těchto vyjádřeńı do Schrödingerovy rovnice vede na

∑

G

[

h̄2

2m
(k −G)2ΨG +

∑

G′

UG′−GΨG′ − EkΨG

]

ei(k−G)·r = 0 . (12)

Přitom bylo užito vzorce ∇2ei(k−G)·r = −(k −G)2ei(k−G)·r a úpravy dvojité sumy

∑

G1

ΨG1
ei(k−G1)·r

∑

G2

UG2
eiG2·r =

∑

G

ei(k−G)·r
∑

G′

UG′−GΨG′ . (13)

Protože rovinné vlny tvoř́ı ortogonálńı systém, je nutné, aby člen v hranaté závorce předposledńı rovnice byl
nulový

h̄2

2m
(k −G)2ΨG +

∑

G′

UG′−GΨG′ = EkΨG . (14)

Označ́ıme-li

AGG′(k) =
h̄2

2m
(k −G)2δG,G′ + UG′−G , (15)

můžeme zapsat soustavu rovnic pro Fourierovy koeficienty periodické složky Blochovy vlny jako vlastńı problém
pro matici A(k)

∑

G′

AGG′(k)ΨG′ = EkΨG . (16)

Diagonalizaćı matice A(k) je možné nalézt vlastńı energie a vlnové funkce pro daný Bloch̊uv vektor.

B. Poruchový př́ıstup v př́ıpadě slabého periodického potenciálu – metoda téměř volných elek-
tron̊u (NFE)
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B1. Intuitivńı postup bez korektńı poruchové teorie

Řešeńı Schrödingerovy rovnice při nulovém potenciálu U(r) je známé. Vlnové funkce v takovém př́ıpadě jsou
rovinné vlny s kvadratickou disperzńı relaćı

ψK(r) = eiK·r , EK =
h̄2K2

2m
. (17)

Najdeme přibližné vlnové funkce a vlastńı energie v situaci, kdy zapneme periodický potenciál. Přitom budeme
předpokládat, že přidaný potenciál je malou poruchou a vlnové funkce a vlastńı energie se jen velmi mı́rně lǐśı od
př́ıpadu s U(r) = 0. Přidaný potenciál je reálná funkce, jeho Fourierovy koeficienty proto splňuj́ı

U−G = U∗
G
. (18)

Nav́ıc budeme požadovat, aby přidaný potenciál měl nulovou středńı hodnotou, tj.

UG=0 = 0 . (19)

Nenulová středńı hodnota potenciálu pouze posune všechny energie, což neńı v našem př́ıpadě zaj́ımavý efekt.
Nejprve zaṕı̌seme neporušenou vlnovou funkci ve tvaru Fourierovy řady (11). Protože Bloch̊uv vektor vyb́ıráme

z prvńı Brillouinovy zóny a vlnový vektor K takto omezen neńı, muśıme naj́ıt vhodný vektor reciproké mř́ıže G0,
aby k = K +G0 padl do 1. Brillouinovy zóny. Potom plat́ı

ψ(0)(r) = eik·re−iG0·r , Ψ
(0)
G

= δG,G0
, E

(0)
k

=
h̄2

2m
(k −G0)

2 . (20)

Vezměme pro jednoduchost vektor K př́ımo z prvńı Brillouinovy zóny, takže G0 = 0 a

Ψ
(0)
G

= δG,0 , E
(0)
k

=
h̄2k2

2m
. (21)

Sledujeme tedy ovlivněńı nejnižš́ı hladiny v redukovaném pásovém schématu periodickým potenciálem. V ostatńıch
př́ıpadech je postup analogický následuj́ıćımu. Podle předpokladu o slabém potenciálu budou zřejmě koeficienty
ΨG6=0 malé a ΨG=0 bude bĺızký jedničce. Zohledńıme-li tyto předpoklady v rovnićıch (14) s G 6= 0, dostáváme

h̄2

2m
(k −G)2ΨG + U−G ≈ h̄2k2

2m
ΨG . (22)

Přitom jsme zanedbali všechny členy v sumě kromě U−GΨ0 ≈ U−G a rovněž opravu v energii. Pro Fourierovy
koeficienty periodické části vlnové funkce s G 6= 0 tedy máme

ΨG6=0 ≈ U−G

h̄2

2m

[

k
2 − (k −G)2

] . (23)

Z rovnice (14) pro G = 0 pak źıskáme opravu energie

h̄2k2

2m
+
∑

G′ 6=0

UG′U−G′

h̄2

2m

[

k
2 − (k −G)2

] =
h̄2k2

2m
+ (Ek − E0

k
) , (24)

která čińı

Ek − E
(0)
k

≈
∑

G6=0

|UG|2
h̄2

2m

[

k
2 − (k −G)2

] . (25)

Vzorce (23) a (25) jsou pro dostatečně slabý potenciál v souladu se vzorci, které budou později odvozeny v prvńım
(pro ΨG) resp. druhém řádu (pro Ek) poruchové teorie. Pot́ıže nastanou, pokud pro některý vektor G (př́ıpadně
v́ıce vektor̊u) je (k − G)2 ≈ k

2. Pak je jmenovatel v (23) bĺızký nule a předpoklad o malé velikosti ΨG neńı
splněn. Je to proto, že výchoźı energie počátečńıch stav̊u s K = k a K

′ = k −G jsou téměř stejné. Tyto téměř
degenerované stavy pak budou ve vlnové funkci dominovat (odpov́ıdaj́ıćı Fourierovy koeficienty ΨG budou velké
ve srovnáńı s ostatńımi).

Předpokládejme, že máme dva téměř degenerované stavy (k2 ≈ (k−G)2), což nastane pobĺıž hranice Brilloui-
novy zóny (pokud tam neńı degenerace ještě vyšš́ı), a vlnová funkce je tedy

ψ(r) = Ψ0e
ik·r +ΨGeik·re−iG·r +malé členy pro ostatńı G′ . (26)
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Z rovnic (14) pak při zanedbáńı malých člen̊u dostaneme přibližnou soustavu dvou rovnic pro dominantńı
koeficienty (připomeňme, že UG=0 = 0)

h̄2

2m
k
2Ψ0 + UGΨG = EkΨ0 (27)

h̄2

2m
(k −G)2ΨG + U−GΨ0 = EkΨG . (28)

V maticovém tvaru
(

h̄2

2mk
2 − Ek UG

U−G
h̄2

2m (k −G)2 − Ek

)

(

Ψ0

ΨG

)

=

(

0
0

)

. (29)

Podmı́nkou řešitelnosti této homogenńı soustavy je nulový determinant matice soustavy, což vede na rovnici
(

h̄2

2m
k
2 − Ek

)(

h̄2

2m
(k −G)2 − Ek

)

= |UG|2 . (30)

hranice 1. BZ

δk

k

0

G

1
2G

Zaved’me nový vektor δk tak, aby k = 1
2G+ δk. Potom předchoźı rovnice přejde na

[

h̄2

2m

(

δk +
1

2
G

)2

− Ek

][

h̄2

2m

(

δk − 1

2
G

)2

− Ek

]

= |UG|2 , (31)

odkud lze snadno źıskat závislost Ek na δk

Ek =
h̄2

2m

(

δk2 +
1

4
G

2

)

±

√

|UG|2 +
(

h̄2

2m
δk ·G

)2

. (32)

Na hranici prvńı Brillouinovy zóny je vektor δk kolmý k vektoru 1
2G (plyne ze zp̊usobu konstrukce Wignerovy–

Seitzovy primitivńı buňky k reciproké mř́ıži) a výraz se zjednoduš́ı na

Ek =
h̄2

2m

(

δk2 +
1

4
G

2

)

± |UG| . (33)

Na hranici prvńı Brillouinovy zóny tedy lze pozorovat rozštěpeńı energiových pás̊u o velikosti přibližně

2|UG| . (34)

Určeme ještě gradient ∇kEk pobĺıž hranice prvńı Brillouinovy zóny

∇kEk = ∇δkEk =
h̄2

m
δk ±

(

h̄2

2m

)2

G δk ·G
√

|UG|2 +
(

h̄2

2mδk ·G
)2

, (35)

8



což se př́ımo na hranici prvńı Brillouinovy zóny redukuje na

∇kEk =
h̄2

m

(

k − 1

2
G

)

. (36)

Gradient Ek je v našem přibĺıžeńı rovnoběžný s hranićı prvńı Brillouinovy zóny a ekvienergiová plocha je tedy
na tuto hranici kolmá. Tento závěr je ve shodě s pásovými schématy ukázanými v tomto př́ıkladu a v př́ıkladu
s Kronigovým–Penneyovým modelem, i když se jedná o přesná řešeńı.

B2. Řádná poruchová teorie

Dále se budeme věnovat obvyklé poruchové teorii prob́ırané v úvodńıch partíıch kvantové mechaniky aplikované na
systém rovnic (14). Nyńı budeme požadovat pouze reálnost potenciálu U(r), středńı hodnota již nemuśı být nulová. Rovněž
se neomeźıme na př́ıpad s K z prvńı Brillouinovy zóny.

Mı́sto potenciálu U(r) použijeme ve Schrödingerově rovnici potenciál λU(r) škálovaný parametrem λ, který necháme
spojitě měnit od λ = 0 do λ = 1. To odpov́ıdá postupnému zaṕınáńı periodického potenciálu. V systému (14) tedy
provedeme záměnu UG → λUG. Poruchová teorie předpokládá, že s postupným zaṕınáńım interakce se ΨG a Ek měńı
pozvolna a lze je vyjádřit ve tvaru mocninné řady v parametru λ

ΨG = Ψ
(0)
G + λΨ

(1)
G + λ

2Ψ
(2)
G + . . . Ek = E

(0)
k + λE

(1)
k + λ

2
E

(2)
k + . . . (37)

Dosazeńım těchto řad do systému (14)

h̄2

2m
(k −G)2

(

Ψ
(0)
G + λΨ

(1)
G + . . .

)

+
∑

G′

λUG′−G

(

Ψ
(0)
G + λΨ

(1)
G + . . .

)

=

=
(

E
(0)
k + λE

(1)
k + . . .

)(

Ψ
(0)
G + λΨ

(1)
G + . . .

)

(38)

a porovnáńım koeficient̊u u jednotlivých mocnin λ dostaneme postupné opravy k vlnové funkci a disperzńı relaci (dosazu-
jeme λ = 1 v řadách (37)), které by měly klesat s řádem opravy. Porovnáńım koeficient̊u źıskáme postupně

λ
0 :

h̄2

2m
(k−G)2Ψ

(0)
G = E

(0)
k Ψ

(0)
G (39)

λ
1 :

h̄2

2m
(k−G)2Ψ

(1)
G +

∑

G′

UG′−GΨ
(0)
G′ = E

(0)
k Ψ

(1)
G + E

(1)
k Ψ

(0)
G (40)

λ
2 :

h̄2

2m
(k−G)2Ψ

(2)
G +

∑

G′

UG′−GΨ
(1)

G′ = E
(0)
k Ψ

(2)
G + E

(1)
k Ψ

(1)
G + E

(2)
k Ψ

(0)
G (41)

· · ·

λ
j :

h̄2

2m
(k−G)2Ψ

(j)
G +

∑

G′

UG′−GΨ
(j−1)

G′ =

j
∑

n=0

E
(n)
k Ψ

(j−n)
G (42)

Uvažujme nejprve o nedegenerovaném př́ıpadu, kdy lze za výchoźı neporušený stav vźıt (20). Rovnice (39) je pak zřejmě
splněna pro všechna G. V nultém řádu poruchové teorie je tedy

Ψ
(0)
G = δG,G0

, E
(0)
k =

h̄2

2m
(k −G0)

2
. (43)

Na nový stav vypočtený v rámci poruchové teorie lze klást r̊uzné podmı́nky. Je možné např. požadovat, aby byl normovaný,
tj.
∑

G |ΨG|2 = 1. Výhodněǰśı ovšem je (a při odvozováńı vzorc̊u poruchové teorie se to obvykle dělá) požadovat

∑

G

Ψ
(0)∗
G ΨG = 1 , (44)

což v Diracově symbolice odpov́ıdá 〈ψ(0)|ψ〉 = 1 mı́sto 〈ψ|ψ〉 = 1. Po dosazeńı mocninné řady za ΨG zjist́ıme, že

∑

G

δG,G0

(

Ψ
(0)
G + λΨ

(1)
G + . . .

)

= 1 + λΨ
(1)
G0

+ . . . ⇒ Ψ
(j>0)
G0

= 0 . (45)

Tohoto s výhodou využijeme v rovnićıch (40)–(42).
Z rovnic (40) pro G 6= G0, kdy se neuplatńı posledńı člen źıskáme

Ψ
(1)
G6=G0

=
UG0−G

h̄2

2m
[(k −G0)2 − (k −G)2]

. (46)

9



Podobně z rovnice (40) pro G = G0 dostaneme

h̄2

2m
(k −G0)

2Ψ
(1)
G0

+ U0 = E
(0)
k Ψ

(1)
G0

+ E
(1)
k tj. E

(1)
k = U0 . (47)

Nyńı máme opravu vlnové funkce a energie v prvńım řádu poruchové teorie. Obecně lze pomoćı rovnic (39)–(42)
vyjádřit opravy řádu j pomoćı oprav řádu j − 1, vzorce se však poměrně rychle komplikuj́ı. Vypočteme ještě opravu
energie v druhém řádu. Vezmeme rovnici (41) pro G = G0 a po vyloučeńı všech nulových člen̊u obsahuj́ıćıch Ψ

(j>0)
G0

ji
uprav́ıme na tvar

∑

G′ 6=G0

UG′−G0
Ψ

(1)
G′ = E

(2)
k ,

z něhož po dosazeńı za Ψ
(1)
G dostaneme výraz pro opravu energie druhého řádu

E
(2)
k =

∑

G 6=G0

|UG−G0
|2

h̄2

2m
[(k −G0)2 − (k −G)2]

.

Jak již bylo zmı́něno, odpov́ıdaj́ı právě odvozené výsledky vzorc̊um (23) a (25) odvozeným dř́ıve nepř́ılǐs korektńım
zp̊usobem.

Výrazně obt́ıžněǰśı je poruchový postup v degenerovaném př́ıpadě. Zde se omeźıme jen na prvńı řád poruchové teorie.
Nav́ıc se budeme zaj́ımat jen o situaci, kdy jsou výchoźı neporušené stavy zcela degenerované (v předchoźı části byly téměř
degenerované). Pohybujeme se tedy s k přesně na hranici prvńı Brillouinovy zóny.

Máme n degenerovaných stav̊u s Kj = k − Gj a shodnou hodnotou (k − Gj)
2. Za výchoźı stav pak muśıme vźıt

obecnou lineárńı kombinaci

ψ
(0)(r) =

n
∑

j=1

Ψ
(0)
Gj

eik·re−iG·r ⇒ Ψ
(0)
G =

n
∑

j=1

Ψ
(0)
Gj
δG,Gj

.

Ta samozřejmě splňuje rovnici (39). Dosazeńı do rovnic (40) vede na vlastńı problém s matićı UGm−Gj

n
∑

m=1

UGm−Gj
Ψ

(0)
Gm

= E
(1)
k Ψ

(0)
Gj

j = 1 . . . n .

Vlastńı č́ısla této matice udávaj́ı opravy v energii prvńıho řádu, vlastńı vektory pak obsahuj́ı koeficienty lineárńıch kombi-
naćı, pro které se tyto opravy realizuj́ı. Degenerovaná hladina se vlivem periodického potenciálu rozštěṕı.

Jako př́ıklad vezměme př́ıpad, kdy jsou degenerované stavy s K = k a K = k−G (diskutovaný v předchoźı části), tj.
plat́ı k2 = (k−G)2 (tentokrát přesně). Potom řeš́ıme vlastńı problém

(

U0 UG

U−G U0

)

(

Ψ
(0)
0

Ψ
(0)
G

)

= E
(1)
k

(

Ψ
(0)
0

Ψ
(0)
G

)

.

Opravy k energii jsou tedy
E

(1)
k = U0 ± |UG| .

Prvńı člen dává posunut́ı energíı o středńı hodnotu potenciálu (nezaj́ımavé), druhý člen rozštěpeńı hladin o velikosti 2|UG|
ve shodě s předchoźı část́ı.

C. Aplikace na 1D potenciál

Vezmeme jako speciálńı př́ıpad jednorozměrný potenciál U(x) s periodou a. Jeho rozvojem je obvyklá Fourie-
rova řada

U(x) =

∞
∑

n=−∞

Un e
2πin x

a . (48)

Fourierovy koeficienty pro zadaný potenciál jsou

Un = −V0
√
π
σ

a
exp

(

−π
2σ2n2

a2

)

. (49)

Podobně rozvineme vlnovou funkci elektronu v 1D potenciálu

ψ(x) = eikx
∞
∑

n=−∞

Ψn e
−2πin x

a .

Soustava (14) přejde v jednorozměrném př́ıpadě na tvar

h̄2

2m

(

k − 2π

a
n

)2

Ψn +
∞
∑

n′=−∞

Un′−nΨn′ = EkΨn .
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Při praktickém výpočtu pásového schématu a vlnových funkćı vhodně omeźıme indexy n a n′ a numericky řeš́ıme
vlastńı problém pro konečně velkou matici. Na následuj́ıćıch obrázćıch jsou ukázána pásová schémata pro hodnoty
a = 0.5 nm, σ = 0.1a a hloubky potenciálových jam V0 = 2 eV a V0 = 10 eV. Kv̊uli porovnáńı s disperzńımi
relacemi volných elektron̊u jsou vyneseny závislosti Ek −U0. Dále jsou ukázány vlnové funkce tř́ı nejnižš́ıch pás̊u
a odpov́ıdaj́ıćı hustoty pravděpodobnosti v př́ıpadě V0 = 10 eV – pro k = 0 (bod Γ) a k = π

a (bod X).

Poznámky k obrázk̊um:

• nejnižš́ı stav v bodě Γ – elektron je převážně lokalizován v jámách

• rozštěpeńı prvńıch dvou pás̊u na kraji Brillouinovy zóny je 0.67 eV (V0 = 2 eV) a 3.94 eV (V0 = 10 eV)

• stavy s vyšš́ımi energiemi jsou v́ıce podobné lineárńım kombinaćım stav̊u volných elektron̊u (neovlivňuje je
tolik periodický potenciál)

• dvojice nejnižš́ıch stav̊u v bodě X – hustota pravděpodobnosti stavu s nižš́ı energíı je lokalizována převážně
v jamách, stavu s vyšš́ı energíı převážně mimo ně; odtud plyne rozd́ıl ve vlastńıch energíıch

11
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1.5 Metoda těsné vazby pro p–pásy ve čtvercové mř́ıžce

Uvažujme o dvourozměrné čtvercové mř́ıžce s jednoatomovou báźı. Najděte disperzńı relace pás̊u odvozených z
dvakrát degenerovaných p-orbital̊u px a py. Vlnové funkce těchto orbital̊u maj́ı tvar ψpx

(x, y) = x f(
√

x2 + y2) a

ψpy
(x, y) = y f(

√

x2 + y2). Při výpočtu se omezte pouze na maticové elementy mezi nejbližš́ımi sousedy a matici
překryvových integrál̊u aproximujte jednotkovou matićı. Pásové schéma zobrazte podél lomené čáry M− Γ−X.

Řešeńı Metoda těsné vazby vycháźı z elektronových orbital̊u lokalizovaných u jednotlivých atomů. Předpokládá
přitom, že ovlivněńı vlnových funkćı elektron̊u na sousedńıch atomech neńı velké a soubor vlnových funkćı elek-
tron̊u v izolovaných atomech lze použ́ıt jako vhodný základ ke konstrukci vlnové funkce elektron̊u v krystalu.
Metoda těsné vazby je protipólem metody téměř volných elektron̊u, která naopak vycháźı z představy volných
elektron̊u, jejichž vlnové funkce jsou jen mı́rně porušeny periodickým potenciálem.

Pro ilustraci východisek metody těsné vazby uvažujme o systému kvantových jam, které budou představovat
atomy. Jsou-li kvantové jámy daleko od sebe, lze za vlnovou funkci elektronu vźıt vlnovou funkci elektronu lokali-
zovaného v některé z jam, př́ıpadně libovolnou superpozici takových funkćı. Protože vlnová funkce exponenciálně
klesá se vzdálenost́ı od jámy, bude odchylka od přesných řešeńı naprosto zanedbatelná. Přibĺıž́ıme-li k sobě kvan-
tové jámy natolik, až se budou nezanedbatelně překrývat vlnové funkce pro izolované jámy, budou se přesná
řešeńı pro takový systém výrazněji lǐsit od superpozice vlnových funkćı pro izolované jámy. Při malém překryvu
ovšem vystihuje superpozice vlnových funkćı pro izolované jámy skutečnou vlnovou funkci docela dobře. Právě
v takovém př́ıpadě, tedy při malém překryvu orbital̊u sousedńıch atomů, je vhodné použ́ıt metodu těsné vazby
popsanou v následuj́ıćım.

Vlnové funkce elektron̊u v izolovaných atomech jsou řešeńım Schrödingerovy rovnice s hamiltoniánem

Ĥ0 = − h̄2

2m
∇2 + U0(r) , (50)

kde U0(r) je jednoelektronový potenciál v atomu. Označme tato řešeńı (atomové orbitaly) φn(r) a př́ıslušné
vlastńı energie εn. Pak plat́ı

Ĥ0φn(r) = εnφn(r) . (51)

Vlastńı funkce hamiltoniánu Ĥ0 jsou ortogonálńı (pro nedegenerované stavy určitě, v degenerovaném př́ıpadě je
lze ortogonalizovat)

∫

d3r φ∗n(r)φn′(r) = δn,n′ . (52)

Např́ıklad v atomu vod́ıku maj́ı orbitaly s nejnižš́ımi energiemi vlnové funkce tvaru

ψ1s ∼ e−r/a0 , ψ2s ∼ (2− r/a0)e
−r/2a0 , ψ2px

∼ x e−r/2a0 , ψ2py
∼ y e−r/2a0 , ψ2pz

∼ z e−r/2a0 .

Důležitou vlastnost́ı je exponenciálńı pokles radiálńı části vlnové funkce, což je typické pro atomové orbitaly nejen
u vod́ıku.

Vlnovou funkci elektronu v krystalu vzniklém umı́stěńım atomů do uzl̊u R prostorové mř́ıžky lze v př́ıpadě
malého překryvu hledat ve tvaru superpozice

ψk(r) =
∑

R

eik·R
N
∑

n=1

cnφn(r −R) . (53)

Index n označuje vněǰśı orbitaly v izolovaném atomu, které se na vlnové funkci pod́ılej́ı. Často se lze setkat např.
s s-orbitaly (u alkalických kov̊u), kombinaćı s-orbitalu a tř́ı p-orbital̊u (u Si, Ge a III-V polovodič̊u), př́ıpadně
s kombinaćı s-orbitalu a pěti d-orbital̊u u přechodových kov̊u.
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Snadno se přesvědč́ıme, že funkce (53) vyhovuje Blochovu teorému a k je př́ıslušný Bloch̊uv vektor

ψk(r +R0) =
∑

R

eik·R
N
∑

n=1

cnφn(r +R0 −R) =

= eik·R0

∑

R

eik·(R−R0)
N
∑

n=1

cnφn [r − (R−R0)] = eik·R0ψk(r) . (54)

Přáli bychom si, aby (53) byla vlastńı funkćı hamiltoniánu elektronu v krystalovém potenciálu

Ĥ = − h̄2

2m
∇2 +

∑

R

U0(r −R) , (55)

tedy, aby splňovala
Ĥψk = Ekψk . (56)

To se nám přirozeně nepodař́ı přesně, pouze se lze pokusit o co nejlepš́ı přibĺıžeńı v rámci námi předepsaného
tvaru vlnové funkce, který obsahuje pouze N volných parametr̊u c1, . . . , cN . Pomoćı Ritzovy variačńı metody
prob́ırané v kurzu kvantové mechaniky zjist́ıme, že optimálńı koeficienty ci jsou dány rovnicemi

∫

d3r φ∗n(r)Ĥψk(r) = Ek

∫

d3r φ∗n(r)ψk(r) , (57)

které odpov́ıdaj́ı projekćım Schrödingerovy rovnice do atomových orbital̊u. Dosad’me z rovnice (53) a upravujme
pravou stranu rovnice (57)

Ek

∫

d3r φ∗n(r)ψk(r) = Ek

∑

R

eik·R
N
∑

n′=1

cn′

∫

d3r φ∗n(r)φn′ (r −R) = Ek

N
∑

n′=1

cn′

∑

R

eik·RSnn′(R) . (58)

Veličina Snn′(R) vystihuje mı́ru překryvu orbitalu n v mı́stě 0 a orbitalu n′ v mı́stě R

Snn′(R) =

∫

d3r φ∗n(r)φn′(r −R) . (59)

Při upravováńı levé strany rovnice (57) je vhodné vydělit z hamiltoniánu elektronu v krystalu Ĥ hamiltonián
izolovaného atomu v mı́stě 0

Ĥ = Ĥ0 +
∑

R6=0

U0(r −R) = Ĥ0 +∆U(r) . (60)

Dosad́ıme-li toto vyjádřeńı do levé strany rovnice (57)

∫

d3r φ∗n(r)Ĥψk(r) =

∫

d3r φ∗n(r)



Ĥ0 +
∑

R′ 6=0

U0(r −R
′)



ψk(r) (61)

a zap̊usob́ıme s Ĥ0 doleva, kde se nacháźı jeho vlastńı funkce s vlastńı hodnotou εn, dostáváme

∑

R

eik·R
N
∑

n′=1

cn′

∫

d3r φ∗n(r) [εn +∆U(r)]φn′(r −R) . (62)

Integrál v (62) zaṕı̌seme jako
∫

d3r φ∗n(r) [εn +∆U(r)]φn′ (r −R) = εnSnn′(R) + ∆Unn′(R) (63)

a sloučeńım (58) s (62) źıskáme rovnice (57) ve tvaru

N
∑

n′=1

cn′

∑

R

eik·R [εnSnn′(R) + ∆Unn′(R)] = Ek

N
∑

n′=1

cn′

∑

R

eik·RSnn′(R) . (64)

Tato soustava lineárńıch rovnic představuje zobecněný vlastńı problém známý z lineárńı algebry. Jeho řešeńım
nalezneme přibližné vlastńı energie Ek a z vlastńıch vektor̊u (c1, . . . , cN )T můžeme sestrojit př́ıslušné vlastńı
funkce.
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V principu bychom mohli ze známého pr̊uběhu U0 a atomových orbital̊u vypoč́ıtat veličiny ∆Unn′(R) a
Snn′(R). Obvykle se však použij́ı určité aproximace a zbylých několik parametr̊u se źıská srovnáváńım s ex-
perimentálńımi daty (typicky optická spektra). Tento postup se označuje jako empirická metoda těsné vazby.

Časté aproximace:

• Dı́ky exponenciálńımu poklesu hustoty pravděpodobnosti |φn(r)|2 se vzdálenost́ı lze zanedbat překryv or-
bital̊u na sousedńıch a vzdáleněǰśıch atomech. Dále využijeme ortogonalitu orbital̊u a klademe

Snn′(R) = δn,n′δR,0 ,
∑

R

eik·RSnn′(R) = δn,n′ (65)

• Maticové elementy ∆Unn′(R) uvažujeme jen pro R = 0 a pro nejbližš́ı sousedy. Umožňuje nám to opět ex-
ponenciálńı pokles vlnových funkćı. Symetrie orbital̊u a ∆U(r) nav́ıc zp̊usob́ı, že některé maticové elementy
jsou nulové.

∆U

|ψ|2

S těmito aproximacemi lze soustavu (64) výrazně zjednodušit na

N
∑

n′=1

[

∑

R=0 a sousedé

∆Unn′(R)eik·R

]

cn′ = (Ek − εn) cn . (66)

Než přistouṕıme ke konkrétńım př́ıklad̊um, poznamenejme ještě, že maticový element ∆Unn′(0) se mnohdy do
výpočtu nezahrnuje, nebot’ pro n 6= n′ je malý d́ıky ortogonalitě atomových orbital̊u a pro n = n′ jen posouvá
energie εn.

Pás odvozený od s-orbital̊u atomů v prosté kubické mř́ıžce

V tomto př́ıpadě máme jediný koeficient c1, rovnice (66) tedy př́ımo dává disperzńı relaci Ek s-pásu. Atomové
s-orbitaly s vedleǰśım kvantovým č́ıslem l = 0 maj́ı úplně symetrické vlnové funkce

φ1(r) = φ1(r) . (67)

Označme jako β maticový element ∆U11(0)

∆U11(R = 0) =

∫

d3r |φ1(r)|2∆U(r) = 〈s|∆U |s〉 = β . (68)

Z d̊uvod̊u symetrie jsou maticové elementy ∆U mezi nejbližš́ımi sousedy všechny stejné

∆U11(Rsoused) = 〈s|∆U |s′〉 = t . (69)

Po dosazeńı do rovnice (66) obdrž́ıme

∑

sousedé

t eik·R = Ek − εs − β . (70)

V prosté kubické mř́ıžce má každý atom šest nejbližš́ıch soused̊u, které maj́ı relativně v̊uči němu polohy R =
(±a, 0, 0), (0,±a, 0), (0, 0,±a) , což při použit́ı v rovnici (70) vede na disperzńı relaci

Ek = εs + β + t
(

eikxa + e−ikxa + eikya + e−ikya + eikza + e−ikza
)

= εs + β + 2t (cos kxa+ cos kya+ cos kza) (71)
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Pásy odvozené od p-orbital̊u atomů v čtvercové mř́ıžce

Pro názornost se omeźıme na čistě dvoudimenzionálńı problém. Vlnové funkce p-orbital̊u jsou reálné kombinace
vlnových funkćı vlastńıch stav̊u s vedleǰśım kvantovým č́ıslem l = ±1, které lze zapsat ve tvaru

φ1(x, y) = ψpx
(x, y) = xf(

√

x2 + y2) (orbital px) , (72)

φ2(x, y) = ψpy
(x, y) = yf(

√

x2 + y2) (orbital py) . (73)

Vlastńı energie pro tyto stavy je rovna εp.
Abychom mohli spoč́ıtat pásové schéma, je třeba určit maticové elementy

∆Unn′(R) =

∫

dx

∫

dy φn(x, y)∆U(x, y)φn′ (x−Rx, y −Ry) , (74)

kde R prob́ıhá nejbližš́ı sousedy a n, n′ ∈ {1, 2}, celkem tedy 16 hodnot. 1 Dı́ky symetrii nám ovšem postač́ı
pouze dva parametry. Krystalový potenciál U(x, y) má symetrii čtvercové mř́ıžky, o U0(x, y) lze předpokládat, že
je úplně symetrický. Potom je funkce

∆U(x, y) sudá v x, sudá v y

φ1(x, y) lichá v x, sudá v y

φ2(x, y) sudá v x, lichá v y

Odtud ihned vid́ıme, že ∆U12(R) a ∆U21(R) budou nulové, nebot’ integrujeme součin sudé funkce ∆U se dvěma
funkcemi, které maj́ı r̊uznou paritu bud’ v̊uči x nebo y. Zvlášt’ muśıme vyšetřit maticové elementy ∆U11(R) a
∆U22(R). Následuj́ıćı dva označené jako −t‖ a t⊥ budou zmı́něnými dvěma parametry, ostatńı maticové elementy
se nám podař́ı na tyto dva převést

∆U11(a, 0) =

∫

dx

∫

dy ψpx
(x, y)∆U(x, y)ψpx

(x− a, y)
def
= −t‖ ,

∆U11(0, a) =

∫

dx

∫

dy ψpx
(x, y)∆U(x, y)ψpx

(x, y − a)
def
= t⊥ .

V integrálu pro ∆U11(−a, 0) užijeme substituce x′ = −x a vlastnost́ı symetrie funkćı v integrandu

∆U11(−a, 0) =
∫

dx

∫

dy ψpx
(x, y)∆U(x, y)ψpx

(x + a, y) =

=

∫

dx′
∫

dy [−ψpx
(x′, y)]∆U(x′, y) [−ψpx

(x′ − a, y)] = −t‖ . (75)

Podobně najdeme ∆U11(0,−a) = t⊥. V maticovém elementu ∆U22(a, 0) bude vhodná substituce (x′, y′) = (y, x),
s následným využit́ım ψpy

(x, y) = ψpx
(y, x)

∆U22(a, 0) =

∫

dx

∫

dy ψpy
(x, y)∆U(x, y)ψpy

(x− a, y) =

=

∫

dx′
∫

dy′ ψpx
(x′, y′)∆U(x′, y′)ψpx

(x′, y′ − a) = t⊥ . (76)

Dále dostaneme ∆U22(0, a) = −t‖, ∆U22(−a, 0) = t⊥ a ∆U22(0,−a) = −t⊥.
V předchoźım jsme použ́ıvali vlastnost́ı symetrie vyjádřených vzorci, maticové elementy lze také určit názorně

na základě obrázku. Stač́ı si uvědomit, že ∆U(x, y) je zcela symetrické v̊uči operaćım symetrie mř́ıžky a ihned
zjist́ıme, které maticové elementy jsou ekvivalentńı a které jsou nulové

∆U11(R) ∆U12(R) ∆U21(R) ∆U22(R)

−t‖

t⊥−t‖

t⊥ 0

00

0 0

00

0 t⊥

−t‖t⊥

−t‖

1Maticové elementy ∆Unn′ (0) ≈ β δnn′ můžeme zahrnout do εp.
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Po dosazeńı za maticové elementy do rovnice (66) již snadno źıskáme dvě větve pásového schématu

Ek = εp − 2t‖ cos kxa+ 2t⊥ cos kya

Ek = εp + 2t⊥ cos kxa− 2t‖ cos kya

Parametry t⊥ a t‖ jsou v našem př́ıpadě záporné (viz. obrázek na straně 3). Následuj́ıćı obrázek ukazuje pásové
schéma pro t‖ = 2t⊥.

Γ X M Γ

εp + 2|t⊥|+ 2|t‖|

εp

εp − 2|t⊥| − 2|t‖|

•
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