Atomova vystavba rozlehlych systémd, j. s. r. 2019/2020
II1.3: Projevy Coulombovské interakce v mnohaelektronovych systémech (pracovni verze)

I11.3.1 Hamiltonian vyjadieny pomoci operatoru elektronové hustoty a hustoty jader

Zanedbame T}, tj. budeme uvazovat o ,zmrazenych” jadrech.
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je operdtor elektronové hustoty v misté s polohovym vektorem r. O platnosti rovnice
2 se mizeme snadno presvédcit integraci. St¥edni hodnotu operatoru n(r),

n(r) = (Ula(r)|¥), (5)

nazyvame elektronovd hustota.
Vyraz na pravé strané rovnice 2 miizeme dale upravit s vyuzitim vzorce pro hustotu
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Druhy ¢len v zavorce souvisi s vynechanim ,selfinterakce”. V modelech, kde je diskretni
hustota jader nahrazena spojitou funkei (nap¥. model Zelé), se tento ¢len neuplatni.

I11.3.2 Priblizeni stfedniho pole, odivodnéni Sommerfeldova modelu
Zatim méame jen jinak zapsany presny hamiltonian systému. Nyni pfistoupime k pfi-
blizenim. Nejprve upravime vyraz

) {a(r’) = o(r —r’)} (10)

vystupujici v rovnici 8. Operator n(r) miazeme zapsat jako soucet jeho stifedni hodnoty
n(r) a operatoru odchylky on(r) = n(r) — n(r):

n(r) = n(r) + on(r). (11)

Po dosazeni do vyrazu 10 dostaneme
n(r)n(r’) +n(r)dn(r’) + on(r)n(r’) + on(r)dn(r’) — n(r)d(r —r'). (12)

Zanedbame c¢tvrty vyraz (,soucin fluktuaci”’) a paty vyraz. Za chvili uvidime, Ze toto
zanedbani je ekvivalentni Hartreeho aproximaci neboli aproximaci stfedniho pole.
Zlistane nam vyraz

n(r)n(r’) + n(r)dn(r’) + on(r)n(r’) . (13)

Operatory odchylek nyni vyjadiime pomoci n a n a dostaneme
—n(r)n(r’) + a(r)n(r’) + n(r)n(r’) . (14)
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kde F. je klasicky vyraz pro elektrostatickou energii oblaku naboje s hustotou n(r),

B = 5 [ dvde" = n(an(e). (16)

a vy je odpovidajici Hartreeho potencial,
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Dostavame jednoc¢asticovou tlohu s potencidlem vy. Jde o Hartreeho aproximaci (s fy-
zikalné nespravnym zapoctenim selfinterakce). Na kazdy elektron ptisobi potencial od
celkové elektronové hustoty, tj. stfedni pole.

Vsimnéme si nyni toho, jak vypada v uvedeném piiblizeni celkovy hamiltonian. S vy-
uzitim vztaht 2,9 a 15 dostaneme pro spojité rozdéleni kladného naboje
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Pro model zelé mame n(r) = n, n™(R) = n™ an = n*. Je hned vidét, ze obé
hranaté zavorky budou rovny nule, H — T, a elektrony se chovaji jako volné ¢astice,
tj. Sommerfeldiv model.

I11.3.3 Presny vyraz pro celkovou energii a redukované velic¢iny
V tomto odstavci se zase vratime k pfesnému hamiltonidnu (bez 7}) a vyjadiime jeho
stfedni hodnotu - celkovou energii systému. S vyuzitim vztahi 2 a 8 obdrzime

Fuon = (WIHIW) = (L) + ( [ dromyae) )+
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kde (A) znac¢i (U|A|W¥). Vzhledem k tomu, ze se stfedovani dotyka pouze operatoru
n(r), dostaneme
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je energie interakce s vnéjsim potencidlem, Fy je klasicka ¢ast energie Coulombovské
interakce (viz. r. 16) a Ey. je dodatetna (neklasickd) ¢ast, tzv. vyménnd a korelacni
energie:
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Definujme jesté parovou korelacni funkci ny(r,r’), hustotu vgmeénné a korelacni diry
(nebo zkracené vymeénnou a korelaéni diru) hy.(r’/r) a hustotu vyménné a korela¢ni
energie €,.(r) nasledovné:
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Veliciny n(r), na(r,r’) a hy(r’/r) predstavuji ,vytazek” z vlnové funkce zavislé na 3N
argumentech, a mluvime o nich proto jako o redukovanijch velicindch. K fyzikalnimu
vyznamu.

e n(r) ... hustota pravdépodobnosti nalezeni elektronu v misté s polohovym vektorem
r.

e ny(r,r’) ... hustota pravdépodobnosti nalezeni paru elektronti v mistech s poloho-
vymi vektory r a r’.

e ny(r,r’)/n(r) ... hustota pravdépodobnosti nalezeni elektronu v misté s polohovym
vektorem r’ za predpokladu, Ze se v misté s polohovym vektorem r nachézi elektron.
V ramci Hartreeho aproximace méme

na(r,r’)
n(r)

v souladu s naprostou nezavislosti elektronii.
P1i pouziti lepsich aproximaci vychazi
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Parovou korelacni funkci mizeme rozlozit na ¢tyfi ¢leny odpovidajici riaznym hodno-
tam spini:

no(r,r’) =mno(r tr' 1) +na(r tr’ |) +na(r v’ 1) +na(r l,r' ]). (30)

Jejich vyznam je intuitivné ziejmy.

® hy(r'/r) ... rozdil mezi hustotou pravdépodobnosti nalezeni el. v misté s polohovym
vektorem r’ za predpokladu, Ze se v misté s polohovym vektorem r nachézi elektron,
a pravdépobnosti nalezeni el. v misté s polohovym vektorem r’ bez piivlastku. Do-
datecna hustota, se kterou interaguje elektron s polohovym vektorem r, v misté s
polohovym vektorem r’ (tato interpretace vychézi z rovnice 28). Zaporna hodnota
odpovida kladnému néboji.

Obecné vlastnosti Aye:

- hye(r'/r) — 0 pro |r —r'| — oc;

- [dr'hy(r'/r) = —1 a celkovy naboj spojeny s vyménnou a korela¢ni dirou je tedy
le]. Kolem kazdého elektronu je oblast, ve které je hustota elektroni nizsi nez je jeji
prumérnéd hodnota n. Pravé proto mluvime o ,dife”.

- S dirou souvisi sniZeni energie (elektron interaguje s efektivnim kladnym nabojem
—|e]hx(r'/r)). Podstatny prispévek ke kohezni energii.

—n(r’) pro [r—r'| = 0.

IT1.3.4 Vymeénna a korela¢ni dira v modelu zZelé, diskuse o vlastnostech v. a k. diry
Vyznam parové korela¢ni funkce a vyménné a korela¢ni diry osvétli vysledky ziskané




v ramci modelu zelé. Na trovni Hartreeovy-Fockovy aproximace, tj. vypocti s jednim
Slaterovym determinantem, dostaneme
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Celkovou parovou korela¢ni funkci dostaneme z rovnice 30 a
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Uvedené vysledky jsou znazornény na obréazku.

Diskuse

e Na trovni aproximace Hartreeho a Focka se ,yyhybaji” pouze elektrony se stejnymi
spiny. Méme jen ,yyménnou diru”.

e Sofistikovanéjsi vypocty popisujici i korelace v pohybu elektront s opa¢nymi spiny
vysledek pozméni: dochéazi ke ,zmenseni” diry pro paralelni spiny a vzniku diry pro an-
tiparalelni spiny. Stéle je ale dira pro paralelni spiny ,hlubsi”. Elektrony s paralelnimi
spiny se od sebe ,drzi dale” nez elektrony s antiparalelnimi spiny.

Priklady k odstavetim II1.2 a IT1.3.

1. (a) Odvodte vzorec pro celkovou energii systému zelé vyplyvajici z aproximace HF.
(b) Odhadnéte, s vyuzitim aproximace HF, pro jaké hodnoty parametru r je zédkladni
stav zelé feromagneticky.

Navod - viz 17. kapitola z u¢ebnice Ashcrofta a Mermina.

2. Odvodte vzorec 33.

Navod. Nejprve stanovte parovou korela¢ni funkei pro vlnovou funkci ve tvaru Slate-
rova determinantu. Za¢néte u vzorce 24. Mezivysledek pro kontrolu:
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Za jednoelektronové vlnové funkce pak dosad'te funkce ¢ (r, o) = f X1/4(0); hod-
noty k jsou pfitom urceny periodickymi okrajovymi podminkami a |k| < kp.
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Obrazek 1: Schematické znazornéni pribéhu funkei ny(r t,r’ 1), na(r t,r’ }) a
hye(r’/r) pro model Zelé.



