Atomova vystavba rozlehlych systémd, j. s. r. 2019/2020
III.1: Rozlehlé systémy, pevna latka jako obii molekula
[I1.2: Kondenzovana latka jako mofte elektront
na pozadi rovnomérné rozlozeného kladného naboje - model ,zelé” (pracovni verze)

III.1: Rozlehlé systémy, pevna latka jako obii molekula

Budeme se zabyvat fetizky atomii. Cilem nasich ivah bude zjistit, jak se kvalitativné
méni vinové funkce a energiové spektrum pii prechodu od N =1k N — oco. Zde N
je pocet jader. Omezime se na nejjednodussi myslitelny model detailné popsany nize.
e Linearni fetizek jader - jednorozmérny krystal.

e Hartree-Fock a MO-LCAO.

e Na kazdy atom piipada pouze jeden relevantni orbital (pro i-ty atom 1; nebo [i)).
Vlastni funkce jednoelektronové tlohy tedy hledame ve tvaru

Y= Zcﬂﬂz‘, (1)

kde ¢; jsou parametry varia¢niho vypoctu. Odpovidajici problém vlastnich hodnot
mé stejny tvar jako v pripadé dvouatomovych molekul - jen index ¢ nabyva hodnot
od 1 do N misto od 1 do 10.

e Pro maticové prvky h a S pouzijeme nasledujici aproximace:

hij = 6(5¢j+t<5i,j+1 +5i,j71)7 t < O, Sz’j :5U (2)
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Vytesime nejprve soustavu pro nekonecény systém - ,sahajici od —oo k oo”. Pak pou-
zijeme okrajové podminky pro stanoveni feSeni tlohy o kone¢ném tetizku.

e Nekonecny tetizek

Rovnice vztahujici se k n-tému atomu a sousedim:

ten—1+ (6 — E)ep +tepr =0. (4)



Regenf hledejme ve tvaru
Cp = CoOén . (5)

Po dosazeni z rovnice 5 do r. 4 dostaneme po tpravé vztah mezi a a F

o=ty (E_6>2—1. (6)
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Pro nekone¢ny systém pripadaji z fyzikalnich davodu v uvahu jen feSeni s |a| = 1.
Energie proto musi spliiovat podminku
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Ke kazdému a (Ja| = 1) miizeme nalézt takové &islo k € (—Z, ), ze o = €. Zde a
je miizovy parametr. Pro koeficient ¢, dostaneme ¢, = cye™*" a
w — Azeikan|n> 7 (9)

kde A je normovaci konstanta. Z rovnice 8 dostaneme
E = e+ 2tcos(ka) . (10)

Z poslednich rovnic jsou vidét vyhody nového kvantového ¢isla k (Blochova vektoru):
jednoduchy vyraz pro energii a pro vlnovou funkci; vyznam k je nasledujici: e’
vyjadiuje zménu faze ,,od atomu k atomu". Funkce 9 ziejmé predstavuji dplnny
systém vlastnich funkei daného problému.

e Konec¢ny otevieny fetizek

Okrajové podminky:

Co = 0, CN+1 = 0

— ¢ = Csin(kan), k € {775, m=1,2, .. N}

e Konecny cyklicky fetizek

Okrajové podminky:

CN+1 = C1

— ¢, =Ce* o ke{™ m=0,1,2 ..N—-1}

Shrnuti vysledki: pro fetizek s N atomy dostavame NN elektronovych stavii s energiemi
v intervalu od —2|t| do 2|t|. V limité N — oo pak vznikne spojity pas. Periodicita
problému vede na nové kvantové ¢islo k.

Priklady

1. Naleznéte vlastni vektory a vlastni hodnoty energie pro retizek obsahujici tii atomy:.
Pouzijte aproximace zavedené v odstavci III.1.

2. Za tadu vlastnosti aromatickych uhlovodikii jsou zodpovédné p. orbitaly oriento-
vané kolmo k rovinam molekul. Uréete odvozené molekulové orbitaly a jejich energie
pro molekulu benzenu. Pouzijte aproximace zavedené v odstavci II1.1.

3*. Totéz pro grafen (viz odkazy ke “graphene band structure” na googlu, napiiklad
http://www.condmat.physics.manchester.ac.uk /research /graphene/). Grafen je zaji-
mavy mimo jiné tim, Ze disperzni relace mé v nékterych ¢astech Brillouinovy zoény
stejny tvar jako pro superrelativistické ¢astice.



I11.2.1 Uvod
Podstatu priblizeni vedouciho k modelu ,zelé” znazornuje obrazek.

Redlna kondenzovana latka Zelé, rovnomérné rozlozeny kladny néboj
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Obréazek 1: Podstata pfiblizeni vedouciho k modelu zelé — slozity priubéh hus-
toty kladného naboje v kondenzované latce nahrazujeme homogennim rozloze-
nim.
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Posledni rovnost plati pro latku, ve které se vyskytuje pouze jeden typ jader.

Poznamky
e Elektronova hustota,
n(r) = (A(r)), (12)
bude v piipadé ,rozlehlého zelé”, kdy lze zanedbat povrchové efekty, zfejmé rovna n*.
e Model zelé tedy obsahuje jediny parametr: elektronovou hustotu n. Uvazte, kolik
parametri obsahuji modely molekul. Jde zde zifejmé o drastické zjednoduseni, které
je ,,[dovolené” pouze v pripadé rozlehlych systémii. Misto n se ¢asto pouziva piibuzna
veli¢ina, tzv. Wigneriuv polomér ry, tj. polomér koule ptipadajici na jeden elektron:
4 4 1
3= (13)
e Problém lze velmi snadno fesit na Grovni Hartreeova pribliZeni a snadno na trovni
Hartreeova-Fockova priblizeni.
e Systematické opravy jdouci nad ramec Hartreeho-Focka (napf. poruchova teorie
vyuzivajici Feynmanovy grafy) jsou snadnéjsi nez pro jakoukoliv jinou fyzikalné zaji-
mavou tlohu.

I11.2.2 Zelé na trovni Hartreeova priblizeni
V Hartreeové hamiltonianu dojde k pfesné kompenzaci elektrostatického potencidlu
od kladného néboje a elektrostatického potencialu od elektronového morte. Elektrony
se proto chovaji jako volné, dostavame Sommerfeldiv model. Jednocasticové vinové
funkce jsou fesenim Schrodingerovy rovnice
” v? 14
5V =€y (14)
spliujicim piislusné okrajové podminky. Pro dostatecné velky systém bude vliv okra-
jovych podminek zanedbatelny, pro zjednoduseni vypocti je ale vhodné zacit s konec-
nym objemem a okrajovymi podminkami a teprve nakonec provést limitu V' — oo.




Odbocka: Dva oblibené typy okrajovych podminek.
(a) Nekone¢ny potencial vné krystalu.
e Fyzikalni predstava

Obrazek 2: K definici okrajovych podminek.
e Okrajové podminky:

(0, y,2) = (L, y, 2) = (2,0, 2) = ¢(x, L, z) = P(2,y,0) = ¢(2,y,L) = 0. (15)

e Soubor funkei vyhovujicich podminkam:

2 3/2 - .
w(r) = <L> sin nLﬂ-.%Sil’l nzﬂ-ySiH nLﬂ-Z, Ng, Ny, Ny € {17273} : (16)

(b) Periodické okrajové podminky.

e Fyzikalni predstava. 1D - od tsecky ke kruznici, 2D - od obdélniku k toroidu, 3D -
neexistuje jednoduché predstava.

e Okrajové podminky:

¢(0>yv Z) = @D(L’ Y, Z) ) ¢($> 0, Z) = ¢($7 L, Z) ) ¢(9§,y, O) = ¢($a Y, L) . (17)

e Soubor funkei vyhovujicich podminkam:

INY2 apon my2mnion 1\3/2
¢(I‘) = (L) e’ L2 xelyTyez L2 S <L> eZk"ac,”ymz'r’ Mgy Moy, My cZ. (18)

Vlastni hodnoty energie:
hk?
€n mom. = My 19
x Ty, Tz 2m ( )

Elektronové stavy popsané vinovymi funkcemi 18 lze reprezentovat body v k-prostoru
- viz obrazek.

Zékladni stav v Hartreeové pribliZzeni - to, co u Sommerfelda. Jsou obsazené jedno-
elektronové stavy s vlnovymi vektory uvniti Fermiho koule v piipadé periodickych
okrajovych podminek a uvniti segmentu Fermiho koule specifikovaného podminkami
ky >0, ky > 0, k, > 0 v piipadé okrajovych podminek s nekone¢nym potenciilem



Obrazek 3: Body reprezentujici diskutované elektronové stavy.

vné krystalu. Na kazdy ,reprezentujici bod” ptripadaji dva elektrony (T,J).

K2 2.21

kp = (37?2n)1/3, Er = 2—]6%, FEot/elektron = Ry . (20)
m

(rs/ac)”

I11.2.3 Zelé na trovni Hartreeova-Fockova priblizeni

Jednocasticové vlnové funkce jsou stejné jako v pripadé Hartreeova priblizeni. O tom
se lze presvédcit FeSenim rovnic - viz napt. Ashcroft-Mermin. Na rozdil od Hartreeovy
aproximace se zde ale uz elektrony nebudou chovat jako zcela nezéavislé. Vinova funkce
ma tvar Slaterova determinantu:

¢000¢(I'1, 01) ?ﬂooor(rz, 02) ¢000T(r3, 03)
Qﬁooo¢(1“1, 01) ¢000¢(r2, 02) ¢ooo¢(r3, 03)

U= \/%det wlooﬁsljhal) ¢100¢(I‘2702) ¢100T(F3,U3) T (21)
2.21 0.916
Eot/elektron = {(rs/a0)2 — (Ts/ao)} Ry. (22)

Prvni ¢len ...kineticka energie

Druhy ¢len ... potencialni energie

Pro malé hodnoty ry, tj. velké hustoty, je potencialni energie zanedbatelné; pro velké
hodnoty r,, tj. malé hustoty, je kinetickd energie zanedbatelnd. Lze ocekavat, ze
v tomto rezimu dojde k poruseni symetrie a vzniku elektronového, tzv. Wignerova,
krystalu.



